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RESUMO

MERGULHO DE SUPERFICIE MINIMA E CURVATURA TOTAL DE SEU BORDO

AUTOR: Ricardo Ivan Philippsen
ORIENTADOR: Ari Aiolfi

Dada uma subvariedade minima X" C R™ com bordo compacto "1, neste traba-
lho procuramos analisar sob quais condi¢des sobre I' podemos concluir que > é mergulhada.
Mostramos que se uma curva fechada simples I' C R™, suave por partes e de curvatura total
menor ou igual a 47 € o bordo de uma superficie minima ., entdo . é mergulhada (EKHOLM;
WHITE; WIENHOLTZ, 2002). Além disso, seguindo os passos de (CHOE; GULLIVER,
2017), acompanhamos um possivel caminho para obter uma generalizacdo desse resultado para
dimensdes maiores.

Palavras-chave: Superficies minimas mergulhadas. Curvatura Total. Densidade. Angulo de
visdo.



ABSTRACT

EMBEDDED OF MINIMAL SURFACE AND TOTAL CURVATURE OF THEIR
BOUNDARY

AUTHOR: Ricardo Ivan Philippsen
ADVISOR: Ari Aiolfi

Given a minimal submanifold X" C R™ with compact boundary """, in this work we
analyze under which conditions on I' we can conclude that > is embedded. We show that if a
simple closed curve I' C R™, piecewise regular and with total curvature less than or equal to
47 is the boundary of a minimal surface 3, then Y is embedded (EKHOLM; WHITE ; WIEN-
HOLTZ, 2002). Moreover, following the steps of (CHOE; GULLIVER, 2017), we present a
possible way to obtain a generalization of this result to higher dimensions.

Keywords: Embedded Minimal Surfaces, Total Curvature, Density, Vision Angle.
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INTRODUCAO

O estudo de subvariedades minimas no espago euclidiano R™ €, sem ddvida, um as-
sunto fundamental da Geometria Diferencial e tem tido enormes avangos desde os primeiros
experimentos do fisico belga J. Plateau com peliculas de sabdo, na metade do século XIX, o
qual buscava mostrar fisicamente a existéncia de superficies minimas (estiveis) para determi-
nados contornos prefixados. A saber, subvariedade minimas sdo definidas como subvariedades
de curvatura média igual a zero.

Dado que os contornos podem ser muito complicados, em um primeiro momento procurou-
se estudar matematicamente o que veio a ser conhecido como o "problema classico de Plateau",
na versdo dada por Lagrange (1760), o qual pode ser colocado como segue: determinar uma
superficie minima tendo como bordo uma curva fechada simples dada.

Inicialmente as tentativas para resolver tal problema consistiam em determinar explici-
tamente uma superficie minima limitada cujo bordo é o dado contorno (em particular, a de drea
minima), o que nao € nada trivial, mesmo para um bordo "bem comportado". Posteriormente, o
foco passou a ser provar a existéncia de uma superficie minima que realizasse um bordo prefi-
xado, sem se preocupar em determinar explicitamente a superficie, e importantes contribui¢des
foram dadas por J. Douglas e T. Radd, por volta dos anos trinta do século XX (DOUGLAS,
1931) e (RADO, 1930). Em particular, quando um contorno prefixado tem projecdo injetiva so-
bre um plano, passou-se a verificar a existéncia de graficos minimos sobre o dominio limitado
nesse plano cujo bordo € tal projecdo, o que é conhecido como o problema de Dirichlet para a
equagdo das superficies minimas em dominios limitados com dado continuo no bordo. Existe
uma vasta literatura a respeito e sugerimos (LAWSON, 1973) e as sugestdes de leitura 14 postas
para maiores detalhes sobre o assunto.

Além de se preocupar com a existéncia de solucao para o problema de Plateau, outra
questdo que surge concomitantemente é o estudo das propriedades de tal solu¢do, como por
exemplo, se a superficie € mergulhada ou ndo. Neste trabalho, procuramos analisar sob quais
hipéteses sobre uma curva fechada simples dada podemos garantir que uma superficie minima
que tenha por bordo tal curva € mergulhada. Faremos isto também para dimensdes maiores.

Comecamos procurando entender qual a relacdo entre a curvatura total de uma curva
fechada e 0 modo como tal curva estd imersa em R3. Neste sentido, exploramos no Capitulo 1,

os teoremas de Fenchel e de Fary-Milnor em sua versdo para R3. O Teorema de Fenchel nos



diz que a curvatura total de uma curva fechada v em R™ é no minimo 27 e € igual a 27 se, e
somente se, v € uma curva planar convexa. Ja Fary e Milnor provaram que uma curva fechada
simples e regular em R® que é um nd tem curvatura total maior do que 4. Estes resultados
indicam que uma curva fechada simples em R? com curvatura total no maximo o dobro do
minimo € isotopicamente simples.

A questao imediata que se pde na sequéncia é saber se uma superficie minima em R
que tem por bordo uma curva v fechada simples, cuja curvatura total € no maximo o dobro do
minimo, isto é, 47, € também de certa forma "simples". De fato é. Observamos que no caso
em que v C R? é curva de Jordan regular,  é o bordo de exatamente um disco minimo (NITS-
CHE, 1973). No caso v C R™ e ndo necessariamente regular, Ekholm, White and Wienholtz
(EKHOLM; WHITE; WIENHOLTZ, 2002) provaram mais recentemente que se uma superficie
minima em R tem por bordo tal v, entdo a superficie € mergulhada.

Tratamos do resultado acima mencionado de (EKHOLM; WHITE; WIENHOLTZ, 2002)
no Capitulo 4, no contexto de curvas suaves por partes, € sem nos preocuparmos com conclusoes
sobre ndo existéncia de pontos de ramifica¢des interiores (ver Definicdo 63 para o que tange a
pontos de ramificagdes) explorando varias nuances e culminando com o seguinte teorema que
retine os vdrios resultados que o precedem:

Teorema (Ver Teorema 41) Seja I' uma curva simples e fechada em R™, m > 3, suave por
partes, com curvatura total menor ou igual a 4m. Seja 3. uma superficie minima com bordo T'.
Entdo Y. é mergulhada até o bordo.

Também no Capitulo 4, tratamos de estender parte do resultado acima para dimensoes
maiores, ou seja, procuramos entender sob quais hipéteses sobre uma subvariedade compacta
[™~! ¢ R™, uma subvariedade minima X" C R™ que tem por bordo I" é mergulhada. Nossa
referéncia para este contexto é o artigo (CHOE; GULLIVER, 2017). O resultado que explo-
ramos faz uso do que se entende por dngulo de visdo de uma subvariedade compacta '
Dizemos que o angulo de visdo de uma subvariedade I'"~! C R™ em um ponto p € R™, é
o volume da projecdo radial de I' sobre a esfera unitdria de dimensdao m — 1 centrada em p
(contado com multiplicidade), que ¢ denotado por IL, (I'), isto &, IL,, (I') = vol (7, (I')), onde

» : R™ — S™71 (p) é a projecdo radial. Chamamos II(T') = sup,cgm II, (I') de 4ngulo de
visdo de I'. Provamos entdo o seguinte resultado de Choe e Gulliver:
Teorema (Ver Teorema 47) Se I' C R™ ¢ uma subvariedade compacta (n — 1)-dimensional

com 11 (') < 2¢,_1, onde ¢, é o volume da esfera (n — 1) dimensional, entdo qualquer



subvariedade minima imersa > com bordo I' é mergulhada.

Finalizamos o Capitulo 4 com um adendo, onde procuramos entender minimamente
o contexto de uma conjectura devido a Choe-Gulliver, apresentada em (CHOE; GULLIVER,
2017), a qual pode ser objeto de estudos futuros. Exploramos (sem entrar em muitos detalhes)
um caso particular que dé a intui¢do que a conjectura pode ser verdadeira.

O caminho para provar os resultados do Capitulo 4 € relativamente longo e exige uma
série de resultados intermediérios.

No Capitulo 2, tratamos de mostrar que o volume de uma subvariedade minima n-
dimensional compacta e conexa em R, n < m, é menor ou igual ao volume de qualquer cone
n-dimensional determinado pelo bordo da subvariedade e tendo por vértice um ponto qualquer
da subvariedade (Proposi¢do 24). Sao explorados varios resultados de Geometria Riemanniana
necessdrios para tal fim.

O que este trabalho evidencia € que estimativas para a densidade (Ver definicdo de den-
sidade em (3.1), Capitulo 4) de subvariedades minimas compactas, com bordo, em variedades
Riemannianas, podem ser usadas para provar que tais subvariedades sdo mergulhadas. Con-
sideramos subvariedades minimas com bordo, no caso particular em que a variedade é R™ e
tratamos, no Capitulo 4, de obter estimativas para a densidade de uma subvariedade minima em
um ponto sob hipédteses envolvendo a curvatura total do bordo de tais subvariedades. Tratamos
dos teoremas da Monotonicidade e da Monotonicidade Estendida para tal contexto (teoremas
31 e 32) e de sua aplicacdo para a obtencdo de um resultado que compara a densidade de uma
subvariedade minima >" C R™ com bordo em um ponto p e a densidade em p, do cone deter-
minado por 9% com vértice em p (Teorema 34).

Os resultados explorados nos capitulos 2 e 3 formam a base necessdria para as provas
dos teoremas principais de nosso trabalho que estdo no Capitulo 4. Por fim, gostariamos de
observar que utilizaremos, sem provar, alguns resultados que envolvem Teoria Geométrica da
Medida, dado que tal teoria foge um pouco do nosso escopo, o qual pretende ser um primeiro

olhar para o assunto base desta dissertacao.
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1 DOIS RESULTADOS CLASSICOS ENVOLVENDO CURVATURA
TOTAL DE CURVAS EM R?

Neste capitulo vamos nos concentrar nos cldssicos teoremas de Fenchel e de Fary-Milnor
(Teorema 6 e Teorema 8 abaixo, respectivamente). Estes resultados nos dizem que uma curva
fechada e simples em R? tem curvatura total maior ou igual a 27, sendo igual a 27 se, e somente
se, a curva € plana e convexa (Fenchel) e, que se a curva tiver um nd, entdo sua curvatura total é
maior do que 47 (Fary-Milnor). Desta maneira € possivel relacionar a forma como a curva esta
imersa em R? e a sua curvatura total.

No préximo capitulo reobteremos o Teorema de Fary-Milnor como um coroldrio de um
resultado bem mais geral, o qual relaciona a curvatura total de uma curva fechada simples em
R™, m > 3, com o modo como a superficie minima que tem por bordo tal curva estd mergulhada
em R™.

Inicialmente, lembramos de algumas defini¢des e resultados preliminares que usaremos

jé neste capitulo. Comecamos com o conceito de curvatura total para curvas regulares em R™.

Definicao 1 Seja I C R um intervalo e o : I — R™ uma curva regular, parametrizada por
comprimento de arco, isto é, com |/ (s)| = 1 para todo s € I. Se k (s) representa a curvatura

de aem s € I, a curvatura total de « é definida por

Kr(a) :/I|k:(s)|ds.

Quando « for uma curva plana, estaremos considerando a curvatura com sinal, por esse
motivo a necessidade do médulo. No caso de curvas que ndo sao planas, o médulo dentro da
integral é desnecessario pois & (s) = | (s)].

Observamos que, quando estamos no contexto de uma curva « regular (suave) por partes,
orientada, também temos uma nocao de curvatura total, como segue: se t; € 1,7 =1, ...,n, s@o

os pontos ndo regulares de «, a curvatura total de o é dada por

Kr () :/ |k:(s)|ds+20(ti)

onde a4 € 0 conjunto formado pelas partes separadas em que « € regular (suave), sem 0s seus

pontos iniciais e finais e 6 (¢;) € [0, 7] é o Angulo exterior a v nos pontos ¢;, isto &,

cos (6 (t;)) = (/. (t;), —a’_ (t;)), (1.1)
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Figura 2.1: Angulo exterior.

Fonte: Elaborado pelo autor.
onde o/ (t;) e &/, (t;) representam respectivamente as derivadas a esquerda e a direita de o« em
t;. Naturalmente, 6 (¢;) ndo depende da orientac@o de «, ja que dngulos opostos por um vértice
sdo iguais. Maiores informacdes no que se refere a curvatura total de curvas suaves por partes
pode ser vista em (SULLIVAN, 2008).

Como lidaremos com questdes envolvendo drea de uma regiao contida em uma superfi-

cie regular, damos aqui a definicao do que se entende por drea nesse contexto.

Definicdo 2 (CARMO, 2014) Seja S uma superficie regular e seja x - U C R* — S uma
parametrizagdo local de S, com © = x(u,v). Se R C S é uma regido (ou seja, é um aberto e

conexo em S) limitada contida em x (U), a drea de R, denotada por A (R), é definida por

A(R) = / |z, X 2| dudv.
z=1(R)

Esta defini¢do € bastante intuitiva, quando queremos calcular a drea de uma regiao em
uma superficie ndo plana, aproximamos ela por paralelogramos infinitesimalmente pequenos,
dos quais a soma infinita das dreas resulta na drea desejada.

Podemos relacionar a drea da imagem da aplicacdo normal de Gauss (4rea esférica) com

a curvatura Gaussianna da superficie, cuja defini¢do é dada por:

Defini¢do 3 (Curvatura Gaussiana)(CARMO, 2014) Seja S C R® uma superficie regular e
x(u, v) uma parametrizacdo local em torno de um ponto p € S. Sejam E, F, G, e, f e g os coe-
ficientes da primeira e segunda formas fundamentais na base {x,, x,}, a curvatura Gaussiana

de S em torno de p é dada por
eg — f*

K=—2—7_
EG — F?

Observamos também que se N : S — S? é a aplicagiio normal de Gauss, entdo K (p) =

det[—dNp).
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Proposicdo 4 Seja S uma superficie regular do R? e seja (U, p) uma carta local de S. Suponha
que V' C ¢ (U) seja uma regido em S onde a curvatura Gaussiana K de S ndo muda de sinal
e seja B =N (V), onde N : S — S?* é a aplicacdo normal de Gauss. Entdo a drea de B é

dada por

A(B) —// |K|VEG — F?dudv,
= H(V)

onde E, F, G sdo os coeficientes da primeira forma fundamental de S relativamente a parame-

trizagdo (U, ).

Prova. Note que ¢ : U C R? — S? dado por 1) = N o ¢ é uma carta local de S? com

Y (R) = B. Assim, como ¢! (B) = R e R é uma regido, segue da Defini¢do 2 de drea que

A(B) = //RWJu X 1| dudv. (1.2)

Dado p € ¢ (R), sejaq € R tal que p = ¢ (q). Visto que N € a aplicacdo normal de Gauss,
temos 7,5 = Tn(,)S?, ou seja, 1,5 = Ty(,)S? e, assim, podemos escrever ¢, (q) e 1, (¢) na

base {¢,, .}, de T,,S. Temos entdo

Yy = Q1104 + A21Py

Py = Q120 + Q2205

Logo,

Yy X Yy, = an1a12 (©u X @u) + a11022 (Pu X Po) + 12021 (Py X ©y) + a21022 (Py X @y)

= (@11092 — a12a91) (u X @u) = det (a;;) (u X Py) .

Pela defini¢do de curvatura Gaussiana, temos K (p) = det (a;; (p)), pois (a;; (p)) é a matriz de

dN, : T, — T,S. Logo,

‘wu X wv| = |det (aij>’ ’@u X 901;‘ = ’K’ ’@u X Sovl' (1.3)
Por outro lado, é imediato verificar que

low X o] = VEG — F2. (1.4)
Concluimos de (1.2), (1.4) e (1.3) que

A(B)://R\m VEG — F2dudv.
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]
Tal fato € bem intuitivo, visto que quanto mais uma superficie se curva, maior serd a
por¢cdo que a imagem da aplicacdo de Gauss cobrird da esfera, portanto sua drea esférica seréd
maior.
A imagem a seguir ilustra o que estd acontecendo na proposi¢ao anterior.

Figura 2.2: Area Esférica

Fonte: Elaborado pelo autor.
Nas provas dos teoremas de Fenchel e de Fary-Milnor, serd necessario relacionarmos a
curvatura de uma curva regular em R3 com a curvatura Gaussiana de um tubo regular de raio

adequado em torno da curva em questdo. Tal relacdo € feita no lema a seguir.

Lema 5 Seja o : [0,1] — R® uma curva regular simples e fechada, parametrizada por com-

primento de arco e seja T’ um tubo de raio

1
0 < < ax{h(s).s € 0.0} 15

em torno de «, isto é, T' é a superficie parametrizada por
z(s,v) = a(s) +r(n(s)cosv + b(s)sinv), s € [0,],v € [0, 27],

onde n(s) e b(s) sdo os respectivos vetores normal e binormal ao longo de . A curvatura

Gaussiana K da superficie T' é dada por

B —k(s) coswv
K@no—ru_ru@amw'

Prova. Como F = (1 + k (s)cosv)?, F = 0e G = r?, segue que

|lzs X 2,||* = EG — F? = r*(1 — rk(s) cosv)?
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1
max{k(s);s € [0,(]}

rk(s)cosv < rk(s)|cosv| < rmax{k(s)} < 1.

e, como r < obtemos que,

Sendo « simples, observe que a limitagdo (1.5) faz com que 7" seja regular. Seja N(s,v) a

aplicacao normal de Gauss de 7". Temos

N(s,v) = —(n(s)cosv+ b(s)sinv);
rs X x, = 71(1—rk(s)cosv)N(s,v);
Ny x N, = k(s)cosv(n(s)cosv+ b(s)sinv)

= —k(s)cosvN(s,v)
—k(s) cosv
r(1 — rk(s)cosv)

Ty X Xy

Portanto a curvatura Gaussiana K (Defini¢ao 3) da superficie 7" é dada por,

—k(s) cosv

K(s,v) =

~ r(1 —rk(s)cosv)’

Figura 2.3: Tubo

Fonte: Elaborado pelo autor.
Observamos que as definicdes de vetores normal e binormal ao longo de uma curva

podem ser encontradas em ((CARMO, 2014), 2014), p. 23.

1.1 O Teorema de Fenchel

Com os resultados obtidos na secdo anterior podemos passar a prova da seguinte versao

do Teorema de Fenchel.
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Teorema 6 (Fenchel) A curvatura total de uma curva regular simples e fechada em R? é maior

ou igual a 21 e a igualdade ocorre se, e somente se, a curva é plana e convexa.

Prova. Considere a curva o parametrizada por comprimento de arco. Seja 7' o tubo em torno
de a, de raio suficientemente pequeno, assim como considerado no Lema 5. Considere V' C T’

o conjunto dos pontos de 7' com curvatura Gaussiana nio negativa, assim, para esses pontos

temos
—k(s)cosv
r(1 —rk(s)cosv) —
T 3T . . -
e, portanto, v € [57 ?} . Seja [ o comprimento de a.. Logo, pela Proposicao 4,

//KdA = // KVEG — F?dsdv
\% = 1(V)

- ] 1 k() cos s

= // —k(s) cosv dsdv
(V)

3n

1 3m
= /k(s)ds/2 —cos v dv
0 jus

2

_ 2/Olk(s)dsg2/Ol|k(s)]ds:2KT(a),

isto é, a integral da curvatura Gaussiana sobre a regido V' € igual ao dobro da curvatura total
de o e observe que obtemos uma integral sobre toda curva, pois cada secao transversal de T’
relativamente a « possui pontos de curvatura ndo negativa. Vamos mostrar agora que a aplicagao
normal de Gauss N : V — S? é sobrejetiva, para depois, utilizando a Proposi¢do 4, concluirmos
0 que queremos.

Considere um ponto p de S? qualquer. Tal ponto gera uma semirreta L passando pela
origem. Seja P um plano perpendicular 2 L de modo que P N'T = (). Movendo P na dire¢io
de L até que P toque 7', vemos que o primeiro ponto de contato estd em um ponto ¢ onde a
curvatura Gaussiana € nao negativa, entdo ¢ € V e N (q) = p, provando a sobrejetividade de

N.
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Figura 2.1.1

Fonte: Elaborado pelo autor.

Logo, pela Proposi¢do 4,

2/0l |k(s)|ds > 2/01 k(s)ds = //VKdo > area(S?) = 4w

I
/ |k(s)|ds > 2.
0

O que prova a primeira parte do teorema.

Portanto

Para a segunda afirmacgdo, observe que a aplicagdo de Gauss de 7' restrita as curvas
coordenadas s = cte € injetiva. Tal fato pode ser visualizado pois 7' € localmente homeomorfo
a um toro.

Seja s : [0,27] — S%, s € [0,1], definida por v,(v) = N(z(s,v)). Note que 5 é um
circulo maximo. De fato, as curvas x(s,v), com s constante, sdo resultado da interseccdo de
um plano perpendicular & o com 7', de modo que 7,(v) € um circulo mdximo em S?, visto que
7s (V) = N (x(s,v)) = a(s) + r(n(s) cosv + b(s) sinv). Sejay+ C v, o semicirculo fechado
correspondendo aos pontos de v, que sdo provenientes de pontos de 7' que tem curvatura ndo
negativa. Supondo « plana e convexa, entdo todos os conjuntos ;" possuem os mesmos pontos
final p e g, e o vetor pq € ortogonal ao plano que contém «. Por ser convexa, a curvatura de o nao
muda de sinal, isso implica que os vetores que sa0 normais a curva o varrerao exatamente um

circulo mdximo em S? e ndo poderdo assumir duas vezes 0 mesmo valor pois se isso ocorresse
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a curvatura mudaria de sinal. Segue entio que

l
// K dA — area(S?) — 4 = / e(s)|ds = 2,
R 0

vistoque R= |J L.
s€[0,]]

. l ~ .
Reciprocamente, suponha que [, |k(s)|ds = 2m. Passemos entdo a provar a seguinte
afirmacéo: Todos os . terdo os mesmos pontos finais p e ¢. Suponha que ndo, entdo existem
dois grandes circulos 74, € 75, com s € sy arbitrariamente proximos cruzando-se em dois pontos

antipodas que ndo estdo em N (R N Q) onde
Q={reT Kz <o},

ou seja, s, € Vs, POr serem circulos méximos, se intersectam em dois pontos antipodas de S? e
tais serdo pontos onde a curvatura Gaussiana de 7' € igual a zero. Existem entdo pelo menos dois
pontos de curvatura positivaem 7" que N mapeia em um tnico ponto de S?. Consideremos entio
vizinhangas desses pontos. Sejam 1,25 € N~' (v} N~.) e Uy, Uy C T vizinhangas abertas de
x1 e x5 tal que N(Uy) C ) N~.L e o mesmo para U,. Note que N cobre V' = N (Uy) N N (Us)

duas vezes. Logo,
// K dA = area(N(R)) < area(S?) + area(V') = 47 + area(V).
R

Veja agora que temos [ [, K’ dA < 4 e por hipétese 47 < [ [, K dA o que é um absurdo, e
isso prova a afirmacao.
Os pontos de curvatura zero em 7' estdo na interse¢do de 7' com o binormal b (s) de a.

Entdo b(s) € paralelo a pg para todo s. Temos

I !
/ k(s)ds < / |k (s)|ds = 2. (1.6)
0 0

Seja
J={s€[0,l];k(s) >0}

esejat: [0,l] — R?®dado por t(s) = o/(s) e I' = ¢ ([0, ]). Entdo o comprimento de T" é
!
L) = [ e
0

I
= / |k(s)|ds = 2. (1.7)
0
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Como « € fechada, o vetor ¢ varrerd pelo menos um circulo completo ao longo de o quando

assumido J. Assim, temos por (1.6) e (1.7) que

l
2t > /k’(s)dsZ/k(s)dsZQW
0 J

!
= /|k:(s)|ds:/kds:27r.
0 J

Mas 271 > fol k(s)ds e com isso, J = [0,1]\J tem medida nulae [,(—k(s))ds = 0. Logo,

[]k(s)ds+[]k(s)ds - /Olk(s)ds - /Ol|k(s)|ds = or,

ou seja, |k(s)| = k(s) = k(s) > 0 para todo s e, portanto, « € plana e convexa. |

Observamos que o teorema continuaria sendo valido somente com a hipétese da curva
a ser fechada. Maiores detalhes podem ser visto em (CARMO, 2014), Se¢ao 5.7 e em (FEN-
CHEL, 1929). No entanto, para nossos propdsitos neste primeiro contato com o assunto, a

versdo apresentada acima € suficiente.

1.2 O Teorema de Fary-Milnor

Iremos provar agora o teorema de Fary-Milnor, que faz uso da defini¢do de curva que é

um nd, a qual segue abaixo.

Defini¢io 7 Uma curva T’ C R3 é um né se néo existe uma homotopia entre " e S*.

Figura 2.2.1: N6

Fonte: Elaborado pelo autor.
Em outras palavras, dizer que uma curva é um nd, significa dizer que ela ndo pode ser
deformada continuamente em um circulo. Como ja mencionamos na introdugao deste capitulo,

veremos no Capitulo 3 este teorema como um caso particular de um resultado bem mais geral.
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Teorema 8 (Fary-Milnor) A curvatura total de uma curva regular simples e fechada em R? que

é um no é maior do que 4.

Prova. Suponha o parametrizada por comprimento de arco e seja 7' o tubo em torno de «
(conforme o Lema 5). Seja R C T aregido de T onde K > 0, b = b(s) o vetor binormal de v e
w € R3 um vetor unitdrio tal que w # +b(s) Vs € [0,]. Defina h,, : [0,] — R a fungdo altura

de a na dire¢do de w, ou seja,
hw(s) = (a(s),w),s S [Oa l]

Note que s é ponto critico de h,, se, e somente se, w € perpendicular a reta tangente a o em
a(s). Além disso, em um ponto critico,

d> d?

hu(s) = (a(s), w) = k(s)(n(s), ) # 0.
Esse fato é devido ao triedro de Frenet, por um lado, w n@o pode ser o vetor binormal e por
outro, sendo s um ponto critico de h,,, w € perpedicular ao vetor tangente a «, portanto w
ndo pertence ao complemento ortogonal de n (s). Como h!/ # 0 nos pontos criticos, os pontos
criticos s@o pontos de maximo ou minimo, que sempre existem, visto que « € fechada. Suponha

que a curvatura total de o seja menor ou igual a 47, entdo, usando a identidade obtida pelo

//R frad = 2/01 (s)ds < 2/; [k(s)lds < 8.

Afirmagdo: para algum wg ¢ b([0,]), h., tem exatamente dois pontos criticos. Assim, por [0, /]

Teorema 6,

ser compacto, tais pontos serdo o maximo e o minimo de /,,,. De fato, suponha que o contrario
vale, isto é, para todo w ¢ b([0,1]), h, tém pelo menos trés pontos criticos, h,, ndo pode ter
somente um ponto critico pois « € fechada. Se h,, tem um méaximo local em s, entdo o plano
tangente a 7" no ponto p = «(s) + rv é ortogonal a w, ja que 17" é uma superficie regular. Além
disso uma vizinhanca de p em 7T fica contida em um dos semi-espacos determinados por esse
plano. Com isso, K (p) > 0 e, como w # +b(s), ocorre que K (p) > 0. Note que a aplicacdo
de Gauss de T, dada por N : T — S?, satisfaz N (p) = w.

Como estamos assumindo trés pontos criticos, temos dois pontos maximos ou dois pon-
tos minimos. Suponha dois pontos maximos, portanto os dois méximos de h,,, sdo dois pontos
p e ¢ satisfazendo N (p) = N(q) = w, com K (p) > 0e K(gq) > 0. Como o conjunto de vetores

unitdrios w # +b([0,1]) é denso em S?, temos que

// KdA > 8.
R
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E isso prova a afirmacdo.

Considere entdo s; € s, 0s pontos criticos de h,,, € sejam P, e P» planos perpendiculares
a wy que passam por « (s1) e « (sy). Cada um dos planos paralelos a P; e P, intercepta o em
exatamente dois pontos, pois se houvesse mais algum ponto, deveria haver necessariamente
mais um ponto critico. Se unirmos todos esses pares de pontos ao longo de todos os planos
paralelos entre P, e P, obtemos uma superficie limitada que € homeomorfa a um disco, dado
que « € regular. Portanto C' ndo é um nd. ]

Maiores detalhes sobre o teorema acima pode ser encontrado em (CARMO, 2014) (p.

484)
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2 RELACIONANDO VOLUMES DE SUBVARIEDADES MINIMAS E DE
CONES

Nosso objetivo principal com este capitulo € mostrar que o volume de uma subvariedade
minima n-dimensional compacta e conexa em R™, n < m, € menor ou igual ao volume de
qualquer cone (ver Definicao (20)) n-dimensional determinado pelo bordo da subvariedade e
tendo por vértice um ponto de tal subvariedade. Para tal, necessitaremos de varios resultados
preliminares de Geometria Riemanniana que trataremos aqui.

Usaremos a notagdo X" para designar uma subvariedade de dimensdao n em uma vari-
edade Riemanniana M de dimensdao m := n + k, kK > 1, que em geral consideraremos como
sendo R.

Para um ponto p € X, consideramos um referencial ortonormal {e;}; , em uma vizi-
nhanca de p, tangente a > e geodésico em p. Estendemos suavemente esses campos de vetores
para um referencial ortonormal {e;};" ; em uma vizinhanca de p em M. Denotaremos por Vv,V
as conexdes Riemannianas de M e X, respectivamente e por A, A os Laplacianos em M e X,
respectivamente. Usaremos ﬁ para denotar o vetor curvatura média de > em M, além disso,

para um ponto g € M fixado, 7 (x) = d (¢, x), v € M, indica a distdncia em M de z a q.

2.1 Expressoes envolvendo a curvatura média de uma subvariedade e o Laplaciano da

funcao distancia

Primeiramente, vemos que podemos escrever o vetor curvatura média de uma subvarie-

dade > de M™ como sendo
H = Y (Vaei— Ve

(Viei). @.1)
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De fato, da defini¢do de vetor curvatura média dada no Apéndice (Definicao 59), temos que

0 =

T
e€5) €i)e;
S J_ —
(Ve,£5) — Veej,ei)e;
(=Veej,ei)e;.

Por outro lado, desenvolvendo o lado direito da expressao (2.1),

n

SV Ve = 3 [Fae) + (Foe)] -3 Ve
i=1 i=1 ‘ i=1

Do fato de termos 0 = (e;,e;) parai = 1,...,nej =n+1,...,m em uma vizinhanca de p,
obtemos que

0 = eilej, €5) = (Ve,e5,€) + (€, Ve,€5)

e, portanto, (V,e;, e;) = (—V,,e;, e;), concluindo a igualdade desejada.
Expressar o vetor curvatura média de uma subvariedade como em (2.1), nos favorece

em varias situagdes, como na escrita da prova do seguinte resultado:

Lema 9 Seja X" uma subvariedade de uma variedade Riemanniana M™. Para f € C* (M),

tem-se

Af=Bf+H(f)~ > Vfener),
1=n+1

=2 . s 0 : \
onde V" f (e;, e;) denota a Hessf (e;, ¢;) e ﬁ é o vetor curvatura média relativamente a 3.
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Prova. Lembramos primeiramente que A f representa o Laplaciano de f em M e Af o Lapla-

ciano em Y. Temos

Af = divg(Vf)

n

= Z<Veivf7 €i>
=1

= Z (61<Vf, €i> - <vf7 v€i6i>)

i=1

= D _(elelf) = (Vee) (1) 22)

Por outro lado, parai =1, ..., n,

ei<vf>€i> = &

donde . . .
S ei(Vie)y =Y e(Vie) =Y (VeVfe) + (Vf Veer)
=1 =1 =1
e, portanto,
Y (Ve Vfe) = Y (elVfe)—(Vf,Vee)) (2.3)
=1 =1

n

= Z (ei(Vf, e;) — <vf?vei€i>) :

n+k

S (V. F, e (2.4)
lzl n+k

Z(veivf, ei) + Z (Ve Vi e

=1 1=n-+1

n n.o n+k o

Y eilVie) =Y (VEVee)+ Y (Vo Ve

=1 =1 i=n+1
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Por outro lado, de (2.1) e observando que se X é um campo de vetores de M entdo X (f) =

(Vf,X), vé-se que

ﬁ(f) = (quei—zveiei> (f) (2.5)

= Y (VEVee) = (Ve ).

=1 =1

Como
n+k — n+k o
Y Viflene)= > (Ve Vf e,
1=n+1 i=n+1
segue de (2.4) e (2.5) que
n+k n n
A+ H) - Y Vilene) = Yele(f) =3 (Voer) () +
i=n-+1 z—1n+k =1 §
+ Y (Ve V e+ (V] Ve +
z:nnJrl n+zk—1
- Z(Vez€z>(f) - Z (Ve,Vf, e
=1 i=n-+1
= > eile ()= (Vee) () +
i=1 i=1
+3 (V. Vee) =Y (Vee)f)
i=1 =1
= Zei (e (f)) — Z(v(iie’i)(f)
i=1 i=1
= > (eilei(f)) = Veeilf)). (2.6)
i=1
De (2.5) e (2.6) segue o resultado. [ |

O lema acima permite entdo vermos uma maneira que nao € muito comum de calcular-
mos o Laplaciano de f em X..

Na préxima proposicao, temos um resultado envolvendo o Laplaciano da fungao distan-
cia. Provamos uma versdo geral para a variedade de Hadamard, apesar de usarmos apenas o

caso Euclidiano nos préximos capitulos.

Proposicao 10 Seja M™ uma variedade de Hadamard (completa, simplesmente conexa, com

curvatura seccional ndo positiva) e seja X" uma subvariedade de M. Seja r (x) = d (p,x),



x € M, onde p é um ponto fixado de M. Tem-se
2 [n +r <ﬁ,Vr>} < Ar?,

M + <ﬁ,vr> < Ar,

r

e, ainda, )
2(1—1|V 1 _
M+—<ﬁ,V7ﬂ> < Alogrsen =2

72 r

Ar*™" <n(n—2)r " (|V7“|2 —1)+2-n)r" <ﬁ,Vr> se 3 <n.

Ainda, quando M = R, as desigualdades acima tornam-se igualdades.

Prova. Primeiramente, fagamos a prova de (2.7). Segue do Lema 9 que

Ar? = Ar? +ﬁ ZVT (e;,€)
i=n+1
=3 (VTR + (ViR H) = S (VT e)
i=1 i=n+1

I

(Vo) + (V2 H)

=1

) [2 (For¥r,es) + (i, ﬁ>] |

Como {e;};_, é geodésico em p, temos (V.,e; (p))T = 0. Entdo,

n

> Veei () =3 (Vaei )" = H(p),

i=1

onde a ultima igualdade segue da equacgdo (2.1).
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2.7)

(2.8)

2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

Facamos primeiro o caso particular M/ = R™ e, sem perda de generalidade, tome p

como sendo a origem de R™. Assim, podemos escrever r (z) = ||z, z = (x1, ...,

Ar? (z) = Az, z) = Zei (e; (z,x))

n

=2 Zel e, T)) =2 Z (<veiei,x> + (e, ei>) = 22 (<veiei (x)

=1

= 2n+22<v6 e (x),x
i=1

Tp,) €, entdo

,a;>—i-1)

(2.13)
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Assim, de (2.13) e (2.12) vem que

ATZ(’”) —n+ <ﬁ (), ). 2.14)

Temos 7 (x) Vr (z) = x para todo # € R™ (visto que p = O é a origem de R™, Vr é

ortogonal as esferas centradas na origem e ‘Vr} = 1). Assim,

<ﬁ<x) :1:> _ <ﬁ(x) (1) Vr (x)>.

Segue entdo de (2.11) e (2.14) que

Z (Ve,rVr,e;) =n. (2.15)
i=1
Isto mostra que, quando M = R™,
2 [n+r<ﬁﬁr>] — A2, (2.16)

Para mostrar a segunda identidade (2.8), vamos utilizar a igualdade (2.16). Temos pelas propri-

edades do laplaciano,

2 [n +r <ﬁ,7r>] = Ar?
= rAr+2(Vr,Vr)+rVr

= 2rVr +2|Vr[%

Assim, se isolamos o termo Ar na ultima igualdade,

Ar = 1{n—i—r<ﬁ,7r>—|V7’|2}

r

_ no VP + <ﬁ,7r> .

r

Passamos entdo a justificativa de (2.9).

Temos

Alogr = divy (V (logr))

= divy <1V7’)
r

= %Ar +(Vr,V <1>>

:
= 2o T

r r?

2
r r
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e por (2.8),

_ 2 2
Alogr = H (—2 [Vr + <ﬁ,7r>> _ v
T

r 72

_ 20-fvrf) [vrl’) + % <ﬁ,7r>.

r2

Por fim, mostremos que vale a tltima identidade (2.10) em R™. Temos

Ar?™ = divy (V (TQ_"))

= (2 ; n)r_"AT2 + (n — 2) nr | Vr|?
= (2 ; n)r_" [Qn + QT(ﬁ,vﬂ] + (n —2) nr "|Vr|?

= (n=2)nr " (|VrP=1) + (2 -n) r’”*l(ﬁ,Vﬂ,

onde, na penultima igualdade, usamos (2.16).
Agora, se M é uma variedade de Hadamard, pelo Teorema da Compara¢ao do Laplaci-

ano, que pode ser encontrado em (ESCOBAR, 2002), temos
ZTE S Z?"

onde 7 € a distancia em R™. Usando-se isto, as igualdades demonstradas para R™ se tornam
desigualdades em relacdo a M, conforme estabelecido no enunciado da proposi¢do, e isto con-
clui a demonstragdo da proposic¢ao. ]

No que segue, adotaremos a notagao utilizada nos artigos em que fundamentamos este
trabalho, como (CHOE; GULLIVER, 2017) e (EKHOLM; WHITE; WIENHOLTZ, 2002), no

que se refere ao divergente de um campo X definido sobre uma subvariedade > C M™.

Definicao 11 Seja X € T'M um campo de vetores (suave) arbitrdrio ao longo de uma subva-

riedade > C M™. Definimos o divergente de X sobre Y. como

diVZX (p) = Z <veiXa 6i> (p) ) (217)
=1
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onde {e;};_, é uma base ortonormal de T,%.
Temos o seguinte resultado:

Lema 12 Seja X um campo de vetores (suave) arbitrdrio sobre uma subvariedade > C M™.

Entdo

divg X = divg X7 — <X, ﬁ> .

Prova. Decomponha X em suas partes tangente e normal, X = XT + X*. Segue que

divs X = diveXT + dive X+

dive X"+ (Ve X' e) . (2.18)

=1

Temos

Z <VeiXL, ei> = Z [ei <XL,€Z'> — <XL,762.61->]

i=1 i=1

S <XL, ﬁ> — <X, ﬁ> . (2.19)
Segue de (2.18) e de (2.19) que
dive X = divy XT — <X, ﬁ>
]

Quando X € o campo de vetor posi¢do de R™, X (z) = 2, obtemos em particular o

seguinte resultado:

Corolario 13 Seja > uma subvariedade de R™. Considere o campo de vetores X de R™ dado
por X (z) = 2. Entdo
divs X = Z <Vei'rVr, e¢> =n.

i=1

Prova. Sejar () = ||z|| (a distancia Euclidiana de x a origem de R™). Podemos escrever entdo

Z=r(x)Vr(x),
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visto que Vr é ortogonal as esferas S™~!, as quais sdo as hipersuperficies de nivel de r e
|Vr| = 1. Como {e;}_; é um referencial ortonormal relativo a 3, geodésico em z € 3, segue

direto da igualdade (2.15) da Proposi¢do 10 que

n

Z <veirvr, ei> =n,

i=1
e isto conclui a prova visto que, por definicao,

dive X = diverVr

n

= Z <veir77“, €i> .

=1

2.2 A férmula da primeira variacao do volume e algumas de suas consequéncias

No decorrer do texto serd feito inumeras vezes calculos de drea, volume e comprimento,
por isso vamos utilizar as seguintes nota¢des: para um dominio €2 em R™, > uma subvariedade
n-dimensional em R™ e I' uma subvariedade (n — 1)-dimensional em R™, relativamente a
respectiva forma volume, usaremos as notagoes:

Vol (2) = / dV, Vol (¥) = / dAe Vol (I') = / ds.
Q by r

Observe que essa notacdo € bastante coerente, visto que quando n = 3, de fato estaremos
nos referindo ao volume, a drea e ao comprimento.

Na sequéncia provaremos a Férmula da Primeira Variacdo do Volume quando M = R,

que serd muito util em todo nosso trabalho.

Teorema 14 Seja > uma subvariedade de dimensdo n de R™. Considere a variagdo de .
dada por uma aplicagdo diferencidvel (C*) ¢ : ¥ x (—e,e) — R™ tal que, pondo ¢(p) =
o (p,t), tem-se ¢po(p) = p, p € X. Entdo

d
—VOl(Et)‘t:() = / diVZ (X) dA, (220)
dt .

onde ¥y = ¢ (X) e X (p) = %th (P) |i=o-

Prova. Observe que, para || suficientemente pequeno, a variagdo € tal que >, é uma subvarie-

dade diferencidvel com a mesma dimensdo de X visto que, pelo Teorema da Funcdo Implicita,
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¢ () = ¢ (.,t) é um difeomorfismo de ¥ na subvariedade ¥; de R™. Estamos assumindo aqui
e suficientemente pequeno de tal forma que este é o caso paratodo ¢ € (—e,¢). Sejap € X e
sejax : U C R" — X, U aberto de R", uma parametrizacdo de X na vizinhanga de p e ja as-
sumimos que g—; (q) = ei, g =z (p), onde {e;};_, é 0 nosso referencial ortonormal tangente
a 2. Visto que ¢; € um difeomorfismo, temos que 7 : U C R" — %;, dadopor® = ¢, oz €
uma parametrizacdo de Y, em uma vizinhanga de ¢, (p). Pondo p = x (21, ..., z,,) € supondo ¢,

expressa nessas coordenadas,
Ot (T4, ey Tp) = ((bi (X1, ooy Tp) ooy OF (1, oo, xn)) ,
onde gbi 2 — R, 2 =1, ..,n, é subentendida como gbi o x, temos que a matriz de
d(0), : TyX — Ty, % C Ty, R™

na base {¢;}_ de T,X e {d (01),, (ei)}n de T}, (») 2+, que denotamos por [d (gbt)p} , ¢ dada
i=1

entao por
o9t() . 99i(p)
8:121 awn
odp(p) .. 9¢¢(p)
ox1 Oxn

Sabemos de (CARMO, 2014) que

Vol (£;) = /E \/det <[d¢t]T [d¢t]>dA

Agora,
d
EVOI(Et) = / \/det d¢t débt})dA
- / < det (do.]" [do]) d
\/det (dbe]” [depn] @
Asssim,
dv1 ) dd do, " [d dA
Z Vol (1) |i=o = = det ([dr)" [d) ) i=odA.

/ \/det [déo] d¢0]>

Mas ¢y ¢ a identidade em 3, logo [d¢o] = Ids; e det [deo]” [depo] = 1. Entdo

%Vol (64 () lizo = ; / %det([dqﬁt]T [494) li=od A

Agora, pelo Lema (58) (Apéndice B), temos que

; / %det <[d¢t]T [d¢t]> li—od A

>
= 3 [ (5§ 00 19010 aa

d
%VO]( t) ’t:O -
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Note que [dey]” [dey] é dado pela matriz

B - @@
460" [d6r] = | 2
SE) &) - S6)

Entdo, podemos reescrever a expressao dentro da ultima integral da seguinte maneira,

(Gl wello) = X34 (%) 1
- )23 SlEE

Portanto

d
ZVOI(2) im0 = / divs (X) dA.
dt .

]

Em geral, sdo consideradas variagdes normais, isto €, a variacdo € tomada de modo

que para cada ponto da subvariedade define-se um multiplo do vetor normal. No Teorema 14,

contudo, foi tomada uma variacdo qualquer para mostrar a férmula da variacio do volume, pois
no decorrer do trabalho queremos utilizar a variacao em relacdo ao campo de vetores posicao.

Quando consideramos subvariedades com bordo, o resultado anterior pode ser reescrito,

de modo que se obtém uma versdo do teorema acima para subvariedades com bordo, uma

consequéncia disso serd que, para subvariedades minimas, a derivada do volume da variacdo

depende apenas do comportamento da variagdao no bordo.

Corolario 15 Com as mesmas hipdteses do Teorema 14, se X" é uma subvariedade com bordo

0X. e, assumindo além disso que X é de classe C' em Y, entdo

iVOl(zt) yt:():/ (X, 1/>dS—/(ﬁ,X>dA, (2.21)
dt ox >

onde ﬁ € o vetor curvatura média de 3. e v € o campo de vetores unitdrio normal a 9%, tangente

a Y. e que aponta para fora de .. Em particular, quando %2 é minima, tem-se

iVOI (Et) |t:0 = / <X7 7/>d5
dt o5
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Prova. Note que, pelo Lema 12,
divg X = divg X7 — <X, ﬁ> .

o /E divs, (X) dA = /E divy (X*) dA — /Z (X, H)dA,

onde X7 ¢ a componente tangente de X. Pelo Teorema da Divergéncia (Teorema 57 do Apén-

dice A) segue que
/ divy (X7)dA = / (X", v)dS
P ox

_ /8 (X.v)as

Assim,

—V01 (Et) |t:0 = / leEXdA
dt g

_ /82<X,u)d5—/(H,X)dA.

)
Em particular, quando > € minima, a segunda parcela da dltima expressao acima € igual a zero

e isto conclui a prova. [

2.2.1 Comparando volumes de variedades minimas compactas e de cones n-dimensionais

Nesta sec¢ao trataremos da relacdo do volume de uma subvariedade minima compacta e
conexa X" em R, com o volume de cones determinados por 9% cujo vértice estd em .

J4 que trabalharemos com subvariadades minimas compactas conexas e sua envolvente
convexa precisaremos de algumas informacdes sobre o principio do méximo, que colocamos
abaixo.

Sabemos que o principio do maximo relativo as equagdes diferenciais elipticas linea-
res € bem conhecido e sua demonstracido pode ser encontrada, por exemplo, em (GILBARG;
TRUDINGER, 1983) p. 15, na versao conhecida como Principio do Méximo Fraco. Pode ser
encontrada também em indmeras dissertacdes de mestrado envolvendo o problema de Dirich-
let para a equacgdo das superficies minimas como por exemplo em (ABE, 2019) e (MULLER,
2018), razao pela qual ndo faremos aqui. Para nés, no entanto, € suficiente sua versio aplicada

ao Laplaciano.
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Teorema 16 (GILBARG; TRUDINGER, 1983) Seja ) C R™ um dominio limitado. Se f &
C?(Q) N C°(Q) ¢ uma fungdo satisfazendo Af > 0 (< 0) em €, entdo supg f = supyq f
(infq f = infoq f).

Em resumo, o Principio do Méaximo Fraco diz que se uma fun¢io tem o Laplaciano nao
negativo, entdo os valores da funcdo sdo limitados superiormente pelo seu valor maximo em
of).

Note que o Laplaciano € um operador que € aplicado em uma funcao escalar. No entanto,
€ possivel estender o conceito de Laplaciano, a fim de que seja possivel aplicd-lo a campos
vetoriais, como segue: seja X" C R™ uma subvariedade e X = (f1, f2,..., fn) um campo
vetorial em X, onde f; : ¥ — R, i = 1, ..., m é de classe C2. Entdo o Laplaciano de X em X é

definido como
AsX = (Asfi,..., Asfm).

Usando o Laplaciano de um campo vetorial conforme definido acima, provamos que
toda subvariedade minima compacta e conexa esta contida na envolvente convexa de seu bordo.

Vamos definir, antes, o que se entende por envolvente convexa de um subconjunto em R™.

Definicao 17 (BONNESEN; FENCHEL, 1987) Dado um subconjunto A C R™, chamamos de
envolvente convexa (ou convex hull) de A (ou conv (A)) a intersecdo de todos os semiespacos

de R™ que contém A, isto é,
conv (A) = m {H; H é um semiespaco de R™ contendo A} .

Um semiespago € definido como sendo um dos subconjuntos que um hiperplano divide
R™. Pode-se dizer também que conv (A) é o menor conjunto convexo que contém A. E possivel
ver a envolvente convexa como a aplica¢do conv : P(R™) — P(R™), a qual leva subconjun-
tos quaisquer de R™ em subconjuntos convexos de R, sendo assim, invariante por conjuntos

convexos, isto é, se A C R é um conjunto convexo entdo conv (A) = A.

Proposicao 18 Seja © : X" — R™ um mergulho (Definicdo 55, Apéndice A) suave e seja
X = (21,22, ...,%,) 0 campo de vetores posicdo em R™, entido AsxX|s = ﬁ onde ﬁ é€o

vetor curvatura média de ..

n

Prova. Comegamos tomando nosso referencial ortonormal {e;};_, , tangente a ¥, em uma

vizinhanga de um ponto p € 3 (um referencial ortonormal {es,...,e,} de TS - o fibrado
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tangente de X.. Temos de (2.2), que

n

Az; = Z (€5 (e () = (Veye5) (w2))

Jj=1

= i <vjjej) (x;).

j=1

Assim, de (2.1) podemos ver que estes coeficientes formam exatamente o vetor curvatura média,

oS (756 = AXls.
;(Veie> AsX|s

Com isso, podemos passar a prova do nosso resultado em questao:

Teorema 19 Seja X" C R™ uma subvariedade minima compacta conexa com bordo 9% = T.

Entdo ¥ C conv (I) .

Prova. Para fazermos esta prova, vamos mostrar que qualquer semiespago L que contém ['
também vai conter .. De fato, seja L um semiespaco que contém I'. Observe que podemos

caracterizar tal semiespaco da seguinte maneira,
L={zeR":l(z) <a,a€R},
sendo [ : R™ — R alguma aplicagdo linear. Agora, quando restringimos [/ a X, temos que
Agl(z) =1(Agz) =0,

onde na ultima igualdade usamos que > é minima e que e que x é o campo de vetores posi¢ao,

portanto, como ?[) = Asxzxls, temos Axxz = 0. Desse modo, [ € harmOnica em X e, sabendo
que l|sx < a, pelo Teorema (16) segue que l|s;, < a e, portanto, > C L o que conclui a
demonstracao. [

Com o exposto acima, podemos dar sequéncia ao assunto principal desta se¢cdo. Come-

camos com a defini¢do do que entendemos por um cone determinado por uma subvariedade de

R™.

Definicao 20 (Cone) Seja I' C R™ uma subvariedade de dimensdo n — 1 e p um ponto de R™.

Definimos o cone determinado por I em p como sendo o seguinte conjunto:
C=pxT={p+t(x—p;reled<t<1}.

Isto é, é a unido de todos os segmentos que ligam p aos pontos de 1.
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Figura 3.2.1: Cone

Fonte: Elaborado pelo autor.
Essa defini¢dao é uma maneira bastante intuitiva e coincide com a definicao que aprendemos em
geometria.

Introduzimos entdo uma maneira de calcular o volume de um cone n-dimensional com

vértice na origem de R™, determinado por uma subvariedade I~ € S™~1 (r).

Lema 21 Seja S™ ' (r) a (m — 1)-dimensional esfera de raio v > 0 em R™ com centro na
origem O de R™ e sejan < m. Seja I'"' uma subvariedade contida em S™ ' (r) e seja C o

cone n—dimensional com vértice O determinado por I'. Entdo

Vol (C) = %Vol ().
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Figura 3.2.2: Cone na esfera

Fonte: Elaborado pelo autor.

Prova. Seja X o campo de vetores posicao de R™. Temos

X (z) =7 =r(z)Vr(z)

onde r (z) = d (z,0) = ||z||. Visto que C é uma subvariedade n-dimensional (podemos ignorar

o ponto O), pelo Coroldrio 13, temos
n = dive X. (2.22)

Do Teorema 14 e do Coroldrio 15, considerando uma variagdo ¢ (¢, p) tal que X (p) = 46, (p) |-,

tem-se que

Lol (€) ey — / dive XdA
i ;

= /F(X,yc)dS—/< ¢, X)dA. (2.23)

c
onde ve € o campo de vetores unitdrio normal a I', tangente a C e que aponta para fora de C e
ﬁc ¢ o vetor curvatura média de C. Assim, como C é um cone com vértice em O, temos X |¢

tangente a C, donde, como ﬁc ¢ normal a C, segue de (2.22) e (2.23) que

/c ndA — /F (X, ve)dS.
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isto €,
nVol (C) = /(X, ve)dsS.
r
=r /(Vr, ve)dsS.
r
Temos ‘77“! = 1le, como I estd sobre a esfera S™! (r), também ocorre que Vr = ve. Logo

(Vr,ve) = 1. Consequentemente

r

Vol (C) = —/FdS

n

"
= —Vol(I').
“vol (1)

]
Utilizados em topologia, os conjuntos estrelados sdo muito importantes em diversas
areas. Usaremos aqui uma defini¢do de conjunto estrelado em relagdo a um ponto, posterior-

mente serd explicitado o motivo de definirmos tais conjuntos.

Defini¢iio 22 Dizemos que uma subvariedade compacta T~ C R™ é um conjunto estrelado

com relacdo a um ponto p € R™, se para todo q € I, considerando o segmento pq, temos

pa NI\ {p} = {q}.

Seja I'™~! uma subvariedade compacta € seja C = p % ' o cone com vértice em p
determinado por I'. Note que, se I' ¢ um conjunto estrelado com relagdo a p, entdo 0C = T.
Porém se I' ndo € estrelado, pode ocorrer que partes de I' estejam contidas no interior de C'
donde OC' ndo € necessariamente I'.

Figura 3.2.3: Conjuntos estrelado e ndo estrelado
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Fonte: Elaborado pelo autor.
Faremos algumas consideracdes relativamente ao caso onde I' € estrelado em relacdo a
um ponto que estd sobre uma subvariedade minima que tem por bordo I'.

O cone exterior sobre 0% com vértice em p € o conjunto
E:={p+t(qg—p);qe€dx,t>1}. (2.24)

Proposicao 23 Seja X" uma subvariedade compacta de R™ com bordo 0% uma iinica compo-
nente conexa e seja p € R™. Seja C o cone com vértice em p e determinado por 0X..

Dado q € 0%, seja ve (q) o vetor unitdrio normal a 0% em q, tangente a C e que aponta
para E e seja vs, (q) o vetor unitdrio normal a 0% em q, tangente a Y. e que aponta para fora de
Y. Seja W um subespago vetorial bidimensional, normal a T,0%, que contenha vc (q) e vs, (q).
Se 0% ¢ estrelado com relagdo a p, dentre todos os vetores unitdrios v € W, o valor mdximo

de (q — p,v) € atingido quando v = v¢ (q), ou seja,

(q—p,v) <{q—p,ve) . (2.25)

Em particular,(q — p,vs) < (g — p,vc).

N

/az Tvela)
vs(q ) :
K]

Figura 3.2.4

Fonte: Elaborado pelo autor.
Prova. Podemos supor, sem perda de generalidade, que p € a origem O de R™ e observe que

ve = —vg, onde vg € o vetor unitario normal a 0%, tangente a F' e que aponta para fora de F.
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Seja ¢ € 0% e seja W como no enunciado, que contém v (¢) e vx, (¢). Vamos mostrar
que dentre todos os vetores unitdrios v € W, o produto (g, v) é maximizado quando v = wve.
De fato, como v ¢ T;,0%, considere o subespago soma direta 7,02 @ Rv. O vetor ¢ pode ndo

pertencer a este subespaco, assim, pelo Teorema de Pitdgoras

lqll* > HPTOJ'Tan@RU C]H2 = HPTOJTqaz QHQ + |lprojrs q||* = HpTOquaz QHQ + (v, 9).

Por outro lado, temos que

T,C = T,0% & Rue,

e como ¢ € T;C, significa que a projecdo de ¢ sobre este espaco resulta no préprio ¢. Entdo

lall> = |[projr,osere 4| = ||projr,os a|” + llprojee all* = |[projr,es a||”* + [(ve, )

Assim,
(v, @)” < [{ve, ) = [(v,q)| < |{ve, )] -

Mas note que (vc, g) > 0 pois ambos estio no mesmo plano e apontam para E. Logo

(v,q) < [{v, )| < (ve, q)] = (ve, q) (2.26)

0 que conclui a prova. [ ]

Observamos que a desigualdade (2.26) é relevante para nosso contexto

Estamos interessados na subvariedade minima compacta com bordo 93 ndo contido em
um plano e notamos que, para p € X, é possivel que 0 seja ndo estrelado em relagdo a p. A
seguir descrevemos um exemplo onde isto ocorre.

Seja Y um helicéide em R3. Sabemos que ¥ é uma superficie minima regrada. Consi-
dere em > um dominio U cujo bordo € uma curva fechada simples I' que intercepta uma reta
contida em Y em 4 pontos distintos. Tome p um ponto desta reta que esteja em U. Obviamente
um raio do cone C determinado por I' com vértice em p estd sobre esta reta, donde I' ndo é
estrelado com relagdo a p.

Usaremos as informacgdes acima e o Lema 23 para a provar um resultado que relaciona
o volume de uma subvariedade minima e compacta > com o volume do cone determinado pelo

bordo de Y. cujo vértice estd em X. Precisamente:

Proposicao 24 Seja X" uma subvariedade minima compacta e conexa de R™, sejap € R™ e
C =pxT. Entdo
Vol (£) < Vol(C).
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Prova. Visto que as translagdes em R™ sdo isometrias, podemos assumir, sem perda de gene-
ralidade, que p € a origem de R™, que denotamos por O. Seja X o campo de vetores posi¢ao

de R™ dado por X (z) = 2. Pelo Corolério 13, temos

n = divy X.

7z

Do Teorema 14 do Coroldrio 15 temos que se S™ € uma subvariedade de R™ com bordo, consi-

derando uma variagdo ¢ (¢, p) tal que X (p) = %qﬁt (p) |4=0, entdo

d
—Vol (8) |imo = / divs X dA
dt 5

_ /<X,Vs>ds_/< s, X)dA. (2.27)
oS

5
onde vg € o campo de vetores unitario normal a .5, tangente a S e que aponta para fora de S e

ﬁ s € o vetor curvatura média de S. Assim, como Y € minima, temos de (2.27) que
/ ndA = / (X,vs)dS
b %

Vol (%) — / (X, vs)dS, (2.28)

ox

ou seja,

onde vy, € o campo de vetores unitdrio normal a 0%, tangente a 3 e que aponta para fora de X..
Seja C o cone com vértice em O e determinado por 9, o qual denotamos por C =
O x 0%.. Segue de Corolario 13 que
n = dive X,

e de (2.27) vem que

/CndA - /aC<X,uc>dS—/C<ﬁc,X>dA
- /82<X,yc>d5—/c<ﬁC,X>dA

ou seja
TLVOI(C) :/ <X, Vc>d8—/< C,X>dA
% c

onde ve : OC — R™ € o campo de vetores unitario normal a 0C = 0%, tangente a C e que
aponta para fora de C. Mas X |¢ é tangente 4 C pois X (z) = @ e C C O % 3. Entdo, como

ﬁc € normal a C, resulta que

nVol (C) = / (X, ve)dS. (2.29)
ox



42

Se 0Y nao é estrelado com relagao a O, pondo 9% = I'. Assim,

/a (X, ue)ds = /C (X, ve)dS

Pelo Lema 23, para todo ponto ¢ de I,

<X7 VE) <Q) < <X7 VC) <Q>

Assim,

Vol (%) — /82<X, v)dS = /66<X, v} dS < LC(X, ve)dS = nVol (C),

donde concluimos que

Vol (£) < Vol (C).

Se 0¥ ndo € estrelado em relagdo a O, entdo 9% # JC pois 0% tem partes inteiramente contidas
em C. Neste caso, como 92 esta contida na envolvente convexa de 0%, entdo estard contida na

envolvente convexa de JC e o resultado segue. ]

Observacao 25 Visto que a definicdo que usamos para subvariedade minima é a de que o vetor
curvatura média é nulo, ndo se pode afirmar que se X" é minima entdo . é minimizante para a
drea, no sentido cldssico. Porém o resultado anterior nos diz que quando Y. for minima, ela terd
seu volume n-dimensional menor ou igual ao volume n-dimensional de qualquer cone definido
a partir de seu bordo e com vértice na superficie. Entdo o termo "minima"usado para definir

subvariedades com vetor curvatura média nulo é bastante apropriado.
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3 SOBRE A DENSIDADE DE UMA SUBVARIEDADE MINIMA

Neste capitulo, veremos o que se entende por densidade de uma subvariedade em um
ponto. Trataremos dos teoremas da monotonicidade relativo a subvariedades minimas em R™.
Finalizaremos com um resultado que nos d4 uma relacdo entre a densidade em um ponto p de
uma subvariedade minima em R™ com bordo e a densidade em p do cone determinado por tal

bordo com vértice em p.

3.1 Algumas consideracoes sobre a densidade de uma subvariedade em um ponto

Seja X" uma subvariedade de dimensao n em uma variedade Riemanniana M de dimen-

sdfom :=n+k, k > 1. A densidade de ¥ em p é dada por

: (3.1

sendo que B, (p) C M denota a bola geodésica centrada em p com raio 7 e w,, € o volume da
bola unitdria n-dimensional em R".

Figura 4.1.1 - Densidade de ¥ em R?

XNB,(p)

p

Fonte: Elaborado pelo autor.
Note que este valor é sempre nulo quando p ¢ .. De fato, se p ndo estd em X, existe
ro > 0 de modo que ¥ N B,, (p) = 0 e, consequentemente, vol(X N B, (p)) = 0 parar < rq.
E possivel reescrevermos a defini¢io de densidade definindo o que chamamos de cone

tangente.
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Definicao 26 Seja A um subconjunto de R™ e a € A. O cone tangente a A em a é dado por

r

Tan (A, a) = Fecho {U e R™ 3 {zn},en € Az, — atal que hn(%x” —a_ v} .
r—

Figura 4.1.2 - Cone Tangente

Tan(A,a)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Vé-se que v € tangente a a € A se o raio iniciando em «a e apontando na direcdo de v
aproxima-se de A mais rapido do que linearmente.

Suponha > uma subvariedade (suave ou nao) de R™. O cone tangente a X em p € X
¢, em resumo, o conjunto de semirretas partindo de p que tangenciam > em p, ou seja, nos
casos em que p ¢ um ponto "suave'de > o cone tangente ¢ uma boa generalizacdo do que
se entende por n-plano tangente 7,>.. A fun¢@o do cone tangente € fornecer uma defini¢do
compativel com a de espaco tangente em pontos em que ndo € possivel defini-lo, por exemplo,
nos chamados bicos. Em pontos em que estd bem definido o espago tangente, ele coincide com
0 cone tangente.

Note que isto nos d4 uma maneira alternativa de ver a densidade de uma subvariedade
em um ponto, visto que se X" uma subvariedade de R™ com bordo (suave ou ndo), entdo para

p € XU OY tem-se

limvol (¥ N B, (p)) = hII[l) vol (Tan (X, p) N B, (p)) .
r—

r—0

Com isso, segue que a densidade de uma subvariedade em um ponto € igual a densidade

do cone tangente a essa subvariedade nesse mesmo ponto, ou seja,

vol (Tan (3, p) N B, (p))

r—0 e r—0 Wy T

- ®Tan(2,p) (p) .
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E imediato concluir que nos pontos p € ¥ que sio regulares (suaves), se & é mergulhada,
visto que Tan (X, p) = T,X , tem-se Ox, (p) = 1, jd que nesse caso

vol (XN B, (p)) = vol(Tan (%, p) N B, (p))

— Vol(T,£N B, (p))

quando tomamos 7 — 0.
Note que, se > é mergulhada até o bordo e se 0% ¢ suave em p, entdo, pondo vy, (p) o

vetor unitdrio normal a 7,03 o qual € tangente a > em p e que aponta para X, vé-se que
Tan (X, p) = {v € T,0X & Rox, (p); (v,vx (p)) > 0},

ou seja, Tan (3, p) é um semiespaco, donde se conclui que, neste caso, Oy (p) = 1/2, pois
vol (XN B, (p)) = vol (Tan (X, p) N B, (p)) quando tomamos r — 0.

Assim, € natural o seguinte resultado:
Proposicao 27 Seja X" uma subvariedade regular (suave) de R™. Entdo, para todo p € %,
1<0Ox(p).
Ainda, se 0% é regular em p € 0%, entdo

<Oz (p).

DN | —

Como consequéncia, para os pontos de auto-intersecao de uma subvariedade minima >,

temos:

Corolario 28 Seja X" uma subvariedade minima de R™. Seja p ¢ 0% um ponto de auto-

intersecdo de Y, entdo

2<05(p).

Se 0% é regular e p € 0% for um ponto de intersec¢cdo com %, entdo

DN o

<Oy (p).

Intuitivamente, a prova deste coroldrio pode ser visualizada da seguinte maneira: um
ponto de auto-intesecdo p € Y, com X regular, estd no encontro de duas ou mais regides de X
que sdo localmente subvariedades de dimensdo n. Em cada uma dessas regides ird acontecer

como na Proposicao 27 e, consequentemente, a densidade nesse ponto serd maior ou igual a 2.
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Se 0% é regular e p € um ponto de 93, e também um ponto onde o interior de ¥ toca p,

entdo por um lado, 7,3 C Tan (X, p) e por outro lado,
[v € T,0% © Ris (p); (0,75 (p)) > 0} C Tan (3, p).

Segue dai que Oy, (p) > 1+ 1/2 =3/2.

E claro que pode ocorrer que {v € T,0% @ Ry, (p); (v,vx (p)) > 0} C T,%, e nesse
caso tem-se a impressdo de que o resultado ndo seria vélido, porém € preciso lembrar que a
funcdo densidade conta o volume da interse¢do, ou seja, esta contado com multiplicidade e
podem haver sobreposi¢des.

As provas da proposi¢do e do coroldrio fogem um pouco do escopo de nosso traba-
lho, visto que é necessdrio conhecimentos de Teoria Geométrica da Medida. Maiores detalhes
podem ser vistos em (GROMOV, 1983), secdo 8.2 e, mais aprofundado em (ALLARD, 1972).

Em geral, iremos trabalhar com curvas/subvariedades suaves por partes. Mas determi-
nados resultados podem ser estendidos para conjuntos retificiveis ou n-retificaveis. A defini¢ao

a seguir generaliza o conceito de um conjunto ser retificavel.

Definicao 29 Dizemos que um subconjunto I' C R™ ¢é n-retificdvel quando existe alguma apli-

cagdo de Lipschitz de um subconjunto limitado de R™ para T

Relembremos que uma aplicacdo f : R™ — I' € de Lipschitz se existe uma constante
positiva ndo nula de modo que para quaisquer x, y € R", d(f (z), f (y)) < c¢-d(z,y), e isso
pode ser observado como se o contra-dominio fosse limitado pelo tamanho do dominio, a menos
de uma constante. Com isso em mente, fica natural definir um conjunto n-retificivel utilizando
aplicacdes de Lipschitz.

O resultado seguinte € o cdlculo da densidade de um cone em seu vértice.

Proposicao 30 Dado p € R™ e uma subvariedade (subconjunto) (n — 1)-dimensional (retifi-

cavel) I' C R™, tem-se
_ Vol (m, (')
®C (p) - vol (Sn_l) )

onde C = p % I" é o cone com vértice em p determinado por I' e m, é a projegdo radial de I" em

0B (p) dada por

r—Dp
™ (@) =P T
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Prova. Temos, da defini¢do de densidade (3.1), que

Denote por C., o cone ilimitado de vértice p determinado por I' (C., = C U E, onde F € o
respectivo cone exterior). Para fins de contas e simplificagdes, podemos considerar sem perda

de generalidade o ponto p como sendo a origem O de R™. Observe que, pelo Lema 21,
vol (Coo N B, (p)) = —vol (Coc N OB, (p)) (3.2)
n

pois CooNIB, (p) é uma subvariedade (n—1)-dimensional contida em S™~! (r). Analogamente,

temos que
vol (Coo N By (p)) = %VO] (Coo NOBy (p))
_ %Vol (m, (T)), (3.3)
ja que

Coo N OBy (p) = 7, ().

Note que, para r suficientemente pequeno, Co, N B, (p) = C N B, (p) (donde Co, N OB, (p) =
C N OB, (p)). Paratal v, C N 0B, (p) e m, (I') sdo figuras semelhantes (homotéticas) e elas tém

dimensdo n — 1, entdo temos
vol (CN OB, (p))  vol(m, (I))

rn— 1 1n— 1 ?
ou seja,

vol (CNAB, (p)) = r" 'vol(m, (T)). (3.4)
De (3.2) e (3.4) vem que, para r pequeno,

vol(CN B, (p)) = %VO] (CN OB, (p))

- % (r"vol(, (I")))

n

= %vol (mp (1)) - (3.5)

Assim,

Oc(p) = lim vol (C N B, (p))

r—0 wpr™
vol (m, (T
o vl (my ()
r—=0 Wpr™
e vol(my (1)
r—0 NWy,
vol (m, (T'))

NWy,
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Agora, como w,, = =vol (S*!), segue que

0c (p) = 2.

]
Note que a densidade de uma subvariedade em um ponto € definida pelo limite (3.1) e
0 que a ultima proposi¢do mostrou foi que, para um cone determinado por uma subvariedade

(n — 1)-dimensinal ou um subconjunto (n — 1)-retificdvel I, basta saber o volume da projecdo

Tp ().
3.2 Os Teoremas da Monotonicidade

Nesta secao vamos provar os teoremas da monotonicidade em suas versodes simplificada
e estendida. Sdo resultados bastante relevantes e que usaremos para provar um teorema que
compara a densidade de uma superficie minima compacta conexa > em um ponto p, com a

densidade do cone C = p % 0% nesse mesmo ponto.

Teorema 31 (Teorema da Monotonicidade) Seja " uma subvariedade minima compacta e
conexa de R™ e seja p € ¥.\0. Entdo
Vol (3N B, (p))

Wpr™

Ox (p,r) = (3.6)

é uma fungdo ndo decrescente de r para
0 <r < R:=dist(p,0%),

conhecida como raio de densidade de 3 em B, (p). Ou ainda,

(d%) O (p,7) 20,

e afungdo é constante se 3. = C, onde C = px0X. indica o cone com vértice em p e determinado

por 0X..

Prova. Para demonstrar esse resultado faremos inicialmente algumas adequagdes para o con-
texto, visando aplicar a formula da co-area dada pelo Teorema 60. Considere p € Y e R =

dgm (p,0¥) > 0. Sendo Bp (p) a bola em R™ de raio R e centrada em p, podemos definir f :

Br (p) — Rypor f (x) = dgm (x,0Bg (p)), z pertencente a Bg (p). Temos f € C*> <BR (p))

com f|op,(p) = 0. A partir da aplicagdo f definimos g : Br (p) — R da seguinte maneira

g(x)=R-[(2).
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Entdo g € C™ (BR (p)) com g (p) = 0.
Note que, para todo € Bg (p), temos f (v) = R — g (). Segue daf que Vf = —Vg

e, em particular,

Vf‘ = ‘Vg| = 1. Tome 7 tal que 0 < 7 < R. Entdo Vf = —Vg é ortogonal

as superficies de nivel  de g e R — r de f, pois tais superficies sdo dadas por

Fy(R—=r) + ={x€Bgr(p);f(x)=R-71}
= {z€Brp);g(x)=r}=T,(r) =08, (p).

Além disso, definimos os seguintes conjuntos

Qp(R—r) = {z€Br(p);f(z)>R—r}

= {z€Brp);g(x)<r}=Q,(r)=B.(p).
Note entdo que,
Vi(R—r1):=Vol(Qs (R—r1)) = Vol (Q (1))

e, pondo

V, (r) := Vol (2, (r))

temos Vy (R —r) = V, (r). Da férmula da co-drea (Teorema 60) segue que
Vi(R—7)= —/ V£ dSr-.
I'y(R-T)
Agora, V; € uma fungdo decrescente enquanto 1, € crescente (Vf = —Vg), donde

~Vi(R—=r)=V](r)

g

ou seja,
, S
Vi) = [ [vstas,
Dy(r)
e,como [Vf| =1ely(r) = 0B, (p), temos

V() = /8B()dST
= Vol (9B, (p)).

Considerando

V(r) :==Vol (XN B, (p)) (3.7)
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ed (r) := XNAIB, (p), podemos olhar para estas fungdes da mesma maneira que olhamos para
V, (r) eIy (), ou seja, estamos considerando suas restri¢des a parte de X que estd em B, (p) e

a parte de X que estd em 05, (p) . Assim

Vi(r) = /5( )dST > Vol (4 (1))
— Vol (SN 3B, (p)) (3.8)

Por outro lado, pondo C, = p % 0 (r), o cone com vértice em p determinado por § (1) =

¥ N 9IB, (p), temos pela Proposicdo (24) que
V(r) < Vol (C,). (3.9)
Ainda, veja que do Lema (21) temos que
Vol (C,) = %Vol 5 (r). (3.10)
Assim, de (3.9) e de (3.10) obtemos
V(r) < %vm (5 (r)) G3.11)

e de (3.8) vem que

V' (r) > Vol(8 (1)) > ~V (r).
r
Portanto V' (r) > 2V (r), ou seja,
V' (r) — gvm >0
Consequentemente,
Vv (r) ! L [V (r) n 1 , n
(wnr”) W, ( rn 7"1+”V(T) Wy, ™ (V (r) rV(r)) 20 (3.12)
Mas, de (3.6) e (3.7), tem-se
V(r
( ,3 = @E (p7 T) )
Wy T
donde concluimos que,
d
(d?“) @Z (par) - O

Agora note que se X estd contida em um cone, entdo, por ser minima, a curvatura média
de X € nula e vamos ter a curvatura Gaussiana igualmente nula, forcando assim > a ser plana e

nessa caso € fécil ver que Oy, (p, r) é constante. u
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Note que, para valores grandes de r, r > d (p,0%), tem-se X N B, (p) = %, fazendo
Oy (p,r) — 0 quando r — oo, 0 que ndo ocorre se considerarmos S = YN UE, onde E é o cone
exterior em relagdo a p determinado por 9.

Considerando & = ¥ U E, obtemos um resultado na mesma direcdo do Teorema 31,

conhecido como Teorema da Monotonicidade Estendida, o qual segue abaixo.

Teorema 32 Suponha ¥." C R™ uma subvariedade minima compacta e seja p € R™\0%. Seja

E o cone exterior em relacdo a p determinado por 0%, isto é,
E:={p+t(qg—p);q€dx,t>1}.
Defina S = X U E. Entdo o raio de densidade

vol (i N B, (p))

wpr™

Os (p,7) =

€ uma fungdo ndo decrescente para todo r > 0. Isto é equivalente a termos

(%) Oz (p,r) =0,

com a fung¢do sendo constante se, e somente se, Y. é estd contida no cone com vértice em p

determinado por 0X..

Prova. Considere sem perda de generalidade p a origem de R™. Dado r > 0, seja B, := B,. (O)
a bola aberta em R™ de centro O eraior. Sejam X, = XN B,, K. = FNB,, 0¥, =0XNB,¢e

X = YN B,, isto é, as partes de X, F, Y e 93 contidas em B,.. Considere o campo de vetores

em R dado por X () = 7. Pelo Teorema 14 e seu Coroldrio 15, vemos que

/diszdA - / <X,vazr)d5—/ <ﬁ,X>dA
r ) >

_ / (X, voss) dS, (3.13)
oY

pois ﬁg = (0 em 2. De modo semelhante,
<ﬁ, X> dA

_ / (X, vop.) dS, (3.14)
oE,

/ leEXdA = / <X, U(?ET> dsS —
OE,

r

Ey

ja que <ﬁ,X > = 0 em E, pois ﬁE ¢ perpendicular a /' e X ¢é tangente a E. Ainda, do
Corolério 13 vem que

divy X =divg X =n.
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Assim, de (3.13) e (3.14) obtemos que

Vol (5,) — / (X, vos.) dS

0%,

nVol(Er):/ (X, vsp,) dS.

OFE,

Somando as equagdes

n (Vol (2,) + Vol (E,)) = / (X, vp%.) dS + / (X, vom,) dS,
o5, OE,

ou seja,

nvol (f],) <n(Vol(%,) + Vol (E,)) = / (X, voz,)dS +/ (X,voE,)dS.
o, O,

Note que
0%, = (XN0oB,)U(0XNB,)

e, como O0F = 090X
OE, = (ENoB,)U (0N B,).

Assim

nvol (i) < / (X, vow, ) dA + / (X, vos,) dS
YNOB, 0¥XNB,
+/ <X7U8Er> dA+/ <X, U@Er>d8,
ENOB, 0¥XNB,

ou seja
nvol <i,«) < /~ <X, Ua§r> s + / <X, Vox, + UaET> ds.
o5, OSNB,

Pelo Lema 23 temos que
<X7 'U(?E,o> S <X7 _vaET>
donde
(X, vax, +vop,.) = (X, vax,) + (X, v05,) <0
e, portanto,
nvol (ir) < / <X, (5 > ds.
o5, "
Agora, note que resulta dos mesmos argumentos feitos no Teorema 31 a partir da equagdo (3.11)

que

vol (i) — vol (i N B, (p)) < %Vol (i N 8BT>
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exatamente como em (3.11) e pela férmula da Co-area (Teorema 60).
~ d ~
vol (2 N aBr) < —vol (2 nB, (p)) ,
T

seguindo os mesmos argumentos feitos em (3.12), chegamos que

d 4 Vol <§] N B, (p))
wna@i (p,r) = o = >0,
donde B
vol (2 nB, (p))
Os (p,7r) = o
¢ uma funcdo ndo decrescente.
A prova da afirmacio final é andloga ao raciocinio feito no Teorema 31. ]

Observacio 33 Na definigdo de Ox (p,r) estd sendo contado vol (i N B, (p)) com multipli-
cidade. Por exemplo, se exatamente duas porcoes de >N B, se sobrepoem em uma regido,
contamos o volume dessa regido duas vezes. E claro que se . é mergulhada tal overlap nédo

ocorre.

3.3 Um resultado de comparacao entre densidade de superficies minimas e cones em um

ponto

Os resultados das se¢Oes anteriores nos permitem obter uma comparacao entre a densi-
dade em um ponto p de uma superficie minima com bordo 3> em R™, com a densidade do cone

C' = p * 0% nesse mesmo ponto. Precisamente:

Proposicao 34 Seja 3. uma superficie minima em R™ com bordo suave por partes 9%.. Seja p

um ponto de R™ e seja C = p % 0X. Entdo

O (p) < Oc(p), (3.15)
valendo a desigualdade estrita a ndo ser que 3 = C.

Prova. Vamos assumir que O¢ (p) < oo, caso contrdrio nada hd o que provar. Considere
primeiramente o caso em que p ¢ 0Y. Seja E o cone exterior sobre 0% com vértice em p
(como em 2.24). Seja S=YUE e, dado r > 0, ponha

Vol (f: N B, (p))

2

O (p.7) =

wr
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que é o raio de densidade de 3 na bola B, (p). Entio, pelos teoremas 31 e 32 a funcio O, (p, )

€ ndo decrescente para 0 < r < oo e, se tomarmos ) < r < R < oo, temos que
Os (p,7) < 65 (p, R). (3.16)

Se fizermos r — 0 e R — o0, a desigualdade se mantém. Temos, por um lado,

Vol (2 N B, (p))

O (p) = lim 3 = 1im O (p,r) = O3 (p),

r—0 wr

pois, para r suficientemente pequeno > N B, (p) = £ N B, (p), j4 que p € OX. Por outro lado,
considerando-se o cone Cy, := CUE = {p+t (¢ —p);q € 0X,t > 0}, para R suficientemente
grande, como

SN8Bg(p) = ENIBg (p)

Coo NOB1 (p) =CNOBL (p)

os conjuntos £ N dBg (p) e CN 83% (p) sdo homotéticos, ou seja, figuras semelhantes, segue

que
Vol (EN8Bg (p)) VO(CNIB. (p))
R B 1/R '

Do Lema 21 temos que

%VOI(EHBR(P)) = Vol(EN Bz (p))

= Vol <f] NOBg (p)>

€
2RVol (c N B (p)) — Vol (c NoBy (p)) .
Assim
2Vol (E N By (p)) _ 2RVol(CN B (p))
R? B 1/R
ou seja,

Vol (f] N Bg (p)> B Vol (C NoB1 (p)>

T

e, portanto, quando R — oo tem-se ) := }—12 — O e, entdo,

o WUEN W) Vol B )

R—o0 TR? 6—0 o>

= Oc¢ (p) -
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Assim, vé-se que
Os (p) < Oc (p).

Agora consideramos o caso em que p € J%. Se 0% € uma curva plana € imediato, visto que
nesse caso X e C sdo planos. Suponha 0¥ ndo plana e p € 0%. A férmula da monotonicidade

estendida continua sendo valida, mostraremos aqui a parte menos intuitiva, que € mostrar que
limO¢ (p,r) =6 :
lim O (p,7) = O (p)

Se 0% é estrelado em relacdo a p, entdo 0% = JF. Nesse caso, vamos ter

Vol (i N B, (p)>

O (p,7) = —
_ Vol(SUE)N B, (p)
V(BN B, () + Vol (BN B, () + Vol (11 B) 1 B, (2)
B Vol(EﬂBr(p))+V01(Eﬂ£r(p))
= Ox(p,r)+0Ogr(p,r). (3.17)

Se 0¥ ndo € estrelado em relag@o a p, de forma andloga ao que ja relatamos em outros
momentos relativamente ao cone C = p % 03, temos uma parte A de 9% que esta contida em F
(a mesma parte que estd contida em C). Como ¥ € minima, podemos usar o0 mesmo argumento
utilizado na prova da Proposicao (24) e chegar em (3.17).

Figura 4.1.3 - Cone Exterior

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Resta-nos agora mostrar que lim,_,o ©g (p, ) = 0 para concluir o teorema. Este é um
fato bastante geométrico (ver Figura 4.1.3), porém, note que se 0% € suave em p entdo E se
aproxima de p de maneira assintdtica, fazendo com que o limite ocorra. No caso de 9% ndo ser
suave em p ird acontecer o mesmo, basta visualizar £ separado localmente, como sendo gerado
pela por¢ao da curva partindo de p em cada um dos dois sentidos possiveis, em cada uma das

porgdes, teremos um caso semelhante ao caso em que 0% € suave. Portanto
lim O (p,r) = ©
lim O (p,7) = O (p)

e o resultado segue. ]

Como veremos adiante, ndo lidaremos exatamente com a densidade da superficie mi-
nima em p para mostrar que ela ¢ mergulhada e, sim, usaremos uma limitacdo superior para
tal densidade dada pela densidade em p do cone C = p % 0. A importancia do resultado
acima reside entdo no fato que, se conhecermos a densidade do cone C em seu vértice (o qual
temos uma maneira de calcular - vide Proposicdo 30) temos uma cota superior para a densidade
da superficie minima nesse ponto e usaremos isto para mostrar que, sob certas hipéteses, > €
mergulhada.

A observacdo a seguir, em particular, mostra que para obtermos uma estimativa superior
para Oy, (p), basta termos o conhecimento do volume da projecao radial de 9% sobre 0B; (p),

onde B; (p) é a bola unitdria centrada em p em R™.

Observacao 35 Segue direto das Proposicoes 43 e 30 que, se I' C R™ ¢ uma curva fechada

simples, suave por partes, entdo qualquer superficie minima Y. que tenha por bordo 1 satisfaz

@ﬂMSGAMZK%%%Q

para todo p € R™.

Observamos que as proposicoes 30 e 43 valem em um contexto muito mais geral, como

sera visto no decorrer do trabalho.
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4 SUPERFICIES MINIMAS MERGULHADAS E A CURVATURA
TOTAL DE SEU BORDO

Neste capitulo, veremos que estimativas para a curvatura total de curvas e do angulo de
visdo de subvariedades (Veja Defini¢do 45), podem ser condi¢des suficientes para argumentar

que as superficies e variedades minimas em R que as tenham por bordo, sdo mergulhadas.

4.1 Superficies minimas mergulhadas com curvatura total de seu bordo menor do que
47,

Nesta secao veremos que uma hipétese acerca da curvatura total de uma curva simples e
fechada, serd condi¢do suficiente para provarmos que a superficie minima por ela determinada
€ mergulhada, incluindo o bordo. As técnicas utilizadas na demonstracdo de tal fato sdo de
grande valia, visto que sdo bastante geométricas.

Passamos entdo a enunciar e provar os resultados que nos conduzirdo ao teorema prin-
cipal desta secdo. O primeiro deles é uma desigualdade que relaciona a curvatura total de uma
curva regular fechada, simples e suave por partes com o volume da projecdo radial desta curva

na esfera unitaria.

Proposicao 36 Seja [ uma curva suave por partes, simples e fechada em R™ e seja p um ponto
que ndo estda em I'. Entdo

Vol (7, (I')) < Kp(T),

onde 7, (I') é a projecdo radial de I sobre a esfera unitdria de dimensdo m — 1 centrada em p.

Prova. Suponha inicialmente " uma curva suave, simples e fechada em R™. Sejap € R™ e
seja S := 0B (p), a esfera unitdria centrada em p. Seja 7, a projecdo radial de R™ — {p} em
S,

r—p
™ (@) =P T

Considere o cone com vértice em p determinado por I'. Temos I' e m, (I') curvas fe-
chadas simples e suaves contidas neste cone. Seja A o anel 2-dimensional (ver Figura 5.1.1)

contido neste cone cujos bordos sdo I' e 7, (I'). Note que 7, (I') é uma curva em S donde

Vol (7, (I')) é o comprimento de 7, (I").



58

Figura 5.1.1

Fonte: Elaborado pelo autor.
Como A é parte de um cone, donde para cada ponto passa um segmento de reta con-
tida nele, uma curvatura principal é zero, com isso, a curvatura Gaussiana em A € nula, isto é

K4 = 0. Por outro lado, A € um anel 2-dimensional, segue que a caracteristica de Euler de A é

X (A) =0.

Parametrize cada componente conexa de JA, ou seja I' e 7, (I'), por comprimento de
arco, digamos 7 : [0,¢] — R™. Sendo v uma curva suave em R™, ela tem curvatura (como

uma curva em R"™) dada por
>y =
ds?
onde k € a curvatura de 0 A (na respectiva componente), sendo que assumimos & (s) ndo negativa
se v ndo € plana, e N (s) é o vetor unitario normal a curva. Agora considere cada componente

conexa v de A como uma curva em A. Observe agora que a curvatura geodésica k, de «y é

definida como a projecao de % (s) sobre A, isto é,
ko(s) = (F (5).n(5))
= k() (N(s),n(s)) (4.1)

onde aqui 7 € o vetor unitdrio tangente 2 A em 0A, normal a 0 A, o qual aponta para fora (vetor

conormal). Assim, o Teorema de Gauss-Bonnet (CARMO, 2014) nos da que

/aAkgder/AKdSZ/8A<?(3)777(3)>d3+/AKdS:QWX(A).
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Pelo exposto acima, temos K = 0 em A e y (A) = 0, donde segue que

/8A <?(8) ’77(5)>d5 =0

/F <? (s),m (3)> ds + /wp(r) <? (s),n (s)> ds = 0. 4.2)

Note que, de (4.1), como k (s) é ndo negativo, vem que

ou seja,

(¥ (5).0(9)| <k (s).

Assim

/F <? (s),n (s)> ds

VAN
—

Em particular, de (4.2),

/1“ <? (s),n (s)> ds

Observamos, por outro lado, que

4.3)

/ﬁ . <? (), (5) ) ds = Vol ( (I)) .

De fato, para ver isto, sem perda de generalidade, assuma p = 0. Para evitar confusao, agora
chamamos a parametrizagio de , (I') por comprimento de arco por « : [0, ¢] — S™'. Como
7, () estd em S™1, temos v = —n) visto que 7 € tangente & A, é unitdrio, normal a 9A e
aponta para fora de A. Ponha o/ (s) = T (s), temos o (s) = 17" (s) = k(s) N (s). Como « é
parametrizada por comprimento de arco, temos (« (s), 7 (s)) = 0 e, derivando em relagdo a s,

obtemos para todo s € [0, ¢] que

isto é

ou seja,
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Assim

L N (% (9).n())ds = /w .

= Vol (m, (I")).

Segue entdo que Vol (7, (I')) pode ser escrito em termos de curvatura total de I, como segue:

—

wu%w»::[;mmyzlka@%m@ym

?(s),n(s) ds ?(s),n(s) ds
Lot yasl = | €

gﬂkw@:m@y (4.4)

Isto prova o caso suave.

Para o caso de I ser suave por partes, a prova € feita aproximando " por curvas suaves.

Como nosso objetivo € encontrar relagdes envolvendo a densidade de uma superficie
mimina que tenha por bordo I', entdo podemos relembrar a observacao final do capitulo anterior,
que limitava a densidade de Y. em p, pelo volume da projecao radial de I, dividido pelo volume
da esfera unidimensional e assim concluir que ja possuimos uma limita¢ao para a densidade de
>’ quando limitamos a curvatura total de I'. O préximo resultado fard isso e dard uma condicao

necessdria para que uma superficie minima com bordo I" tenha interior mergulhado.

Proposicao 37 Seja I" uma curva simples e fechada em R™, m > 3, com curvatura total menor

ou igual a 4m. Seja Y. uma superficie minima com bordo . Entdo Y. tem interior mergulhado.

Prova. Primeiramente, note que se X estd contida em um cone, entdo tanto o vetor cuvatura
média, quanto a curvatura Gaussiana sao nulos, assim X estd contida em um plano, e o resultado
segue. Suponha entdo que X ndo estd contida em nenhum cone. Pela Observacao 35, como I
tem dimensdo igual a 1,

Vol (m, (I')) _ Vol (m, (I))
Vol (S) 2

Ox(p) <

para todo p € int (X). Assim, de (4.4) e da hipdtese sobre a curvatura total de I', vem que

Kr () <4_7r:
2 T 2w

@E (p) S 27

sendo a desigualdade estrita pois como mencionado no inicio da demonstracdo, > ndo esta

contida em um cone. A conclusdo agora segue direto do Coroldrio 28. ]



61

Antes de prosseguirmos, estamos em condi¢des de refazer a prova do Teorema de Fary-
Milnor, que decorrerd como um coroldrio da proposi¢ao anterior, e sua demonstragdo se torna

muito mais sucinta do que a que foi feita no capitulo inicial.

Corolario 38 (Fary-Milnor) Se I' é uma curva simples e fechada em R3 com curvatura total

no mdximo 4w, entdo I' ndo é um no.

Prova. Pela Proposicao 36, se 3. € uma superficie minima que tem I' como bordo, Y tem interior
mergulhado, ou ainda que o interior de > ndo tem auto-interse¢des. Com isso, > € homeomorfa
a um disco, o que implica que I' ndo pode ser um nd. ]
Até o momento temos que, dada a hipdtese da limitagdo da curvatura total de I', va-
mos ter > com interior mergulhado. Os préximos resultados sao voltados ao objetivo de obter
resultados que nos fornecam informagdes para concluir quando X € mergulhada até o bordo.
Sabe-se (ver (EKHOLM; WHITE; WIENHOLTZ, 2002), Teorema 10.1) que se [' é uma
curva compacta e conexa em R™ com curvatura total finita entdo I' tem comprimento finito.
Significa entdo que nos resultados anteriores estamos supondo I retificidvel. Visto que até entdao
nao nos importamos em ver o que ocorre com X no bordo, ndo foi necessario esse fato até agora.
Os pontos em que [' pode possivelmente ser nao regular possuem um angulo exterior
diferente de O (ver (1.1)). Entdo, da mesma forma que na Proposicao 36 obtivemos uma compa-
racdo entre o volume da projecdo radial de I em relacdo a p e a curvatura total de I', para pontos
que ndo pertenciam a I', agora teremos uma comparacdo semelhante para pontos que estdo em

I.

Proposicao 39 Seja [ uma curva simples e fechada em R™, suave por partes (donde com

curvatura total finita). Seja p € T, entdo
Vol (7, (1)) < Kp (') — 7 — 6
onde 0 ¢ o dngulo exterior a I' em p.

Prova. Dado p € T', considere r > 0 suficientemente pequeno de modo que I' N 9B, (p) =
{a,,b.}, ou seja, a esfera unitdria centrada em p s6 intercepta I' nos pontos a,. € b, 0 que é
sempre possivel visto que I" € suave por partes. Seja 6 (r) o Angulo exterior ao tridngulo a,.pb,
com vértice em p, se [' N B, (p) ndo é uma reta (caso contrdrio 6 (r) = 0). Seja ¢, um ponto

proximo de p tal que p € um ponto do interior da regido plana limitada cujo bordo € o tridngulo
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a,qyb,., Considere I a curva simples e fechada obtida quando substituimos em [' o conjunto

I'n B, (p) por a := a,q, U ¢.b, (veja as figuras abaixo). Observe que a defini¢do de r depende
deper.
Figura 5.1.2

Fonte: Elaborado pelo autor.

Entdo pelo Teorema 36, como p ¢ 1~“,

i (x, (F)) < £r (T

onde 7, é a projecdo radial sobre 0B, (p).

Seja A o plano que contém o tridngulo a,.q,b.. Seja C' = A N IB; (p) a circunferéncia
unitdria centrada em p. Veja que , () é um arco dessa circunferéncia e, como p estd no interior
da regido de A limitada por a,¢.b,, o complementar de 7, (o) em relagdo a C' € o arco em C
correspondente ao angulo central a,.pb,. Da geometria Euclidiana plana, como o angulo central
a,pb, € m — 6 (r), obtemos entdo que [ (1, (o)) = 7 + 0 (r), visto que C' tem raio 1.

Agora, veja que

7y (T) = 7 (T\B, () U, (0)
donde,
Vol (wp (f)) = Vol (m, (D\B, (p))) + 7 + 0 (r) < Kr (f)
ou seja,

Vol (1, (T\ B, (p))) < Kr ("r’) 0.

Veja que € evidente que quando fazemos ¢, — p, vamos fazer I 5 Te em seguida, tomando

r— 0, vé-se que '\ B, (p) = I"e 6 (r) — 6, donde obtem-se

Vol (m, (T) < Kr (T) — 7 — 0.
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Essa prova foi feita para uma curva suave por partes, mas ela vale de uma forma mais
geral para curvas retificveis, e sua prova torna-se bem mais complicada, ja que precisamos de
alguns resultados de Teoria Geométrica da Medida.

Com essa tltima proposicao, estamos novamente em condi¢des de mostrar um resultado
que nos dé informagdes sobre quando podemos garantir que uma superficie > com bordo I' é

mergulhada até e inclusive em I'.

Proposicao 40 Seja I' uma curva suave, simples e fechada em R™ com cuvatura total menor
ou igual a 4m. Seja Y. uma superficie minima com bordo 1. Entdo X é uma superficie suave

mergulhada com bordo.

Prova. Em decorréncia do Teorema 37 o interior de X € suave e mergulhado. Considere p € I'.
Pelo Teorema 34, temos Oy, (p) < O¢ (p) e, pelo mesmo argumento usado no Teorema 37,
podemos supor que ¥ ndo estd contida em nenhum cone, donde obtemos que Oy, (p) < O¢ (p).

Pelo Teorema 39, como I' € suave, temos
Vol (7, (I")) < Kr (') — 7.

Segue entdo da Observacao 35 que

G < <
clp) = 2m - 2m
47 1 3
< ——- =2,
- 2r 2 2
Assim obtemos que
3
Ox(p) <Oc(p) = 5

e, do Coroldrio 28, segue que p ndo € um ponto de auto-intersecdo com >, donde ¥ é uma
superficie suavemente mergulhada com bordo. [

As proposi¢des anteriores resumem-se no teorema a seguir, que dd uma a condic¢@o su-
ficiente para que uma curva simples, fechada e suave por partes, admita uma superficie minima

que € mergulhada cujo bordo € tal curva.

Teorema 41 Seja I' uma curva simples e fechada em R™, m > 3, suave por partes, com
curvatura total menor ou igual a 4m. Seja >. uma superficie minima com bordo I'. Entdo Y é

mergulhada até o bordo.

Prova. Basta aplicar as proposi¢oes 36, 37, 39 e 40. ]
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Observacao 42 O Teorema 41 é verdadeiro sem a hipotese adicional de que 1" seja suave por
partes, visto que a hipotese de ter curvatura total menor ou igual a 47 (portanto finita) implica
em I retificdvel e esta informagdo seria suficiente. Mas os argumentos para as provas das
proposicoes 36, 37, 39 e 40 teriam que levar em conta este fato, entrando em outras dreas, que
fugiria um pouco dos nossos objetivos com este primeiro contato. Também é possivel concluir
a partir da Proposicdo 40, que Y ndo tem pontos de ramificacoes (Defini¢cdo 63) interiores. No
entanto, como ndo nos aprofundamos no que tange a pontos de ramificacoes, optamos por ndo
mencionar este fato, o qual pode ser visto no resultado de (EKHOLM; WHITE; WIENHOLTZ,
2002).

Os maiores detalhes dessas demonstragdes podem ser encontrados em (EKHOLM; WHITE;
WIENHOLTZ, 2002).

4.2 Subvariedades minimas mergulhadas e o Angulo de visao de seu bordo

Nesta secdo, falaremos sobre a relacdo entre a densidade de uma subvariedade com
bordo e a densidade de um cone determinado por esse mesmo bordo. Semelhante ao que foi
feito no Teorema 34, porém agora serdo feitos resultados que podem ser aplicados a subvarie-
dades quaisquer, ndo mais a apenas superficies, consequentemente, as demonstragdes sao um
pouco distintas.

Uma extensao do Teorema 34 pode ser feita para subvariedades minimas >." de R™, ob-

tendo uma prova sem passar pelos teoremas de monotonicidade como feito na prova do Teorema

34.

4.2.1 Um resultado devido a Choe-Gulliver

Comecamos entdo estendendo o Teorema 34 para dimensdes maiores, o que € feito em

(CHOE; GULLIVER, 2017), Teorema 1.

Proposiciao 43 Seja 3" uma subvariedade minima de R™ com 0% sendo um conjunto (n — 1)-
retificavel. Seja p € R™ e seja C = p % 0%, o cone com vértice em p que subentende 0.

Entdo

Ox (p) < O¢ (p) (4.5)

e a igualdade vale se, e somente se, 3. = C e 0% € estrelado com respeito a p.
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Prova. Inicialmente observe que se p ¢ ¥ entdo existe um 7’ > 0 tal que X N B,(p) = () assim

0 (p) — limy YLEN B (0)

r—0 Wpt™

=0< @c(p).

Considere entdo p € . Sem perda de generalidade, suponha p a origem 0 de R™. Seja
{e1,...,e,} um referencial ortonormal na vizinhanca de p, tangentes a ¥, o qual é geodésico

em p. Temos, do Corolario 13 que
divs, (rvr) = Z <veirV7’, ei> )
i=1

Temos entdo, de (2.15), que

divy, (rVr) (z) = n. (4.6)

Seguindo o mesmo principio, definimos

diver™"Vr = Z <V6i’r1’”V7’, ei> .

=1

Temos
divsr! "V = Z (Ve,r(rVr), ;)
i=1

— Z (=nr " (Vr,e;) rVr + 17"V, rVr, e;)

i=1

- Z (—nr_”_l <rvr, <vr7 ei> ei> +r " <veirV7’, ei>)
i—1

= —pr ! <Tvr, Z <v7’, 6i> ei> + " Z <veirvr, ei>

i=1 i=1
= —nr ! <T7r, Vr> + r "divsyrVr

= —nr " |Vr|? + rdiverVr,
e, de (4.6), como X € uma subvariedade n-dimensional de R™, temos entdo

. e — — 2 —
diver! "Vr = —nr " |Vr|" + 7 "n

=nr " (1—|Vr]?). 4.7)
Agora note que, pelo Teorema de Pitdgoras, |Vr| < |VT‘ = 1. Entao

diver!="Vr > 0. (4.8)
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Em particular, se > € um cone C, suave por partes, com vértice em p, como neste caso |Vr| =
|Vr‘ = 1, temos

divert"Vr = 0. (4.9)

Dado p € ¥, para ¢ > 0 suficientemente pequeno de modo que B. (p) N 9¥ = (), defina o

campo de vetores Y como segue:

[ r'"Vrser>¢
e™rVrser <e

Temos, pelo Teorema da Divergéncia, que
/ divsYdA + / divyYdA = / divyYdA = (Y,n)dsS,
B:(p)NE $—B:(p) b o%

onde 7 € tangente a 3 e normal a 9% (conormal). Entdo, de (4.6) e (4.7), segue que

ns_”/ dA +/ nr " (1 - |V7“|2) dA = / (r'="Vr,n) dS,
B:(p)nE 3—Be:(p) 10)>

isto é,
ne "Vol (B (p) NX) = / (r'="Vr,n)dS — / nr " (1 - |Vr|2) dA (4.10)
r Y—Be(p)

< <7’1_an, 7}> ds.
%

Dividindo por w,,, onde w,, € o volume da bola unitdria n-dimensional em R" e tomando em

(4.10) o limite de ¢ tendendo a zero, obtemos a seguinte estimativa para a densidade de X em p:

ez(p):hmVOl(Be(pmmg ! / (r'="Vr,n) dS. (4.11)
0%

e—0 WpE™ NnWy,

Agora, quando consideramos o cone C suave por partes com vértice em p no lugar de 32, de

(4.10) e, visto que neste caso |Vr| = ‘vr| = 1, obtemos

ne "Vol (B: (p) NC) = / (r'="Vr,ne) dS
%

onde 7¢ € tangente a C e normal a [' (conormal respectiva). Segue que,

Vol (B 1 =
Oc (p) = lim oL(B: (P C) _ . (r'="Vr,ne)dS.

e—0 Wpe™ nWy,

Agora, note que 7 Vr é exatamente o vetor posicdo e pelo mesmo argumento dado na Proposi¢io
(24), temos que
<7’vr, 77> < <rvr, 7]C> (4.12)
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e portanto

(s < o (T} dS = e o)

<
Os (p) < o

nwy,
No caso de termos a igualdade em (4.5), necessariamente vamos ter igualdade em (4.8) e (4.12).
E concluimos que ¥ = C e 0% € estrelado com relagdo a p. Reciprocamente, se tivermos > = C

e 0% é estrelado, teremos claramente que Oy, (p) = O¢ (p), 0 que conclui a demonstracdo. m

Observacao 44 Este resultado vale de maneira mais geral e seu enunciado completo pode ser

encontrado em (CHOE; GULLIVER, 2017) p. 4.

Esse resultado implica no Teorema 34, porém as duas demonstragdes foram feitas vi-

zando a diversificac@o de conteddos para ampliar os conhecimentos sobre o assunto.

4.2.2 O angulo de visdo

Assim como feito no artigo de Choe e Gulliver, iremos definir o que € o dngulo de visdo,

que seré utilizado no teorema a seguir neste capitulo.

Definicdo 45 O dngulo de visdo em um ponto p € R™ de um conjunto (n — 1)-retificdvel T' C
R™ ¢é definido como sendo 11, (I') := Vol (m, (I')), sendo ©, a projecdo radial definida na
Proposicdo 30. O dangulo de visdao de ' é dado por

II(T') := sup I, (') ,

peER™

onde aqui 11, (I") é contado com multiplicidade.

Figura 5.2.1.1 - Angulo de visdo de I' em p.

Y
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Fonte: Elaborado pelo autor.

O angulo de vis@o em p de I ja foi utilizado anteriormente, sem ser definido. A sua
fun¢do aqui serd a mesma. No entanto, iremos utilizar agora também a nocdo de angulo de
visdo de I', sendo que uma limitagdo dele nos d4 uma condigdo suficiente para ver quando uma
subvariedade minima com bordo I' € mergulhada.

Observamos que podemos ter uma estimativa para O¢ (p) (e, pela Proposicdo 43, para

Oy (p)), tendo uma estimativa para II, (0X).

Observacao 46 Segue direto das Proposicoes 43 e 30 que se I' C R™ é uma subvariedade
compacta (n — 1)-dimensional, entdo qualquer subvariedade minima 3" que tenha por bordo

I satisfaz
11, (T)

Cn—1

Osx (p) < O¢ (p) = (4.13)

para todo p € %, onde ¢, indica o volume da esfera unitdria (n — 1)-dimensional.
Com os resultados expostos até esse momento, podemos enunciar o seguinte resultado.

Teorema 47 Se I' C R™ é uma subvariedade compacta (n — 1)-dimensional com 11 (I") <

2¢,,—1 entdo qualquer subvariedade minima imersa ¥ com bordo ' é mergulhada.
Prova. Seja p € 3 com p ¢ 0. Pela Proposi¢ao 30 e a observacdo 46 temos que

Ox(p) < Oc¢(p)
I1, (T') < sup,ex {1, (1)} (D)

Cn—1 Cpn—1 Cn—1

E pelo Corolério 28 p ndo é um ponto de auto-interse¢éio. Portanto ¥\I" € mergulhada. ]
Note que a principal diferenca entre os Teoremas 41 e 47 se resume ao fato de que,

no primeiro, assumimos que a curvatura total do bordo era menor ou igual a 47, enquanto no

teorema acima a hipétese do angulo de visdo, que € a hip6tese que substitui a curvatura total,

nao pode ser tomada da mesma maneira, isto €, ndo podemos supor que ele pode atingir o valor

2Cn_1.

4.3 Adendo: Uma extensdo particular do Teorema de Ekholm-White-Wienholtz para

dimensoes maiores

Nosso objetivo aqui é procurar entender um pouco o contexto de uma conjectura enunci-

ada por Choe e Gulliver e algumas de suas possiveis consequéncias, caso seja verdadeira. Nossa
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ideia € ao menos visualizar (assumindo alguns resultados) um caso particular desta conjectura,
provado em (CHOE; GULLIVER, 2017). Explorar nuances dessa conjectura podera se tornar
numa possivel atividade de pesquisa no futuro e, por isso, optamos por falar um pouco dela

aqui.

Conjectura 48 (CHOE; GULLIVER, 2017) Se q € X", onde . é uma subvariedade minima

em R™ que tem como bordo uma variedade (n — 1)-dimensional compacta T, entdo

1
05 (q) < = / K*dVi.,
2 Jr

onde K" indica a curvatura de Lipschitz-Killing de I' (Ver 4.14 abaixo).

Uma coisa que € comum de ser feita é imaginar quais sao as consequéncias no caso da
conjectura ser verdadeira. Uma delas é que seria possivel provar o seguinte resultado:

Se uma variedade compacta e conexa (n — 1)-dimensional satisfaz [, K*dVr < 4, en-
tdo qualquer subvariedade minima imersa X" gerada por ' é mergulhada.

Observamos que, se I'; e Iy, sdo (n — 1)-subvariedades compactas e convexas, contidas
em n-planos afins de R™, A; e A,, respectivamente, e pondo I' = I'y U I'y, a conjectura pode
ser provada neste caso, o que € feito em Choe-Gulliver e do qual seguimos os passos.

Para tal, precisamos entender o conceito de curvatura de Lipschitz-Killing, o que € feito

a seguir.

4.3.1 A aplicacdo normal de Gauss generalizada

Precisaremos de algumas defini¢des e resultados preliminares, os quais discutimos agora.

Como anteriormente, consideremos M = R™ e X" uma subvariedade orientavel de

7z

imensio n < m imersa em M. Se € uma hipersuperficie de M, isto €&, n = m — 1, visto
d < M. Se »" h ficie de M, ist 1, vist
que temos somente uma direcao normal a 3., fixado um campo de vetores unitdrios 77 normal a

3., ¢ bem conhecida a aplicacao normal de Gauss,
n:¥" — S"!

e a curvatura de Gauss-Kronecker de X" € definida como sendo
Ky = det [S,],

sendo que .5, € a segunda forma fundamental de ¥".



70

Quando se trata de codimen¢do maior do que 1, ou seja, quando n < m — 1, nos depa-
ramos com o problema de que ndo hd uma maneira de associar a cada ponto de X", uma tnica
direcdo ortogonal relativa a >.. No que segue, procuramos explorar esta situacdo. Comecamos
vendo o que entendemos por Variedades Grassmannianas.

Seja V' um espaco vetorial real m-dimensional. Para todo inteiro 0 < n < m, denote
por GG, (V') o conjunto de todos os subespacos vetoriais n-dimensionais de V. Observamos que
a G, (V) pode ser dado naturalmente uma estrutura de variedade diferencidvel de dimensao
n(m —n) (ver (LEE, 2012)) e, com esta estrutura, G, (V') é chamado uma variedade Grass-
manniana (ou simplesmente uma Grassmanniana).

No caso especial em que V' = R™, a Grassmanniana G,, (R™) é frequentemente deno-
tada por GG (n, m) e é esta ultima notacdo que utilizaremos. Observe que G (1, m + 1) é exata-
mente o espago projetivo m-dimensional RP™, ou seja, as Grassmannianas sao uma extensiao

natural dos espagos projetivos.

Considere a aplicacdo

£:3" — G (n,m)

que associa a cada ponto p € X", o respectivo hiperplano de dimensdo n tangente a 2™ em p, 0
qual chamaremos simplesmente de n-plano 7,,2". Esta aplicagdo € conhecida como a aplicacdo
de Gauss generalizada.

Note que, dado p € X", o n-plano T),>" pode ser caracterizado pelo seu complemento
ortogonal [TPE"]l (seu respectivo subespaco normal orientado (m — n)-dimensional), donde

podemos ver a aplicacdo normal de Gauss generalizada como
&Y — G (m—n,m),

¢! (p) = [T,X"]". Estas definicGes sdo equivalentes, pois G (n,m) e G (m — n,m) sio difeo-
morfos, via complemento ortogonal.

Veja que esta defini¢do, quando aplicado para o caso n = m — 1, € consistente com
a definicao usual, visto que um n-plano orientado € caracterizado pelo seu complemento orto-
gonal, que neste caso € uma reta pela origem de 7,2, normal a este n-plano, a qual pode ser

identificada com um vetor normal unitario, isso ilustra que G (1, m) = S™~ 1,
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4.3.2 A curvatura total e curvatura total absoluta de Lipschitz-Killing

Vamos agora definir as curvaturas total e total absoluta de Lipschitz-Killing. Considere
M =R" m >2esejan € Ntalque m = n + kcom k > 1. Seja 2" uma subvariedade
orientada, de dimensdo n, de R™.

Dado p € X" considere o n-plano 7,>" e seu complemento ortogonal [TpZ"]l, o qual
entdo tem dimensdo k. Considere a esfera unitaria S*~1 C [TpE”]L (esfera unitdria de dimensdo
k — 1 contida em [T,%"]" e centrada na origem de [7,%"]"). Para facilitar a compreensio do
que se seguird, vamos indexa-la chamando-a de S’;fl.

Dado w € S’;‘l, ou seja, uma dire¢do em [TPE”]l, olhe para o subespaco 7,>" @ Rw
que tem, entdo, dimensdo n+ 1, isto é, é um (n + 1)-plano em R™, que é um subespago vetorial
de R™, ou seja, é um elemento de G (n + 1,m). Na ilustracdo a seguir vamos considerar %
unidimensional, para que seja mais simples essa visualizacgao.

Figura 5.3.2.1

R3

Fonte: Elaborado pelo autor.
Agora veja a projecdo ortogonal de X" em 7,>" @ Rw via proje¢do ¥, ,, : X" —

T,5" & Ruw.
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Figura 5.2.1.2

Fonte: Elaborado pelo autor.

7z

Embora na projecdo possa ocorrer intersec¢des, a projecdo € "bem comportada”quase

todo ponto. Assim, desconsiderando esse possivel conjunto de medida nula, podemos olhar
Yy w (3™) como sendo, ao menos localmente, uma hipersuperficie de T,>" @ Rw de dimensao
n (pois tem codimensdo 1 em relagdo a 7;,>" @ Rw).

Veja entdo que, em relacdo a 7,>" & Rw, s6 hd uma direcao normal a ¥, ,, (¥") ja que
U, (™) é uma hipersuperficie de 7,%" & Ruw.

Seja agora v 0 campo de vetores unitdrio e normal a ¥, ,, (") relativamente a 7,X" &
Rw, na orienta¢do considerada (o qual, como visto acima, € bem definido a0 menos em uma

vizinhanca de p). Fica entdo bem definida (ao menos localmente) a aplicagao de Gauss
viW,, (X") —S) CT,X" @& Ruw,

onde S} C T,X" & Rw € a esfera unitéria n-dimensional centrada na origem de 7,%" ¢ Ruw.
Consideramos entdo a curvatura de Gauss-Kronecker relativa a hipersuperficie ¥,, ,, (")
em p € 3", a qual denotemos por K (p, w), que é entdo dada por det [S, (p)], onde S, € a se-

gunda forma fundamental relativa a aplicacdo v acima. Temos entao
K (p,w) = det [S, (p)]

onde v é o campo de vetores unitdrio em V,, , (¥") na dire¢do normal a ¥,, ,, (") relativamente
aT,X" & Rw, na orientagdo considerada. O nimero K (p, w) é conhecida como a curvatura de

Lipschitz-Killing de > em p na direcdo de w.
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Como um exemplo ilustrativo sobre o que se entende por K (p,w), considere o caso
emque n = 1, m = 3 e X! € o circulo unitario no plano {y = 0} com centro em (0,0, 1).
Considere o ponto p = (0,0,0) € X'. Temos T, p21 como sendo o eixo-z e 0s vetores or-
tonormais w; = (0,0,1) e wy = (0,1,0) sdo normais a 7,2!, ou seja, formam uma base
ortonormal para [T,%']". Note que ¥, (£!) é a projecdo de X! sobre o plano {y = 0},
donde ¥, (¥') = 3!, enquanto ¥, ,,, (X') é a projegdo de X! sobre o plano {z = 0}, donde

0,0, (31) é 0 segmento de reta sobre o eixo-z entre (—1,0,0) e (1,0, 0). Assim, vé-se que
K (p,wy) = 1,

pois é exatamente a curvatura de X! em p, enquanto que
K (p,ws) =0

pois € a curvatura de um segmento de reta contendo p.

Figura 5.2.1.3

S
r g

w-H p

Fonte: Elaborado pelo autor.
Agora estamos em condi¢des de definir o que entendemos por curvatura total e curvatura
total absoluta de Lipschitz-Killing.

As integrais

1
K (p) = K (p.w)dV
(p) o S (p,w)
c
1
K* (p) = / K (pw)|dV 4.14)
Wm—1 S’;*I

sdo conhecidas, respectivamente, como a curvatura total e a curvatura total absoluta de Lipschitz-

Killing de X" em p, onde aqui dV indica a forma volume para dimensao k£ — 1.
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A curvatura total e a curvatura total absoluta (Lipschitz-Killing) de ¥ € definida entao
como sendo

Tz = [ Kdv

En

e = [ KV

>n

respectivamente, onde aqui dV' indica a forma volume para dimensao n.

Observacao 49 Observe que se Y é uma subvariedade compacta e convexa contida em um
(n + 1)-plano de R™, entdo V,,.,(X) é subvariedade convexa em T,¥" & Rw. No Teorema
51 adiante, é assumido como hipéteses subvariedades compactas e convexas I ~! contidas em
n-planos e este fato é utilizado para garantirmos que a projecdo sobre cada elemento P €

G (n,m), denotada por Vp (I'), seja uma subvariedade convexa.

Sejam m,n € N, n < m e considere a Grassmaniana G (n, m) = G,, (R™). Dado um

n-plano P em G (n, m), considere a aplicagdo
Up: R™ — P

a qual projeta ortogonalmente R sobre o n-plano P.

Seja S ! a esfera unitdria em R" C R™ centrada na origem 0 de R™ e seja D C S™!
um dominio (aberto e conexo) em S"~!. Considere o cone sobre D com vértice em 0, o qual
denotamos por 0% D. Dado um plano P de G (n, m), considere a proje¢do ortogonal desse cone
em P via Up, ou seja, o conjunto U (0 % D) C P. Note que Up (0 % D) é uma subvariedade
de dimensdo n para quase todo plano P (poderemos desconsiderar entdo a projecdo nos outros
planos onde podera ter dimensdo n — 1) e, entdo, faz sentido falarmos em densidade desse
conjunto em um ponto p dele, ou seja, em Oy, xp) (p), P € Yp (0% D). O lema a seguir

mostra uma relagao entre as densidades de 0 D e Up (0 % D) em 0.

Lema 50 Seja S"~! a esfera unitdria em R C R™ centrada na origem 0 de R™ e seja D C

S™=1 um dominio (aberto e conexo) em S"~. Entdo

Mpecinm) {Oupoxn) (0)} = Ogsp (0)

onde Mpeg(nm) indica a média sobre todos os planos P em G (n,m).
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Vamos assumir este resultado, pois sua prova envolve alguns conceitos e resultados da Teoria
Geométrica da Medida com os quais ndo estamos ainda familiarizados.

Para o proximo teorema serd dada uma ideia da prova.

Teorema 51 Seja "' C R™ uma subvariedade compacta. Entdo, dado q € R™,

I, (T) = Mpecinm {Mup@ (Pr (1)},

onde 11, (I') € o angulo de visdo de " em q e Iy, (o) (V5 (I')) € 0 dngulo de visdo de Up (I') em
Up (q)-

Prova. Note inicialmente que, a partir da igualdade (4.13), temos II, (I') = ¢,_104xr (¢) e do

Lema 50 vem que O 51 (0) = Mpeinm) {Owp(gxr) (0)}, assim, segue que

I, (T) = ca1O4sr (q)
= Cn1Mpecnm) {Oup(esr) (0)}
= Mpeiinm) {Wn-10wp(gsr) () } (4.15)
= Mpeamnm) {Mupg (Pp (D))}

Note que na passagem (4.15) interpretamos que a proje¢do do cone ¢ % [' sobre cada plano P

também da origem a um cone em P. ]

Teorema 52 (Langevin-Shifrin) Seja I'™ ' uma subvariedade suave de R™. Entdo a curvatura

total absoluta de 1" é dada por

2
/ K*dVF - S)ﬁPEG(n,m) {/ ‘K‘I/P(F)‘ dV‘I’P(F)}
r Cn—1 Up(I)

onde K indica a curvatura de Gauss-Kronecker.

Este teorema é uma adaptacao feita por (CHOE; GULLIVER, 2017), para se enquadrar
ao resultado pretendido. A proposicdo original pode ser encontrada em (LANGEVIN; SHI-
FRIN, 1982), Proposicao 2.15.

Sejam I'y e I'y hipersuperficies compactas e convexas de um n-plano afim A} C R™,
1 =1,2. Note que I'; e I's t€m dimensdao n — 1. Seja I' = I'; U I'5. Observe agora se 2" é uma
subvariedade minima com bordo I'; U I'y, dado um ponto p € ¥, o fato de ambas I['; e I's serem
convexas, implica que I' é estrelado em relag@o a p, pois X estd contido na envolvente convexa

de Fl U PQ.
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Dos teoremas acima temos que, para ¢ € R™, como I'; é convexa, ¥p (I';) é convexa,

donde

H‘I’P(q) (\117’ (FZ)) < G :/ ‘K‘I’P(Fi) dV‘I’P(Fi) (4.16)
Up (L)

para i = 1,2. Note que quando m = 2, a igualdade de (4.16) € vista como o Teorema de
Fenchel (Teorema 6). Isso ocorre pois se deslocamos A} paralelamente até conter a origem, A}
coincide com algum plano P € G (n, m).

Com isto podemos obter o seguinte resultado:

Teorema 53 Dados dois n-planos afins A} C R™, seja I'; uma hipersuperficie compacta e
convexade N}, i = 1,2. Se ' ="y U Ty, entdo qualquer subvariedade minima % de dimensdo
n que tenha por bordo 1" é, ou a unido das regioes limitadas em cada A} cujo bordo é I';, ou é

ndo plana e sem auto-intersecgoes.

Prova. Inicialmente note que
/K*de = K*dVr, + K*dVp,.
r I Iy

Pelo Teorema 52 e a equagéo (4.16), parai = {1,2},

N 2
/ K de = mPGG(n,m) {/ ‘K\pp(ri)
T, Cn—1 Up(Ty)

2
= c E):RPEG(n,m) {Cn—l}

n—1

AV (ry) }

= 2.

Entao

/K*de =4.
r

Pela Proposicao 30 e a Observagdo 46, temos que

2

o105 (q) < M, (1) < T, (Ty)

i—1

= > Mpecinm {Mup (T (1)}

=1

2

ZmPEG(n,m) {/

i—1 Up(
2 C,

Z ”_1/ K*dVFz
= 2

= QCn_l .

IA

|K‘1’P(Fi) dv‘l’P(Fi)}
T;)

IN
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Portanto

@2 (q) S 2.

Se tivermos Oy (¢) = 2 entdo todas as desigualdades acima se tornam igualdades, sendo que
isso implica que X € plana, e portanto mergulhada. Caso Oy, (¢) < 2, entdo pela Proposicao 28,

. é mergulhada. ]
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5 CONCLUSAO

Mostramos neste trabalho, seguindo os passos de (EKHOLM; WHITE; WIENHOLTZ,
2002) e (CHOE; GULLIVER, 2017), que estimativas sobre o angulo de visdo e sobre a cur-
vatura total de subvariedade compacta (n — 1)-dimensional em R™, sob certas condi¢des, de-
terminam quando uma subvariedade minima que tenha tal subvariedade compacta por bordo, é
mergulhada.

Possivelmente o ponto mais importante no desencadeamento de resultados que levaram
ao principal teorema (Teorema 47), foi obter determinadas relacdes entre subvariedades mi-
nima com bordo e cones determinados por esse bordo. Fazendo-se isso, foi possivel encontrar
uma relacdo entre as densidades dessas duas subvariedades, sendo que calcular a densidade do
cone € relativamente mais simples, desta forma encontra-se uma limitagcdo para a densidade da
subvariedade e consequentemente usamos resultados que garantem o mergulhamento.

A conjectura enunciada por Choe-Gulliver (Conjectura 48) ¢ um 6timo ponto de partida
para uma sequéncia deste trabalho, dado que se poderia, em principio, explorar outros casos

particulares e entender exemplos que indicassem um possivel caminho para resolvé-la.
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APENDICE A - Conceitos de Geometria

Neste apéndice, buscamos elencar algumas definicdes que foram utilizadas no decorrer
deste trabalho, juntamente com resultados considerados preliminares mas que sdo de grande

importancia e necessitam ser mencionados.

Definicao 54 Sejam M™ e N™ variedades diferenciaveis. Uma aplicacdo ¢ : M — N é uma
imersdo se dyp, : T,M — T, N for injetiva para qualquer p € M. Além disso, se ¢ é um
homeomorfismo sobre (M) C N, onde (M) tem a topologia induzida por N, entdo dizemos

que p é um mergulho.

Podemos encontrar alguns exemplos de mergulhos olhando para as superficies regulares
em R3. De fato, se S C R?® é uma superficie regular, S possui uma estrutura diferenciavel dada
por suas parametrizagdes {z,, U, }, as aplicacdes z,, sdo mergulhos de U, em S. Além disso,

prova-se que toda imersao é localmente um mergulho.

Definicao S5 Uma subvariedade imersa (mergulhada) de N de dimensdo m é uma variedade

M de dimensdo n tal que:

e M CN

* Ainclusdo i : M — N é uma imersdo (mergulho).

Definicao 56 (Variedade com Bordo) Dizemos que ¥ é uma variedade com bordo de dimensdo
n se X for uma variedade em que o atlas local mdximo é formado por aplicacoes que levam

subconjuntos de 3. em subconjuntos de semi-espacos fechados de R".

Teorema 57 (Teorema da Divergéncia) Seja X" C R™ uma variedade Riemanniana orientada

de dimensdo n com bordo 0%. Se X é um campo vetorial com suporte compacto, entdo
/ divXdV = / (X,n)dS
b %
onde 1 é um campo de vetores unitdrio, normal a 0% e que aponta para fora de 3.

Tanto o Teorema da Divergéncia quanto o conhecido teorema de Green, podem ser vistos

como casos particulares do teorema de Stokes.
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Lema 58 Seja A (t) = (ai; (t))??jzl uma familia de matrizes m x m para cada t em um inter-
valo, das quais todas as entradas sdo funcées diferencidveis tais que A(0) = Id,,, entdo

d /
7 det (A (1)) li=o = 1 (4'(0))..

Prova. A férmula de Jacobi (BELLMAN, 1997) diz que nesse caso,

d d

—det (A(t)) =t dj(A(t) —A(t

et (A0) =t (i (40) A 0)

onde adj representa a matriz adjunta ou adjugada, que € transposta da matriz dos cofatores.

Assim,

%det (At)) [t=0 = tr (adj (A(0)) %A (t) |t=0>
= tr(A'(0)).

]

A férmula de Jacobi, utilizada no lema anterior ¢ um conhecido resultado que une de

forma muito interressante o conceito de derivada, proveniente da andlise, e os conceitos de traco

e adjunta de uma matriz, vindos da Algebra Linear. O nome Jacobi é devido ao matematico

alemao Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851), o qual fez grandes contribuicdes nas dreas de
equagoes diferenciais, sistemas dinamicos, teoria dos nimeros, entre outras.

Na seguéncia serd introduzida a defini¢do do vetor curvatura média de uma subvarie-

dade. Existem outras maneiras equivalentes de ser definida, porém para nosso contexto esta

sera satisfatotia.

Definicao 59 (Vetor Curvatura média) Seja > uma subvariedade de uma variedade Rieman-
niana M™. Seja {e;};_, um referencial ortonormal em uma vizinhanga de um ponto p € 3,
tangente a ¥ e geodésica em p, e considere uma extensdo suave {e;};" | a um referencial orto-

normal em uma vizinhanga de p € M. O vetor curvtura média de . em p é dado por

H (p) = zm: r(Se,) e

j=n+1

onde S., é a segunda forma fundamental de 3..

Introduzimos na sequéncia a férmula da co-area, que pode ser encontrada em (CHAVEL,

1984), o qual faremos as devidas adaptacOes para simplicar e adequar ao nosso contexto.
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Teorema 60 (Formula da Co-drea) Seja () um dominio em uma variedade Riemanniana M
com fecho compacto e seja f : Q@ — R com f € C° (Q) NC*> (Q) e satisfazendo que f|sq = .

Seja

Q) = {peM;|f(p) >t}
V(i) = V(Q()

@) = {peM;|ft) =1}

onde V é a fungdo volume. Seja A (t) = A(I'(t)) a dreade T (t). Entdo V é uma fun¢do C™ e

V() = — /F( lgrads] a4,
t

Falaremos sobre pontos de ramificagdo, um conceito ndo muito conhecido que tem sua
origem associada ao famoso problema de Plateau, que é enunciado como: Dado uma curva de
Jordan I" em R™, encontrar uma superficie em R™ de menor drea que tenha I" por bordo.

Uma resposta ao problema de Plateau foi introduzida por J. Douglas no seguinte teo-

rema:

Teorema 61 (Teorema de Douglas) Seja I uma curva de Jordan em R" tal que wien)gr Vol () <
oo onde Xt = {¢p : D — R™; 1) é C* por partes e 1|pp é uma parametrizacdo mondtona de
I'}. Entdo existe uma aplica¢do continua v : D — R™ tal que:

a) Yolap aplica 0D monotonicamente em I';

b) g ’int( p) € harmonica e quase-conforme;

c) Vol (¢y) = wien)ngol (V).

Entdo a imagem de D por ¢ € a solugdo desejada. Porém essa solu¢do ndo € necessari-

amente uma imersao em todos os pontos, € 0 proximo lema caracteriza esses pontos.

Lema 62 Uma superficie solucdo ¢o|mt(D), onde )y ¢ dada no Teorema 61 é uma imersdo,

exceto possivelmente em pontos isolados.
Estamos agora com todas as ferramentas para definir o que € um ponto de ramificagao.

Definicao 63 Os pontos de irregularidade de que trata o Lema 62 sdo chamados de pontos de

ramificagcdo da superficie minima.
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