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RESUMO

Monografia
Disciplina Trabalho de Graduagao em Fisica I - Curso de Fisica
Universidade Federal de Santa Maria

REALIZACOES NAO LINEARES DA SIMETRIA QUIRAL

AUTOR: JOSE FERNANDO THUORST
ORIENTADOR: ORIMAR ANTONIO BATTISTEL
Local e Data da Defesa: Santa Maria, 09 de dezembro de 2010.

Estudamos possiveis realizagoes nao lineares da simetria quiral apenas em termos de
multipletos de isospin dos campos considerados na teoria, matrizes de isospin e do campo
pionico, seguindo de perto o artigo "Nonlinear Realizations of Chiral Symmetry" de Steven
Weinberg, reférencia no assunto. Lagrangianas invariantes quirais podem ser obtidas a
partir da construcao de fungoes isoinvariantes dos campos em questao e de suas derivadas
covariantes e da derivada covariante do campo pidnico. Estas realizacoes nao permitem
massa ao pion, assim se quisermos pions massivos é necessario incluir termos de quebra

de simetria na lagrangiana.

Palavras-Chave: Realizagoes, Nao Lineares, Simetria, Quiral, Isoinvariantes, Pion.



ABSTRACT

Research Project
Graduation Work In Physics II - Course of Physics
Federal University of Santa Maria

NONLINEAR REALIZATIONS OF CHIRAL SYMMETRY
AUTHOR: JOSE FERNANDO THUORST
SUPERVISOR: ORIMAR ANTONIO BATTISTEL
Defense’s Place and Date: Santa Maria, December 09", 2010.

We study possible nonlinear realizations of chiral symmetry only in terms of isospin
multiplets of the fields under consideration, isospin matrices and of the pion field, following
closely the paper "Nonlinear Realizations of Chiral Symmetry", by Steven Weinberg, a
traditional reference on this issue. Chiral invariant Lagrangians can be obtained from
the construction of isoinvariant functions of the fields under consideration, its covariant
derivatives and of the covariant derivative of the pion field. Such realizations do not allow
mass to the pion, thus, in order to have massive pions, it is necessary to add symmetry

breaking terms in the Lagrangian.

Keywords: Realizations, Nonlinear, Symmetry, Chiral, Isoinvariant, Pion.
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Capitulo 1

INTRODUCAO GERAL E
OBJETIVOS

O estudo da natureza fundamental da matéria, em termos de seus constituintes e in-
teracoes, constitui-se em um dos maiores objetivos da fisica desde seus primordios. Os
métodos utilizados e consagrados por incriveis concordancias entre predigoes tedricas e
experimentais sao os métodos do formalismo conhecido como Teoria Quéantica de Campos
(TQQC).

Neste estudo, as simetrias desempenham um papel crucial no entendimento da na-
tureza em termos de seus constituintes e interagoes fundamentais. Em particular, na
TQC é possivel dizer que as predigoes representam nada mais do que testes a respeito da
validade das simetrias assumidas na construcao da teoria. As simetrias desempenham,
entao, o papel de hipoteses a serem testadas através de suas consequéncias fenomenolég-
icas.

Dentro do referido formalismo, dispomos de um procedimento bem estabelecido para
a construgao de teorias para um conjunto arbitrario de campos interagentes (associados as
particulas) e um conjunto arbitrario de simetrias. Este procedimento pode ser resumido de
um modo simples: construimos funcoes dos campos e de suas derivadas espago-temporais

(densidade lagrangiana),
L (i, 0upi) 5 (1.1)

que sejam invariantes (escalares) frente as transformacoes do grupo total de simetrias
assumidas vélidas na construcao da teoria. Depois, impomos o principio da minima agao,

ou seja,

s = [ L) (12)
5S = 0, (1.3)

para obter as seguintes equagoes de campo:

o _, oL
dp; "0 (0upy)

~0 (1.4)



e, por fim, com a solucao e adequada interpretagao destas equagoes, teremos as implicagoes
fenomenolégicas da simetria.

Dispomos, entretanto, de dois modos distintos para a construcao dos termos invariantes
que representam maneiras diferentes de realizarmos as simetrias pretendidas, ao quais
denominamos realizacoes lineares e nao-lineares de uma simetria.

Nas realizagoes lineares, que sao mais geralmente utilizadas, teremos combinacoes
dos campos e de suas derivadas espago-temporais classificadas, de acordo com suas pro-
priedades frente as transformacoes do grupo de simetria adotado, como: escalares, vetores,
espinores, tensores de segunda ordem, etc. Assim, por contragoes entre os referidos obje-
tos, sao construidos escalares, ou seja, invariantes frente as referidas transformacoes. Este
tipo de realizagoes é possivel para quaisquer grupos de simetrias.

No caso de realizagoes nao-lineares, os termos invariantes serao obtidos através de
fungdes nao-lineares dos campos (ao contrario das contragoes que sao lineares) e somente
sdo possiveis para grupos compactos (o conjunto de valores dos parametros é compacto).
Por isso este mecanismo é em geral pouco utilizado.

Os dois mecanismos representam, entretanto, modos muito distintos de implementar
informagoes fenomenolégicas na construgao de teorias quando ambos sao possiveis. Um
caso notavel deste cendrio é o problema das interacoes entre particulas hadronicas (que
"experimentam" a forga forte). Para tais interagoes, ha vasta e consistente evidéncia
experimental da importéncia da simetria [1], cujo grupo é o SU (2) x SU (2), denominado
simetria quiral, para a descri¢ao fenomenolégica.

Entre esta fenomenologia encontram-se as forgas nucleares. Estas sao vistas dentro do
formalismo da TQC como resultante da troca de Mésons entre os constituintes fermionicos
do niicleo atoémico. As propriedades da parte de maior alcance desta forga (baixa energia)
sao devidas a troca dos mésons mais leves.

Assim poderia ser esperado que as propriedades de baixa energia dos Hadrons fossem
explicadas pela troca de Mésons pseudo-escalares (no espago-tempo), ou mésons 7, que
sao os mais leves dos Mésons. Entretanto, dados experimentais mostram que é necessario
uma contribuicao vinda da troca de uma particula com os nimeros quanticos de um méson
escalar para explicar os referidos dados. Deste modo, a simetria indicada é tal que em
um multipleto (de uma representagao linear) do grupo devemos ter a presenga de duas
particulas (campos) com paridades opostas. No caso dos mésons 7, estes devem compor
uma representacao linear juntamente com um méson escalar denominado o. A simetria é
entdo a simetria quiral SU(2) x SU(2).

Sendo este grupo compacto, estao disponiveis os dois mecanismos de implementacao
de simetrias mencionados acima: realizagoes lineares e nao-lineares. Uma teoria minima
para explicar a parte de maior alcance da for¢a nuclear seria composta por uma particula
(campo) de spin 1/2 com dois estados de cargas (préton e néutron) que correspondem a

um dubleto de isospin, ou isospin 1/2, e por uma particula de spin zero.



Os Nucleons (préton e néutron) devem ser agrupados convenientemente de modo a
obtermos uma representagao linear do grupo SU(2) x SU(2) e os mésons 7 e o igual-
mente. Depois disto, para obtermos invariantes, basta contrairmos as representacoes
entre si e entre elas. Uma lagrangiana construida com tais invariantes serd uma teoria
invariante quiral. A comparacao entre predigoes de tal teoria e os correspondentes dados
experimentais estabelecerd a validade da simetria quiral para esta fenomenologia.

Se a opcao for implementar a simetria quiral através de realizagoes nao-lineares, nao
se fard necessdrio a presenca de um méson escalar como parceiro do méson 7 na teoria.
A invariancia serd obtida através de uma funcao nao-linear do campo do 7.

A diferenca mais marcante entre as duas formulagoes reside precisamente na nao ne-
cessidade da particula escalar na teoria. Isto é conveniente, pois a simetria quiral nao
se realiza de modo exato nas interacoes hadronicas, ao passo que, na descricao de sis-
temas fisicos onde as particulas estdo fora da camada de massa (estados ligados como
no caso da forga nuclear), a simetria parece exigir multipletos de particulas com mesma
massa e paridades opostas. No espectro das particulas na camada de massa (livres), estes
multipletos parecem nao existir. Assim parece ser conveniente a descricao das interagoes
hadronicas em termos de realizacoes nao-lineares, pois torna-se possivel construir teorias
em termos das particulas que de fato aparecem no espectro das particulas hadronicas, que
sao multipletos de isospin (SU(2)) e nao da simetria quiral (SU(2) x SU(2)).

Desta forma neste trabalho queremos:

e Estudar possiveis realizagoes nao lineares da simetria quiral, seguindo de perto o
artigo [6], bem como as implicacoes destas realizagbes sobre os termos permitidos

na lagrangiana;

e Desenvolver um texto diddtico que possa ser utilizado por estudantes em seu tltimo

ano de graduacao.



Capitulo 2

TRANSFORMACOES, GRUPOS E
ALGEBRAS DE LIE

Este capitulo tem por objetivo, introduzir algumas nogoes a respeito de objetos matemaéti-

cos necessdrios para a compreensao das manipulagoes a serem efetuadas ao longo do texto.

2.1 Algebras de Lie

Uma Algebra de Lie [2] € um espago vetorial, no qual estd definido uma operagao bilinear
chamada de comutador de Lie, que é anti-simétrica e satisfaz a identidade de Jacobi. Isto
é, sejam Y; elementos deste espago vetorial (os indices aqui percorrem de 1 até a dimensao

do espaco), entao temos:

YY) = divis (2.1)
YY) = -V (2.2)
Y Y Yill 4 [V, Vil Y]+ Vi [V Yl = o, (2.3)

onde cfj sao chamadas constantes de estrutura e determinam a estrutura da dlgebra. Segue
de (2.1) e (2.2) que

2.2 Grupos

Um grupo é um conjunto de objetos dotado de uma operagao de multiplicacao denotada

por nn

, submetido aos seguintes Axiomas [3]:
1.Va,beG;a-b=ceqG,
2.a-(b-¢c)=(a-b)-c,

3. deeGtalqueVa,ecG;e-a=a-e=a,

4. VacG;dateGtalquea ! -a=a-al=e
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O axioma (1) ¢ conhecido como propriedade de fechamento, o (2), como associativi-
dade, o (3), existéncia do elemento neutro e o (4), existéncia do elemento inverso.

Os grupos podem ter um nimero de elementos finito, infinito enumeravel (é possivel
colocéd-lo em bijegdo com N, ou seja, "contar" os elementos) e infinito ndo enumerdvel
(assim como o R). No caso dos grupos ditos continuos, que sdo conjuntos infinitos nao
enumeraveis, podemos acessar todos os elementos, em geral (todos os casos na fisica),
através de um conjunto finito de nimeros reais ou complexo, chamados de pardmetros.
Nestes grupos conhecidos como Grupos de Lie, os parametros do produto de elementos
sao funcoes analiticas dos parametros dos fatores.

Os grupos continuos tém véarias propriedades interessantes, uma delas é que eles tem a
si associados Algebras de Lie, através das quais eles podem ser estudados. Seus elementos
sdo entdo obtidos da exponenciacio de combinacoes lineares dos vetores da Algebra, isto
¢,

U = exp (—i;Y;),
onde os «; sao os parametros do grupo e Y; sao os vetores chamados de geradores do

grupo. Os geradores sao, em nimero, iguais aos parametros.

2.2.1 O grupo SU (2)

O grupo SU (2) é um grupo que tem como representagao fundamental as matrizes 2 x 2
unitdrias de determinante igual a 1, com trés parametros [4]. Este grupo tem uma, Algebra

de Lie associada, cujo comutador de Lie é
[T(u Tb] - igabCTca (24)

com fndices podendo assumir os valores 1, 2, 3. Uma representacao particular desta algebra

é

T, =-04, (2.5)

onde o, sao as famosas matrizes de Pauli da teoria do spin em Mecéanica Quéantica nao
relativista.

As representacoes irredutiveis deste grupo sao indexadas pelos autovalores do operador
T? =T+ T2 + T3, (2.6)

de onde
T?|m,s) = s (s + 1) |m,s) (2.7)

(esta equacao nao estd relacionada s6 ao caso do spin, ela é um resultado geral), isto é,

as representacoes sao classificadas em 0, %, 1, %, 2.... A representacao com s = 1, que é

comumente chamada de vetorial, serd importante neste trabalho.
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2.2.2 O grupo SU (2) x SU (2) (grupo quiral)

Neste caso temos um grupo cuja dlgebra associada tem seis geradores, sendo que dois
grupos de trés destes geradores tém comutadores de Lie de uma &lgebra associada ao
SU (2). As transformagoes destes subgrupos sao chamadas de transformacgoes de isospin
(vetor) e axiais (axial-vetor).

Uma forma de representar a estrutura da Algebra de Lie deste grupo, apropriada para

a linguagem que utilizaremos, é caracterizada por:

[Tau Tb] - i‘gabcTc; (28)
[Tau Xb] = igachc; (29)
[Xaa Xb] = ieabcTca (210)

onde os T, sao os geradores das transformacoes de isospin e os X, aqueles correspondentes
as axiais. A forma explicita de dois subgrupos SU (2) desacoplados pode ser facilmente

obtida fazendo:

1
i = 50— Xo); (2.11)
1
Yp = 5Tt Xa), (2.12)
obtendo assim:
[Ygayllj] = Z.gabcyf; (213)
eyl = o (2.14)
[Yﬁayﬂ = Z.gabcnga (215)

onde ficam claras as razoes da denominagao SU (2) x SU (2), pois como se pode ver

podemos desacloplar os seis geradores em duas dlgebras associadas ao SU (2).

2.3 Transformacoes dos campos na teoria

Assim como em Mecéanica Quantica nao relativista, os operadores (campos) da teoria

sofrem transformagoes da seguinte forma [5]
¢ =UtoU, (2.16)

onde
U =1, (2.17)

ou seja, os operadores que "materializam"a transformacao sao unitdrios.
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No caso de tranformacoes continuas, analiticas e de simetria, estas formarao um grupo,

pois satisfazem os axiomas que definem um grupo e terao a seguinte forma genérica:
U = exp (—iayGg) . (2.18)

Para que a condigao (2.17) seja satisfeita, sendo continua a transformacao e tomando

os parametros infinitesimais, teremos
U = (14 iakG]) (1 iayGy)
= 1+ (@Gl - a,G;) — iiare;GiGl, (2.19)

sendo os fndices af presentes mudos, podemos renomed-los e desprezar termos de segunda

ordem no espirito das transformacoes infinitesimais para obter:
Ut = 1+ iy (GL - Gk> , (2.20)
de onde segue que
Gl =Gy, (2.21)

ou seja, os geradores sao operadores hermiteanos. Esta tltima informagao é importantis-
sima porque sabemos que observaveis estao associados a operadores hermiteanos.
Agora vejamos o que acontece com a (2.16) quando U é dado por (2.18). Teremos o

seguinte:

¢ = UleU
= exp (iaxGy) pexp (—iaxGy) , (2.22)

onde, usando a identidade

exp(A)Bexp(—A) = B+[A B]+ % [A,[A, B]]
+% [A,[4,[A, B]]] + ..., (2.23)

podemos ver que na verdade precisamos especificar apenas o comutador dos campos com

os geradores para ter acesso a toda transformagao.



Capitulo 3

LEI DE TRANSFORMAGCAO
NAO-LINEAR DO CAMPO
PIONICO (r)

3.1 Introducao

Para encontrar uma realizacao nao linear do grupo quiral seguiremos o seguinte pro-
cedimento: especificaremos o comportamento dos campos frente aos geradores do grupo
total que manteremos como uma simetria ordindria e assumiremos uma lei de transfor-
macao nao-linear para campo 7 de modo mais geral possivel e nos utilizaremos da édlgebra
dos geradores do grupo para diminuirmos o grau de arbitrariedade desta transformacao.
Este procedimento segue de perto aquele do artigo "Nonlinear Realizations of Chiral

Symmetry"[6].

3.2 A fungao f, ()

Todos os campos da teoria serao classificados por seu comportamento perante represen-

tagoes lineares de isospin. Em particular o campo do pion serd um vetor de isospin:

[Ta; 7Tb] = igabcﬂ-c; (31)

enquanto que para a parte axial assumimos a transformacao nao-linear mais geral da

seguinte forma:

[Xaa ﬂ-b] = _l.fab (7?) ) (32)

onde fu, () é uma fungao ainda completamente arbitréria do campo pionico.

Como as regras de comutagao devem satisfazer certas propriedades, como as iden-
tidades de Jacobi (que podem ser facilmente demonstradas por inspegao), passamos a
estudar que tipo de restrigoes estas impoem sobre a funcao f,;, usando primeiramente a

seguinte identidade:
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[A,[B,C]] = [B,[A,C)] + [[A, B],C]. (3.3)
Tomamos agora A =1T,, B=X;, C =7,
[Ta, [Xo, me]] = [Xo, [Tas me]] + [Ta, Xo] 7] (3.4)
usando (3.1) e (3.2)
(Ta, =i foe] = [Xb, 1€acama) + [i€apaXa, Te| - (3.5)
Como &4, € um escalar tal qual i, teremos:
—i [Ty, foe] = 1€aca [ Xo, Ta) + i€apa [Xa, e - (3.6)
Novamente usando a lei de tranformacao (3.2), obteremos:

—i [Ty, foe] = i€acd (—1) foa + i€aba (—1) fac
[Tm fbc] - igacdfbd + igabdfdca (37}

ou seja, fu € um tensor de isospin ou isotensor, pois cada um dos indices desta fungao
se transforma como um isovetor. Em vista de extrairmos mais informacoes a respeito
da forma de f,;,, usaremos outra vez a identidade de Jacobi, mas agora com um par de
geradores das tranformacoes axiais, pois anteriormente fomos capazes de entender como
fap se comportava perante os geradores de isospin. Agora queremos saber sobre seu

comportamento perante os X's, usando a (3.3) com A = X,, B=X,, C =7

[A,[B,C] = [B,[A, Ol = [[4, B, C] (3-8)

[Xa: [Xp, ] = [X, [Xa, 7] = [Xay X)) (3.9)
invocando (3.2) e (2.8) teremos:
[(Xay —ifoe] — [Xoy —ifac] = ligapaTa, 7]
—1 [Xa, foe] + 1 [Xb, fac] = i€aba [Ta, 7]
—1[Xay foe] + 0 [ X, fac] = i€apai€aceTe
— 1 [Xa, foe] +1[Xp, fac] = —EabaCaceTe- (3.10)

Usando a seguinte propriedade dos comutadores de funcoes dos operadores em questao,

OF(B)

[A, F(B)] = [A, B] 25 quando [B,[A, B]] =0, (3.11)
teremos para (3.10)
. a C . a ac
—1 [Xa,ﬂ'd] aibd +1 [Xb,ﬂ'd] 8{Td = —Eabd€dceTe- (312)
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Usamos as leis de transformagao para o campo pidnico e a seguinte identidade:

Eabd€dce = 5a06be - 5@65667 (313)
para obter
. . afbc . . afac
—1(—1) f, — = — (0geOpe — Ogelpe) Te 3.14
i( Z)fdam‘i‘l( Z)f*’dawd (0acl be) T (3.14)
ou ainda
afbc afac
—Ja - _60,05 elle 5@65 c/ley 3.15
fdaﬂd"i‘fbdaﬂd beTe 1 beT ( )
reorganizando os termos e levando 0.7, = 1, em consideracao, finalmente chegamos a
afac afbc
- a_:(;c a_(;ac . 3.16
Jod r, I ey beT Ty (3.16)

Sabendo que f,;, € um tensor de isospin, e tensores tém leis de transformagao lineares,
entao esta funcao de 7 s6 pode ser combinacao linear de outros tensores. Dispomos,

porém, dos tensores dqp, Tq, Eqve € sendo w2 um isoescalar, teremos a forma genérica para

fab:
fab (7?) = 5abf1 (7T2) + 7Ta7be2 (7T2) + 8abcﬂ-cf?) (7T2) ) (317)

onde fi, fa, f3 ainda sdo arbitrarias. Substituindo esta expressao em (3.16) vem:

0 (5ac.fl + 7Ta7ch2 + 5ace7ref3)

(Opafi + momafa + vdeme f3)

07rd
(0 ¢ c ce'le
— (6adf1 + 7Ta7rdf2 + gadeﬂ-efg) ( b fl + 7Tb781' f2 + EpeeT f3>
Td
= (Obea = GacTp) - (3.18)

Para o lado esquerdo teremos:

afac 8fbc

87rd 8_7rd

Jod

_fzzd

a5acfl + 0 (7Ta77cf2> + d (‘gaCfﬂff3>:|

= (5bdf1 + mymafo + 5bde7ref3> |: oy Omyg omy

9 (Ope f1) N O (mpTefa) N 9 (evefmy f3)
omg omg Ong

1 . (3.19)

- (5adf1 + 7Ta7rdf2 + gadeﬂ-ef?)) |:

Usando
om,

(97rb

pois as componentes deste isovetor nao dependem explicitamente umas das outras. Apli-

= 5ab;

cando regra da cadeia, obtemos

of (m?) or? of (m?)
on, or, On?
— o f, (3.20)
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pois
671'2 . 87rb7rb
or,  Om,

= 20pqTp = 2Tq,

daf teremos':

afac afbc

fbd - ad

27Td5 f’+5d7rf2+5d7r fg
— (5 oTe acJ 1 al c c a
(Ovafr +mmafs + Evaemefs) [ 27T fy + Eacy (Opafs + 2mpmafs)

. <5adf1 + 7Ta7rdf2 + gadeﬂ-efi’)) |: 27Tdabcfl + 5bd7rcf2 + 5cd7rbf2 /) 1 (321)

+2mymemafy + €ves (O pafs + 2mpmafy
ou melhor,

a ac a C
Joa af - fad fb
Td

= (dpafr + 7Tb7Tdf2 + EbdeTe f3) 27Td5acf{
+ (8paf1 + momafo + EvdeTe f3) dadTe fo
+ (Opaf1 + ToTafo + EpaeTe f3

+( ) 0cdTafa

+ (Ovafr + Tomafo + cvaeme f3) 2mameTafy

+ (Opaf1 + ToTaf2 + EvdeTe f3) Eact (O pafs + 2mpmafs)
— (0aafr + TaTafz + €adeTe f3) 2Tadpe f1

— (Oaafr + TaTqfo + CadeTe f3) Opamefo

— (6aafr + TaTaf2 + €adeTe f3) Ocan 2

— (Oaaf1 + TaTafz + €adeTe f3) 2Ty at;

— (6 )

adfl + 7ra7rdf2 + Eadeﬂef?) Ebef (5fdf3 + 27Tf7rdf3) (322)

L ' denota a derivada em relacdo ao argumento, porque, como as funcdes af presentes dependem s6
de 72, a derivada parcial se cofunde com a total.
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Distribuindo as multiplicagoes, obteremos:

afac afbc
fbd aﬂ'd - fad 87rd

200aTa0acf1f1 + 2y Tamadacfa f1 + 2€pdeTeTadac f3f1
+0badadTe f1fo + ToTadaaT e fafo + EbdeTeOadTef3 2
+0padcamaf1fo + ToTadcaTafafo + EbdeTeOcama f3 2
+20pamaeTafLfy + 2TuTamaTeTafafs + 20aeTeTaT T a3 fy

+0 ta0pa€act f3.J1 + 2T ¢Tadvd€act f1.f5 + O famoT a€act 3.2

27 ¢ Ty T aCact fo.fs + O fa€vdeTeCact [3f3 + 2T T aT cEbdeCact [3 14
—200dTa0pe f1f1 — 2T aTaT a0 f2 1 — 2€adeTeTadbe f3f1

—5ad5bd7ch1f2 - 7Ta7Td5bd7ch2f2 - €ade7Te5bd7ch3f2

—0ad0caTf1f2 — TaTadcaTv f2f2 — EadeTeOcaTs f3 2

—200qmym T f1fy — 2MaTamoT T afaofy — 2€ade ey a3y

=8 ta0adenef f3.J1 — 27 ¢Tadadeves f1.f5 — O faTaT aEpes f2.f3

=27 ¢ T aTaT €t fo.fs — O fd€adeTeCbes [3 13 — 2T M aTeEadeCet [3 f4- (3.23)

Nesta expressao aparecem termos como 04,4, que é igual a

5abAac - Ab07

pois 04 € 1 para a = b e 0 para a # b. Assim, efetuemos estas operacoes onde eles

aparecerem e evidenciemos alguns termos para ter:

8fac afbc
fbd aﬂd - fad 87rd

(T60ac — Talbe) f1f1 + 2 (SacTy — Opema) T2 f1 fo
+2 (OacEvdeTaTe — ObcEadeTea) [1f3

+ (TeOba — TeOpa) f1fo + (Mmoo — Tamome) f2fo
+ (EbaeTeTe — EaveTeTe) f2 13

+ (Tabe = T0ca) f1fo + (TaTpTe — Tamems) f2fa

+ (Ebceﬂ-aﬂ-e - gaceﬂ-eﬂ-b) f2f3

2 — mymemar?) fafo

+2 (Tomemy — TpTeTa) fof1 + 2 (7ra7rc7rb7r
+2 (Mo eEpdeTaTe — TyTcCadeTdTe) f2.f3
+ (Sach — €bea) [1f3 + 2 (Cact T Mo — EpesTyma) f1 15

+ (CacasTa — EveaTaTa) fofs + 2 (EacyToT 7 — EpesTam ) fofs
+ (EacdEbdeTe — Ebcd€adeTe) f313

+2 (Eacf T FELETdTe — Ebcf T fEadeTaTe) [3 13- (3.24)
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Dentre os termos desta expressao aparecem termos da forma A,,.Sp., cujo significado é
que todos os indices de um dos tensores estd contraido com indices do outro, ou seja, ha
uma soma sobre estes indices. Neste caso, os indices sao de um tensor simétrico com os de
um anti-simétrico, na verdade totalmente anti-simétrico. Esses termos sao nulos, observe:

trocamos os indices mudos b < ¢, porque eles simplesmente indexam uma soma, daf

Aachbc - Aacbscb- (325)
Agora usemos as propriedades de simetria de Sy, € Agpe, OU s€ja, Sqp = Spe € Ape = —Auep:
Aachbc = Aachcb - _Aachbc- (326)
Dai segue a conclusao:
Aachbc = _Aachbc
2Aachbc = 0
Aachbc = 0. (327)

Identificando Agpe = Eqpe € Sap = 7o, teremos:

8fac afbc
fbd 87Td fad 87Td

=2 (Wbéac - 7Ta5bc) f{fl + 2 (6ac7rb - 5bc7ra) 7r2f{f2 + <7Ta5bc - Wbéca) flf?
12 (Cacs Ty — EvesTa) Ty f1f5 + 2 (Eacy Ty — EbesTa) Ty fofs

+ (EbceTa — Eace™s) Te fof3 + (EacaTs — EbcdTa) Taf2f3
+ (Ebae — Eave) TeTefof3

+ (€ach — Ebea) f1.f3
+(

€acd€bdeTMe — €bcd5ade7Te) f3fs- (3-28)

Trocando os indices mudos, obtemos:

afac afbc
fbd aﬂ'd - fad aﬂ'd

- [Qf{fl + 27T2f{f2 + _flfQ} (ﬂ-béac - 7Taébc)
+ [Qflfé + 21 fofs — fofs + fzfs] (€acdTb — EbedTa) Td

+ (Sbad — Eabd) TeTafafs
+ <5acb - 6bca) f1f3
+(

Eacd€bdeTe — €bcd€ade7Te) VEVER (329)



Agora usando a anti-simetria do £, e a identidade (3.13) , ficamos com

afac afbc
fbd 87rd - fada_ﬂ_d

= [2fifi+ 2% f1 fo + — f1f2] (Tybac — Tadue)
+ [2/1f5 + 27 fo f3] (EacaTh — EbedTa) Ta
+2€padmeTaf2f3
+2€acn f1[3
+ ((0aedch — Sapdee) Te — (Opedea — Opadee) Te) f3 13-

e o ultimo termo ficard

<<5a650b — 6ab(sce) Te — (51)6500, - 6ba($ce) 7Te> f3f3
- (5cb7ra - 5ab7Tc - 5ca7rb + 5ba7TC> f3f3
- (5cb7ra - 5ca7rb) f3f3 = - (7Tb5ca - 7Ta(scb) f3.f3-

Finalmente,

afa,c afbc
fbd 87'('[1 - fad aﬂ'd

= [2fiA+2m%f1fa— fifo — [3[3]) (Tp0ac — Tadbe)
+ [Qflfé + 27T2f2f:ﬂ (€acdTb — EbedTa) Td
+2€padTeTaf2f3
+2€acb f1.[3,

mas, por (3.16), temos que ter

121111+ 20 f1fa = fifa — fafs] (Mebac — Tabie)
+ [2/1f5 + 27% fo /3] (EacaTs — EbedTa) Ta
+2€paameTaf2 3

+2€acb f1[3

= (5bc7ra - 5ac77b)
ou ainda

[Qf{fl + 20 fifa — fife — fafs + 1] (T60ac — Talbe)
+ [2/1f5 + 27 fa 5] (Eacams — EbeaTa) Ta
+2ebadTcTaf2 /3
+2€0cbf1[3

= 0.
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(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)
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Agora usaremos a seguinte identidade para reduzir a equagao acima:
2
T €bac = €badTcTd + EcbdTaTd T EacdTvTd,

donde chega-se a

2
EbadTcTd = T Epac — €acdTbTd — EcbdTaTd
2
€badTdTe = T €ach — (EacdTb — EbedTa) Td (3.34)
consequentemente
2
ad/lc 2J3 — acb — (Cac — CbhedNa 2J3
2€bd7T7Tdff 2 (m%e b (8 dTh Ebdﬂ')ﬂ'd ff

= 27T2f2f3€acb —2f2f3 (€acd7Tb - éTbcd?Ta) Td
substituindo esta expressao em (3.33) vem:

[2f1f1+ 272 fifa — fufe — fafs + 1] (Webac — Tadpe)
+ [2/1f5 + 27 fo f5] (EacaTs — EbeaTa) Ta
+27 f f3€ach — 2f2.f3 (EacaTb — EpeaTa) T
+2€aeh f1/3

=0

e finalmente

[2f1f1 + 202 f1 fo — fifo — fafs + 1] (Tb0ae — Tadse)
+2 [f5 (fi + 7 f2) — fafs) (CacaTs — EpeaTa) Ta

+2f3 [fl + 7T2f2] €ach
= 0. (3.35)

Como os coeficientes das combinacoes de funcoes de 72 sdo linearmente independentes, ou
seja, nao podem ser escritos como combinacoes lineares dos outros, para esta igualdade

ser verificada para todas as combinacoes de valores dos indices, temos que ter:

2fi (i +7%fe) = fifo— fafs+1] = 0 (3.36)
[fi(fi+72f) — fafs] = 0 (3.37)
falfi+7°f] = 0. (3.38)

Da equagao (3.38) temos que

e/ou
[fi+7f2] = 0. (3.39)



21

Se apenas a segunda for verdadeira, entao com f3 # 0, obteremos, a partir de (3.37), que
[f3(fi+72f) — fafs] =0= fofs =0= f, =0,
dai, por (3.39), fi = 0 também; e de

21 (fr +72fo) — fifs — fafs +1=0

Y
—fafs+1 =0
fs = +£1, (3.40)

nao se podendo fixar o sinal, f,;, serd ambigua. Entretanto, se
f3206f1+7'('2f2:0
entao
fi=-m 2f 2
e a partir de (3.36) concluimos que

211 (fL+7f2) —fifs— fafs+1] =0= f, = j:Z

. (3.41)

Desta forma, sem ter mais como fixar o sinal de f,, f,, serd ambigua, mas podemos fazer

somente

satisfazendo as (3.37), (3.38) e de

2f1 (A +7°f) = fufs = fafs +1] =0

obter
(27 f] = f1) o+ (1 +2f{f1)] =0 (3.42)
ou, melhor ainda,
_1+2fif
f2= fl——27T2f{ (3.43)

com fi arbitrdria.
Assim dada f; encontramos f, a partir de (3.43), tal que teremos uma f,, com as
propriedades desejadas.

Deste modo, finalmente temos que (3.2) sera dada por:

1+2f{ (7*) /i (7*) }
fi(m?) —2m2fi (72) |

[Xa, 7Tb] = —1 {5abf1 (7T2) + TaTp (344)
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3.3 Unicidade da lei de transformacao

Sera essencialmente unica esta lei de transformacao? A resposta é sim, essencialmente,
porque podemos redefinir o campo do pion e isto ocasionard mudanca em f; e f5, mas sua
forma serd a mesma. Vamos ao ponto: qualquer redefinicao do campo pidnico tem que
ser consistente com o fato dele ser um isovetor. Desta forma, o campo redefinido tem de
ser linearmente dependente do campo original, que em nosso caso significa proporcional.

Portanto, a redefinicao mais geral possivel é

T =m,® (1) (3.45)

2

pois qualquer funcao de n* é invariante onde ® é arbitraria. Deste modo teremos um

comportamento para o campo redefinido da seguinte forma:

(X, 7] = [Xo,m®] = [X,,m) @+ [X,, P
= —ifa® +m [Xo, 7] g—i
= —ifu® — 2imymefoc P’
= —i (01 + TaTpf2) @ — 20 (dacTpTefr + TaTpTemefo) @
= —i(0apf1 + T f2) ® — 2im,m,® (f1 + 7 f2)
= —i0p 1P — imomy (2/1D + 217 2@ + foD)
= —i (6 1@+ P, Pm® 2 (2f19' 4 277 2@ + foP))

= —i (0w 1P+ Tim @77 (219" 4 277 f2@' + fo@)) (3.46)
definindo f; (7*?) = f1 (72) @ (7?) e f3 (7*%) = @72 (21 + 2m2 fo® + fo®) ficamos com
[(Xo, 73] = =i [f (7°%) 8 + mimi f3 (772)] = —if2, (3.47)

que tem a mesma forma de (3.44).



Capitulo 4

LEI DE TRANSFORMACAO
NAO-LINEAR DOS OUTROS
CAMPOS DA TEORIA

Para a transformagao nao-linear dos outros campos 1 da teoria assumimos o seguinte:

[(Xo, 0] = 0o ()t (4.1)
[Ta, 0] = —tot) (4.2)

onde t, denota a matriz de isospin da representagao linear (de isospin), a qual 1) pertencera,
e age sobre os indices de isospin suprimidos do campo v, e vy, (7) é por enquanto uma
funcao arbitraria do campo pionico.

Desta lei vemos que se f (1) é uma funcao de 1, tal que

[Taa f <¢)] =0,
de onde of o7
(7o f ()] = [T t] 5 =t = 0,
entao
of

[Xa: f ()] = vap (T )tblb o0 (4.3)

Assim, ao construirmos uma funcao isoinvariante de 1, automaticamente teremos um
termo invariante axial.
A forma de vy, (7) pode ser estabelecida impondo condigoes de consisténcia vindas das

identidades de Jacobi, ou seja,

[Ta7 [Xba 1/}” = [Xba [Taa 1/}” + HTaa Xb] aw] (44)

(X, [ X, )] = [Xb, [Xa, ¥]] = [[Xa, Xb], 9] (4.5)
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De (4.4), temos usando as leis de trasformagao (4.1) e (4.2):

[Taa [Xba 77Z)]] = [Xb7 [Ta>¢]] + [[TaaXb] 71/}]
[Tm vbctc"/}] = [Xba _ta¢] + [ieachca @ZJ} . (46)

Como t, ¢ uma constante perante os geradores do grupo de simetria (operadores em um

espaco de Hilbert), pois seus elementos sdo nimeros complexos, temos

te[Tasvoc)] = —ta[Xo, Y] + i€ape [Xe, Y]
te[Ta, vbe)] = —tabctet) + i€apcVeatat)
te ((To, voe] ¥ + vpe [To,¥]) = —tatcvct) + i€apcVeatat)
te[Tas vbe] ¥ — tetavpet) = —tatevpet) + iapcVeatat)
te[Ta, v ¥ = (teta — tate) Vo) + i€apcveatat)
(Ta,vee] te) = [te, ta] Vbeth + ita€apcVeat)- (4.7)

Usando a regra de comutagao dos geradores de isospin [T}, T,] = ic.qT4, que deve valer

para qualquer representacao, ou seja

[Tm vbc] tcw = Z'3’5(:acltdvbc¢ + Z‘tdgabcvcdz/}
([Tm ch]) tcl/} - (igcadvbc + igabcvcd) tddj (48)

e sendo o indice ¢ do lado esquerdo desta equacao somado, podemos trocé-lo por d e como

os termos entre parénteses nao depedem dos t's, temos que ter:
[Taa Ubd] = 1€cadVbe + igabcvcda (49)

ou seja, por cada indice de vy, se transformar como um isovetor, concluimos que v,, é um
isotensor.
Tendo em vista esta propriedade de transformagao e com o intuito de estudar mais a

forma desta funcao, passamos a estudar as condigoes impostas por (4.5), ou seja,

[Xa, [Xp, Y]] = [Xo, [Xa, Y]] = [[Xa, X], 0]
[Xa, Voet ] — [Xo, Vacteh] = [i€aveTe, Y]
te [Xa, voet0] — te [Xp, vacth] = igape [T, )]
te ([Xas voe] ¥ + Vpe [Xa, ¥]) — e ([Xos vae] ¥ + Vae [Xo, P]) = —igapelet)
te [Xa, Vo) ¥ — te [Xb, Vac] ¥ + VbeVadteta) — VacUpalelta) = —i€apetc). (4.10)

Observemos que, no lado esquerdo da equagao acima, os dois 1iltimos termos tém um fator

em comum que pode ser evidenciado trocando ¢ <+ d no ultimo termo, pois estes indices
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estao somados, obtendo assim:

([Xa, vee] = [Xb, Vac]) teth + VpeVaa (Eeta — tate) ¥ = —igapet Y
([Xa, Ta) g;b; [ Xy, md] ?m;) tet) + UpeVad [te, ta] ¥ = —i€apet et
( Zfada e ) L) + UpeVadi€cdete) = —i€apelet)

Qe \

OUpe . .
( fad U + fbd d) tcw +1 (chvadgcde) te@b = 1 (_5abc) tc¢

(fbd avac fad avbc) tc¢ + (chvadgcde) tequ) - (_eabc) tc¢7 (411)

onde foi usada a regra de comutacao para as matrizes de isospin, a relacao entre comu-
tadores e derivadas e a lei de transformagao axial para o campo pionico. Agora trocando
e < ¢ no uiltimo termo do lado esquerdo da equagao acima, pois estes indices estao

somados, teremos:

(fbdavac fadavbc> tcz/) + (Ubevadgedc) tcw = (_5abc> tcw7 (412)

e como os termos entre parénteses nao dependem dos t's, a validade desta equagao fica

assegurada para todos os valores do campo ) se

(%ac (%bc
fbd - fad + UpeVad€ede = —Eabe
8vac 8vbc
fbd fad = —UpeVad€ede — Eabe- (413)
Td

Desta forma obtemos uma equacao diferencial para vy.
Notando que a funcao v,;, poderia ter uma parte anti-simétrica devido ao tensor to-
talmente anti-simétrico presente no lado direito da equacao acima, e sendo vy, um tensor

funcao do campo do pion, adotaremos a forma:

Vap (T) = EapeTeV (7T2> , (4.14)

onde v ainda é uma funcdo arbitréria de 72.

(4.13), isto é,

Para determind-la, inserimos (4.14) em

afUac abec
fbd o fad =  —UpeVad€edec — Eabe
d
OE gee oV (T2 8gb7rv7r2
fdeH - fadL() = - (gbefﬂ-fv) (gadgﬂ-gv) €edc — Eabe- (415)

omy Ong
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Para o lado direito de (4.15), teremos

- (gbefﬂ—fv) (Eadg’frgv) €edc — Eabe
2
=  —Ebeffedc€adgT fTTgU" — Eabe
2
= - (6bc§fd - 6bd6fc) EadgT fTT gV — Eabe
2 2
= - (5bc5fd€adg7Tf7TgU - 5bd5fc€adg7Tf7TgU ) — Eabe
2
= - (5bc5fd - 5bd5fc) €adgT fT gV — Eqgbe
) 2 2
- be€adgTdT gU +5abg7Tc7TgU — Eabc

= 6abg7rc7rgv2 — Eabe- (4.16)

Onde, no ultimo passo, contraimos um tensor simétrico com um antissimétrico obtendo

resultado nulo para um dos termos de (4.16). Ja para o lado esquerdo teremos:

OEqeeTev (T2) Oepeemev (%)

fbd _fad

omg omy
= €acefbdaﬁ§)—ﬂ_(;r2) — abcefadaﬂgv—ﬁ
= EaceSbd {Weﬁv (W2) v (WQ) g;j ~ ee]od [ﬂeava;ﬂj) v (WQ) g:j
= Caceod [Weg_zavagf) v (%) 5ed} — EbceSad {Weg—izava:j) +u () 5ed]

- Eacefbd [27Te7rdvl + U(Sed] - 5bcefad [Zweﬁdvl + Uéed]

- (ECLcefbd - 5bcefad) (27Te7rdvl + U5ed) . (417)

Em (4.17), substituamos a forma genérica encontrada para f,, (7) para obter:

(€acefod = Ebcefad) (2TemqV" 4 v0eq)
= [cace (f10pa + T af2) — bce (f10aa + TaTaf2)] (2Wemqv’ + vdeq)
= [f10bd€ace + EaceTsTaf2 — [10adbce — TaTaCbce f2] (2TemqV" + v0eq)
= [10pa€ace (2TeTqV" + V0cq) + EaceTyTafo (2Temqv’ + vdeq)
— f10ad€bce (2T gV’ + V0eq) — TaTa€pee fo (2T gV’ 4 V0eq)
= 271V f10pd€ace + V0ed f10bdCace + 2T qV qce Ty fo + VeaCaceMoTaf2
— (2memqv’ frdadbce + V0ed f10adtbce) — (2T eMqV TaT dbce f2 + VOedTaT aEbce f2)
= 2€0ceTeMpV f1 + Vf1€ach + 2V f2€aceTeMpTaTa + U foCace MpTe
—26peeMeMaV' fi = U f1€bca — 2V fa€beeTeMaTaTa — U faTa T eEpee
= (CaceTb — EbceTa) 27V f1 4 (CaceTh — EbeeTa) 2TeTaT V' fo

+ (gacb - 5bca) Ufl + (Eaceﬂ-b - gbceﬂ-a) 7TeUfQ' (418)
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Pela anti-simetria do €4, teremos:

(€aceSfoa — Evcefaa) (2Temqv" + Vcq)
= (CaceTb — EbceTa) 2TV f + (EaceTb — EbeeTa) 2Mem Vg
+280bV f + (EaceTb — EbeeTa) TV
= [20'f + 270 g 4 vg] (aceTy — EpeeTa) Te + 2600 f
20" (f +7°9) + v9] (EaceT™s — EveeTa) Te + 2€av f, (4.19)

mas como (4.16) e (4.19) sao iguais, temos que (4.13) equivale a

[2,0/ (fl + 7T2f2) + Uf?] (5ace7rb - Ebceﬂ-a) Te + 25acb'Uf1 = gabgﬂ-cﬂ-g'UQ — Eabe
[QU/ (fl + 7T2f2> + Uf21| (Eace’ﬁb - Ebceﬂa) Te + 26acb,Ufl + Eabe = 5abg7rc7rgv2

(20 (f1 + 7 f2) + vf2] (Cace™p — EbeeTa) Te + (20f1 — 1) €acp = Eapgmgmev®.  (4.20)
Usando a seguinte identidade:
Tle,m = €acgTgTh + EbagMgTe + EcbgMgTa, (4.21)

que pode ser obtida de identidades entre deltas e epsilons, obter-se-4

2
EbagTgTe = T Each — EacgTgTh — EcbgTgTa
_ 2
EbagMgTe = T Eqch + Ty (5bcg77a - 8acgﬂ-b)
2
EabgTgTe = —T Each + Tg (EacgTb — EbegTa) - (4.22)

Substituindo (4.22) em (4.20) resulta em

20" (f1 + 7 f2) + vf2] (Eace™ — EvceTa) Te + (20f1 — 1) €act
= (—7725acb + 7y (EacgTp — Ebcgﬂ'a)) v?
= —m20%e, + Ty (Eacg™b — EbegTa) v?
= 1000 + Te (EaceTp — EpeeTa) V2. (4.23)

A 1ltima passagem se justifica, pois g € um indice mudo.

Assim obtemos

[QU, (fl + 7T2f2) + Ufz} (EaceTb — EbeeTa) Te — e (EaceTp — EbeeTa) V°
+ (2uf1 — 1) €aep + T20%E0e
= e (CaceTb — EpeeTa) [20" (f1 + 72 fa) + vfa — V] + aep [770% + 20 f1 — 1]
= 0, (4.24)

que s6 pode ser satisfeita para todas as combinagoes de indices se

20 (f1 + 7T2f2) +ufy—0vr = 0; (4.25)
v’ +2ufi —1 = 0, (4.26)
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pois os coeficientes destes termos nao sao proporcionais.
A solugao da segunda equacao é

2 EAP A —fE (P )
_ _ )

(4.27)

272 T
Entretanto, temos um problema quando 72 = 0. Basta racionalizarmos o numerador para

encontrarmos que

v = (F2EPm) prremt  popam)
2 —f:lz(f2+7r2) 2 (—f:F(f2+7T2)%>
B —1
- (_f¢(f2+7r2)%)’ (4.28)

[SIE

N|=

ou seja, esta expressao nao é bem comportada para o valor positivo da raiz, melhor, nao

2

podemos definir seu valor para 7 = 0 através do limite neste ponto, somente a raiz

negativa permite isto, neste caso

s 1 1
v(0) = 7rl21r—I>10f+ (f2+7r2)% 21 (0) (4.29)

Enfim, vemos que a transformagao nao-linear (4.1) com a hipétese de que vy, seja

puramente anti-simétrica é possivel, com v neste caso dada unicamente por
1
f () + (f? (72) + 72)

Expressao esta que também satisfaz a equacao diferencial (4.25), o que nao é dificil de

. (4.30)

v =

N

ver, pois trata-se apenas de substituicao direta.



Capitulo 5

DERIVADAS COVARIANTES

5.1 Derivada covariante de 7

Até o presente momento, temos como construir termos invariantes quirais com os campos
Y's. Basta construir isoescalares a partir destes sem a presenca de derivadas e do campo
pidnico, pois
_ifab (7?) 7é Vac (7?) (tc>bd Td, (51)
onde (t.),; denota os elementos da matriz t.. Assim também nao é possivel construir
termos invariantes quirais apenas com o 7.
Como a lagrangiana da teoria deve conter também as derivadas espago-temporais dos
campos, temos a possibilidade de acoplar o campo do pion com ele mesmo e com os outros

campos da teoria definindo uma derivada covariante, ou seja,
D;ﬂra == dab (7?) @mb, (52)
tal que esta quantidade se transforme como o campo v,

[Xo, Dymp] = ae (te)yg Duma; (5.3)
[T,,D,mp] = —(ta)y. Dyume, (5.4)

onde (t,),. denota os elementos da matriz de isospin que, no caso dos pions, serd (t,),. =
1€pac, POIS usaremos a representacao adjunta dos geradores da dlgebra, que nada mais é do
que as constantes de estrutura [7](este resultado vem da teoria dos grupos). Desta forma
definimos uma quantidade chamada derivada covariante do campo pidnico, pois esta se

transformard da mesma forma que os campos v:

[Xa, D#ﬂ'b] = UacigbcdDuﬂ'd = _Z'UacgcbdDuﬂ'd (55)

[Tcw D,u,ﬂ-b] = _igbacDuﬂc - Z.gabcl)/,ﬂ-‘-c- (56>

Podemos demonstrar o caratér tensorial de d;, da seguinte maneira. Observemos que
de
[Taa Duﬂ-b] = igabCDuﬂca (57)
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podemos obter o seguinte:
Ty, dpaOuma) = [Tu, dpa) Opma + dpa [Ty, 0,74
= [T%, dya] Opumq + dpaicagcOue
= €abedcaluma, (5.8)
e trocando os indices mudos para ter
(T, dpe) 0uTe + 1€adcdpaOyuTe = 1€abeledOuTa
T, dpe] 0ume = 1€abidac0yTe — 1€adedpaOyuTe, (5.9)
de onde usando a anti-simetria do €4, € o fato de que d,, nao depende de J,m, teremos:
(T4, dve] = i€abadac + i€acadpa- (5.10)

Isto nos diz que d,;, é um isotensor.
Tendo que ter
[Xa, D#ﬂ'b] = —ivacgcbdDuﬂ-d, (511)

nossa tarefa se torna procurar um isotensor d, tal que esta lei de transformagao seja
possivel e como temos que construir d,, com o campo pidnico e os tensores constantes

e Eqpe, temos a forma geral

Aoy = Oapdy (7T2) + T mpda (772) + EgpeTeds (7r2) . (5.12)

Assim o lado esquerdo de (5.5) seré:

[Xa, D;ﬂrb]
= [Xm dbca/ﬂrc]
= [Xm dbc] a,uﬂ-c + dbc [Xaa 8,u7Tc]

= [Xa, 7Td] %auﬂc + dbcau [Xa, 7TC] . (513)
87rd

Agora usamos (5.12) no primeiro termo, a lei de transformagao do pion, e o fato de que
a derivada espago-temporal nao atua no espacgo interno (indices de isospin) para obter:
[Xm D uﬂ—b]
0 (0p.d 0 (mym.d 0 (Epeemed
Z[Xaﬂrd]<(b 1) | O(mmeds) | O (CheeTeds)

or d om d or d
Facamos as derivadas em relagao ao campo pidnico e chegamos a

) Oute + dyedy (—ifac) . (5.14)

(X4, D,y
= [Xa, 7] (20pemady + Ted20pg + Tpd20eq
27Ty edy + Epee (2T amedy + d30eq)) Oume
iy (fuc) (5.15)
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Efetuemos as contragoes que aparecerem e explicitemos a forma da fungao f,, no segundo

termo:

[Xa, Duﬁb]
= —ifad [20pemady 4+ Ted20pq + Tyda0cq
—|—27Td71'b7Tcd/2 + QEbCGWdWedé + d35bcd] G,ﬂrc

_idbca,u (6acf1 + 7Ta7ch2) . (516)

Agora, devido a extensao da expressao, desenvolveremos os dois termos em separado.

O primeiro termo entao serd

(X, ) gi;;@uwc

= —i(0aafi + Tamaf2) [200cmady + Ted20pa + Thd2d e
27 gy oy + 2€peeTamedy + d3Epea) Oume

= —i[20pemad] (Saafr + Tamaf2) + Tedadpa (Saafr + Tamaf2)
+mpd20ca (Oaafi + TaTafa) + 2mamymedy (Vagfr + Tamaf2)
+2e0eeMaTeds (Oaafi + TaTaf2) + dscped (0aafi + Tamaf2)] Opme

= —1[20pcmadi0aaft + 20pcmad i ToTafo + Ted2dpadaa fi
+7eda0paTaTaf2 + Tpd20cadaafi + Tod20caTaTaf2
+27mamyTedydaq fi + 2mamymedymama fo + 2€pceTaTed300a f1

+26peeTaTedsTaTaf2 + d3cbeadadft + d3EbcaTaTaf2] e, (5.17)

no qual apenas distribuimos as multiplicagoes. Agora efetuemos novamente as contracoes

possiveis (todas s@o da natureza encontrada ao longo do texto) e daf:

= —i [25bc7rad,1f1 + 25bcd,17ra7r2f2 + 7Tcd26abf1 + 7Tcd27ra7rbf2
+mpdabcq f1 + Todamoe fo + 2momymedy f1 + 21w dymom fo
+2€bce7ra7redgf1 + 2€bce7redg7ra7r2f2

+d3€bcaf1 + dSEbcd’/Ta,/Tde] auﬂ_c- (518)

Colocando em evidéncia todos os termos possiveis e cuidando para renomear os indices
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mudos af presentes, obteremos

adbc
aﬂ'd
= — [27Ta5bc (dllfl + 7T2d,1f2) + chabdel + ﬂbdcadel

F2mymema (dofa + dyfi + T2dy f)
+TaTacved (2 (ds f1 + w2dy fo) + dsf2)
+eveads f1] Oume
= —1 [2 (d/ fi+md; f2) Ta0peOuTe + do fi70apOume + do f17p0caOume
+2 (daofo + dy fr + wdy fo) Ty a0y
+ (2 (dy fr + wPdy f2) 4 ds f2) TaTagreaOume + ds f1EpeaOye]
= —i[2(d\fi + 72y fo) TaOumy + do f10amOuTe + do f1m0,m,
+2 (dng +dof1 + d2f2) TpTaTeOuTe
+ (2 ( dsfr + 7TQd:),f2) + d3f2) TaTd€bedOuTe + d3f1€bcaa,uﬂ-c} , (5.19)

(X, ma] =—0,m¢

na tltima passagem sé6 efetuamos as contragoes entre os tensores envolvidos.

Para o segundo termo obteremos

_Zdbc ( acfl +m 7ch2)

. 0
- _Zdbcéu (ﬂ-d) 8_7rd (5a0f1 + 7Ta7TCf2)
_ ofr | ( ) 9 (m) 9 (f2)
— _Zdbcau (Wd) 5(10 87r cf2 7Taf2 87rd + ToTe 87rd
= _idbcau <7Td) [27Td6acf1 + Te adf? + Ta cdf? + QWdWaWCfé] ) (520)

onde usamos a regra da cadeia na primeira passagem e nas outras derivadas ai presentes.
Da maneira j4 feita para o caso da funcao fup, usamos a forma genérica (5.12) de d,;, para

ter

—idpeOy (Oacf1 + TaTe f2)
= —i(0pedy + mpTedy + EpeeTeds)
X (27 40acfi + Tebadf2 + Tabeafo + 2TamaTe fy] OuTra
= —i[2mg0qcf] (Oveds + Tpedy + EpceTeds)
+7badf2 (Opedr + TpTedy + EpeeTeds)
+7abeaf2 (Opedr + TpTedy + EpeeTeds)
27T e fo (Opeds + TpTeda + Epeemeds)] Ouma
= =0 [0ped12Tabac fi 4+ Tumed22Tg0ac f1 + EpceTed32Mgdac f1
b1 eaafa + ToTedaTedaafa + EpceTed3Tedaafa
b1 TaOcafa + ToTedaTadcafa + EpceTed3Tadca fa

+0ped1 2T g oo [ + ToTedo2T g oo [y + EbeeTeds2mam e f3] Opmas (5.21)
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até aqui s6 distribuimos as multiplicagoes. Contraindo os fndices dos deltas e reorgani-

zando para posterior multiplicacao e nova reorganizagao, teremos:

—idpcOy (Oacf1 + Tamef2)
= —i[di27g0u f1 + ToTado2Taf] + EpacTeds2maf)

+d1 7004 f2 + TodoT0ad f2 + EnceTMTebaads f2

+d1Ta0paf2 + ToTadaTaf2 + EpaeTed3Ta fo

+d 2 gy [y + T2 gm o2 o 4 Ebcewcwed327rd7rafﬂ 0T
= —i[2mabapdr f] + 2epacTemads f1

+ (di.fo + 72daf2) Tpad + Tadbads f2 + EbaeTeTads f2

+ (2d1fy + dafo + 2ds f] + 27°da f3) TamyTa) Oy
= —i[2dy fima0apOuma + 2d3 f1EpaeTemalyTa

+ (d1f2 + 7T2d2f2) Tp0adOuTa + di faTa0qd0, T4 + d3 focpdeTeTaOuTa

+ (2d1.f} + dofo + 2da f1 + 21°da f3) TamyT a0, 4]

= — [2d1f{(5abﬂ'd8“ﬂd + 2d3f{5bae7re7rdau7rd

+ (d1f2 + 7T2d2f2) 7Tb8u7ra + d1f27raau7rb + d3f25bde7re7raau7rd

+ (2d1fy + dafo + 2ds f + 27°da f3) TamyT 0Ty -

Na tltima passagem apenas contraimos os indices sobre os quais haviam somas.

Juntando os dois termos teremos

Ody,
(X, 7] a—éaﬂc + dyedyy [ X, )

= — [2 (dllfl + 7T2dllf2) Waauﬂ'b + dgflfsabﬂ'cauﬂ'c + dgflﬂ'bauﬂ'a

+2 (d2f2 +dyf1 + 7r2d/2f2) Ty TaTeOyuTe

+ (2 (défl + 7T2déf2) + d3f2) 7Ta7T-d5bcdau,71-c + d3f1€bcaau7rc}

—1 [lef{(sabﬂ'dauﬂ'd + 2d3f{5bae7re7rdﬁu7rd

+ (d1f2 + 7T2d2f2) Wbauﬂ—a + d1f27raa/ﬂrb + d3f2€bde7re7raau7rd

+ (2d1 fo+daofa+ 2daf] + 27T2d2fé) Waﬂbﬂdaﬂﬂ'd}

= —i[2(dfy + 72 fo) TaOumy + di fomaOumy + do f10aTDyTe

+2d1 f10 a0y + da frmy0uma + (difo + 72da f2) m0uma
+2 (d2f2 + d,2f1 + 7T2d,2f2) Trbﬂ-aﬂ-c@uﬂ-c
—+ (lefé —+ dng + 2d2f{ + 27T2d2fé) Waﬂbﬁdauﬂ-d

+ (2 (dé,fl + 7T2d§,f2) + dsfz) TaTabedOuTe + d3 f2€bde e TaOuTa

+d3f1€bcaa,uﬂ-c + Qde{Ebaeﬂeﬂ-da,uﬂ-d] .

(5.22)

(5.23)

Entao, colocando em evidéncia os termos comuns, tendo o cuidado de trocar d — c e
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e — d no décimo termo, obteremos:

adbc
[Xa, 7Td] 8_71'(18#71-6 + dbca“ [Xa, 7Tc]

= —i [(2(d\fi + 7°d)f2) + difo) TaOumy + (dafi + 2d1 f1) SapTaOyuma
+ (d2f1 + (d1f2 + 7T2d2f2)) 0T
+ (2 (dofo + dyf1 + T2dy fo) + 2dy fo + dafo + 2da f1 + 27 da f3) TamyT a0,
+ (2 (dy fr + 7°d}y fo) + 2d3 f2) EpeamaTaOyme
+ds f1€beaOuTe + 2d3 f1EbaeTeTadu 4] - (5.24)

Para o lado direito da equacao (5.5), teremos

_Z.UacgcbdDuﬂ-d
= _Z.Uacgcbdddeauﬂ-e
= —i&“acgﬂgvﬁ:cbd (5dedl + 7Td’/Ted2 + €def7rfd3) 8M7re

= —’iEacgEde <6ded1 + mymeds + Edefﬂ'fdg) ngauﬂe, (525)

onde usamos a defini¢ao de v, da derivada covariante e da funcao d,;,. Novamente usando
a identidade

Eabc€ade = 6bdéce - 5b660d7

se tem:

—WacEcbdDpTd
= —1(04d0gp — OabOdg) (Vgeds + TaTedy + Eqef pds) Tyv0, T,
= —1[(0aadgp — 0apddg) Ideds + (0aadgp — dapddg) Tameds
+ (00adgp — OapOdg) Ede T pd3| w0, e
= —1[00a0gp0dedr — Oap0dgOaeds + SaadgpTaTeds — SapOagTaTeds
+ (0adOgbEdes fds — OapdgEde T pd3)] Ty, . (5.26)

Efetuamos as contragoes que aparecem e, distribuindo a multiplicacao, chegamos a

—WacEebdDpTd

= —1[04e0gpd1 — OapOegdi + dgpTaTeda — OapTyTeds
+0gpEaefTfds — SabegefT pds| Tyu0, e

= —1[04e0gpd1Tg00,Te — Oap0egdrTyv0,Te + S gpTaMedom 00, T,

—0apTgTedaT g0, Te + OgbEaesT pdsT g0, Te — SapEgesT pdsmgv0,me| . (5.27)



Novamente fazemos as contragoes e reorganizamos para obter finalmente:
_Z.UacgcbdD,u,ﬂ-d

= —1 [dmbvauwa — 01T V0, e + ToTedompv0,Te — 5ab7red27rzv(3u7re
+E4ef T pdsTpv0,Te — Oab€gef T fTgd3v0, T

= —i|dyom0,mq — d1V0apT 0, Te + dovT Ty 0T,

—dom V8T Dp e + d3VEqesTympOyTe] -

Como esta expressao é igual a (5.24), ficamos com

[Xm D,uﬂ-b] = _ivacgcbdD,uﬂ—d

—i [(2 (dfr + 72dLfo) + difa) maOumy + (dafi + 2d1 f1) SapTaduma
+ (d2f1 + (d1f2 + WQdez)) T, Ta
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(5.28)

+ (2d2f2 + 2d/2f1 + 27T2d12f2 + 2d1fé + dgfg + 2d2f{ + 27T2d2fé) Waﬂbﬂdauﬂd

+ (2 (dy fr + 72dy fo) + 2ds f2) EpeamaTaOyme
+d3 f1EbeaOyTe + 2d3 f1EpaeTeT a0, )
= —i[dywm0,ma — d10dgy 0y Te + AoV Ty T 0T,
—d27r2v6abweﬁu7re + ngEaefﬂfﬂba/ﬂTe] ,
ou ainda,
(2 (d\ fr + 72dy fo) + difo) TaOumy + (dafi + 2d1 f1) SapTaduma
+d100 gy 0T + dgwgvéabweaﬂﬁe
+ (d2f1 + (dlfz + 7r2d2f2)) 0T — d1vT0,T,
+ (3d2f2 + 2dy fy 4 2m3dl fo + 2do f] + 2dy f) + 27T2d2f£) TaTpTaOuTa
—doUT Ty Oy T
+ (2 (dyfr + 7°dy fo) + 2d3f2) EpeamaTaOyme
+d3 f160caO0uTe + 2d3 f1EpaeTeTaOuTa — d3VE e f T pTp0, e

= 0.

Renomeando os indices convenientemente, reduzimos esta expressao a

(5.29)

(5.30)

(2 (d,lfl + 7T2d,1f2) + dlfg) Waau’/Tb + ((dgfl + lef{) + dﬂ) + d27T2’U) (5ab7rd8”7rd

+ (d2f1 +dyfo + dyfy — dlv) 0, Ty
+ (3dafo + 2dy f1 + 2m2dy fo + 2dy f5 + 2da f1 4 27 da fy — dov) TmpT a0, g
+ (2 (dy fr + 72dy fo) + 2ds f2) EpeamaTaOym,
+ds f1€pca0uTe + 2d3 f1E0aeTeTa0yTa — d3VEqe T pmp0, e
= 0.

(5.31)
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Agora prestemos bastante atencao aos quatro tltimos termos, porque eles nao sao linear-

mente independentes, como podemos ver usando a identidade
2
T €bad = EbaeTeTd T EdbeMeTaq + EadeTeT b, (532)

de onde vem,

2
T Ehad — EdbeTeTa — EadeTMeTb = EpaeTeT d- (5.33)

Multipliquemos esta identidade por 0,74, e claramente haverd uma soma sobre este indice,

ou seja, contraimos com J,m4 para ter
2
™ Ebadauﬂ'd — 5dbe7re7ra6u7rd — Eadeﬂ'eﬂ'bauﬂd = sbaewewd&md. (534)

Vamos trocar ¢ — f e d — e no terceiro termo do membro esquerdo; no segundo termo
mudaremos de lugar b e d, mudando assim o sinal do termo devido a antissimetria do
tensor, depois trocamos d — ¢ e logo em seguida trocamos e — d no mesmo termo; ja no

primeiro termo, trocaremos d e a de lugar e depois faremos d — ¢ para enfim obter:
2
— T €beaOuTe + EbedTaTaOuTe — EqefT fTH0uTe = EpaeMeT a0y g (5.35)

Esta é a mesma identidade, sé adaptada para vizualizar o porqué dos ultimos termos de
(5.31) nao serem linearmente independentes. Seguindo a proposta e aplicando a identi-
dade, (5.31) chega-se a

(2 (difr + 72dLfo) + dufo) maDyms

+ ((daofy 4 2d1 f]) 4 div + dam®v) Sapma0,Ta

+ (dafi + difo + mda fo — dyv) mp0,m,

+ (3dafo + 2dy fr + 27 dy fo + 2dy f3 + 2da f1 + 2m°dy f3 — dav) TamyT a0,
+ (2 (dy fr + 7°dy fo) + 2d3 f2) EpeamaTaOyme

+ds f1€0caOume + 2d3 f1 (—7r2€bm8“7rc + EpedTaTaOpTe — gaefwfwbﬁuﬁe)
—d3V€ 4T p0,, e

= 0, (5.36)
ou melhor,

2 (dif1 + 72dyfo) + difo) maOumy + ((dafi + 2d1 f1) + div + dam®v) om0, Ta
+ (d2f1 +dy fo+ Tdafo — dlv) T, T,
+ (3da fo + 2dy f1 + 212 dYy fo + 2d1 fy + 2da f1 + 272 da fy — dav) wamymad,ua
+ (2 (dy fr + m2dy f2) + 2ds fo) + 2d3 f]) EpeammaT Oy,
+ds (f1 — 2f{7r2) EbcaOuTe — d3 (2] + V) Eqef T mp0,Te
= 0. (5.37)
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Desta maneira finalmente temos que todos os coeficientes das combinacgoes de fungoes

de 72

sao linearmente independentes, pois nao podem ser obtidos como combinacoes

lineares um dos outros, e como a identidade tem de valer para todas as combinagoes dos

valores dos indices, temos que ter:

(2 (dyfr 4+ m2dy f2) + difo)

((daofr + 2d1 f}) 4 dyv + dam®v)

(d2f1 +di fo + Tidafo — d1U)

(3dafa + 2dy f1 + 2m2dy fo + 2dy f3 + 2da f1 4 27 da f5 — dav)
2(dy (fi+7°f2) +ds (f2+ f1))

ds (fl - Qf{WQ)

)

R RS

Das tltimas trés, concluimos que ds é nulo, pois a antepeniltima equagao poderia

permitir uma solucao nao nula, mas as duas ltimas nao, devido a arbitrariedade de f;.

Sendo d3 nula, todas as trés tltimas serao satisfeitas.

Para encontrar d; partimos da primeira equacao:

(2 (& fr + 7°dyfo) +dif) = O
dy 1 f
dv  2(fi+72h)
e lembrando que
Iy = 1+2f1f]
fi—2mfy’

teremos

(f1+7T2f2) = f1+ﬂ2—;t22°22j;{

fi(fr — 272 f7) g 1+2f1f1
fi—2m2f] Ji—2m2f]

ff=2mffi+m®+2mfifi  fi 4T

fr—2mfi -~ h-2mfy
Substuindo (5.46) e (5.45) em (??7) vem
i _ 11w [ e ]
dv — 2fi-2mf] | fi 272 f]
114241
2 fim

Nesta expressao notamos que

(ff+7%) =2fif] +1,

(5.45)

(5.46)

(5.47)

(5.48)
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assim,
!/
dy _ 1(ff+7%)
dl 2 f12 + 27
ou seja, temos uma equacao diferencial de primeira ordem cuja solucao pode ser obtida

(5.49)

por integracao direta, basta fazer as observagoes:

u = (ff+7°) e (5.50)
d(ff+7%) = (ff+7) dn? (5.51)
no lado esquerdo. Assim,
1+
dy 2 fi+m?
/%dﬂQ _ _%/(J};‘ifr?/dﬂz

1
In(dy) = C’1—§1n(f12+7r2)

N

= Ol ()R, (5.52)

exponenciando ambos os lados ficaremos com:

N|=

di=C(ff+7°) 2, (5.53)

onde
C =exp(C) (5.54)

¢ uma contante arbitraria.
A dy é encontrada apartir de (5.39)

d2f1 + 2d1f{ + d1U + d27T2U =0

., @2fit+o)
=~ (5.55)
usando (5.53) e a forma de v no denominador, se tém:
dy — —C’(ff—l—?TQ)i% (2f1 +v) —
(fl + 7 (fl +(f7 +7T2)5) )

_ ¢ 1 (2f1 +v)

(i +m2)* ((ff +r2 4 fi(ff + w2)%) (f1 + (7 + 772)%)_ )
. @i+

(2 +m)2 (7 + A7+ (2 +720) (i + (2 +72)7)
. @i+

(2472 + L7 +m) (f+ (7 +72)2)
_ _¢ (2fi+v) - (5.56)

(2 4m) ()t 4 1) (f+ (72 +70)F)
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da onde vem:

(21 +v)
dy = —C———= 5.57
N %50
Portanto a derivada covariante do campo pionico é dada por:
Duﬂ—a == dab@mb

1 2f1

= |C————0up — C(‘;Cl——H;)mﬂrb 0,7, (5.58)
(f} +72)2 (Fi+7)
ou
0,Tq 2f1
D,m, =C n - — ( {1 +2) TaTpOuTy | - (5.59)
(f+m): Ui+m)

5.2 Derivada covariate dos campos v's

Resta-nos introduzir as derivadas espago-temporais dos outros campos presentes na teoria,
entretanto, estas derivadas nao se comportam da mesma forma que os campos, como

podemos ver em

[Taa @ﬂﬂ] = 8u [Taa w]
= 8# (_taw)
= —t,0u, (5.60)

entao temos,
[Taa a}ﬂ/}] = _taau¢a (561)

mas

[Xa, 0] = 0u[Xa,¢]
= Oy (vap (7) tp1))
= G0, (Vap (7) 9)
= 4 [0 (vap (7)) ¥ + vap () O]
Ovgp (T)

= or. Quﬂ'ctbw + Vap (7?) tbﬁuw, (562)

ou seja, embora um dos termos esteja de acordo com (4.1), para uma transformagao nao-
linear, o lado direito desta expressao claramente nos diz que ¢ e 9,7 se transformam de
forma diferente.

Assim passamos a estudar uma forma de definir um derivada covariante, isto é, uma
quantidade que seja funcao de 7 e 1 tal que esta quantidade se transforme da mesma

forma que .
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Em vista de que (5.62) tem um tnico termo que é somado & v, (7) 0,9, este que
seria o Unico termo que esperariamos se 0,1 tivesse o comportamento desejado, definimos

a derivada covariante da seguinte forma:
D, = 0, + iM, (7) (Ouma) ¥, (5.63)

onde M, sao matrizes assim como as t., porém funcoes do campo pidnico, que atuam

sobre os fndices de isospin suprimidos de 1, tal que

[T,, D) = —t,D,3p (5.64)

[Xm D,u’lvb] = Uabth;ﬂZJ- (565)

Como dispomos das matrizes t,, do campo m,, e dos tensores d,p, € Eq4pe, para construir

M,, e como (5.64) é uma transformacao linear, dentre as alternativas teremos
ta, TaTblp 5 EabelpTe- (5.66)
Deste modo adotamos a seguinte forma genérica para M,
M, (7)) = mq (7r2) to +mo (7r2) TaTply + M3 (7r2) EabelpTe, (5.67)

onde mq, ma, mg sao fungdes ainda arbitrédrias. Agora observemos que M, (7) (0,7,) ¢

serd dada por

Mo (®) (Ouma) ¥
= (mlta + m27ra7rbtb + m35abctb7rc) (a,uﬂ—a) 1/}

= Mmaty (0u7a) ¥ 4+ Mamamuty (0u7a) ¥ + Macapetye (0uma) V. (5.68)
Trocando a < b no segundo termo vem

M, (%) (Ouma) ¥ (5.69)
=ty (M1 (0uma) + mamemy (0,m)) ¥ + Macapetome (0uma) 1, (5.70)

onde vemos que o segundo termo desta expressao tem a mesma forma de D7,

to (M1 (0,7a) + momamy (O,mp)) Y =
’j/ta (dl (a,ma) + d27Ta7Tb (8M7rb)) ¢ = ’Yta (D/ﬂra) 77/) (571)
Desta forma temos mais uma alternativa de acoplar o campo do pion com os outros

campos da teoria tendo D, 7, incluida em D1, possibilidade esta que nao precisa ser

considera em separado, pois este termo, por exemplo,

YtV Y5 Dy, (5.72)
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considerado como um acoplamento entre ¢ e D,1. Onde 7,75 ¢ o produto de duas
matrizes 4 X 4 relacionadas ao comportamento espago-temporal dos campos e 1) denota
¥1~0. Também pode ser considerado simplesmente como um acoplamento entre os campos
Y e D,m,, com v identificada como 5.

Desta maneira, restando-nos apenas o termo proporcional a ms3 a ser considerado,

passamos a adotar
M, () =m (7r2) EabelbTe (5.73)

para a matriz M, e
D, = 0,0 + im (7°) eqpetymeOumat) (5.74)

para a derivada covariante do campo 1), e determinar m (72).

Com este fim consideremos as condicoes de consisténcia impostas pela nossa lei de

transformacao
[ Xa, D] = vapty Dyt (5.75)
a funcao m.
Para o lado direito obteremos
[Xaa D;ﬂﬂ] = [Xm 3u¢ + Z‘777'gbcdtcwda;ﬂrbw]
= [Xm a;ﬂﬁ] + [Xm Z‘mgbcdtcﬂ'dauﬂ'bw]
ov, .
= aﬂb (0,7 e) byt + VaptsDut) + i€peate [ Xa, mmad,mil] (5.76)

onde usamos a (5.75) e o fato de ¢, ser constante perante os geradores do grupo de simetria.

Continuando temos

[Xa; Dyut)]
J (€4
- Uabtbau,lvb + w (8M7Tc) tqub
Te
+igpeate | [Xa, m| mq0pmpt) + m [ X, 4] Opmpt) (5.77)
+mmy [Xa, 8#7rb] ¢ —+ mﬂd@ﬂrb [Xa, w] N (578)

aqui apenas usamos as propriedades dos comutadores. Seguindo derivando e usando as
leis de transformacao vistas ao longo do texto e ao fato de que 9, nao atua no espago

interno (o espago dos "tipos de campos") obteremos:

[Xa, D]

ov or
= VaptpOpt + Eabd [W d 1

on, v on.

STm”d (Opum) &+ m (=1) faa (Oums) ¥ (5.79)

il (—ifan) ¥ + Mg (37) Uaetew} (5.80)

] (Oume) tyy)

+i€bcdtc |:[Xa7 7T6]



ou

42

[Xas D]
or? 0
VaptpOpt) + [&zbdﬂd%a_; + 5abd5dc7}:| (Oume) )

O om _
or, 02 d

—imm a0y, (fap) ¥ + mmg (0,m) vaete¢] )

+i€bcdtc |:_ifae <8M7Tb) I/J +m (_Z) fad (aﬂﬂ-b) 77b

Agora distribuimos as multiplicagoes e usamos a forma de f,, para obter

ou ainda,

[(Xa D))

= VaplpOu ) + (Eapama2m eV + Eapadacv) (Ope) tot)
—ii€pedte (Oaef1 + TaTe f2) 2mem/mq (O,mp) O
—it€pcatem (Saafi + Tamafa) (Opms) ¥
—i1€pcatemm a0y (Oap f1 + TaTp f2) Y

+i€bcdtcm7Td (a,uﬂ-b) Uaeted]

[Xa, Dytf]
Uabtbaﬂw —+ (Sabdﬂ'dQﬂ'CUI + 5abd(5dcv) (aﬂﬂ'c) tbw
+2mlf15ae7re€bcdﬂdtc (a,u,ﬂ'b) w + 2m,f27Ta7Te7Te€bcd7rdtc (auﬂ-b) w
+mf16ad5bcdtc (a,uﬂ—b) 1/) + mfZﬂ-agbcdﬂ-dtc (a,uﬂ-b) w

0
o, (Oapf1 + Tampfo) ¥

+imva65bcdﬂ-dtcte (a,uﬂ-b) wa

+€bcdtcmﬂ'd (@ﬂre)

onde apenas reorganizamos os termos. Neste momento efetuando as contragoes possiveis

e as derivadas restantes, teremos

[Xa, Dyt
vabtbﬁugb + 2U/Eabd7Tdtb7TC (auﬂ'c) U+ VEgpety (a,ﬂTc) Y
+2m/ fi7 €peamate (Opmp) 1 + 2m’ fom* T uEhedTata (O 2

+mf1€bcatc (a,uﬂ-b) w + mfZﬂ-agbcdﬂ-dtc (auﬂ-b) w

0 o,
+€bcdtcm7rd (auﬂ_e) 5ab%w + 5bcdtcm7rd (a,u’/re) 7be2 o ”¢

0
0
Y + epeatemmy (O,me) 7Ta7Tb—87{2 P

Om
ore

+’im1}ae€bcdﬂ'dtct€ (auﬂ'b) w

+5bcdtcm7rd (a/ﬂre) 7Taf2
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Usando a regra da cadeia e fatorando alguns termos, vem

[ Xa, D]
= Uaplp0, ) + 20" €qpamatyme (0ume) ¥ + Veapety (0ume) ¥ + M fr€peate (Oump) ¢
+ (2m f1 + 2m for® + mf) TaEpeatoma (Oumy) U
tepeatemma (0ume) ap2me f110 + Ebeatemmy (0ume) Tp f20aet)
+Ebealtemma (0,7e) To f20pet) + Epcatenmy (Opme) Tamp2me fo1)

+imvaegbcd7rdtcte (aum,) w (581)

Reorganizando os indices do ultimo termo da primeira linha, fazendo as contracoes dos

indices onde for possivel e reorganizando, ficamos com

[Xa, Dbl

= Vaptp0ut + 2V gpamateme (Oume) ¥ + (v — mf1) Eapety, (Opme) Y
+ (2m f1 + 2 for® + mfa) Tapeamate (O,my) ¥
+2m fieacitemame (Oyme) ¥ + m fompEpeatema (Ouma) ¥
+m fomtapeamate (0umy) 1 4 2m foTaCpeampTateme (Oume) ¥
+iMVgeEpedTatete (0,mp) Y

de onde levando em consideracao os termos onde estao sendo contraidos um tensor anti-

simétrico com um simétrico e fatorando um pouco mais obtemos

[Xa, Db

= Uaptp0, 0 + 20" egpamatyme (0,e) Y + 2m fi€qcatemame (Oume) Y
+ (v = mf1) €apets (Opme) ¥
+ [2m/ fi + 20 fom® + mfa + mfo] Tabeamate (0,ms) ¥

+imvaegbcd7rdtcte (auﬂ'b) 1/1 )

ou reindexando convenientemente os indices na primeira linha, finalmente temos:

[Xa Dyif]
= Va0 + (20" + 2mf}) eapatvmarme (Oume) ¥
+ (v = mf1) €apety (Oume) P
+ [2m' fi + 20 forr® 4+ mfa 4+ mfs] Tabeamate () Y
+HiMUgeEpedTatcte (0,mp) Y. (5.82)

Falta-nos encontrar o lado direito de (5.75), isto é

Uabth;ﬂ/) = Uabtb (a;ﬂ/) + imgcdetdﬂ-eauﬂ-cd})
VaptpOpt) + 1MUGE cdetptame 0y T o), (5.83)
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onde aqui como nas outras expressoes temos que ter cuidado em relacao as posigoes no
produto das t's, pois elas sdo matrizes que ndo comutam, na verdade [t,, tp] = i€apcte.

Desta forma como (5.83) e (5.82) sdo iguais chegamos a

VaptsOut) + (20" + 2mf}) eqpatymame (Oume) ¥

+ (v —mf1) €apety (Opme) Y

+ [2m'f1 +2m/ for® + mfy + mfﬂ TaEbedTate (OuTs) ¥
MU geEpedTatcte (0,mp) Y

= VptpOu) + 1MUE caetptame Oy, (5.84)

Trocando e por b, b por ¢ e ¢ por e nesta sequéncia no tltimo termo do lado esquerdo

desta equacgao e depois mudando de lugar os indices do tensor €..4, chegamos a

(20" + 2mf}) eapatomame (Oume)

+ (v = mf1) €apels (Oume) Y

+ [2m f1 + 2 forr® 4+ mfa + mfa] Tabeamate (0ums) ¥
—IMUgpEcdeTatelsy (OuTe) Y

= imvabacdetbtdm@“wcd}. (585)

A fim de reduzir esta expressao ao maximo para obter quais sao as condigoes impostas a

m, usemos o comutador das matrizes de isospin no lado direito desta equagao, isto é

[tb, f}d] = igbdftf
tbtd - tdtb = iébdftf
tbtd = tdtb + iébdftf, (586)
desta maneira teremos
imvabgcdetbtdﬂ-eauﬂ-c?vb

= imvabecde (tdtb + i&bdftf) Weauﬂcw
= Z'mvabé“cdetdtbﬂ'ea#ﬂ'cw + iimvabecdegbdftfﬂeauﬂcw

= imvabecdetdtbweauwcw — mvabgcdesbdftfweauwci/}. (587)

Reindexamos os incides d e e no primeiro termo desta igualdade e usando €,p.Eq4e =

0pa0ce — Opedeqg NO segundo, chegamos a

imvab€cdetbtdﬁeauﬂc¢
- imvabgcedtetbﬂ-dauﬂ—cqvb — MUgp (6Cb5€f - 6Cf5€b) tfﬂ—eap,ﬂ—cqu)
= _imvabgcdetetbﬂ-dauﬂ-cw - mvabteﬂ-eauﬂ-bd) + mvabtcﬂbauﬂ-0¢

= —iMUgpEedelelsTaOuT ) — MUt TeOyTpY + ME e T VTt O, T ). (5.88)
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Substituindo (5.88) em (5.85) vem

(20" 4+ 2mf}) eqpatomane (Oume) P

+ (v — mf1) €apety (Opc) Y

+ [2m/ fi + 20 fomr® + mfa + mfo] Tabeamate (0,my) ¥
—iMUGbEcdeTatety (OpTe) Y

= —imvabgcdetetbﬂdauwcw — mvabteﬂeauﬂbw + mé'abeﬂ'bﬂ'evtcauﬁcw (589)
ou

(20" + 2m f]) eapatomame (Opme) Y
+ (v = mf1) eapety (Oume) ¥
+ [2m' fi + 20 forr® + mfa + mf] Tabeamate (Oumy) Y
= —MUptT 0, T, (5.90)

que todavia ainda tém termos linearmente independentes como podemos ver usando mais

uma vez a identidade
T2€abe = EabdTdTe + EbedTaTa + EcadTaTh,
entretanto adaptada. Para isso multipliquemo-a por t,
T2Eabely = EabdTaT ety + EpedTaT oty + EcadTaT bty (5.91)
em outras palavras contraimos com t;, agora contraia com d,7.
7725abctb (8u7rc> = gabdﬂ'dﬂ-ctb (@mc) + 5bcd77d77atb (a,uﬂ'c) -+ Ecadﬂ'dﬂ'btb (8#7?0) . (592)

Sendo os indices b e ¢ mudos troquemos um pelo outro no segundo termo do lado direito

e no terceiro termo b por e € ao mesmo tempo C por b, assim veremos que
2 _
7T Eabctb (a,uﬂ-c) - Eabdﬂ-dﬂ-ctb (auﬂ-c) + 5cbd7Td7Tatc (auﬂ-b) + gbadﬂ-dﬂ-ete (a,uﬂ-b> 9
ou melhor ainda,
7T2€abctb (@mc) = (5abd7Td7Tctb (Qﬂrc) — &Tbcdﬂ'dﬂ'atc (@mb) — é?abdﬂ'dﬂ'ete (@mb)) . (593)

Agora indo até (5.90) e multiplicando-a por 72, lembrando que vy, = €4p474v, € aplicando

a identidade acima obter-se-4

(20" + 2mf]) T ewpatsTaTe (Oume)
+ (v —mf1) (Eapamamety (0uTe) — EbcamaTate (0ums) — Eqpamamete ()
+ [2m/ fi + 20 forr® + mfa + mfo] T aEpeaate (O,my)

= —mWQEadedUteﬂeauTrb, (5.94)
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onde tiramos o v, pois nenhum termo que o multiplicava dependia dele isto poderia ter
sido feito a qualquer momento que conseguissemos colocéd-lo em evidéncia. Desta maneira

chegamos enfim a

((21}' +2mf)) 7+ v — mfl) EabaTaT el (OuTe)

+ [(2m/ fi + 2 for® + mfo + mfa) 7 — (v — mf1)] Epcamamate (0,ms)

— (v —mf — mv7r2) EabdTdTete (OuTy) (5.95)
— 0. (5.96)

Como os coeficientes das combinacoes de funcgoes de 72, nao podem ser escritos como
combinacgoes uns dos outros, fato que pode ser verificado ao se tentar aplicar a identidade
(5.91) ou (5.93) mais uma vez e observando que faltardo termos nesta expressao para

absorver todos os que vem das identidades possiveis, logo devemos obrigatoriamente ter:

(v +2mf)) > +v—mfi = 0 (5.97)
2m (fi+7f2) 4 2mfo) 7° — (v—mf;) = 0 (5.98)
v—mf, —mor? = 0. (5.99)

Tomando (5.99), pois todas as condi¢oes devem ser consistentes entre si, concluimos que

v—m(f1+v7r2) =0

B v
N f1+U7T27
ou melhor ainda, apenas em termos de fi,
I
e e
B 1
- T
fi <f1+(f12+72>2)+772
1

i+ h (f12+772>% + 72
1

1
fE+m2+ f1(f2+72)
1 1

1

(f2+72) (f24+72)2 + fi

ou
v

Desta forma temos um derivada covariante dos outros campos, que nao o 7, generica-

mente denotados por ¢ que se transformam como o préprio ¢ e dada por
1

1
Dytp = Oyt + i
SO /-

5abctb7rc (a,uﬂ-a) ¢7 (5100)
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ou em uma notacao mais sugestiva em analogia com o produto misto de vetores no R3

1 1 _
t
VIR+m Y+ +h

D) = 0,0 +1i (7 X 0,7) . (5.101)



Capitulo 6

CONCLUSOES

Neste trabalho foi considerado a implementacao de uma simetria, conhecida como SU (2) x
SU (2) e observada na fenomenologia das interagoes hadronicas de baixa energia, dentro
do formalismo das TQC’s de maneira nao usual, através de realizacoes nao-lineares de um
subgrupo SU (2) x SU (2), o grupo das transformacoes axiais.

Desta forma consideramos os campos como classificados em representacoes lineares do
subgrupo SU (2) de isospin e admitimos a transformacao mais genérica para o subgrupo
das transformacoes axiais. Depois de impostas as devidas restricoes vindas da estrutura
de Algebra de Lie do conjunto dos geradores do grupo em questio e outras bem genéricas
como, continuidade, nao ambiguidade etc.

Assim obtivemos primeiramente a transformacao nao-linear do campo do pion dada
por

[Xa, ™) = —ifar (7), (6.1)

sendo fq (7) igual a

(6.2)

L+2f (7*) [ (=?) }
f (@) —2m2f' (x%) ]

onde f (7?) é uma fungao arbitraria que nao tem efeito sobre a fenomenologia.

fab (7?> = {5abf (7T2) + ey

Para os outros campos da teoria admitimos uma lei de transformacao nao-linear de
tal forma que pudemos usar as propriedades de linearidade do subgrupo de isospin para

contruir invariantes também axiais, ou seja,

[(Xo, V] = vap (T) o0 (6.3)
[To,v] = —tw. (6.4)

Transformagao esta possivel com v, (7) antissimétrica dada unicamente por
EabeT
Vap (7) = abec - (6.5)
f(m2) + (12 (7?) + 72)2

Devido a necessidade de incluir tanto, termos de interacao (em geral produtos dos

campo) entre o campo pidnico e os outros campos, quanto derivadas espago-temporais de
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7, definimos uma quantidade chamada de derivada corariante do 7:
D,//Ta = dab (7?) 0M7rb, (66)
na qual dg, (7) toma a seguinte forma

_ AuTa (2f1 +v)
M”_C{g%wa51ﬁ+ﬁf”@m}’ (67)

ou em notacao sugestiva,

D,7=C — 7 (70,7 .
' {(ffﬂﬂ)é GEraR ”}’ (05)

que € tnica a menos de uma constante multiplicativa C, de tal forma que esta quantidade

se transforma assim

(Xa, D] = Ve (te)py Duma (6.9)
T, Dymy) = —(ta)y. Dure, (6.10)
ou seja, como os outros campos da teoria.

Afim de introduzir derivadas espago-temporais do campo v, e estas nao se transfor-

marem da forma adequada, acabamos por definir uma derivada covariante também,
D,y = 0, +iM, (7) (Ouma) ¥, (6.11)

onde as M, (7'), matrizes como as t's, atuam sobre os indices de isospin de ¢. Com uma

das solugbes possives para M, (7) teremos entao

1

1
Dy = 0,1h + i aveloTe (0,70) 0, 6.12
/Jw ;U‘/lp Z%/f:L2+7T2\2/f12—|—7T2—|—f1€b bﬂ(/‘ﬂ)¢ ( )

ou 1 1
D) = 0,1 +i £ (7 x 0,7) . 6.13
b b TR it h ( i) (6.13)

Uma vez estabelecida todas estas leis de transformacao podemos construir vérios ter-

mos invariantes acoplando estes termos para formar isoescalares como, por exemplo,
Wir% = Py, (6.14)
pois é um é um termo isoescalar, logo invariante quiral,
Yy TY - DyR, (6.15)

pois temos uma contragao dos indices de lorentz tanto quanto de isospin estao contraidos

(este termo nao tem indices livres)

(D,®) - (D"7) (6.16)
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2.

Um importante aspecto da simetria em consideracao é que ela nao permite massa
para o campo pidnico, pois em TQC a massa de uma particula associada a um campo é
interpretada como funcao do coeficiente do termo quadrédtico no campo da lagrangiana
no caso de boséns.

Assim considerando apenas os graus de liberdade espaco-temporais, o campo pionico
¢ um pseudo-escalar e portanto de spin nulo, ou seja, bosonico, por isso sua massa esta

associada ao termo quadratico, porém observe que embora,

[Ta,ﬂ'Z] = 27Tb [Ta,ﬂ'b]
= 27Tb7;5abc7rczo (617)

com j& visto no terceiro capitulo,

[Xa,wﬂ = 2m [ X, T
= 2(=i)m (bupf1 (7°) + mampfo (7))
= —2in, (fi (x°) + 7212 (n%)) (6.18)

que claramente é nao nulo, desta forma a simetria exata nao permite um termo propor-
cional a 72 na lagrangiana e consequentemente massa para o campo pionico.

Portanto se quisermos pions massivos em nossa teoria, temos a tarefa de estudar os
termos de quebra para serem incluidos em nossa lagrangiana fenomenoldgica, um passo
a ser realizado e que certamente constituird, junto com o trabalho j& produzido, as bases

de uma dissertagao de mestrado do autor desta monografia.
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Apéndice A

Os simbolos ¢;; (delta de Kronecker)

e €;i... (épsolon de Levi-Civita)

O 0;; ¢ definido como 1 se @ = j ou 0 se i # j. O g;p.. ¢ definido como totalmente

antissimétrico e €103, = +1. A partir deste objetos pode-se obter virias identidades.

Al

A.2

Em duas dimensoes

Eijgij = 2
Eij€ik = Ojk
e | da
ii€El =

J djr 0ji

Em trés dimensoes

€ijk€ijk = 6

€ijkEmjk = 20im

Eijk€ilm = 5jz5km - 5jm5kl
51’[ 6zm 6zn

€ijk€lmn = 5]'1 5jm 5jn
5kl 5km 5kn
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A.3 Em quatro dimensoes

Eijki€ijt = 24 (A.8)

Cijki€mjki = 00im (A.9)
5 m 6 T

Eijki€ijmn = 2 5];m 5]; (A.10)
5il 5zm 6in

Epijkpimn = |0j1 Ojm Ojn (A.11)
5kl 5km 5kn

5im 5zn 57310 57Lq
iy _ |%im 0jn Ojp g
€ijklE€mnpq = 5km (Skn 5kp 5kq (A12)

5lm 51n 5lp 6lq

A.4 Em N dimensoes

As expressoes acima induzem a seguinte generalizacao

Eijkl..Cijkl... = N1, (A-13)
para NN indices todos iguais,

Eijkl...€mjkl... = (N — D)1, (A.14)

para N — 1 indices iguais,
Eijki...Emnkl... = (N — 2)! 5. s | (A.15)

jm n
para N — 2 indices iguais,
5im 5171 6ip

Eijkl..Emnpl... = (N_3)' 6jm 5jn 5jp ; (A16)

6km 5kn 5kp
para N — 3 indices iguais,
5im 5'm 5ip 5iq
Oim Oin O0ip O
g _ _ 1\ 19m  9in Ohp  Ojq
Eijklr...Emnpgr... (N 4) 5km 6kn 5kp 5kq )
5lm 5ln 5lp 5lq

e para N indices todos distintos (sem soma sobre eles)

5im 5271 5ip 5iq
Ojm Ojn Ojp Ojq
Eijklr..Emnpgs... — (N - N)' 6km 5kn 5kp 5kq . (A18>
5lm 51n 5lp 5lq

(A.17)




