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Neste trabalho obim-se analicamente expredgs para o avan¢o do periastro e para a de-
flexao da luz no campo gravitacional de buracos negros eletricamente carregados e &umn rotac
Apresenta-se inicialmente o problema aésde uma breve recapituiaghisbrica onde se ex-
plana a respeito da incompatibilidade entre a éxisia de tais febmenos e a gravitap new-
toniana e faz-se uma breve redisa respeito da gravitag relativistica. Em seguida, apresenta-
se os espacos tempos de Reissner-Ndisanti de Sitter e de Kerr-Newman, que represen-
tam as situa@es de interesse e @nh-se eréio as expre§es andticas desejadas por meio da
solug@o aproximada das equizEs diferenciais que representam o movimento. Constatamos
gue a presenca da cargéteica na fonte ocasiona uma diminaggtanto do avango do periastro
guanto da defléo da luz e que pode haver, inclusive, sifiggespeciais em que estes se anu-
lam. Por fim, faz-se uma afise dos resultados obtidos em compamcom dados astrigicos
do sistema solar, onde encontra-se um valaximo para a carga &fica do Sol da ordem
de 1¢IC (valor este incompatel com previges feitas atraéds de efeitos locais causados pelo
campo edtrico). Sugere-se ainda uma apli@aglos resultados obtidos no estudo da @éfia
do campo maggtico de uma estrela no movimento de corpos vizinhos, onde a geometria nas
suas vizinhancas seria descrita pektnca de Kerr-Newman, como uma primeira aproxifmac
e para pontos distantes de uma estrela eletricamente carregada, ou magnetizada, @@m rotag

Palavras-chave: relatividade geral; estrelas; buracos negros; periastro



ABSTRACT

In the present study it is obtained analytic expressions to the periastron advance and light
bending in the gravitational field of rotating and electrically charged black holes. First it is
made a historical review emphasizing the incompatibility between Newtonian gravitation and
the existence of such phenomena, and a brief review of relativistic gravitation is also presented.
Next it is introduced the Reissner-Nordstr-anti de Sitter and Kerr-Newman geometries and
then the relevant analytic expressions are found by means of approximated solutions of the dif-
ferential equations governing the particles motion in each geometry. We notice that the presence
of electric charge decreases the perihelion advance as well as the light deflection in comparison
to the uncharged cases, and there are extreme situations where such effects may even vanish.
Then the analytic results are compared to the astronomical data of the solar system, and it is
found that Sun’s net electric charge is boundedXyy 10°'C (which is incompatible with pre-
dictions made based in the local effects of the electric field). At last, by using Kerr-Newman
black hole metric as a first approximation to the large distance gravitational field of a rotating,
electrically charged (or magnetized) star, it is proposed that those results could be applied to
study the influence of the magnetic field of a star in the motion of the surrounding objects.

Key-words: general relativity; black holes; stars; light bending; periastron
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1 INTRODUCAO

Dentre os testes&s$sicos da Teoria da Relatividade Geral dois efeitos se destacam, a saber:
a precesso do periastro narbita de paitulas de teste e a defiaxda luz por um corpo central.

Sempre que uma patla de teste executa um movimento ligadm+tircular no campo
gravitacional de uma estrela, sua pasie confinada entre uma distancianmma e uma distncia
maxima, chamadas, respectivamente, de periastro e apastro, ambos genericamente chamados de
pontos de retorno. Por rdes hisbricas, quando se trata do sistema solar, o periastro passa a se
chamar peglio e 0 apastro passa a se chamaliaf

Qualquer que seja o potencial gravitacional associado a estrela, desde que a este corres-
ponda um campo de forgcas centrais (no sentido newtoniano), todo movimento ligado n
circular de paittulas de teste confinado entre dois, e apenas dois, pontos de retiimRION;
THORTON, 1995)E posé$vel, entretanto, que a po&ig angular dos pontos de retorriorseja
fixa, mas varie no tempo, ou sefapossvel que aps uma revolugo orbital da partula de
teste, o periastro tenha se deslocado de um égoalo em rela@o a orbita anterior. Quando
Isto ocorre diz-se que 0s pontos de retorno precessam, ou, mais especificamente, avancam. A
figura 1 ilustra uma situ@p desse tipo.

O ferdbmeno da preceds dos pontos de retorno foi primeiramente observadorhaa
do planeta Merario no final do &culo XIX, quando se percebeu, a partir de obsérea@s-
trondmicas acumuladas por muitasaddas, que havia um avango secular em seéljgeri

A questo do avanc¢o do pdilio de Merdirio foi inicialmente considerada um problema,
pois representava uma crise no paradigma da gradtaewtonianag que a lei da gravit@&p
de Newtoné uma lei de forca do tipo inverso-do-quadrado, da qual $nohs leis de Kepler,
segundo as quais asbitas dos planetas deveriam sépttas.

Quando se considera o sistema planetem sua complexidade total, ou seja, quando se
trata este como um sistema de muitos corpo&eum simples sistema de dois corpos), pode-se
realmente, atrads da teoria newtoniana, prever um certo avango neélpede Merdirio. En-
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tretanto, mesmo quando descontamos esse avanco devido a todas as coesriteigonianas
conhecidas, do valor total do avancgo do pkoide Merdirio, queé da ordem de 55984+ 0.41
segundos de arco poeculo da Terra, ainda ficamos com cerca de 43 segundos de arco cuja na-
tureza o se pode explicar do ponto de vista hewtoniano.

Durante odiltimos cem anos foram utilizadas diversasrticas observacionais com a fina-
lidade de se obter valores cada vez mais precisos para 0 avanco &l gkrimerario (PI-
REAUX; ROZELOT, 2003). A tabela 1 tem uma pequena amostra da e&oldas observaes,
indicando o quanto do avanc¢o do @it de Merdirio nao é explicado pela gravitap newto-

niana.

Tabela 1: Evolugo das observées do avanco do pétio de Merd@irio
Refeéncia Avanco "excedente”do Pelio

(segundos de arc@sulo)

Newcomb, 1898 ~ 43.37
Clemence, 1943 434+ 1.01
Clemence, 1947 437+ 0.96
Duncombe, 1958 430+ 0.44
Wayman, 1966 435+ 0.41
Shapiro et al., 1972 4B85+0.30
Morrison & Ward, 1975 4P0+0.50
Shapiro et al., 1976 4B1+0.21
Anderson et al., 1978 43+0.2
Bretagnon, 1982 480+ 0.05
Rana, 1987 425+ 0.05
Krasinsky et al., 1986 433+0.12
Krasinsky et al., 1993 4985+ 0.061
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Embora os resultados mais recentes apresentem um desvaopadnor,é o resultado
obtido em 1972%HAPIRO et al, 1972) 0 mais citado mesmo em artigos atuags, gortanto, a
este que nos referiremos daqui por diante.

Apesar de ter havido iimeras tentativas de resolver o problema, como modificar a lei da
gravitago de Newton e atmesmo supor a exétcia de um planetao observado, a quést
sb foi resolvida em 1915, com o surgimento de uma nova teoria da graejtagrelatividade
Geral.

A solucao obtida por Karl Schwarzschild em 1916 para as novas égsale campo resulta
em equages para 0 movimento pladeio que pregem a exigncia de um avanco de 48
segundos de arco poeaulo no peglio de Merdirio, portanto, de acordo com a relatividade
geral, a oco@ncia do avanco do periastramrepresenta nenhuma anomalia, mas sim, algo que

se espera no movimento plaagb.

Por outro lado, o encurvamento de raios de luz na presenca de campos gravit&cionais
resultado direto do prifpio da equivadncia e @o tem nenhum tipo de alogo na gravita@o
newtoniana.

Para ver isso, consideremos o exemplo lépobd de uma nave espacial movendo-se com
acelerago constante relativa a um referencial inerkiaUm raio de luz que entra na espagonave
viaja em uma linha reta em rekg akK, mas em relégoa nave acelerada este deve executar seu
movimento em uma trajetia curva. De acordo com o priipgo da equivadncia, as observaes
realizadas na espaconave acelerada emaelagpm referencial inercial devem ser as mesmas
que as realizadas por um observador que se encontra estacionado em um campo gravitacional
homogneo, cuja intensidadetal que a acelerag devidaa gravidade se equivalha a acel@&@g
da espaconave. Portanto, pode-se concluir que um feixe de &uguarrajdiria defletida de-
vido a presenca do campo gravitaciorRDESER 1964). Este fedmeno foi primeiramente
previsto por Einstein em 190LQRENTZ; EINSTEIN; MINKOWSKI, 2001), antes mesmo de a
teoria da relatividade geral estar completa e foi observado pela primeira vez somente em 1919,
quando observées realizadas durante um eclibseostraram que a luz vinda de estrelas dis-
tantes tinham sua trajia defletida ao passar pelas vizinhancas do Sol. A figura 2 apresenta
tal efeito de forma esqueatica.

Como no caso do avanco do o de Merdirio, o resultado observacional para o desvio
da luz pelo Sol mais comumente citadimi® dos mais recentes, mais sim o obtido por Fomalont
e Sramek em 1976=OMALONT; SRAMEK, 1976), que indica um desvio de7b1+ 0,016

Houve duas expedigs para realizar as obsergiag durante o eclipse total do Sol em 1919, uma em Sobral,
no Brasil e outra na llha de Pcipe, naAfrica.
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Figura 2: Desvio gravitacional da luz

segundos de arco.

Embora, possamos utilizar o pripto da equivancia para prever sua eX@scia, precisa-
mMOos conhecer as equEEs que descrevem o0 movimento para obter resultados quantitativos a
respeito do desvio da luz, e estas dependem da natureza exata das fontes de campo gravitacio-
nal. Por exemplo, com a solag de Schwarzschild, dn-se um desvio de 15 segundos de

arco no campo gravitacional do Sol.

A despeito da grande concé@nitia entre os dados observacionais e 0s previstos teorica-
mente com a geometria de Schwarzschild tanto para o desvio da luz quanto para o avanco do
periastro, a exigéncia de erro experimental sempre nos permite conjeturar alghim fator &o
sendo considerado na predstérica, bem como impor limites em alguns @aretros fsicos

associados ao problema.

No presente estudo consideramos presenca de catgaak de rotego na fonte, e taném
a exiséncia de uma constante cosagica e analisamos a inflacia destes pametros nos
fendbmenos do avanco do periastro e da défteda luz, dandas equages de movimento um
tratamento qué, a medida do po$gel, ardlogo ao utilizado na gravitag newtoniana.



2 REVISAO BIBLIOGR AFICA

Neste cafiulo faremos uma breve reds abordando conceitos fundamentais em relativi-
dade geral pertinentes ao presente trabalho. Introduzimos algunigsagicas de geometria,
discorrendo sobre o papel das coordenadas e de como se descreve 0 movimenioutiaspart
de teste e de raios de luz do ponto de vista da graataglativstica.

2.1 A meétrica do espaco-tempo e as equaes de campo de
Einstein

Podemos imaginar o espac¢o curvo bidimensional correspondesupelitie de uma es-
fera como sendo uma supieie imersa num espaco euclideano tri-dimensional. Podemos,
da mesma maneira, ter um espaco curvo de 4 didensnerso em um espago plano com
maior rumero de dimeries. Tais espacos curvadoschamados espacos riemmaniarias (
RAC, 1975). Em tais espacos curvodmpodemos usar coordenadas cartesianas para rotular
todos os pontos, mas sim, coordenadas duedls. Seja edb um sistema de coordenadas cur-
vilineasx*. Neste sistema de coordenadas, aadisiadsentre os pontog e x* + dx* &€ dada
por

ds’ = gy dxtdx’. (2.1)

Dado endio o sistema de coordenadas, os elemegios que $io fun®es das @ prias
coordenadas, fixam todas as distias infinitesimais. Designamos &ng,,, por componentes
do tensor rétrico, ou nétrica. A partir da ratrica obtemos mais do que a inforraa@ respeito
das dishncias, dela obtemos o tensor de curvatura de Riemman, do gaai-sbtinformago
sobre a pbpria curvatura do espaco.

De acordo com a relatividade geral, o espaco-tetporvo no sentido de Riemman, mas
com netrica rao positivo-definidag pseudo-Riemmaniano) , e a gravtagrigina-se de sua
curvatura, a qual, por sua vez, origina-se da presenca @eiatahergia. A ratrica, que devido
a sua assinaturan &€ mais dita riemmaniana, mas sim lorentzismanfo obtida a partir das
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equa@es de campo de Einstein

1 8nG
Ryv — EguvR‘f' NQuy = ?Tuw (2.2)

onde R, chamado escalar de curvatérafraco d&R,;,, chamado tensor de Ricci, obtido a partir
de contrago do tensor de Riemman/eé a constante cosn@ica. O tensor de componentes
T.v € chamado de tensor de energia-momento e representa as fontes do campo gravitacional.

2.2 Movimento geo@sico

2.2.1 Intervalos e vetores tipo-tempo, nulos e tipo-espaco

Nos espacos-tempos da relatividade geral o interdafodado pela Eq. (2.1) pode ser
positivo, nulo ou negativo. Caso &tnica tenha assinatufa- + ++) (conven@o que mante-
remos daqui por diante) dois pontos podem ser infinitesimalmente separados por um intervalo
tipo-tempo (s° < 0), nulo @< = 0), ou tipo-espacads® > 0).

Um vetor de componentes' & dito tipo-tempo sg,,u*u’ = u*u, <0, nulo seutu, =0
, OU tipo-espaco sauy, > 0.

2.2.2 Transporte paralelo

Em um espaco curvoao ha sentido em estabelecer uma rélagle paralelismo entre ve-
tores localizados em pontos diferentes, diganfos,B. Entretanto, podemos considerar um
pontoA’ infinitesimalmente @ximo aA e, neste ponto, definir um vetor que seja paralelo ao
primeiro, localizado em. Podemos e@b transportar o vetor deaté A’ mantendo-o paralelo
a si mesmo e constante seu comprimento. Desta maneira podemos definir o transporte paralelo
do vetor ao longo de um caminhceat pontoB. Como caminhos diferentes conduzem a dife-
rentes vetores e, nao podemos definir um vetor eBparalelo a um vetor erA de maneira
absoluta, mas sim, relativa a um dado caminho. Podemos ainda transportar um vetor paralela-
mente deA atraes de uma curva fechada e resultar em um novo vetoh goe, geralmente,
naoeé identico ao primeiro.

2.2.3 Geodsias

Suponhamos uma curvd descrita por um pametro geéricoz. A cada ponto da curva
podemos associar um vetor tangeote= dx*/dt. Se, entre quaisquer dois pontos sobre a
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curva os vetores tangente se relacionam por transporte paralelo, aécditzageoésia (ou
geodksica). As curvas geeédias 80 tais que s& € um a paameto afim, o vetor tangente
satisfaz a equé@p

X A e
dr? VSdr dr

Os smbolosl” que aparecem nessa eqa@gao chamadosimbolos de Christoffel e se relacio-

(2.3)

nam com a ratrica da seguinte forma:

1 9, 99y Iuv
re, = g ( Do | Tpy o0 ) , (2.4)

ondeg"V é definida de forma que seus elementos sejam representados por uma mair& que
inversa da matriz que representa os elementag, gle

Na relatividade geral as geesias podem ser tipo-tempo, nulas ou tipo-espaco, de acordo
com o vetor tangente. No que segue, estaremos interessados somente nos dois primeiros tipos.

2.2.4 Movimento de pariculas livres e de raios de luz

Os espacos tempos da relatividade geialexplorados atr&s do movimento de paculas
de teste livres e de raios de luz, sendo consideradas livrésypast sobre as quaifo haja
influéncias aém da gravitacional.

Em substitui@oa primeira lei de Newtorg postulado que paculas livres viajam sempre
sobre geoésias tipo-tempo. Postula-se taanibque raios de luz viajam sobre géeths nulas.

Para geoésias tipo-tempo, o melhor @anetro a ser adotad® o tempo-pdprio de um
observador que se desloca sobre ela, que denotamas fono caso de geédias nulas, po-
demos adotar um outro fanetro afim, para o qual a eq@acdestag identicaa das geoesias

tipo-tempo.
d2xH b dx¥ dx° _0
dx2 Y% dk dk

onde substituimog por T para geoésias tipo-tempo parametrizadas por tempappo, ou

(2.5)

enfio por um paametro afim para geé@gias nulas. Para o caso do movimento deqaats, a
eg. (2.5) fazaas vezes da segunda lei de Newton.
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2.3 Quantidades conservadas e primeiras integrais das equ@s
do movimento

Em me@nica newtoniana, as leis de consed@mQos fornecem as primeiras integrais das
equaes de movimento, reduzindo a ordem dinero de equdies a serem resolvidas. Estas
leis de conservap esho sempre ligadas a simetrias. Por exemplo, a lei de congerdagner-
gia se relaciona com a simetria em r@a@ um deslocamento temporal; a consetgaip mo-
mento linear se relaciona com simetrias em @beg deslocamentos espaciais; e a consaovac
do momento angular se relaciona com a simetria emaelagotages.

Em relatividade geral ma@in-se essas reldes entre as grandezas conservadas e determi-
nadas simetrias, que agora dizem respeitcétrica e, por isso,& chamadas de isometrias.
Uma maneira gtica de se testar se um espaco tempo tem uma determinada s@nvettifecar
se a netricaé independente de alguma de suas coordenadas (isometria), ou sejegtsea m
nao se altera em transforntaes do tipo

x* — x* 4+ constante (2.6)

A cada simetria deste tipo, podemos associar um vetor, chamado vetor delKitlg
componentes

v =18} 2.7)
ou seja, o vetor reside na digegem que a g&trica rao se altera.

Associada a cada vetor de Killing existe uma constante de movimento. Essas constantes
Sa0 proporcionais ao produtp- u, ondeu €& a quadrivelocidade g representa cada um dos
vetores de Killing.

Outra primeira integral importante vem da normaléaada quadrivelocidade
u-u=xk, (2.8)

onde,x vale —c? para geodsias tipo-tempo e 0 para gé&siais nulas.

2.4 As geometrias padao da relatividade geral

Nesta sego apresentamos as sddes das equaes de Einstein mais simples quen re-
levancia para o nosso trabalho.

LEm homenagera Wilhelm Killing.
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2.4.1 A metrica e as coordenadas de Schwarzschild

A solugao de Schwarzschild foi a primeira sofigque se obteve para as ediesgsde campo
de Einstein e correspondaegho exterioa uma distribuigo esfericamente sigtrica e estica
de maeria. Sua geometria descrita pela gtrica

-1
ds? = — (1— @) dt® + (1— ¥> dr?+r? (d6?+sirf 6d¢?) , (2.9)

ondeM é a massa do objeto que serve como fonte do campo gravitacional, dada de forma
geometrizada.

Alem de ser esfericamente $trica e esdtica, a netrica (2.9) tem a caracfstica de ser
assintoticamente Minkowski, ou seja, no limite em que « esta torna-se a @trica de Min-
kowski em coordenadas ésicas.

Na fisica newtoniana o temgoum conceito absoluto, 0 mesmo para qualquer observador,
e pode ser usado como paretro afim para todas as tré@jgas. Aem disso, o fato do espaco
ser considerado euclideano permitir-nos usar coordenadas cartesianas, as quais fornecem dire-
tamente as medidas de distia. Na relatividade geral, as coordenad&s representam ne-
cessariamente medidas de distias ou intervalos de tempo, e precisam ser reinterpretadas,
sendo que@exigimosa priori que coordenadas humericamentgximas representem eventos
vizinhos no espaco-tempo. Para tornar clara essa interpcetiagzemos a seguir uma breve
interpretaéo das coordenadas de Schwarzschild .

A coordenada que aparece naétrica (2.9) o deve ser interpretada como a a@igtiaa
algum centro. Esta tem apenas a interpi@ageongtrica de estar relacionada corar@aA de
uma esfera bidimensional det constantes pelafmula

A
r= \/% (2.10)

De fato, a dishincia entre duas supaies vizinhas de raioser + Ar, respectivament& dada

por
Ar

™M
1-5

Consideremos agora dois eventoé¥mos que ocorrem no mesmo ponto no espaco. O
tempo medido pelo réfio de um observador que se encontra neste ponto, chamado de tempo
proprio e representado par, se relaciona com a coordenadadami®em chamada de tempo

10 aendice A trata do sistema de unidades geometrizadas, o gaalsato durante o resto do texto.
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f:t\/l—ﬁ. (2.11)

E importante ressaltar quéio esh claro se o tempo newtoniano deve ser identificado com

coordenado, da seguinte maneira

0 tempo coordenado ou com o tempémmio do observadorajque a teoria newtonianao faz
distingdo entre os doisRINDLER, 1969). Vale observar taréin que as quantidadésitas et

nao esdo definidas no limite — 2M (queé o horizonte de eventos), nem em toda adregk

2M. A soluggo desse aparente problemaeastiacionado com o fato de que as coordenaéas

r nao K0 coordenadas apropriadas para taBegbDe fato, conforme se pode ver pela mudanca
de sinal dos coeficientes deétrica de Schwarzschild , na régi0< r < 2M a coordenada
passa a ter cater de coordenada espacial, enquantorgeen caater de coordenada temporal

2.4.2 A metrica de Schwarzschild-anti de Sitter

A métrica (2.9)é obtida a partir das equags (2.2) quando tanff,, comoA sao iguais a
zero. Podemos, entretanto, considerar uediferente de zero De fato, quando considera-se
gue/\ & uma constante positiva, @pnh-se a sollio de Schwarzschild-anti de Sitter (Ta@ni
conhecida pelo nome solag de Kottler):

ds? = — f(r)dt?+ f(r)~1dr2 +r?(d6? + sir? 6d¢?), (2.12)
onde )
f(r):l—¥+%. (2.13)

A presencga do termar?/3 mostra que a sola (2.12) @oé assintoticamente Minkowski.
Entretanto, resultados atuais indicam que 10-3%knT2 para testes realizados no sistema
solar SERENO; JETZER2006) e, portanto, os efeitos da constante co8gich na didmica de
sistemas planatios podem ser ignorados.

Com a escolha de sinais adotadas nesse trabalho, @salag equdies de Einstein para o
caso de\ negativo leva o0 nome deétrica de Schwarzschild -de Sitter.

2.4.3 A solu@o de Reissner-Nordstom-anti de Sitter (RNAdS)

A geometria de Reissner-Nordstn-anti de Sittee solu@o das equdies de campo Eins-
tein (2.2) com constante cosmgica e campo eletrasico e descreve geometria do espaco-
tempo de um objeto esfico eletricamente carregado. Tal objeto pode ser uma estrela, um
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buraco negro, etc (no caso de estrelas, a &olaprresponda regao exterior).

Seja erdo a solugo RNAdS em coordenadasaogasas de Schwarzschild :

d& = —f(r)dt?+ f(r)~*dr? +r? (d6? + sir? 8d¢?) , (2.14)
.2M @ Ar?
f)=1-"—+5+5 (2.15)

ondeM = Gm/c? e Q° = G¢f/c* sendama massa da estrelasua carga éfrica,A a constante
cosmobgica.

Vemos imediatamente que a presenca de cakgaica na fonte contribui gravitacional-
mente e isso independe do sinal da car@é&rieb. Este resultado, inesperado do ponto de vista
newtoniano, se deve ao fato de que, associado ao campic®@| temos uma certa quantidade
de energia, e, de acordo com a relatividade geral, toda forma de energia atua como fonte do
campo gravitacional.

Em rela@o as suas simetrias, vemos que atrica (2.14)é estacioaria, portanto & um
vetor de Killing,&, de componented, 0,0,0) e tamli&m invariante sob rotées em relago ao
eixo-z, portanto & um vetor de Killing,, de componente®,0,0,1).

Embora estejamos interessados somente n&mfla gravitacional da cargeégiica,é im-
portante observar que espaco-tempo de RNAd&miem caracterizado por um quadri-vetor
potencial eletromagdgticoA, de componentes

(A)u = (—Q/r,0,0,0). (2.16)

Podemos e@b obter o tensor de Maxwe(F,y), 0 qual tem as seguintes componentes
nao-nulas:
Fit = —Rr = Q/r% (2.17)

Logo, um observador em repouso em réatag fonte sente a presenca de um camptrieb,
de componentes

(E)a = (Fit,Fet/1,Fot/rsin@) = (Q/r?,0,0). (2.18)

2.4.4 A métrica de Kerr

A solugado que descreve um buraco negro em @dafpi obtida inicialmente por Roy Kerr
em 1963 KERR, 1963). Esta sol#ip é caracterizada por dois @anetros, a masssl e o
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momento angulad, cuja netricaé dada por

ds” = gudt? + 20, dtd¢ + grrdr® + geedO? + gy d9?, (2.19)
onde
B _A—azsinze
Ot = — 5
asir9(r’+a2—A)
Gy = — 5
>
Or = A (2.20)
Jop = 2

~~

2 22—A2 r]2 )
Oos = r+a)z Si Osmze

a=J/M & o chamado pametro de Kerr e, por convéicia, introduzimos as fubesZ e
A definidas respectivamente por
¥ =r2+a’cos0, (2.21)

A=r’+a’—2Mr. (2.22)

Considerando-se apenas o plano equatorial, os elementos (2.20) reduzem-se a

2M
o -2

Gp = ———

Or = (2.23)
Joo =

Jopp = M+a +——

Vemos que a sol@p de Kerré estacioaria e axialmente sigtrica. A perda da simetria
eskrica em relago a solu@o de Schwarzschild se deve ao fato de a emiagstabelecer uma
direcido especial, ou seja, a digexdo eixo de rotap.

2.4.5 A solu@o de Kerr-Newman (KN)

A métrica de Kerr-Newman pode-se ser obtida a partir da 8olde Reissner-Nord$tm
atra\es de uma transformag complexa de coordenad&={NVMAN et al,, 1965) eé a solugo
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mais geral representativa de buracos negros em espacos assintoticamente planos, dependendc
de tiés paametros: a massa, cargéteica e rotago.

Embora a solugo KN réo represente a rég exterioa uma estrela eletricamente carregada
e em rotago, podemos conside#a como uma primeira aproximég no limite de grandes
distancias da fonte.

Esta solugoé da forma

ds” = gudt?® + 2g,dtdg + grrdr® + geedO? + gy do?, (2.24)
com
_ A-@a%sire
Ot = s
asir? 9(r>+a—A)
Qo = — s
2
Or = A (2.25)
Ogp = 2
2 222 A2
Gos — (r’+a?) Asmzesinze
2z
e
> =r2+a’cos 0 (2.26)
A=r?+a®+Q?—2Mr (2.27)

Pode-se identificaM como a massa do objetQ, a sua carga étrica ea = J/M, o cha-
mado paametro de Kerr, ondé &€ o momento angular do objeto. As coordenadas6, ¢)
sao ardlogas as coordenadas de Schwarzschild e chamadas coordenadas de Boyer-Lindquist
(BOYER; LINDQUIST, 1967).

Tal como o espaco-tempo de RNAdS, o espacgo-tempo de &dpecificado por um quadri-
vetor potencial eletromagtico:

(A)y = (1,0,0,asir? 6). (2.28)

_Qr
>
Assim, um observador que se encontra em repouso enaosdafpnte, e distante desta,
observa tanto um campadéadtico, quanto um campo maggico MISNER; THORNE; WHEELER
1973), cujas componentedasdadas respectivamente por

(E)a: (FFUE F¢t > - <r927070>7 (229)

r 'rsin@
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onde ignoramos termos da ordem(dgr)3, e

(B)a— ( Foo For @) _ <2anose aQsinG’O)’ (2.30)

r2sin@’rsing’ r r3 7 3
onde desprezamos termos da ordenflde)?.

Vemos que a rot@p do buraco negro origina um campo metigo. Podemos ainda iden-
tificar seu momento magtico:

m=aQ= %3. (2.31)



3 GEODESICAS, AVANCO DO
PERIASTRO E DESVIO DA LUZ:
CASO ESTATICO

Neste cafiulo apresentamos o estudo das efeaglas gedxbias em geometrias astas
capazes de descrever a gagexterior a objetos astisfcos como estrelas e buracos negros sem
rotag@o, mas que podem carregar carggraia (ou magatica). Tais situaies §i0 muito bem
caracterizadas pela geometria de Reissner-Namtsémti de Sitter apresentada nageg.4.3,
sendo que a constante cosogitaé mantida no problema por completeza e para possibilitar
comparago com estudos anteriorres.

Para simplificar a apresentas; reescrevemos aqui tabirica:

d& = —f(r)dt?+ f(r) *dr? +r?(d6? + sirf 6d¢?) , (3.1)
.2M @A
f=1-"—+5+5 (3.2)

3.1 Equa@es de movimento na ratrica RNAdS

Conforme discutido no céfulo precedente, as simetrias d&tnica (2.14) implicam na
exiséncia de quantidades conservadas no movimento e cae resacionadas com os vetores
de Killing & e n de forma que , em tal cascalduas constantes de movimento:

& -u=gyy&HuY = constantes —E (3.3)

n-u=guyn*u’ = constante= L. (3.4)

No caso do movimento de pantilas materiais, ou seja, para gésias tipo-tempo, a cons-
tanteE pode ser interpretada como a energia total por unidade de massa de repouscoula part
gue viaja sobre a geédia em que&b, relativamente a um observadoratisb localizado no
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infinito. Para as gedsias nulas, ou seja, para o0 movimento @eris, E €& interpretada de
forma quehE é a energia dodton. & a constantk € interpretada como o0 momento angular por
unidade de massa de repouso no caso dasegadtipo-tempo e confi. sendo 0 momento
angular do éton no caso das geesias nulas. Usando aétnica (3.1), obtemos assim duas
primeiras integrais na forma

ut=—Ef(rnt,
ul =L (r?sin?9) . (3.5)

Como mencionado anteriormente, outra primeira integrébrnecida pela condip de
normaliza@o da quadrivelocidade, que no presente éaso

Guv U’ = F(r)(U)?+ grr (U)?+ goo (U%)? + ggg (U%)?

(3.6)
= F(r)(u)2+ fF(r) ")+ r2 ()2 +r?sirf o (u?)? = x.

Consideremos o movimento somente no plano equatorial, dado pelas@@mndiiais
0 = /2 eu® =0, e substituindo as equ#gs (3.5) na equag (3.6), encontramos a eqéac
para a coordenada radial

2P Veri(n) = ¢, (3.7)
onde
2
V) = 3 [10) (55— x) +x] . (3.8)
e = EIX (3.9)

Vemos que a equag (3.7) tem a mesma forma da eqaacadial do caso newtoniano, com
a diferenca de que o potencial efetiVs¢(r), apresenta contribudes de natureza relatstica.

Para determinar asbitas, fazemos a substitéig de vaveisr —w=1/r e, usando o fato
de que a gedgbicas egtrestrita ao plané = n/2 , tem-se que a solég pode ser representada
por uma fungow = w(¢) a ser determinada. Assim, pela regra da cadeia, temos

u® dw dw
r__ - “w_ =27
W2 do Ldtp' (3.10)
onde usamos, da Eq. (3.5), a rélag? = L/r?. A equao (3.7) torna-se eab
L2 /dw)?
> <_d¢> +Verf(W) =€, (3.11)
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comVes(w) dado por

Vet (W) = [(1 2MW+Q2W2+3W2> (LZWZ—K)—FK] : (3.12)

NI =

Derivando em relego a¢, chega-se na forma final da eq@agadial

d2W+W+ kM xQ?
d¢2 L2 L2

KN\ 1
3MW? + 2Q%w3 =0. 3.13
—W— +2Q°W° + — AR (3.13)
O objetivo agoréé obter a fungow(¢) e, enfo, encontrar o avanco do periastro e a de-
flexao da luz. Contudo, devido a complexidade da egoatiferencial (3.13)é praticamente
imposs$vel escrevermos sua solmgeral na forma ariéica e, portanto, somos forcados a bus-

car solu@es aproximadas para cada caso de interesse.

3.2 0O avanco do periastro

Para estudar o avanco do periastro, consideramos aggjasdipo-tempo. Neste caso
Kk = —1 e aequago (3.13) torna-se

dw oM@
d¢2 212

2 AN
=~ w—3MwW?+2Q Wg_sLZﬁ_o' (3.14)

Consideremos inicialmentebitas newtonianas, as quagonbtidas desprezando todos os
termos aém do terceiro na equag (3.13). Em tal caso, a sokug correspondas elipses

o = 1 [1+ €005 o) (3.15)

ondee e ¢g sao constantes de integéax; e correspondem, respectivamente, a excentricidade
dasorbitas e a pos#p angular inicial. Procuremos @otpor correges perturbativas, que cor-
respondem arbitas quase-newtonianas, dadas em termos @agias dos pametrosvi?/L2,
Q?/L? e AL? de modo que: a sol@p geral(¢) possa ser escrita como unéis da forma

W=Wo+W1+W+...,
ondewp, Wy , Wo, etc., 0 fun@es tais que

Wo > W1 > Wo > ...

Assim, considerando apenas os termos de primeira ordem em todosaosepas e pe-
guenas excentricidades, ou seja, somente primeira ordee) temos que a equag que @ a
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corre@o de primeira ordera

d?wy aM3 Q°M ALY /6M2 QM ALY
— = — - — ecoq ¢ — ¢o) - 3.16
doz "MT @ T @ taws ( KT |v|3> 9~ 90) (3.16)
Para um grandelmmero de revolu@ies a equap (3.16) tem como solao

M /3M2 Q2 ALS .
W1 >~ F (?_E_W> ¢eS|n(¢—¢0). (317)

Assim, com corre@o aé primeira ordem, temos

M M /3M2 @ ALS
W:W0+W1:p[1+e*001¢—¢0)]+ ( >

2\ 22~ W) gesin(¢ —¢o). (3.18)

Definindo X X ]
3™ Q- AL
fo="1z "2 ow (3.19)
temos
M .
W 5 [1+ecos(¢ — go) +Bogesin(¢ — ¢o)], (3.20)
ou ainda
M
W= 5 [1+ecos(¢ — o — Log)]. (3.21)
Vemos quev & uma fun@o perodica, cujo peodoé
2T 2n(1+ o) (3.22)
1-No o |
Assim, 0 avanc¢o do periastro por revdiogorbitalé
6rM? AL®\  mQ?

Podemos ver que, com relagao que se obim no caso Schwarzschild-anti de Sitter &dice
B), a carga ddtrica contribui no sentido de diminuir o avanco do periastro.

3.3 Desviodaluz

No estudo do desvio da luz, consideramos as g&iad nulasx = 0 e a equago (3.13)

torna-se )
STVZ+W—3MW2+2Q2W3:0. (3.24)
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Na equago (3.24) fica evidente que a constante cosgioh rao influencia no movimento
da luz, de acordo ea com o que havia anteriormente sido notado no caso Schwarzschild-anti
de Sitter (A@ndice B).

Consideremos inicialmente um feixe de luz que passa suficientemente longe da estrela, de
forma que osiltimos dois termos da equig (3.24) 80 apenas pequenas pertules; Neste
caso temos
Wo = %cosq) , (3.25)

ondeb & o pametro de impacto e representa a menodish que o feixe de luz atinge da
estrela durante o seu movimento em linha reta quando se desprezam os efeitos gravitacionais
(figura 3).

raio de luz

Figura 3: Paametro de impacto

De maneira a@loga ao caso do avanco do periastro, procuramos por desggrturbati-
vas, dadas agora por jgoicias dos pametrosa = M /b e B = Q?/b?, de modo que a solég
w(¢) seja dada por

W = Wo + QW1 + ot®Wo + BW3 + B2Wa+ afws + . .. (3.26)

Substituindo a equag (3.26) na equap (3.24), vemos que as corées contendo termos
até a ordem dé1?/b” e Q?/b? vém das equdies

d2W1 3.

402 +wp = 6sm2¢ (3.27)
2 2

%erz = 6wlsin¢+3vvf(M—2%sinq)) (3.28)
d2W3 2 . 3

T()z—i_ws = —t—)Sln (P (329)
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As solu@es paravi; e ws sao

wp = %)(3+coszp) (3.30)
Wy = %(3¢cos¢—23in¢—sin¢co§¢). (3.31)

Percebe-se quedw; & da ordem dex e que(Q?/b)w; & da ordem d¢g8. Portanto, ambos
nao pertencem equago parany, que tem ergo a solugo

3

W= —7g

20¢ cosp — 11sing + 4sing cos ¢) . (3.32)

Desta forma, a sol@p corrigida com termos da ordem & /b? e Q?/b? &

smq) ( 3Mm?
b 2b2 1603 (

(3¢ cosp — 2sing —sing cos ¢) .

QZ
T 208

3+cos) — 20¢ cosp — 11sing + 4sing cos ¢)

(3.33)

Para obter o desvio da luz, seguimos o procedimento UBUBSMERNO, 1992). Na figura
2 vemos que os valores gepara 0s quais/ se anula 3o osangulos das ag#otas, que desig-
namos por-¢1 e w + ¢o. Substituindo-se estes valores na eGua@.33) e expandindo-a para
pequenos valores dg e ¢,, obtemos o desvio da luz, géepor defini@o, ¢1 + ¢o:

M 3rQ?  15mM?

0=~ t a

(3.34)

Observa-se que a cargé&tlca atua no sentido de diminuir taégrh o desvio da luz em
relagio aos casos Schwarzschild e Schwarzschild-anti de Sittén@ige B) e que a express
(3.34) se redua equivalente destes casos no limite em que a caggacel e a constante cos-
molbgica respectivamente desaparecem.



4 GEODESICAS, AVANCO DO
PERIASTRO E DESVIO DA LUZ:
CASO COM ROTAC AO

O estudo das geédias da ratrica KN conforme apresentada na&@®@.4.5 em sua gene-
ralidadeé uma tarefa complexa e foge ao escopo do presente trabalho. Podemos, entretanto,
restringir o estud@s geoésias do plano equatorid#l,= n/2. Neste caso, os elementos (2.25)
se reduzem a

2M Q2
Ot = _<1—T—|—r—2>
2aM  a@?
Gy = —<T—r—2>
r2
Or = A (4.1)
Jee = O

2Ma?2  a?Q?
2 2
= r4a +—

Esta netrica, que representa o plano equatorial de um buraco negro carregado e aoy rotag
€ aceita tambm como uma aproximag para a geometria no exterior a uma estrela eletrica-
mente carregada e em rodaq(no plano equatorial). Assim sendo, faremos uso dessa apré@dimac
para estimar o avan¢o do periastro e desvio da luz causados por objetdsiasgr@iom tais
caracteisitcas, conforme descrevemos a seguir.

4.1 Equa@es de movimento na ratrica de Kerr-Newman

A métrica de KN tem os mesmos tipos de vetores de Kilingn associados metrica
de RNAdS, representando, respectivamente, as simetrias temporal e axial da meamasEnt
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guantidades conservadas neste caso s

E = —gu&Hu’ = —guu — grpl?, (4.2)
L= guvnu’ = groU' +ggou”
e m a mesma interpretag fisica que no caso égico.

Das equafjes (4.2), obtemos as primeiras integrais

ot = Jol+9p0E

= , (4.3)
9 — 9t 9oo
L E
o — Sttt Gk 9[4’2 : (4.4)
Git9os — Gty
e o termo recorrentgqu — 0it9¢¢ Pode ser identificado como
2
2aM  aQ@? 2M Q2 a?Q? 2Ma?

= r’+a?+Q*—2Mr=A.

A normaliza@o da quadrivelocidade resulta taenibem uma primeira integral da egéac
de movimento
u_ t\2 t 0 0\2 _
Ug U = gt (U1)“ + 20tp U u? 4 gy (U?) = K, (4.6)

onde, novamentes vale —c? para geoésias tipo-tempo e 0 para gésiis nulas.

Ha ainda uma quarta constante do movime@ARTER, 1968), entretanto, sua utilizag
requer uma abordagem do tipo hamiltoniana, caeénnecesaria no presente estudo.

Substituindo as equaes (4.3) e (4.4) na equag (4.6) e, aps um certo algebrismo, obte-
mos

1
o (uU)? = % (L%t + Eggo +2LEQy) = . (4.7)

Substituindo-se os valores dg, ¢, 9rr, 9p9 €A Na equago acima, ficamos com
LMk (L—aE)?+2aE(L —aE) — k(a®+ Q%) 2M(L —aE)?
r r2 - r3

200 aE)2
+Q(Lr—4aE) B4k (4.8)

(u)?

DefinindoZ = L — aE, que correspond& componente axial efetiva do momento angular da
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parficula de teste, ficamos com a eqaac

2Mx  Z?+2aEZ—k(a®+ Q%) 2MZ? Q%72
w2 MK +2a 2K(a +Q°) - +Q4 _E24x, (4.9)
r r r r
a qual pode ser escrita na forma
1 r\2
SW)TFVeri(r) = &, (4.10)
onde definimos
1[2Mk  Z?+2aEZ—-x(a®+ Q%) 2MZ? Q°7?
V, = = — 411
eff(r) 2 r + r2 r3 + r4 :|7 ( )
2
e - E;K. (4.12)

Novamente, como no caso asto, vamos fazer a substitéigr — w= 1/r. Pela regra da
cadeia, temos que

o
; u? dw o [ Gl +GE\ dw
_ — _r - T ) W 4.13
w2 d¢ ( A d¢ (4.13)
Para explicitar estaltima rela@o, temos de manipular o termo
X=r2 =0 4.14
( A (4.14)

Substituindo os coeficienteg e gy da nétrica (4.1) e reagrupando os termos obemos

1 1
X = Z[A(L—aE)+r2aE—a2(L—aE)}:Z(AzjtrzaE—azZ)

= Z+g(r2E—aZ). (4.15)

Além disso, definindo

P=r%E-az, (4.16)
obtemos
=]
x:z+%a (4.17)

Substituindo esse resultado na eq@@4.10), vemos que a mesma podéerder escrita

2 2
%(3—‘(2’) (Z—l— %)) +Verr(w) = ¢, (4.18)

na forma

com

Vet (W) = % {2Mkw+ [Z2+2aEZ - k(a®+ Q)| w—2MZ2wW? + Q?Z%w*}.  (4.19)
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Derivando erdo a equado (4.18) em relé@p a¢, obtemos
d2w aP\? dwd |1 aP\? 2aE K 5,
W(l Z_A> —i—%% §<1+ﬂ> +W|:1—|—7—?(a +Q)

M
+KZ—2 _3MWA 42023 =0,  (4.20)

gueé a equago fundamental a ser resolvida para obtermos as curvaggjead da geometria
de Kerr-Newman. Como no caso &sto, a fim de encontrarmos soligs na forma angica,
faremos isso atra@s de netodos aproximativos.

4.2 O avanco do periastro

Para determinar o avanco do periastro, fazemes—1, e a equago (4.20) fica

ﬂv 1_|_a_P 2+d_Wi 1’ 1_|_£ ?
d¢2 ZA do d¢ |2 ZA z 72

Fw {1+@+ L@@
_% MW 4+ 2QPWR =0,  (4.21)

Para grandes valores dé¢pequenos dej), o termo(1+ aP/ZA)? pode ser expandido erdrie
de poéncias dev na forma

2
<1+ ;—D = Ao+ AtW+ AW + O (WP), (4.22)

cujos os tes primeiros coeficientefg dados por

aE\ 2
—[14+=
o= (1+5)
4aEM akE
A= 1+ — :
1 = <+Z>, (4.23)
2 2.2 2
pp—2 1+a—E 4aEM°  aE(a”+Q°) N 2aEM .
Z Z Z Z

Considerando-s& > (M?,Q?,a%) e Z2 > (Q?,a?) ficamos com a equag

d2w aE\? 4aEM aE a®+Q@ _aE
W[(”?) +T<1+7>W +<1+T+2?>W
dw\ % [2aEM aE M 5
+<%> {T<1+7>]—?—3M\N2+2Qw3_0. (4.24)

Vamos erdo resolver a equag (4.24) por meio de duas abordagens que, embora seme-
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Ihantes, diferem pelos tipos de aproxiraas feitas.

4.2.1 Primeira abordagem

Inicialmente, escrevemos a eqaag4.24) na forma

d2w aE\ 2 a®+ Q@ 2aE M 5
dT>2<1+7> +<1+ o7+t )W—?+3MW2—2QVV3

d?w [4aEM aE dw\ ? [2aEM aE
(@) D) em

Procuramos e&b por uma soluo aproximada da form@v ~ wp + w;) ondewp € uma

primeira aproximago e corém somente termos da ordem dg'r) e w, & uma corrego da
ordem de(1/r?). Assim temos as equaes paravg

d?wo aE\ 2 2+Q? 2aE M
1. 2 L _M 4.26
d¢2(+2)+(+ 72 +Z>W0 72 (4.26)

Para diminuir o amero de termos nas eq@&s, usaremos as defidgs dos coeficientes
Ag e A; dadas em (4.23) e definimos ainda a constante

. @+Q* 2aE
B=1+——+—. (4.27)
Assim, a equado (4.26) fica
d2W0 M
AOT’)Z‘FBWO— 72 (4.28)
cuja solu@oé da forma
M B
Wo = 53 {1+ €cos, / A—O((p — ¢o)] . (4.29)
A equa@o paraw resulta, erdo,
d2wy d2wo A [dwp)?
——— +Bw = — AW — — | = 4.
A0d¢2+ W1 3mV\é 1W0d¢2 2(d¢> s ( 30)

Para pequenos valores €eessa equap pode ser aproximada por

d?wy C3amd TM? (6 A \/ﬁ
W—FBWl— W‘f’ {@ <§+ATO>} €ecos ATO(‘P — o), (4.31)
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a qual, para um grandéimero de revolu@es orbitais, tem a solég

N N IR

Portanto, a solup total aproximada para geexias tipo-tempé

W Bl\gz {1+ecos\/E(¢—¢o)}
+%[B“; (3“" Al)} \f ¢cos\/7 (9—¢0), (4.33)

ou ainda " 5
we =2 {1+ ecos\/g(q) A ¢o)} ) (4.34)
onde M /A A
1
Ny = B72 ( B +AO>. (4.35)

Vemos quev & uma fun@o perodica de péodo

2r 27
= (1+20), (4.36)

\/%(1—%) - \/%

de onde conclimos que o avango do periastro por revaloiprbitalé

8y~ 21 (”AO - 1) . (4.37)

\/%

A forma com que o avanco do periasé@apresentado na exprasg4.37) @oé apropriada

para a presente alise , mesmo quando os valores das consta@@ssbstitidos na mesma.
Com a finalidade de comparar com os resultados conhecid@n(#qe B) e comos dados de
observages, fazemos todas as substifigis necessias e expandimos em g@oicias de 17.
Assim, obtemos

8 == 75 (BM?+ 262 — a2 - Q?) + [(a + Q2 — a?E2)aE — 10M2aE]

() ws



37
4.2.2 Segunda abordagem

Podemos reescrever a eqaag¢4.24) da seguinte maneira

d2
‘PZ

M 2w [2aE a%E2 4aEM E
W= g 3MWE - 2Q%W? dw[a a a <1+a—>w]

d¢2 2B Z
2 2 2
(T () )]

Procuramos agora por uma sdecaproximada da forma ~ wg + w; ondewg € uma

primeira aproxima@o e corresponde ao limite quase newtoniang € a corre@o que se olém
considerando-se que termos coiid/Z)?, (Q/Z)?, (a/Z)? sao apenas perturbdgs, sendo
suas péncias e produtos considerados como pertencarmtdens superiores e ignorados.

Assim, temos a seguinte eqaacparang

d2W0 M

rre +wWo = 72 (4.40)
cuja solu@o ja nose familiar
M
Wo = -5 [1-+ecog( — go)]. (4.42)
Por outro lado, a corré@w; satisfaz a equap
d?wy d?wy [aE  a’E2  4aEM a2+ Q? 2aE
3MwE — = - 4.42
gz T T d¢2{ Zz Tz Wo| Wl t— ). (442
que, resolvendo para pequenas excentricidades e muitas @®|nps d
M1 a® Q*\ , 2aEMP
~ 3M2+a%E2 - = )+ =]. 4.43
W 22{22< TaE Ty 2>+ 2 } (4.43)
Dessa forma, a solég completa em primeira aproxingsnas pdnciasde 1z° &
M
~ —; [1+ecos9 —Aog — 9o)] (4.44)
onde definimos 2E2 2 ) 5
1 E2 a2 Q 2aEM
A M? + = . 4.4
0= 72 (3 2 22 ) Tz (4.49)
Neste caso temos que o0 avanco do periasttado por
T AmaEM?
8p = o5 (BM? +&’E% —a” — Q) + ——5—. (4.46)
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Vemos que os resultados obtidos, (4.38) e (4.46) diferem apenas por termos da ordem
de (1/2)3 e, possivelmente, em refag aos de ordens maiores, o cueonsistente com as
aproxima@es feitas. Em ambos os casos, em aproxirea@é a ordem dg1/r)? e 1/Z?, a
carga edtrica atua no sentido de diminuir o avanc¢o do periastro emaelag que se obin no
caso de Kerr (Apndice B).

Vemos tamBm que, diferentemente do casoaisp, a energia da pactla aparece expli-
citamente na expreds para o avancgo do periastro, e que o avanco do per@astmementado
sea e Z téem a mesma dir@p (sinais iguais) mas diminudo sea e Z tém dire@es opostas
(sinais distintos).

Embora seja este estitimo resultado da Eq. (4.46) o que corresponda ao obtido ante-
riormente no limite em que a cargegica se anulaé o resultado (4.37) que, pelo menos a
principio, parece ser de maior interesse do ponto de vista est@mfja que para oetlo rdo
consideramoa priori que a rotago seja apenas uma pequena perti@balp caso estico.

4.3 Desviodaluz

Para obter o desvio da luz, fazemos- 0 na equago (4.18), que e@b se reduz a:

1 1L aP\?
2 ZA

—3Mw? + 2Q°wW° = 0. (4.47)

2aE

d?w aP\? dwd
1+ +w 1+7

d02\""za) Tdods

Fazendo uma aatise das equdgs (4.21) a (4.24), vemos que a cargzreda  aparece
em termos da ordem dg/r)3 e maiores na equag (4.47). Tentar obter o desvio da luz
usando o mesmo procedimento da subee@.2.1) implica em obtermos a cordecpara a
ordem de(1/r)3 e isto leva a um demasiadéimero de termos a serem manipulados. Vamos
enfio obter o desvio da luz no plano equatorial do espaco tempo de Kerr-Newmaes atoav
mesmo procedimento descrito na suldse@.2.2).

Iniciamos reescrevendo a eqaag4.47) na forma

2
((;ITVZ—I—W:&VIWZ—ZQZWS—

d?w 2aE+a2E2+4aEM 1+aE w
d¢2 | Z Z2 Z Z

2aE dw\ ? [2aEM aE
(PR v

onde usamos novamente a ex@En@.22), com os coeficientes dados em (4.23).
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Em pontos muitos distantes, onde os efeitos da gr@otg&go o pequenos que se pode
desprea-los, a equaip (4.48) torna-se

d2W0
W +wp =0, (4.49)
com solu@o
Wo = %simp. (4.50)

A constante de integrag b tem a mesma interpret@ag que no caso e€dico, sendo o
palametro de impacto.

Procuramos e&b por uma sollip aproximada da forma~ wp+w; ondew; é a corre@o
que se olim considerando-se que termos cdiMy Z)?, (Q/Z)?, (a/Z)? sao pequenas perturkizes.
Com isso, a equap parav;, sela

d?wy d®w; [aE = &’E? 4aEM 2aE
07 ' fwy = 3Mw3 — d(le [— 7+TW°] —Wo <7> (4.51)
cuja solu@oé
2p2
wl= % (—Egbcosd)) M [<1+ 2617E) cosz(/>+1]
2
2)3 (3¢ cosp — sing cos ¢ — 2sing) . (4.52)
Assim ficamos com
2p2
W %(smq) a22 ¢cos¢> [<1+ 27E> cosz¢+1]
2
5)3 (3¢ cosp — sing cos ¢ — 2sing) . (4.53)

Com isso, podemos obter o desvio da luz utilizando o mesmo procedimento que no caso
esttico:

1

3nQ?Z2
b(a2E2 — 272)

= (4.54)

8¢ ~ {4MZ(aE+Z) + ma’E% + % (Z+aE) -

Expandindo a exprede (4.54) em p@ncias de 1b e dezprezando termos da ordem de
(a/Z)?, obtemos
aMm aE\ 3nQ?

Novamente, como no caso atto, vemos que a cargaédlica atua no sentido de diminuir
a deflexdo da luz em reld@p ao que se obin no caso sem cargatica (A@endice B).
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Vemos tamBm na expre$® (4.55) que, como no caso do avanc¢o doghierio desvio da
luz &€ aumentado sge Z tém a mesma dirép mas diminudo sea e Z tém dire@es opostas
gue e & a presenca de um termo contendo a enéigia



5 ULTIMAS CONSIDERAC OES

O principal objetivo deste trabalho foi o de se utilizar a degoriglativstica da gravitago
no estudo do avanco do periastro e da défleda luz como forma de um exeio introdubrio
aos fundamentos da relatividade geral.

A escolha dos espacgos-tempos de Kerr-Newman e de Reissner-NHordstti de Sitter
deveu-se ao fato de os resultados obtidos nestes casaerem amplamente difundidos como,
por exemplo, os resultados obtidos nos casos Schwarzschild e Schwarzschild-anti de Sitter (lis-
tados no Agndice B) sendo que, inclusiveamfoi posével encontrar na literatura resultados
do caso KN para que pudessem ser comparados com os obtidos no presente estudo.

Comparando os presentes resultadosif{obgs 3 e 4) com os resultados encontrados na
literatura tratando do avanco do perias@elALIASOS, 2001} e da defle&o da luz GERGELY;
BARBARA, 2006¥ no espaco-tempo de Reissner-Noriksty vemos que estes &stem plena
concor@ncia.

Ambos os resultados chamam a atempelo fato de a cargaéattica contribuir no sentido
negativo, ou seja, no sentido de diminuir tanto o avanco do periastro, quanto adelfiexz e
ambos sugerem que podem haver cobelscem que estes se anulem.

Utilizando o resultados conhecidos sobre obsd@agio avanco do pétio de Merdirio
e da defle&o de raios de luz no campo gravitacional do Sol, podemos utilizar asGeguac
(3.23) e (3.34) para obter um valoraximo que a carga efrica do Sol poderia assumir sem
modificar consideravelmente a trajga das partulas de teste. Se desprezarmos a constante
cosmobgica, chegamos a conclisde que a cargaéttica do Sol deve ser da ordem de4D
para exercer efeito comgarel com as incertezas nos dados observacionais sobre avanco do
perielio e desvio da luz pelo Sol. De fatdm ha indcios sequer de que esta atinja valoges t
elevados..

LEste artigo trata do avanco do periastro deipakis carregadas e utiliza outro procedimento para obter-se a
solu@o das equdigs.

2Embora este artigo trate de lentes gravitacionais em mundos-brana, tanto &esggaanto o procedimento
usado para soluci@alas §io0 os mesmos que o equivalente caso em relatividade geral.
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Por fim, e talvez o mais interessante neste estudo seja a perspectiva déaplasesulta-
dos aqui obtidos no estudo do campo gravitacional das chamadas magnetais,egieetas de
néutrons cuja emig® e evolugo $.0 dominadas por seus intensos campos &tags HEYL,
2005) e de relevante interesse astiob. Neste caso, a geometeideterminada por um intenso
campo magetico, diferentemente das estrelas carregadas. Entretantoigsodsassociar ter-
mos do tipo< Qa > com o0 momento magatico da magnetar, utilizando assim a geometria
de Kerr-Newman como uma primeira aproxiraagao campo gravitacional de tais estrelas e
estimar os efeitos desses campos néigas intensos no movimento de objeto8¥Imos.



APENDICE A - UNIDADES E DIMENS OES

Em relatividade gera@ comum o uso de um sistema de unidades geometrizadas, e qual
definido de forma que a constante de grad@tagniversaG, e a velocidade da lug, s3o postas
iguais a um:

G=c=1

Neste sistema de unidades, grandezas que eram previamente medidas em unidades de com-
primento, massa e tempo passam a ser todas medidas éntipstde unidades de compri-
mento. A tabela 2 mostra alguns fatores de co@gersais usuais entre 0s sistemas Internacio-
nal de unidades e o de unidades geometrizadas

Tabela 2: Unidades geometrizadas

Grandeza Bnbolo Unidade Conved®
geometrizada
Massa M L GM/c?
Comprimento L L 1
Tempo t L ct
Energia E L GE/c¢*
Carga edtrica q L (G/4meg)/?/c?
Momento linear p L Gp/c
Momento angular J L2 GJ/c3
Momento angular I L l/c

por unidade de massa
Energia de umarbita € adimensional g/c?
por unidade de massa

No caso espéfico da carga @trica, podemos definir genericamente o fator de coiweers
de qualquer sistema de unidades para o de unidades geometrizadas

1
? Glﬁb

ondekc € a constante da lei de forca de Coulonthaependente do sistema de unidades.
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Este sistema de unidades geometrizadas pode ainda ser expandido, se iguailaricade
tambem a constante de Boltzmaria,

A titulo de curiosidade, a tabela 3 cent algumas constantes dadas nos sistemas cgs/Sl e
de unidades geometrizadas.

Tabela 3: Alguns valores nugricos comparativos

Grandeza cgs/Sl Geom.
Massa do Sol  D89x 10%3g 1.475km
Massa da Terra .877x 10°’g 0.443cm

Massadalua B5x10?°g 545x10 3cm




APENDICE B - RESULTADOS ANTERIORES

Este agndice trata dos resultados obtidos para o avanco do periastro eéadafkeluz nos
espacos-tempos de Schwarzschild-anti de Sitter e de Kerr.

B.1 Resultados para o caso Schwarzschild-anti de Sitter

Da métrica (2.12) ol#m-se as equaes para 0 movimento de p@&dlas de teste

d?w M A
e de raios de luz
d—21\'+w—3mw2 (B.2)
do? = ) .

Como notado inicialmente por Islans(AM, 1983 apud-REIRE; BEZERRA; LIMA 2001),
a constante cosmadjica rao exerce inflancia no movimento de raios de luz.

Das equages (B.1) e (B.2), Islam obteve expréss para o0 avanco do periastro por revatug
orbital e para o desvio da luz:

6mM? AL8
3¢prec: T (1_ W) ’ (B-3)
e
s0="0" (B.4)

respectivamente.
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B.2 Resultados para o caso Kerr

A partir da netrica (2.23) podemos obter as eqiesg para o0 movimento de patlas de
teste e de raios de luz:

ﬂv 1_}.@ 2_|_d_Wi 1' 1_|_a_P ’ +w 1+261_E+a_2
d¢2 ZA ¢ do |2 ZA z 72
M
—?—3MWZ:O. (B.5)
ﬂv 1 i) 2_|_d_Wi } 14.@ ’ +w 1+28'_E
d¢?2 ZA dod¢ |2 ZA Z
—3Mw? = 0. (B.6)

Seguindo erdo as mesmas aproxintes que Krori & BaruaKRORI; BARUA, 1986) obte-
mos o avancgo do periastro por revdogorbital e o desvio da luz:

6mM?2 2a
3¢prec: 7 (1+ 3_ZE> s (B-7)
4M a
59 =+ (1+ ZE) . (B.8)

Tanto o avanco do periastro, quanto o desvio dadurasimentados see Z tém a mesma
direcdo mas &o diminudos sea e Z tém dire@es opostas. Outro fato a ser notaque a
constantde aparece explicitamente nas expiess(B.7) e (B.8).
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