UNIVERSIDADE FEDERAL DE SANTA MARIA
CENTRO DE CIENCIAS NATURAIS E EXATAS
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA

Luiza Santos Morin

MODELOS EPIDEMIOLOGICOS EM TEMPO DISCRETO

Santa Maria, RS
2022



Luiza Santos Morin

MODELOS EPIDEMIOLOGICOS EM TEMPO DISCRETO

Dissertagdo de Mestrado apresentada ao Pro-
grama de P6s-Graduacao em Matematica, Area
de Concentracdo em Biomatemadtica, da Uni-
versidade Federal de Santa Maria (UFSM, RS),
como requisito parcial para obten¢do do grau de
Mestre em Matematica.

ORIENTADOR: Prof. Luiz Alberto Diaz Rodrigues

Santa Maria, RS
2022



Morin, Luiza Santos |

MODELGCS EPI DEM OLOd COS EM TEMPO DI SCRETO / Lui za
Santos Morin.- 2022.

48 p.; 30 cm

Oientador: Luiz Alberto Diaz Rodrigues

Di ssertacdo (mestrado) - Universidade Federal de Santa
Maria, Centro de Ci éncias Naturais e Exatas, Programa de
P6s- Graduacao em Matenatica, RS, 2022

1. Epidem ol ogia 2. nodel os matemati cos di scretos 3.
endema |. Diaz Rodrigues, Luiz Alberto Il. Titulo.

Si stema de geracdo automatica de ficha catal ografica da UFSM Dados forneci dos pel o
autor(a). Sob supervisédo da Direcdo da Divisdo de Processos Técnicos da Biblioteca
Central. Bibliotecaria responsavel Paula Schoenfeldt Patta CRB 10/1728.

Declaro, LU ZA SANTOS MORIN, para os devidos fins e sob as penas da
lei, que a pesquisa constante neste trabalho de conclusdo de curso
(Dissertacdo) foi por mm elaborada e que as informagcdes necessarias
objeto de consulta em literatura e outras fontes estdo devidanente
referenci adas. Declaro, ainda, que este trabalho ou parte dele n&o foi
apresentado anteriornente para obtencdo de qualquer outro grau
académ co, estando ciente de que a inveracidade da presente declaracéo
poderd resultar na anulacdo da titulacao pela Universidade, entre outras
consequénci as | egai s.



Luiza Santos Morin

MODELOS EPIDEMIOLOGICOS EM TEMPO DISCRETO

Dissertagdo de Mestrado apresentada ao Pro-
grama de P6s-Graduacao em Matematica, Area
de Concentracio em Biomatemadtica, da Uni-
versidade Federal de Santa Maria (UFSM, RS),
como requisito parcial para obtencdo do grau de
Mestre em Matematica.

Aprovada em 25 de agosto de 2022:

s v

Luiz Alberto Diaz Rodrigues, Dr. (UFSM)

(Presidente/Qrientador)

Diomar Cristina Mistro, Dra. (UFSM)

Hele, Bhanvts Margpas

[
*(}oice Chaves Marques, Dra. (FUﬁG)

Santa Maria, RS
2022


luiz
Texto digitado


luiz
Lápis

luiz
Lápis


AGRADECIMENTOS

Agradeco a Deus pela vida e pelas oportunidades concedidas. Aos meus pais e ao meu
irmdo que sempre me apoiaram e acreditaram em mim.

A Universidade Federal de Santa Maria-UFSM, ao Centro de Ciéncias Naturais e
Exatas-CCNE e ao Programa de Pos-Graduagcdo em Matemdtica, por terem me proporcionado
a formagdo de qualidade e proporcionado o avanco nos meus estudos.

A meu orientador;, Luiz Alberto Diaz Rodrigues, por ter me orientado ao longo do mes-
trado, na escolha das disciplinas e apos na elaboragdo dessa dissertacdo.

Obrigada aos professores do programa pela formagdo e conhecimentos ensinados ao
longo do curso. Em especial a Celene Buriol, que me apoiou ao longo das disciplinas, pelas
conversas e motivacdo ao longo da pandemia, ao professor Luiz Alberto e a professora Diomar
Cristina Mistro que foram fundamentais nas disciplinas de Biomatemdtica que proporcionaram
aporte na elaboragdo da dissertagdo.

Deixo ainda registrado meus agradecimentos as oportunidade de bolsas/empregos que
tive ao longo curso que auxiliaram na minha permanecia, a professora Sandra Vielmo, pela
oportunidade de bolsa na secretaria da OBMEP, a Clinica de Estudo EURECA, onde tive a
honra de ser professora e a Central de Tutoria do CCNE, na qual além de colegas fiz muitos
amigos.

Por fim, mas ndo menos importante, gostaria de agradecer aos meus amigos pela com-
preensdo e suporte. Em particular a Luciane Tonet, a Maisa lora, a Moisés Rutkoski, a Adriana
Aires, a Andressa Paola, a Luiza de Paula, aos demais amigos que estiveram comigo durante
esse periodo, aos parceiros de truco e aos que me deram pouso ao longo desse semestre.

Muito obrigada, sem vocés, nada disso seria possivel!



Nao sdo as nossas habilidades que reve-
lam quem realmente somos. Sdo as nossas

escolhas.

(Alvo Dumbledore)



RESUMO

MODELOS EPIDEMIOLOGICOS EM TEMPO DISCRETO

AUTORA: Luiza Santos Morin
ORIENTADOR: Luiz Alberto Diaz Rodrigues

Em uma endemia, uma doenca infecciosa permanece prevalente, em baixos niveis, na popu-
lagdo. Neste trabalho, sdo estudados trés modelos matemdticos de tempo discreto para uma
doenga endémica: os modelos SIR, SIER e SEIRS. Para a andlise qualitativa dos modelos sdao
utilizadas técnicas de Sistemas Dindmicos Discretos, através das quais se determinam as solu-
coes de equilibrio e sua estabilidade e o Numero Reprodutivo Bésico de cada modelo. Além
disso, os resultados sdo ilustrados através de simulagdes numéricas. Uma comparacao cuida-
dosa das propriedades dos modelos revela que todos eles apresentam oscilagcdes amortecidas, a
medida que o nimero de suscetiveis, infecciosos e recuperados se aproxima do equilibrio endé-
mico. No modelo SEIR o periodo de laténcia retarda a propaga¢do da infec¢do em comparagao
com o modelo SIR. Quando ha perda de imunidade (modelo SEIRS) os niveis de infecciosos
sdo mais altos.

Palavras-chave: Epidemiologia, modelos matematicos discretos, endemia



ABSTRACT

EPIDEMIOLOGICAL MODELS IN DISCRETE TIME

AUTHOR: Luiza Santos Morin
ADVISOR: Luiz Alberto Diaz Rodrigues

In an endemics, an infeccious disease remains prevalent, in low levels, in a population. In this
work, three discrete time mathematical models for an endemic disease are studied: the SIR,
the SEIR and SEIRS models. For the qualitative analysis of the models, Discrete Dynamical
Systems techniques are used, through which the equilibrium solutions and their stability and the
Basic Reproductive Number of each model are determined. In addition, the results are illustra-
ted through numerical simulations. A careful comparison of the properties of the models reveals
that they all exhibit damped oscillations as the number of susceptible, infectious, and recovered
approaches the endemic equilibrium. In the SEIR model, the latency period slows down the
spread of infection compared to the SIR model. When there is loss of immunity (SEIRS model)
the levels of infectious are higher.

Keywords: Epidemiology, Discrete mathematical models, endemics
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1 INTRODUCAO

Os modelos matemaéticos t€ém desempenhado um papel muito importante no estudo de
propagacdo de doencas infecciosas, principalmente a partir da década de 1920 com os trabalhos
de Kermack-McKendrick e Reed-Frost (Britton, 2003; Keeling and Rohani, 2008). Recente-
mente, o aparecimento de novas doengas e o ressurgimento de outras impulsionaram a expansao
de trabalhos nessa drea.

A grande maioria dos modelos epidemioldgicos na literatura consideram o tempo como
varidvel continua. Neste caso, os modelos sdo descritos através de equacdes diferenciais or-
dindrias. No entanto, desde que os periodos latente e infeccioso de muitas enfermidades sdao
relativamente bem definidos, € razodvel construir modelos em tempo discreto. Outro argu-
mento que reforga esta escolha € que os dados s@o coletados e relatados em unidades discretas
de tempo (dias, semanas) o que permite a escolha da unidade de tempo para o modelo. A fer-
ramenta matematica utilizada para representar modelos discretos no tempo sdo as equagdes a
diferencas. Além disso, esses modelos sdo mais acessiveis do ponto de vista matematico o que
torna mais fécil a interacdo com profissionais da saude.

O objetivo deste trabalho € estudar modelos matematicos discretos para endemias. Os
modelos sdo caracterizados por descrever o comportamento de doengas infecciosas de trans-
missdo direta. O trabalho proposto tem cardter tedrico, no sentido de que nao serd aplicado
a nenhuma situacao especifica. Outrossim, pretende-se desvendar a dindmica dos modelos e,
dessa forma, mostrar os possiveis comportamentos qualitativos da propagacdo de doencgas in-
fecciosas.

Essa dissertacdo € estruturada da seguinte forma:

No capitulo 2, é apresentado o modelo SIR, para doencas em que a populagcdo pode ser
dividida em Suscetiveis, Infecciosos e Recuperados.

No capitulo 3, o modelo SEIR ¢é desenvolvido. Esses modelos sdo adequados para en-
fermidades em que hd um periodo de laténcia ap6s a infeccgao.

No capitulo 4, 0 modelo SEIRS, que considera imunidade tempordria, € estudado.

As consideragdes finais sdo apresentadas no ultimo capitulo.

1.1 MODELAGEM MATEMATICA EM SISTEMAS EPIDEMIOLOGICOS

Segundo Allen (2007) ha trés etapas bédsicas na modelagem matemdtica em sistemas bi-
olégicos: (1) Formulagdo de um modelo matemadtico para representar com precisdo o processo
ou sistema bioldgico subjacente em estudo, (2) aplicacdo de técnicas mateméticas para enten-
der o comportamento do modelo e (3) interpretacdo dos resultados do modelo para determinar
se sao obtidos resultados bioldgicos significativos. Com o propdsito de aplicar tais passos, for-

mulacdo, andlise e interpretacdo a teoria matematica subjacente, ferramentas e técnicas devem
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ser cuidadosamente aplicadas e completamente compreendidas.

Modelos matemadticos de processos e sistemas bioldgicos sdo frequentemente expressos
em termos de equagdes a diferencas ou equagdes diferenciais. A razdo para esses tipos de
modelos € que os processos bioldgicos sd@o dindmicos, mudando em relacdo ao tempo, espago,
ou estdgio de desenvolvimento. Portanto, as trés etapas da modelagem matemdtica requerem
conhecimento da teoria matemadtica tanto para equacdes diferenciais quanto para equacdes a
diferencas.

Para tanto, nesse trabalho cabe apresentarmos algumas defini¢des. De acordo com Kee-
ling e Rohani (2008), doencas infecciosas sdo classificadas como agudas ou cronicas. O termo
aguda refere-se a infec¢des “rdpidas”, onde a resposta imune relativamente rdpida remove pa-
tégenos apds um curto periodo de tempo (dias ou semanas). Exemplos de infec¢des agudas sao
Gripes, Cinomose, Raiva, Varicela e Rubéola. As infec¢des cronicas, por outro lado, duram
muito mais tempo (meses ou anos), alguns exemplos incluem Herpes e Clamidia.

Epidemia ou doencas epidémicas sdo prevalentes em uma populacdo apenas em mo-
mentos ou circunstancias particulares, ja na Endemia ou doencas endémicas que sdo habitu-
almente prevalentes numa populagdo (BRITTON, 2003). A Pandemia ¢ quando uma doenca
epidemia tem larga distribui¢do geografica, ou seja, atingindo mais de um pais ou de um conti-
nente. Um exemplo € a epidemia de AIDS que atinge todos os continentes (PEREIRA, 2007).

O Numero Reprodutivo Basico (Ry) é o nimero médio de infec¢des secunddrias pro-
duzidas por um tnico individuo infectado durante todo o seu periodo infeccioso, em uma popu-
lacdo inteiramente suscetivel. Quando a populagdo for grande que pode se desprezar as infec-
coes que vao sendo produzidas, o Ry mede a velocidade inicial de crescimento de uma doenca
(QUARTIERI, 2004).

O nimero de individuos infectados na populagdo, em um determinado tempo, é chamado
de prevaléncia da doenca, esse € o resultado que o sistema de equagdes fornece. A incidéncia
de uma doencga € o nimero de novos casos produzidos por unidade de tempo. Em geral, a
incidéncia provém dos dados epidemioldgicos disponiveis.

Nos modelos apresentados nesse trabalho, os individuos sao classificados de acordo com

seu status frente a doenca:

* Suscetiveis (), individuos sauddveis que podem ser acometidos pela infecgéo;

* Expostos ou Latentes (E), individuos que foram infectados mas ainda ndo sdo capazes de

transmitir a doenga;
* Infectados ou infecciosos (7), individuos doentes que transmitem a doenca;

* Recuperados ou removidos (R), individuos que deixaram a classe de infecciosos por te-

rem se recuperado ou por morte.

Os modelos matematicos em Epidemiologia sdo, entdo, chamados Modelos Compar-

timentais e sdo usadas, como nomenclatura, as iniciais das classes envolvidas na doenga: SI,
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SIS, SIR, SEIR, etc. Dependendo da doenca, de suas caracteristicas, ou dos aspectos que se
pretendem investigar, outras classes podem ser consideradas. Na epidemia de COVID19, por
exemplo, muitos modelos consideram a classes dos assintomdticos. Alguns modelos incluem
uma classe para hospitalizados. E importante, no entanto, valer-se do principio da parcimdnia
e utilizar somente o necessario para obter uma resposta satisfatdria as perguntas de interesse.

Modelos SIR sdo apropriados para doengas que conferem imunidade permanente como
Catapora, Caxumba, Rubéola, etc. Uma fracdo dos individuos suscetiveis torna-se infecciosas
quando mantém contato com individuos infecciosos. Dessa forma, passam para a classe de
infecciosos. Apds o periodo médio de infecciosidade, recuperam-se e passam para a classe dos
Recuperados, onde permanecem indefinidamente ja que a doenga confere imunidade.

Os modelos SEIR diferem dos modelos SIR pela existéncia de uma classe de expostos,
isto é, quando entram em contato com um infectado, os suscetiveis permanecem em estado de
laténcia, sem transmitir a doenca até que passem para a classe dos infectados.

Quando h4 perda de imunidade para a infec¢@o, os modelos sdao do tipo SEIRS. Isto é,

ap6s um determinado periodo, os individuos retornam a classe dos suscetiveis.
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2 MODELO SIR

Em modelos do tipo SIR a populagdo € dividida em trés classes: S corresponde aos
individuos suscetiveis a doenca, I corresponde aos individuos infectados e capazes de espalhar
a doenga e R, de removidos por adquirirem imunidade ou por morte. Conforme Allen (2007)
o modelo ¢é aplicdvel a doencas infecciosas, como Sarampo, Varicela ou Caxumba, nas quais a

infecc¢ao confere imunidade.

2.1 MODELO SIR DISCRETO NO TEMPO

Na constru¢ao do modelo, assumimos que a populacdo estd homogeneamente misturada,
isto significa que a probabilidade de um contato efetivo entre qualquer suscetivel e qualquer
infeccioso é a mesma para toda a populacao.

Um diagrama compartimental, que ilustra o fluxo dos individuos nas diferentes catego-
rias relativas a doenca, € mostrado na Figura 2.1. A populagdo € dividida em trés classes, de
acordo com seu status em relagdo a doenca:

S; = nimero de suscetiveis no tempo ¢;

I; = nimero de infecciosos no tempo ¢;

R; = nimero de removidos no tempo .

Figura 2.1 — Diagrama de fluxo para o modelo SIR.

l's bt | 5 R

Fonte: Autora.

O modelo SIR € baseado nas seguintes hipéteses:

(i) A transmissdo da doenga ocorre por contato direto entre um individuo suscetivel e um

infeccioso. A incidéncia da doenca é dada pelo termo %, que representa o nimero total
de infectados no intervalo r a ¢+ 1. O parAmetro 8 é o nimero médio de contatos bem
sucedidos (que resultam em infeccao) feitos por um individuo infectado durante o tempo

tatér+1.

(i1) A populagdo total N € constante: a probabilidade de um nascimento é igual a proba-

bilidade de uma morte, dada pelo pardmetro . Todos os individuos que morrem sio
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substituidos pelo nascimentos de novos suscetiveis. Nao hé transmissao vertical (da mae

para o filho). A fragdo % ¢ a expectativa média de vida dos individuos.

(ii1) Individuos infectados se recuperam com uma probabilidade 7y, adquirindo imunidade. A

~ 1 ~ ;1 , . .
fracdo dada por 75 Tepresenta a dura¢@o média do periodo infeccioso.

O modelo SIR tempo discreto que incorpora as hipéteses (i) — (iii) pode ser expresso

pelo seguinte sistema de equacdes a diferencas (Allen, 2007):

Si+1 = S,—]%I,S,—f—b(I]—f—Rt),

L1 = Iz(l_y_b)+]%1t5t7 2.1

Rl+l - Rt(l—b)+ylt.

As condig¢des iniciais sdo dadas por So + Iy + Ry = N, onde Sp,lp,Ro > 0. Condi¢des

suficientes para garantir que as solu¢gdes sejam nao negativas sao:
b>0,y>0, 0<b+y<l1, 0<B<I.

Essas condi¢des impdem uma restri¢do a duragdo do intervalo de tempo (7, +1). A

duracdo do intervalo (dias, por exemplo) deve ser menor que o periodo infeccioso

Somando as trés equagdes tem-se, S;+1 + L1 +R;r1 = S; + I + Ry, e por indugdo, S; +
I; + R; = N. Ainda por indugio, prova-se que as solu¢des sdo nio negativas para todo ¢.
Como a populagdo se mantém constante, uma varidvel pode ser removida tomando R, =

N —§; —I;. Com isso, o sistema (2.1) € reduzido a duas equacoes:

Si1 = St_]%ltst+b(N_St)v

2.2)

2.2 SOLUCOES DE EQUILIBRIO

Uma solugdo de equilibrio de uma equacao a diferengas € uma solug@o constante, isto
é, uma solugdo que ndo varia do tempo ¢ para o tempo ¢ + 1. Solugdes de equilibrio (S,7) do

sistema (2.2) devem satisfazer

S = S—=IS+b(N-S),

B
I = I-Ty-Ir+ZT5.
vty

2=



Rearranjando, obtém-se o seguinte sistema para S e 1

B _
~ETS+bN—bS = 0
N ’

s
—Iy—Ib+—1S = 0.
Y + N
Somando (2.3) com (2.4) tem-se

bN —bS—1y—1Ib=0.

Isolando S em (2.5) segue ~
-~ DN—I(y+b)

Substituindo S de (2.6) em (2.4) tem-se

I[(—(y+Db)(bN)+BbN —BI(y+b)) = 0.

Logo, I =0 ou —(y+b)(bN) + BbN — BI(y+ b) = 0, que fornece

I=—"804+p) B(r+b)

Substituindo I = 0 em (2.6) tem-se

|
[
=

Usando (2.7) em (2.6) tem-se

N(y+b)
—5

Com isso, obtém-se as solucdes de equilibrios

S =

(EIJI)Z(N?O)
c o 7 (N+b) BN(B—(v+b))
St = (M5 Mg )

—(Y+b)bN+BbN _ bN(B — (y+b))‘
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(2.3)

(2.4)

(2.5)

(2.6)

(2.7)

(2.8)

(2.9

O equilibrio (S1,7;), denominado equilibrio livre da doenca, corresponde a uma popu-

lagdo que ndo tem individuos infectados. O segundo, (S,,1>), tem uma propor¢do da populagio

na classe dos infectados e € conhecido por equilibrio endémico. Esse equilibrio € positivo se, e

somente se, B > 7+ b.

E importante destacar que para o equilibrio endémico, R, o niimero de recuperados de
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equilibrio, ndo é nulo. R pode ser calculado a partir da relagio S +7+ R = N, que resulta em

Ny(B—b—7)

R="B01y

2.3 ANALISE DE ESTABILIDADE

Para determinar a estabilidade das solugdes de equilibrio usa-se andlise de estabilidade

linear, desenvolvida em detalhes no Apéndice A. A Matriz Jacobiana do sistema (2.2) é dada

por
1-b— ]EVI - ]%S
Jisn = ﬁ] 1 b B S . (2.10)
N Y N
A Jacobiana calculada no equilibrio livre da doenga (S1,11) = (N,0) é:
1-b —
o 0 1—-y—b+p
Como esta matriz € triangular superior, os autovalores sdo os elementos da diagonal
principal:
M=1-be ﬂ‘z:l—]/—b—l—ﬁ.
O equilibrio livre da doenga é localmente assintoticamente estavel se [A1| < 1e |Ay| < 1.
Neste caso,
O<A <1, pois 0<b< 1
e
0<A<l 1.
<A <l1, se s <

Essa razdo define um parametro limiar para o modelo SIR conhecido como Niimero

Reprodutivo Basico,

__B
Y+b

Se Ry < 1, existe somente o equilibrio livre da doenca e ele € localmente estivel. O

Ry

equilibrio endémico € positivo para Ry > 1.

Reescrevendo (S,,1;) em fungdo do Ry obtém-se

1 bN
B B(y+b) _(_N>(R0—1)F>- (2.12)
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Substituindo em (2.10) obtém-se a Matriz Jacobiana para o equilibrio endémico:

J5.1) 0
b(Ry—1) 1

Calculam-se:

1
TrJ=2—-bRy e detJ:l—bRo+ﬁb(1—R—).
0

O traco de J € sempre positivo pois

B
bRy =b—— < 1.
LRGN

Aplicando-se as condi¢des de estabilidade (Apéndice A) chega-se a:
1
2—bRy <2—bRy+ Bb <1 _IT> <2
0

ou, rearranjando,
1
0<B(l——=) <Ry
Ry

Essas desigualdades sdo satisfeitas porque

Portanto, o equilibrio endémico existe e € localmente assintoticamente estavel se Ry > 1.

A equagdo caracteristica de J(Ez,iz)é
A2 —TrJA +detJ =0, (2.13)

através da qual calculam-se os autovalores

2 bRy /DR — 42 (Ro — 1)

Moo= 3

(2.14)

Para bzR% suficientemente pequeno, A » s3o complexos conjugados com parte real u =

4Bb
Ry

1 1
—(2—DRy) e parte imagindria v = 3 \/ (Ro—1) —b2R3. Como ll—) representa a expectativa de

2
vida, b deve ser pequeno e v pode ser aproximado por v = %’(RO —1).

As solucdes para a perturbagdo X; do sistema linearizado sdo da forma

X; = Ar' cos(6t +B), (2.15)
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onde r = Vu? +v2, tand = e, A e B sdo constantes. A aproximagdo ao equilibrio ocorre,
entdo, de maneira oscilatéria (desde que |r| = |A; 2| < 1). Esse comportamento, que ocorre para
valores suficientemente pequenos de b, assemelha-se a picos epidémicos recorrentes. O periodo
das oscilagdes € aproximadamente

2.4 INTERPRETACAO BIOLOGICA DOS RESULTADOS

No inicio de uma pandemia, quase todos os individuos sdo suscetiveis, exceto um tnico
caso infectado.
Considerando uma populacdo em que todos sdo suscetiveis, S ~ N, com um utnico in-

fectado, I ~ 1, o ndmero de novas infec¢cdes em um intervalo de tempo é

B B

Z1.5=2.1.N=8.
N N P
L 1. . . . . .1
Como o tempo médio que um individuos permanece infeccioso é v
1
.~ —R
By =Fo

Portanto, Ry € o nimero médio de casos produzidos por um individuo infeccioso, du-
rante seu periodo de infecciosidade, em uma populagdo completamente suscetivel.

O parametro adimensional Ry, que determina a dinamica do modelo, diz se a doenga vai
se espalhar ou ndo na populacdo. Ry < 1, significa que um individuo é capaz de infectar, em
média, menos que um individuo e, neste caso, a doenga se extingue. Se, por outro lado, Ry > 1,
um infeccioso transmite a doenca, em média, para mais de um individuo suscetivel. Neste caso,
a doenga permanece endémica na populacao.

Os valores de R\ foram obtidos para doencas como Sarampo, Varicela e Variola (maio,
1983). As estimativas dependem da localizacdo e do momento em que ocorreu a epidemia. As
taxas de contato e o nivel de imunidade em uma populacdo dependem de varios fatores e podem
variar com a posicao geografica e o tempo.

A Tabela (2.1) fornece algumas estimativas para Ry para algumas doencas infecciosas

que resultaram em epidemias em grande escala (ALLEN, 2007).
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Tabela 2.1 — Tabela de Ry.

Numero reprodutivo basico

Infeccao Localizacdo e Tempo Ry
Variola Paises em desenvolvimento antes da campanha global ~ 3-5
Sarampo Inglaterra e Pais de Gales, 1956-1968 13
EUA, varios locais, 1910-1930 12-13
Coqueluche Inglaterra e Pais de Gales, 1942-1950 17
Maryland, EUA, 1908-1917 13
Sarampo Alemdo Inglaterra e Pais de Gales, 1979 6

Alemanha Ocidental, 1972

Catapora EUA, varios locais, 1913-1921,1943 9-10
Difteria EUA, varios locais, 1910-1947 4-6
Escarlatina EUA, varios locais, 1910-1920 5-7
Caxumba EUA, varios locais, 1912-1916,1943 4-7
Poliomielite Holanda, 1960; EUA, 1955 6

Fonte: Adaptado de Allen (2007).

A Assembleia Mundial da Saude declarou o mundo livre da Variola em 1980. A erra-
dicacdo da variola foi alcancada por meio de uma extensa campanha de vacinagdo (o valor de
Ry foi reduzido para um valor menor que um). O tamanho do nimero reprodutivo bésico da
uma indica¢ao da dificuldade em controlar uma epidemia ou erradicar a doenca (quanto maior o
valor de Ry, mais dificil € o controle). Uma campanha mundial de vacina¢do estd em andamento
para erradicar a Poliomelite (ALLEN, 2007).

2.5 SIMULACOES

Nesta secdo serdo apresentados os resultados referentes ao modelo SIR dado pelas equa-
coes (2.2). As simulagdes foram implementadas no software Wolfram Mathematica 10.

Com o propdsito de mostrar o comportamento qualitativo das solugdes do sistema (2.2)
apresentaremos o Diagrama de Bifurcacdo, que é definido como uma mudancga brusca no com-

portamento de um sistema dindmico em relag@o a variacdo de um parametro.
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Os diagramas de bifurcagdes para o sistema (2.2) sdo mostrados nas Figuras 2.2 e 2.3.
As linhas continuas e tracejadas indicam estabilidade e instabilidade dos equilibrios, respecti-
vamente.

A Figura 2.2 retrata um diagrama de bifurcag¢do em relagdo ao pardmetro 3 para as
solugdes de equilibrio S. Ocorre uma bifurcagdo para 8 = 0,4 que corresponde a Ry = 1, para o
conjunto de parametros escolhidos: ¥ = 0,35 e b = 0,05. Observa-se que para esse valor de f3,
o equilibrio §1 = N torna-se instdvel e o equilibrio S, = Rﬁo passa a ser estavel. Essa bifurcacao,
na qual hé troca de estabilidade entre os equilibrios, ¢ denominada bifurcagado transcritica. Na
Figura 2.3 € apresentado o diagrama de bifurcagao correspondente para as solugdes de equilibrio

I em relagdo ao pardmetro J3.

Figura 2.2 — Diagrama de bifurcacdo de S em relacio ao pardmetro 8 para N = 100, b = 0,05,

Y=0,35.
S

100

80

60+

40+

20¢

8 oz 0s o5 05 1d
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.

Fonte: Autora.

Figura 2.3 — Diagrama de bifurcacio de I em relagio ao parametro 8 para N = 100, b = 0,05,
Y=0,35.

10

A O @

00 02 04 06 o0s if

Fonte: Autora.

A partir do diagrama de bifurcacéo € possivel escolher valores de B que permitem re-
tratar os diferentes comportamentos de S, / € R em fun¢do do tempo. Considerando a popu-
lagdo total N = 100, com S =99 e I = 1, na Figura 2.4 (a) com § = 0,7, que corresponde
a Ry = 1,75, as populagdes apresentam oscilagdes com amplitude decrescente aproximando-

se do equilibrio endémico (S,1>,R;). Para valores de Ry ~ 1, as populagdes aproximam-se
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do equilibrio endémico sem apresentar oscilagdes (Figura 2.5). Para B = 0,2 (Ry = 0,5), as
populacdes aproximam-se do equilibrio livre da doenca (S7,11,R;) na Figura figl (b).

Figura 2.4 — Solu¢des para o Modelo SIR com b = 0,05 e ¥y = 0,35. Suscetiveis (linha preta
tracejada), Infectados (linha preta continua) e Recuperados (linha cinza). (a) B = 0,7 (Ry =
1,75)e (b) B =0,2 (Ry =0,5).

Popuagdes Populagses
80 ‘l',l 80+t
60} e — 60}
4o—| 40!
20} 20!
0 t 0 ‘ ‘ ‘ ‘ ¢

0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500

(a) (b)
Fonte: Autora.

Figura 2.5 — Solugdes para o Modelo SIR com b = 0,05, B =0,42e y=0,35 (Ry = 1,05). Sus-
cetiveis (linha preta tracejada), Infectados (linha preta continua) e Recuperados (linha cinza).

Populagdes
100+

_____________________________________

80/
60/
40}
20

t
OO 100 200 300 400 500

()

Fonte: Autora.

Os resultados também podem ser visualizados por meio de um plano de fase. A solucao
(S¢,1;) é vista como uma trajetéria no plano (S,7) com tempo implicito, como ilustrado na Figura
2.6 (a). Ao considerar a solucdo (S;,1;,R;) obtém-se uma trajetdria no espago tridimensional,
como pode ser visto na Figura 2.6 (b). Através destas figuras, é possivel analisar a variagdo de

uma populacdo em relacdo as outras.
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Figura 2.6 — (a) Trajetdria no plano de fase (S,7) e (b) trajetdria no espago de fase (S,7,R) para
0 Modelo SIR com b = 0,05, y=0,35,3=0,7,5=99e = 1.

20
151

101 -

100

40 50 60 70 80 90 10
(a) (b)

Fonte: Autora.
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3 MODELO SEIR

Em muitas doencas infecciosas, os individuos infectados ndo se tornam imediatamente
infecciosos. Inicialmente a concentracao de virus (ou bactérias) € muito pequena e durante este
periodo nao ha transmissdo da doenga para outros individuos suscetiveis. O periodo em que um
individuo estd infectado, mas ainda nio € capaz de transmitir a doenca é chamado de periodo
latente ou exposto. Desta forma, € necessdrio incluir um periodo exposto £ como uma nova

classe no modelo.

3.1 MODELO SEIR DISCRETO NO TEMPO

O diagrama de fluxo para a dinamica de uma doenga com compartimentos S, E, [ e R é
ilustrado na Figura 3.1. Neste caso, a populacdo € dividida nas quatro classes:

S; = numero de suscetiveis no tempo t;

E; = nimero de latentes (expostos) no tempo ¢;

I; = nimero de infecciosos no tempo ¢;

R; = numero de removidos no tempo ¢.

Figura 3.1 — Diagrama de fluxo para o modelo SEIR.

b

7=\
(st E 11 1R
lb lb lb lb

Fonte: Autora.

De acordo com o diagrama da Figura 3.1, o sistema de equagdes a diferencas para o

modelo SEIR tempo discreto é

Siv1 = St‘f‘b(Et‘f‘It"f‘Rt)_Elez;

N
Et+1 - E,(l—@—b)—i—%lt&, (31)
I[+1 — It(l—y—b)+9Et,

onde 0 € a probabilidade de um individuo passar para a classe de infecciosos em uma etapa
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de tempo. A fracdo % ¢ o tempo médio de permanéncia na classe de expostos. Os demais

parametros t€ém a mesma interpretacdo dada no modelo SIR do capitulo anterior.

As condig¢des iniciais Sg, Eo, Iy, Ro > 0 satisfazem So + Eo + Ip + Ro = N. Para garantir

que as solucdes sejam nio negativas sao impostas as seguintes condi¢des suficientes:

b,y,0>0, 0<b+y<l, 0<b+0<leO0<pB<I.

Assim como no modelo SIR, essas condi¢des impdem uma restricdo a duragdo do inter-

valo de tempo (z,7 + 1), que deve ser menor que o periodo infeccioso b

Como S; + E; + I; + R; = N, uma variavel pode ser removida. Fazendo R, = N — S; —

E; — I, obtém-se o sistema de trés equacdes

Sir = SEbN-8)~ b,

Et+1 - Et(l—G—b)—i—]%ItS,,

liy1 = L(1—y—b)+6E,.

3.2 SOLUCOES DE EQUILIBRIO DO MODELO

As solugdes de equilibrio do sistema (3.2) S, E e I devem satisfazer

Ll
I
o]
+
N
=
|
&l
|

~
1 Il
T‘ s
|
X o
| &
= |
+ &
S
~|
ol

ou equivalentemente,

bN — bS — %7@ = 0,
—0FE —_bEj_L zﬁvif = 0,
—yI-bl+0E = 0
Isolando S em (3.3) obtém-se
bN?

(3.2)

(3.3)

(3.4)
(3.5)

(3.6)
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Isolando E em (3.5) segue

— I(y+b)
E = .
0

Substituindo (3.6) € (3.7) em (3.4) tem-se

(3.7)

I(—(y+b)(0+b)(Nb+BI)+BObN) = 0.

Logo, I =0ou —(y+b)(6 +b)(Nb+ BI)+ BObN = 0. Isto é,

- BObN — Nb(y+b)(6 +b)
=i ne s G:8)

Substituindo 7 = 0 em (3.6) e (3.7) tem-se

Gl
Il

N,
0.

o
I

Substituindo (3.8) em (3.6) e (3.7) tem-se

< _ N+b)(6+b)
pe ’
BObN — bN(y+b) (6 +b)

(6+0b)Bo6

Portanto, as solu¢des de equilibrio do sistema (3.2) s@o

(S1,E1,I1) = (N,0,0) (3.9)

A (N(Y+b)(9+b) bN[BO — (y+b)(6+b)] bN[ﬁe—(y+b)(9+b)])

Bo ’ (6+b)B6 ’ (y+b)(6+b)p
(3.10)

O equilibrio (S1,E7,1;) é o equilibrio livre da doenca e o equilibrio (S»,E>,I,) é endé-
mico.

Destaca-se, também aqui, que R, € nio nulo, dado por

— Ny[-D*+b(y—0)+6(B—7)]
2 B+y)(b+0)

O equilibrio endémico € positivo se

. Bo
ﬁ@—(7+b)(9+b)>0, ou Seja,m>l. (311)
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3.3 ANALISE DE ESTABILIDADE

A Matriz Jacobiana do sistema (3.2) é dada por

1-b— % 1 0 _IEVS
N N
0 0 1—y—>
para o equilibrio livre da doenga,
1-b 0 —B
(N,0,0) = 0 1-6-b B
0 0 1—y-b

Neste caso, para encontrar os autovalores calcula-se det(J — AI) =0,

1—b—2 0 .
0 1-6-b—A B =0, (3.13)
0 0 1—y—b—2

det(J — AI) pode ser reescrito como det(J — AI) = (1 —b— A)det(J; — Al), onde

h::<1_9_b B ). (3.14)
0 1—y—>b

Assim, det(/ — AI) =0 resultaem 1 —b — A = 0, que fornece A; = 1 — b ou det(J; —
AI) =0, de onde se obtém A, 3. O autovalor 0 < A < 1 pois b < 1. Para garantir que |7Lz’3‘ <1,

usam-se os critérios apresentados no Apéndice A. Isto €,
° a) ‘T?‘J1| <det J; +1,
* b)det J; < 1.

A condic¢ido a) pode ser dividida em duas partes, uma correspondente a 7r J; < 1+detJ;

e outra, a —1 —detJ; < Tr J;. A primeira desigualdade é
(1-60—-b)+(1—y—b)<(1—0—=b)(1—y—b)—BO+1,

a qual resulta em
BO < (y+Db)(6+D).

Isto €,
Bo
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A desigualdade —1 —detJ; < Tr J; corresponde a
—(1-0-b)(1—=y=b)+BO—-1<(1—=60—-b)+(1—7y—>),
que pode ser reescrita na forma
—(y+b)(0+b)+BO<2(1—0—b)+2(1—y—0b).

Como o lado direito é sempre positivo, esta desigualdade € valida quando (3.15) for
verdadeira, pois, nesse caso, o lado esquerdo —(y+5)(0 +b) + 6 < 0.

Finalmente, a condi¢do b) equivale a
(1—-6—-b)(1—y—b)—BO <1,
ou
(1—-6—b)(1—y—b) <BO+1,

que é, obviamente verdadeira, uma vez que
(1—-60—-b)(1—y—b)<1<BO+1.

Portanto, conclui-se que o equilibrio livre da doenca € linearmente assintoticamente

estavel quando
___Be
(b+7)(b+0)

Determina-se assim o Numero Reprodutivo Basico Ry do modelo SEIR.

Ry = < 1.

Continuando a andlise do modelo epidémico SEIR, a estabilidade assintética local é
investigada para o equilibrio endémico.
O equilibrio endémico € positivo, quando Ry > 1 (3.11). A matriz Jacobiana avaliada no

equilibrio endémico (3.10) € obtido da substitui¢do desse em (3.12),

1 —Rob 0 ~R,'B
J5 B = b(Rp—1) 1-6—0 REIB
0 0 1—y—b

Para estudar a estabilidade da solucao de equilibrio endémica usa-se a Condicdo de Jury
(Apéndice A).

Para obter os autovalores de J(ngzjz), calcula-se det (J(Ezfzjz) —Al) =0. Isto é,

1—Rob— 2 0 —R,'B
b(Ry—1) 1—-6—-b—2 R,'B =0,
0 0 l—y—b—A
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que fornece a equacao caracteristica:
—Ry'BO(1—b—2A)+(1—Rob—A)(1—0—b—2A)(1—y—b—2)=0.

Fazendo a* = —R,'B0, b* = (1 —b), ¢* = (1 —Rob), d* = (1 -0 —b), e* =(1—y—b) e

agrupando as poténcias de A, tem-se

A F A% dF H )+ A(—at —cFdF — et —de) + (a*h* +ctdFet) = 0.

O polindmio caracteristico €, entdo, dado por
p(A)=A3 =A% (" +d* + €)= A(—a* —c*d* — c*e* —d*e*) — (a*b* +c*d*e*)  (3.16)
ou
p(A) =A3+ A% (=" —d* — ")+ A(a* +c*d* +cFe* +d*e*) + (—a*b* —cFd*e). (3.17)
Comparando (A.6) com (3.17) tem-se
a)=(—c"—=d"—e"), ay=(a"+c'd" +c*e"+d"e"), a3 = (—a"b* —c*d"e").
Aplica-se, entdo, a Condi¢do de Jury (A.2.1):

(i)p(l) = l4+a+ar+az3>0=
p(l) = 14+ (=c"—d" =€)+ (a"+cd" +c*e"+d"e")+ (—a"b" —c*d*e*) =
= 1+ (—(1—Robp)—(1—0—b)—(1—y—b))+(—Ry'BO+(1—Rob)(1— 6 —b)+
+ (1=Rob)(1—y=b)+ (1~ 68 —b)(1—y—b))+(~(~R;y'BO)(1—b) — (1 - Rob)
(1—6 —b)(1—y—b)) = —RoBOb -+ RybY6 + Rob*>6 + b*Ryy + Rob’.

Logo, para que p(1) > 0 é necessdrio que

—Ry'BOb -+ RobY8 + Rob*8 + b*Roy + Rob® > 0

ou

Rob(8y+b8 +by+b* —R,>B6) > 0. (3.18)
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ComoRy>1e0<b<1,

0y +b0+by+b*—R,2 O >0 = (y+b)0+(y+b)b—R,*BO>0=
(Y+b)(0+b)—Ry*BO>0 = (y+b)(0+b)>R,*pO =

(y+b)(6 +b) > i—f = R3(y+Db)(0+b)>pO=

0
Bo 2
R2>— = Ri>Ry= Ry>1.
07 (y+b)(6+D) 07070

(i) (=1)°p(=1) = l—aj+ar—az3>0=
(=1)P%p(=1) = 1—(=c"—d"—e")+(a" +cd* +c*e* +d*e") — (—a*b* —c*d*e*) =
= l+c"+d*+e& +cid + e +d*e" +cde* +a' (1+b") =
= (I4+d"+e +de")+c"(1+d +e" +de")+a" (14+D") =
= (1+c")(A+d +e +de")+a"(1+b") =
= (I4+c")(1+d)(1+e")+a"(1+b") > 0.
(3.19)

Substituindo a*, b*, ¢*, d* e e* obtém-se

(2—Rob)(2—60—b)(2—y—b)—R,'BO(2—b) > 0.

Considerando um fator de mortalidade pequeno (b < 0, ), segue

22-6)(2—7)—R,'B6(2) >0,
(2-6)2-7) >R, "B,
Bo

Fo> oy

Como f3 e 0 sdo nimeros entre 0 ¢ 1, o produto deles é menor que 1 e o denominador é
maior que 1, pois 0 e ¥ sdo menores 1, logo essa condigdo ja € satisfeita quando considera-se
Ry > 1.

(iii)

1—(a3)* > |ay —aza1 | =
1 — (—a*b* —c*d*e")? > |(a* +c*d* +c*e* +d*e”) — (—a'b* — c*d*e*) (—c* —d* —¢)]
(1—(=a"=d"e"))(1+(—a"—d"e")) > |(a"+d" + e +d*e")— (—a" —d"e") (-1 —d" —e")|

(1= (—a* —d"e))(1 + (—a* —d"e")) > |(d* + ") (1 — d*e" —a¥)|
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(I—(—=da"—=d*e"))(1+(—a"—d*e")) > (d"+e")(1—-d*e*—a") > —(1—(—a"—d"e"))(1+(—a* —d"e"))
(1—(—a"=d"e")) > (d +e")>—(1—(—a"—d"e"))

0 ?]
I—B—+d*e*>d*+e*>—l+ﬁ——d*e* (3.20)
Ry Ro

Por um lado da inequa¢do modular tem-se

0 0
1+d*e*>%+d*+e*:>1+d*e*—d*—e*>%:>Ro(1—e*)(1—d*)>[39:>
0 0
Bo B
Ry > . —~ = Ro>—.
(1—d*)(1—e*) 14
Pelo outro lado
0 0
d*—l—e*>—1—|—B——d*e*:>d*+e*—|—l+d*e*>B—:>
Ry Ro
Bo Bo
Ry > =Ry> ————.
07 U+e)1+d) 07 2-9)(2-90)

Portanto, se o fator de mortalidade b for pequeno € suficiente que R seja maior que 1.

3.4 SIMULACOES

Nesta secdo sdo apresentados resultados de simulagdes do modelo SEIR descrito pelo
sistema (3.2).

Nas Figuras 3.2 foi considerado N = 100, » = 0,05, y=0,35, 6 =0, 1. A Figura 3.2 (a)
mostra um diagrama de bifurcagdo para os dois equilibrios de suscetiveis, 1 e S>. Observa-se
que para B < 0,6, o equilibrio livre da doenga é estavel, ou seja, a doenga nio se estabelece
na populagio. Para 8 = 0,6 (Ry = 1) ocorre uma bifurcacio transcritica, isto é, o equilibrio S;
torna-se instavel e o equilibrio S existe e ¢ estével.

O diagrama de bifurcacio na Figura 3.2 (b) mostra os dois equilibrios de infecciosos, /;
e I, em funcdo do parametro . Para 8 < 0,6, o equilibrio I; é estdvel, a doenca nio se espalha
na populagdo. Quando 8 = 0,6 (Ry = 1) ha troca de estabilidade e I existe e é estdvel, ou seja,

para valores de B > 0,6, a doenga torna-se endémica.
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Figura 3.2 — (a) Diagrama de bifurcagio para S em relagio a 8 e (b) Diagrama de bifurcacdo
para I em relagio a f3.

S ]
‘? 10¢
00— ol
80; \ 6;
60f |
[ 4,
40} |
201 2 /

8.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.06 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.08
(a) (b)

Fonte: Autora.

Assumindo 8 =0,7 e y= 0,35, na Figura 3.3 pode ser visto os diagramas de bifurcagao
em relacdo ao pardmetro 8. Em Figura 3.3 (a) os equilibrios S em relacio a e em Figura 3.3
(b) dos 1.

Figura 3.3 — Com N = 100, b = 0,05, y = 0,35, B = 0,7; (a) Diagrama de bifurcagio para S
em relagdo a @ e (b) Diagrama de bifurcagio para I em relagdo a 6.

S ]
1008 1Of
80" 8
60/ 6!
40/
20}

8.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.06 8.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
() (b)

Fonte: Autora.

Com 3 =0,7 e 6 =0, 1, na Figura 3.4 pode ser visto os diagramas de bifurcacdo em
relagdo ao pardmetro y. Em Figura 3.4 (a) os equilibrios S em relagdo a ¥ e em Figura 3.4 (b)

dos I em relac@o ao parametro .
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Figura 3.4 — Com N = 100, b = 0,05, 8 = 0,1, B = 0,7, (a) Diagrama de bifurcagio para S em

relacdo a y e (b) Diagrama de bifurcacgio para I em relacdo a 7.
IS 1
S 10

100}

80¢
60+
401
201

Y

coO N A O ®© O

O I I I I )
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
(a) (b)

Fonte: Autora.

Na Figura 3.5 sao apresentadas solucdes do modelo SEIR com populagao N = 100, onde
So=99 e ly=1. O pardmetro 3 foi escolhido a partir dos diagramas de bifurca¢do apresen-
tados. Para B = 0,7, Ry =~ 1,16, observa-se a ocorréncia de epidemia (Figura 3.5 (a)), pois
as populagdes tendem ao equilibrio endémico. Na Figura 3.5 (b) com 8 = 0,2, que corres-
ponde a Ry ~ 0,3 € possivel verificar que apds um curto periodo de tempo ndo haverd mais
infectados e toda populagdo volta a ser suscetivel. Os suscetiveis sdo representados pela linha
pontilhada preta, os infectados, pela linha preta continua, os latentes pela linha pontilhada cinza

e os recuperados pela linha cinza continua.

Figura 3.5 — Solu¢des do modelo SEIR para b = 0,05, y=0,35e 6 =0,1 e (a) B =0,7
(Ro~1,16) e (b) B =0,2 (Ry ~ 0,3). Suscetiveis (curva preta pontilhada), infecciosos (linha
preta continua), latentes (linha cinza pontilhada) e recuperados (linha cinza continua).

P%%%I??_Of? ------ Po1pul?_§>_0_e_§ --------------------------
gol T 801
sol 601
a0l 401
o0l 201

[ O
0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300
(a) (b)

Fonte: Autora.

Nas Figuras 3.6 (a) e (b) sdo vistas, respectivamente, a trajetdria no plano (S,I) e a

trajetdria no espaco tridimensional (S,1,R).
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Figura 3.6 — (a) Trajetéria no plano de fase (S,1) e (b) Trajetéria no espaco de fase (S,1,R) para
0 Modelo SEIR com b =0,05,y=0,35,8=0,7¢ 0 =0,1.

2.0
1.5F
1.0f

0.5¢

85 90 95
(a) (b)

Fonte: Autora.

Diagramas de bifurcagdo sdo de grande importancia no estudo de sistemas dinamicos
mostrando os possiveis comportamentos assintéticos de um modelo. No entanto, ndo mostram
os transientes, de grande relevancia quando se trata de sistemas epidemiolégicos. Conhecer o
transcorrer de uma epidemia pode ser mais importante (e necessario) do que saber o seu estado
final. Através das simulacgdes, pode-se perceber que o parametro b tem um papel relevante no
surgimento de picos epidémicos. Quanto maior a expectativa de vida dos individuos, isto &,
quanto menor o valor de b, mais propenso a oscilagdes € o sistema.

Na Figura 3.7 ilustra-se uma solucdo do modelo SEIR para » = 0,01. Lembrando que
a escala aqui considerada € de dias, este valor de b € ainda grande para descrever a expectativa
de vida da populacdo humana. No entanto, foi escolhido para permitir uma visualizacdo da
dindmica. Valores de b compativeis com a populacdo humana produzem resultados qualitativos

semelhantes, porém, com oscilagcdes em uma escala muitas ordens de grandeza mais lenta.

Figura 3.7 — Soluc¢des do modelo SEIR parab=0,01, 3 =0,7,y=0,35¢ 0 =0,5 (Rp >~ 1,91).
Suscetiveis (curva preta pontilhada), infecciosos (linha preta continua), latentes (linha cinza
pontilhada) e recuperados (linha cinza continua).

Populagdes
100¢

801
60}

400, /
20

0
0 200 400 600 800
Fonte: Autora.
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3.5 COMPARACAO DOS MODELOS SIR E SEIR

Nesta secdo é apresentada uma comparagao entre os resultados qualitativos do modelo
SIR e do modelo SEIR.

Como verificado neste trabalho, assim como o modelo SIR, o modelo SEIR também tem
uma solucdo de equilibrio livre da doenca e outra endémica.

A expressdo de Ry para o modelo SEIR € ligeiramente diferente

6 B0 0
RSEIR _ B — : —RMR. _~ 3.21
0 b+7)(b+6) b+y b+6 ° b+6 21

De fato, o periodo de laténcia provoca uma reducdo no valor de Ry. No entanto, essa
diferenca € muitas vezes insignificante, pois a duracio do periodo latente € muito menor que a
expectativa de vida %. Neste caso, HLO ~ 1, na expressao (3.21) e, portanto, R‘SE’R ~ Rg’ R

Como as densidades de equilibrio dependem de R, para uma taxa de mortalidade b
pequena, nos modelos SIR e SEIR no equilibrio endémico sdo qualitativamente semelhantes,
desde que os nimeros reprodutivos bdsicos sejam iguais.

No entanto, os dois modelos se comportam de maneira muito diferente na propagacao

da infeccdo com a presenca de uma classe de expostos retardando o processo de transmissao.
Figura 3.8 — Infecciosos em fun¢@o do tempo nos modelos SIR (curva em preto) e SEIR (curvas

em cinza) para: b =0,01, 8 =0,7, y= 0,35 e dois valores de 8, 6 = 0,2 (curva cinza tracejada)
e 8 = 0,5 (curva cinza continua).

Infecciosos
15¢

10}

Fonte: Autora.
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4 MODELO SEIRS

Algumas doencas infecciosas conferem somente imunidade tempordria, isto €, os indivi-
duos tornam-se novamente suscetiveis apos um periodo de recuperacdo. Nesses casos, 0 modelo
deve considerar um fluxo de retorno de individuos removidos para a classe dos suscetiveis.

Os modelos do tipo SEIR foram inicialmente utilizados para estudar a COVID-19. No
entanto, estudos mais recentes demonstraram que a imunidade para a COVID-19 néo € perma-
nente. Novas infec¢des podem ocorrer aproximadamente trés meses depois da recuperacdo de
uma ocorréncia da doencga. Isto significa que um modelo do tipo SEIRS seria mais adequado
para esta doenca.

Nesta se¢do, um modelo do tipo SEIRS de tempo discreto € estudado.

4.1 MODELO DISCRETO

A Figura 4.1 ilustra o diagrama de fluxo para a dindmica de uma doenga com comparti-
mentos S, E, I e R com retorno de recuperados para o compartimento dos suscetiveis. Em um
modelo tipo SEIRS, a populacido também € dividida nas quatro classes:

S; = ndmero de suscetiveis no tempo ¢;

E; = nimero de latentes (expostos) no tempo ¢;

I; = nimero de infecciosos no tempo ¢;

R; = nimero de removidos no tempo ¢.

Figura 4.1 — Diagrama de fluxo para o modelo SEIRS.

s b E 1 | /R

Fonte: Autora.

O seguinte sistema de equagdes a diferencas descreve o fluxo representado na Figura 4.1:

Sir1 = Si+b(Ei+I1+R;)— ]%Izsz + aR;,
Et+1 - Et(l—e—b)—f—%ItSt, (41)

Il‘+1 — It(l—’}/_b>+9Et,
Rl‘+1 — Rt(l—b)—F)/I,—Oth
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Os parametros B, b, ¥, 0 tém os mesmos significados dos modelos SIR e SEIR. O
parametro ¢ representa a probabilidade de um individuo removido deixar a classe R e tornar-se
suscetivel novamente. é € o tempo médio de imunidade.

As condigdes iniciais S, Eg, Iy, Ry > 0 também satisfazem So + Eg + Ip +Ro = N. Além
disso, podemos observar que S; + E; 41, + R; = N para todo z. As restricdes para que as solugdes
nao se tornem negativas sdo b, 0,7, >0,0<b+y<1,0<b+60<1,0<b+a<1,0<B <1
e0<a<l.

Como S; + E; + I; + R; = N, uma varidvel pode ser removida por exemplo R;, pois R; =

N —S; —E; —I,. Com isso, o sistema fica reduzido as trés equagdes:

Sl+l - St+b(N—S[) - ]EVI;S;‘I—(X(N—St _Et+1t);

Ey = E(1-0—b)+ ]%1,5,7 4.2)

Liy1 = L(1—y—b)+06E,.

Rearranjando (4.2), obtém-se

Siv1 = Si+(b+o)(N=S8;) — %I,S, —a(E+1),

E[+] - Et(l - 9 - b) + ]EVI[S[, (4.3)
Il+1 - It(l—y—b)+9Et

4.2 SOLUCOES DE EQUIL{BRIO DO MODELO

As solugdes de equilibrio do modelo (4.4) devem satisfazer:

5 = S+(b+oc)(N—§)—]%7§—oc(F+7),
E - E_60F_bE+ P15
N
I = 1—yI-bl+6E
Isto é,
(b+a)(N—§)—]EV7§—a(F+7) = 0, 4.4)
—(e+b)E+]%7§ = 0, 4.5)

—(y+b)I+6E = 0. (4.6)
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De (4.6) obtém-se

g lrb) 4.7)
0
Substituindo-se (4.7) em (4.5), segue
7200u§:(7+b)ég+b)N. 4.8)

Substituindo 7 = 0 em (4.5) e (4.4), chega-se a E = 0 e S = N. Logo, o equilibrio livre
da doenga é (S1,E,11) = (N,0,0).
Por outro lado, substituindo-se S, dado em (4.8), e E, dado em (4.7), em (4.4), obtem-se

NBO N(O+b)(y+b) _(0+Db)(y+D) BI(y+b) IB6
(““)(BG_ i )_ﬁ’ i _“( 5o +B9>

Y

que fornece
(b+a)(NBO—N(6+Db)(y+b))

(B(6+b)(v+b)+Ba((r+b)+6))
Com isso, o equilibrio endémico é dado por:

I=

(&’E2’12)2<N(9+b)(}/+b) N(y+b)(b+a)(BO—(0+D)(y+b)) (b+a)N(BO—(0+D)(y+Db)) )

pe "O(B(O+D)(y+Db)+PBa((y+b)+6)) B(6+Db)(r+D) +ﬁa((y+b)+62l b

Observa-se, mais uma vez, que R é ndo nulo e, nesse caso, vale

Ny(B6 — (6 +b)(r+b))

R= B(a(y+60)+b2+b(a+y+6)+70)

Para que o equilibrio endémico seja biologicamente relevante, exige-se que
(b+a)N(BO—(0+Db)(y+D)) >0.

Isto é,
BO > (6+b)(y+b),

ou, [39
(6 +b)(y+b)

A Matriz Jacobiana do sistema (4.4) é dada por

l—b—a—ﬁl —-a —a—ES
N N

JsED = B, —e_p Bg : (4.10)
N N
0 0 l—y-—b

> 1.
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J(s,e,1) calculada no equilibrio livre da doenca, ¢

1-b—« - -0 —
QMWD: 0 1-6-b B
0 0 l—y—>b

Neste caso, para encontrar os autovalores calcula-se det(J — AI) =0,

l-b—a—A —a —a—p
0 1-0—-b—2 B =0. (4.11)
0 7] l—y—b—A

det(J — AI) pode ser reescrito como det(J —Al) = (1 —b— o — A)det(J; — AI), onde

1-6-b B
J1= . 4.12
1 ( o l—y—b) (4.12)

Os autovalores de J(s g ) sdo calculados de det(J — AI) = 0. Assim como no Capitulo
3, M=1—b—aseguede | —b— o —A =0 enquanto A, 3 resultam de det(J; —AI) =0. O
autovalor 0 < A; < 1 pois b+ o < 1. Como J; em (4.12) é exatamente a mesma matriz J; do
modelo SEIR (ver (3.14)), as condigdes para que os autovalores A3 3 do modelo SEIRS tenham

modulo menor do que 1, s3o as mesmas obtidas para o modelo SEIR. Isto é,

Bo

Portanto, o Nimero Reprodutivo Bésico para o modelo SEIRS &

Bo

Ro = (y+b)(0+b)’

(4.14)

e o equilibrio livre da doenga é assintoticamente estavel se Ry < 1.

43 SIMULACOES

Algumas simulagdes do modelo SEIRS sdo apresentadas nessa se¢do.

Como pode ser observado pela expressdo do equilibrio endémico dos suscetiveis (4.9),
S ndo depende de a. Além disso, como o nimero reprodutivo bdsico do modelo SEIRS ¢é
o mesmo modelo SEIR, o diagrama de bifurcacdo de S é o mesmo que o do modelo SEIR,

independente do valor o escolhido, como pode ser visto na Figura 4.2.
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Figura 4.2 — Diagrama de bifurcacdo de S para o modelo SEIRS em relag¢do a 8 para: N = 100,
b=10,05,v=0,35,0=0,1e a=0,7. A curva continua indica o equilibrio estdvel enquanto
a curva tracejada corresponde ao equilibrio instavel.

S
100——————
80/
60}
40}
20

o B
00 02 04 06 08 10

Fonte: Autora.

Por outro lado, o equilibrio endémico dos infecciosos I assume valores maiores, 3 me-
dida que o aumenta a partir de o = 0 (que corresponde ao modelo SEIR). A Figura 4.3 ilustra
equilibrio de infecciosos em fungdo de 3, para diferentes valores de . Uma comparacio do
nimero de infecciosos em fung¢do do tempo para diferentes valores o pode ser vista na Figura
4.6.

Figura 4.3 — Diagrama de bifurcagio de I para o modelo SEIRS em relagdo a 8 para: N = 100,
b=0,057v=0,35e 6 =0, 1. As curvas correspondem ao equilibrio endémico dos infecciosos
para o = 0 (curva continua), & = 0,2 (curva tracejada) e o = 0,4 (curva pontilhada).
T
107

[o2]

Fonte: Autora.

O numero de recuperados de equilibrio, por sua vez, diminui com aumentos em ¢/, COmo

pode ser visto na Figura 4.4.
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Figura 4.4 — Diagrama de bifurcacdo de R para o modelo SEIRS em relagdo a 8 para: N = 100,
b=0,05,y=0,35e 6 =0, 1. As curvas correspondem ao equilibrio endémico dos recuperados
para o = 0 (curva continua), & = 0,2 (curva tracejada) e o = 0,4 (curva pontilhada).

R
40¢
30f
20t

10}

Fonte: Autora.

Nas Figuras 4.5, 4.6 e 4.7 podem ser visto os graficos dos nimero de suscetiveis, infec-
ciosos e recuperados, respectivamente, em funcdo do tempo com as condi¢des iniciais sendo
N=100,5=80,I=20¢ 3 =0,7, essas condi¢des foram escolhidas para melhor visualiza¢ao

do comportamento das populagdes em funcio ao tempo.

Figura 4.5 — Numero de suscetiveis em func¢do do tempo para: Iy = 20, b = 0,05, y = 0,35,
0 =0,1e, o =0 (curva continua), & = 0,2 (curva tracejada) e o = 0,4 (curva pontilhada).

Suscetiveis

80{ 7
60}
40}

20

0 ‘ ‘ ‘ ‘ ¢
0 100 200 300 400 500

Fonte: Autora.
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Figura 4.6 — Numero de infecciosos em fun¢do do tempo para: Iy = 20, b = 0,05, y = 0,35,
0 =0,1e, @ =0 (curva continua), & = 0,2 (curva tracejada) e & = 0,4 (curva pontilhada).
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‘ ‘ ‘ ‘ -t
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Fonte: Autora.

Figura 4.7 — Numero de recuperados em func¢do do tempo para: Iy = 20, b = 0,05, y = 0,35,
0 =0,1e, o =0 (curva continua), & = 0,2 (curva tracejada) e o = 0,4 (curva pontilhada).
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10
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Fonte: Autora.

Como pode ser observado na Figura 4.8, outro efeito da perda de imunidade, além do
aumento do nimero de infecciosos de equilibrio, € a supressdo das oscilacdes. A medida que o
aumenta, as oscilagdes e os picos secunddrios da infec¢ao sdo amortecidos, até que o equilibrio

seja atingido monotonicamente, para & suficentemente grande.
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Figura 4.8 — Numero de infecciosos com relacdo ao tempo no modelo SEIRS para b = 0,01,
Yy=0,35 B =0,7, 6 = 0,5 e diferentes valores de a: @ = 0 (curva continua), o = 0,01
(tracejada larga), a = 0,05 (tracejada) e ¢ = 0, 1 (pontilhada).
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0 100 200 300 400 500 600

Fonte: Autora.
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5 CONCLUSOES

Neste trabalho foram estudados trés modelos matemaéticos discretos para uma doenga
endémica prevalente em uma populacdo. Em uma endemia € importante analisar a dinAmica a
longo prazo e, portanto, os nascimentos e mortes nao relacionados a doenga devem ser consi-
derados no modelo.

No Capitulo 2, o modelo SIR tempo discreto com dinamica vital proposto por Allen
(2007) € analisado através das técnicas usuais em Matematica Aplicada. O pardmetro adimen-
sional Ry que governa a dindmica do sistema de equacdes foi determinado.

O modelo apresenta duas solugdes de equilibrio: o equilibrio livre da doenca e o en-
démico. Conclui-se que o equilibrio endémico existe e é estavel se Ry > 1, caso contrario, o
equilibrio livre da doenca € estdvel. Em Ry = 1 ocorre uma bifurcagdo transcritica na qual os
equilibrios trocam de estabilidade. Para Ry > 1 as popula¢des oscilam com amplitude decres-
cente a medida que se aproximam do equilibrio endémico.

No Capitulo 3, € incorporada ao SIR uma nova classe E de expostos na qual os indivi-
duos estdo infectados mas ndo infecciosos; isto €, ndo transmitem a doenca. Como o modelo
SIR, o modelo SEIR também tem um equilibrio endémico e um equilibrio livre da doenca. O
comportamento qualitativo do modelo SEIR no equilibrio endémico é muito semelhante ao do
modelo SIR. Para valores pequenos do parAmetro b, RSE/R ~ RS Isto implica que os valores
do equilibrio endémico sdo aproximadamente iguais para os dois modelos. Porém, os dois mo-
delos se comportam de maneira bastante diferente em relagdo a propagacdo de uma doenca. O
periodo de laténcia retarda a dindmica de propagacao.

No Capitulo 4, propde-se uma modificacdo do modelo SEIR para incluir uma imuni-
dade temporéria. Ap6s um intervalo de tempo, os individuos recuperados perdem a imunidade
e tornam-se suscetiveis novamente. Também aqui, sdo observados dois estados de equilibrio:
um equilibrio livre da doenca e um equilibrio endémico. Vale destacar que a populacio de
suscetiveis de equilibrio ndo depende do fator de perda de imunidade. O equilibrio dos indivi-
duos infecciosos, por outro lado, aumenta a medida que diminui a permanéncia na classe dos
recuperados. Além disso, a perda de imunidade suprime o regime oscilatério para o suficien-
temente grande. Isto é, a populacdo de infecciosos assume valores altos sem a ocorréncia de
picos epidémicos secunddrios.

Em todos os modelos, as oscilagdes observadas para certas combinagdes dos parametros,
sdo amortecidas com o tempo. Para nenhuma combina¢do dos parametros foram observadas

oscilagdes sustentadas.
Em trabalhos futuros, pretende-se incluir crescimento dependente da densidade.



43

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

ALLEN, L. J. S. An Introduction to MATHEMATICAL BIOLOGY. Upper Saddle River,
New Jersey: Pearson/Prentice Hall, 2007.

BRITTON, N. F. Essential Mathematical Biology. Universityof Bath, Claverton Down, Bath
B: Springer, 2003.

EDELSTEIN-KESHET, L. Mathematical Models in Biology. University of British Columbia
Vancouver, British Columbia, Canada: Society for Industrial and Applied Mathematics Phila-
delphia, 2005.

KEELING, M. J.; ROHANI, P. Modeling Infectious Diseases IN HUMANS AND ANI-
MALS. 41 William Street, Princeton, New Jersey: Princeton University Press, 2008.

PEREIRA, S. D. Conceitos e Definicoes da Satdde e Epidemiologia usados na Vigilancia

Sanitaria. 2007. <http://www.cvs.saude.sp.gov.br/pdf/epid_visa.pdf>. Acesso em 17 de jun.
de 2022.

QUARTIERI, M. T. Estudo de modelos epidemiolégicos deterministico basico em doencas
causadas por microparasitas . Porto Alegre-RS: PPGMAp da UFRGS, 2004.

VRIES, G. de et al. A Course in Mathematical Biology. University City Science Center, Phi-
ladelphia: Society for Industrial and Applied Mathematics Philadelphia, 2005.



44

APENDICE A - ESTABILIDADE LINEAR

A.1 - SISTEMAS 2X?2

Para analisar a estabilidade do sistema 2X2, estuda-se o comportamento de pequenas
perturbagdes nas solugdes de equilibrios, expandido em séries de Taylor as fungdes f(x;,y;) e
g(xz,y;), sendo essas x;.1 = f(x,y;) € yr+1 = g(x¢,¥), € apos usando o Teorema A.1.1 que foi
obtido desprezando os termos de ordem quadratica, tem-se um sistema linear para as perturba-
coes, nas quais pode-se calcular os autovalores desse novo sistema a partir da Matriz Jacobiana
do sistema que € dada por

S fy
Jiy) = (A.1)
(x,y) ( e g )

Teorema A.1.1. Suponha que as fungoes f(x,y) e g(x,y) tenha derivadas parciais continuas
de primeira ordem em x e y em algum conjunto aberta de R? que contém o ponto (%,y). Entédo

o ponto de equilibrio (X,y) do sistema linear

Xt+1 = f(xtayt)a YVe+1 = g(xtvyt)

é localmente assintoticamente estdvel se os autovalores da matriz jacobiana J avaliada no
equilibrio satisfaz |A;i| < 1 se
1Tr(J)| < 1+det(J) <2. (A.2)

O equilibrio € instdvel se algum |A;| > 1, isto é, se qualquer uma das trés desigualdades for
satisfeita,
Tr(J) > 1+det(J), Tr(J) < —1 —det(J) oudet(J) > 1. (A.3)

Prova: Mostrando que a condicao (A.2) vale se os valores proprios de J tiverem magni-
tude menor que um. Denote T = Tr(J) e § = det(J). Entdo a equagdo caracteristica da matriz
jacobiana J é

p(A) =22 —TA+5=0

Os valores préprios sdo os zeros de p(A), isto &,

T+vV12—468

AMa= >

Mostra-se em |A| < 1 se |t| < 1+ & < 2. Primeiro, prova-se que [A| < 1 implica |t| < 1+ 8 <
2. Considerando dois casos, quando os valores proprios sdo reais € quando sdo conjugados
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complexos.

Caso (1) suponha |A| < 1 e os autovalores sejam reais. Entdo 12> > 48. A pardbola
A? —TA + 8 cruza o eixo A em dois lugares A; e A>. Suponha A, < A;. Como o vértice da
pardbola ocorre em %, segue da suposicdo |A| < 1 que

—-1<h<=<A <1

D a

Assim, || < 1, entdo 4 > 72 > 48 implicando § < 1.Também, as distancias |§ — 1| >
|2 —Mle|5+1|>|5—Ay|. Desde |5 —A;] =~ 122’45, segue-se que

7| - 72 —44
2 2

2

2 1246

Quadrando ambos os lados, 1 — || + — >
Portanto, |4;| < 1 implicaem || <1+ 8 < 2.

. Entdo simplificando leva a 1+ 6 > |7].

Caso (2) suponha |A| < 1 e os autovalores sejam conjugados complexos. Entio 72 < 48.

Os autovalores satisfazem

T T2 —46

=—4j—
)«172 ) l 2
© 2 2
T T

AP 16— =

|Ai]° < 4+6 1 0

Assim, 0 < § < 1. Mas 72 < 48 implica |t] < 2v/8 e 2v/8 < 1+8. Porisso, |A;| < 1im-
plicando |t| < 1+ 6 < 2. A seguir, mostra-se que || < 1+ < 2 implica |A;| < 1. Novamente,
considerando dois casos, quando os autovalores sdo reais e quando sdo complexos.

Caso (1) suponha |t| < 1+ 8 < 2 e os autovalores sejam reais. Entdo 72 > 48. Denote
M =1/24(1/2)V12—48 e Ao = 1/2— (1/2)V/12 — 48 de modo A, < A;. Precisa-se mostrar
que A; < 1 e A, > —1 reorganizando a desigualdade em |7| < 1+ 0 leva a 1 —|7| > —§.
Adicione %2 a ambos os lados da dltima desigualdade,

(1—|t]/2)*>1*/4—8>0
e tirando a raiz quadrada de ambos os lados,

7| - 72 —44
2 2

1

Assim, 1 > |1]/2+V12—48/2> A e —1 < —|1|/2— /12— 45 /2 < Ay, primeiro caso
estd provado.

Caso (2) suponha || < 1+ 8 < 2 e os autovalores A; sdo complexos. Assim, |A;|> =
0 < 1. Todos os casos foram verificados.

O equilibrio (%, y) vai ser instdvel se |A;| > 1, ou seja, isso ocorre se alguma das trés
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desigualdades em (A.3) ndo for verificada.

Figura A.1 — Estabilidade

Fonte: Autora.

A.2 - SISTEMAS 3X3 OU ORDEM SUPERIOR

Para analisar a estabilidade do sistema de ordem 3 ou superior, nos pontos de equilibrio,

faz-se pequenas perturbacdes no sistema. Calculando a Matriz Jacobiana:

fs fe i
J (S,EJI) — 8s 8E &8I
hs hg hy

Aplica-se a Condi¢ao de Jury para essa matriz.

A.2.1 - Condicao de Jury

Os critérios de estibialidade local para sistemas de primeira ordem para equacdes a di-
ferenca de ordem superior dependem do comportamento do sistema linearizado. Considere um

sistema de primeira ordem consistindo de n equagdes X (¢) = (x1(¢),x2(¢), -+, x,(¢))7,

X(t+1)=F(X(t)) (A4)

onde F = (f1, /5, -, fi)l e fi = fi(x1,x2,-+- ,x,), i=1,2,--- ,n. Suponha que o sistema (A.4)
tem um equilibrio em X. Entdo se U; = X; — X, a linearizacdo de (A.4) em torno de X leva ao
sistema

Ut+1 =JU;
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onde J é a Matriz Jacobiana avaliada em X,

IN(X) IfX) df1(X)

8x1_ 8x2_ axn_
20fX) dLKX) = dfaX)

J = o0x; o0x ox,

06T 6E A
ox1 dx Xy

A estabilidade assintética local de X depende dos autovalores da matriz jacobiana, que
por sua vez dependem da existéncia das derivativas parciais em uma regido que contenha X.
Portanto, para a estabilidade assintética local de X, exigimos que as derivadas parciais de f
sejam continuas em um conjunto aberto contendo X.

Os autovalores da matriz Jacobiana sdo as solucdes da equagdo caracteristica
det(J—AI)=0 (A.5)

Os autovalores sdo os zeros do seguinte polindmio caracteristico de n — enesimo grau:

pA) =A"+aiA"  taA" Pt ay, (A.6)

Os coeficientes em (A.6) sdo reais porque as fungdes f sdo reais. Paran =2, a; =
—Tr(J) eap =det(J).

As condicdes que devem ser satisfeitas para a estabilidade assintética local sdo conhe-
cidas como as Condicdes de Jury ou o teste de Jury. Essas condi¢Oes garantem que as raizes
do polindmio caracteristico (A.6) satisfacam |A;| < 1. Essas condi¢des também sdo referidas
como os critérios de Schar-Cohn (Flaydi, 1999). Schur e Cohn condi¢des necessdrias e suficien-
tes derivadas para que as solugdes de (A.6) satisfizessem |A;| < 1 quando os coeficientes a; sdo
complexos. Jury (1964, 1971, 1974) simplificando algumas das condi¢des derivadas por Schur
e Cohn quando os coeficientes a; sdo reais. As condi¢oes sdo complicadas para grandes n. No

entanto, as condi¢des do Jury para um polindmio caracteristico de terceiro grau,
pA)=A3+a A+ aod +a3 (A7)

sao faceis de afirmar.

Teorema A.2.1. (Condigoes de Jury, critérios de Schur-Cohn, n = 3). Suponha que o polino-
mio caracteristico p(A) seja dado por (A.7). A solucdo é A;, i =1,2,3, de p(L) = 0 satisfaz
|Ai| < 1 se as trés condigdes seguintes se mantiverem:

(i) p(1) =1+4+a;+ay+a3 >0,

(ii) (=1)°p(=1) =1—a; +a; —az >0,

(iii) 1 — (a3)? > |az — azay|.
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Teorema A.2.2. Se as solugbes Aj, i =1,2,--- . n, de (A.6), p(A) = 0 satisfaz | ;| < 1 entdo:
(a) p(1)=1+a;+ay+---+a, >0,
(b) (—1)’p(=1)=1—a; +a—---+(—1)"a, > 0, (alternando o sinal)
(c) lan| < 1.

A condicdo (c) do Teorema A.2.2 decorre do fato de que a, é o produto dos autovalores,
an = Ap---A,. Se uma das condig¢des anteriores ndo for satisfeita, entdo existe uma raiz |A,| >
1.No entanto, se todas as condi¢des anteriores forem satisfeitas, as demais condicdes do teste

do Jury devem ser verificadas para determinar a estabilidade assintética local.
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