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RESUMO

A SOLUCAO FUNDAMENTAL NA OBTENGCAO DAS FREQUENCIAS
NATURAIS E AUTOFUNCOES DE UM SISTEMA DE VIGA DUPLA
EULER-BERNOULLI COM CAMADA ELASTICA E FORCA AXIAL

AUTOR: Moisés Rutkoski
ORIENTADORA: Rosemaira Dalcin Copetti

Neste trabalho abordamos um sistema de viga dupla Euler-Bernoulli com forga axial aco-
plado por uma camada elastica. Realizamos uma formulagdo matricial para o sistema de
equacles e para as condicdes de contorno, a qual permite relacionar o sistema de viga
dupla com a viga simples de Euler-Bernoulli com forga axial. Através da andlise modal e
com o uso da base matricial fundamental escrevemos a solugédo da equacao modal, deter-
minamos a equacao caracteristica, as frequéncias naturais e os modos de vibracdo. Além
das condi¢des de contorno cléssicas, consideramos o caso de um sistema de viga dupla
com forga axial e com uma extremidade restrita. Com o intuito de realizar comparagoes
obtemos as frequéncias naturais e representamos graficamente os modos de vibragédo de
vigas simples de Euler-Bernoulli com forga axial, e comparamos as frequéncias naturais
para diversos valores da camada elastica e da forga axial.

Palavras-chave: Viga dupla Euler-Bernoulli. Forca axial. Analise modal. Solug&o fun-
damental matricial. Frequéncias naturais. Modos de vibragao.



ABSTRACT

THE FUNDAMENTAL SOLUTION IN OBTAINING THE NATURAL
FREQUENCIES AND SELF-FUNCTIONS OF AN EULER-BERNOULLI
DOUBLE BEAM SYSTEM WITH ELASTIC LAYER AND AXIAL FORCE

AUTHOR: Moisés Rutkoski
ADVISOR: Rosemaira Dalcin Copetti

In this work we approach a double Euler-Bernoulli beam system with axial force coupled by
an elastic layer. We performed a matrix formulation for the system of equations and for the
boundary conditions, which allows relating the double beam system with the single Euler-
Bernoulli beam with axial force. Through modal analysis and using the matrix fundamental
solution we write the solution of the modal equation, we determine the characteristic equa-
tion, the natural frequencies and the vibration modes. In addition to the classical boundary
conditions, we consider the case of a double beam system with axial force and a restrai-
ned end. In order to make comparisons, we obtain the natural frequencies and graphically
represent the vibration modes of single Euler-Bernoulli beams with axial force, and we com-
pared the natural frequencies for various values of elastic layer and axial force.

Keywords: Euler-Bernoulli double beam. Axial force. Modal analysis. Matrix fundamental
solution. Natural frequencies. Vibration modes.
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1 INTRODUGAO

Uma viga é definida como uma estrutura que tem uma de suas dimensdes muito
maior que as outras duas. O eixo da viga é definido ao longo dessa dimensao mais longa,
e supde-se que uma sec¢ao transversal normal a esse eixo varie suavemente ao longo do
vao ou comprimento da viga. Um grande nimero de pecas de maquinas também sao
estruturas semelhantes a vigas: bracos de alavanca, eixos, etc. Varias estruturas aero-
nauticas, como asas e fuselagens, também podem ser tratadas como vigas de paredes
finas. (O.A.BAUCHAU; J.I.CRAIG, 2009)

Essas estruturas sdo amplamente utilizadas em muitos campos, como engenha-
ria mecanica, civil e aeroespacial. As caracteristicas de vibragao, frequéncias, forma dos
modos e as respostas dinamicas sob varias forgas excitantes sdo um assunto de grande
interesse para académicos e engenheiros ha muitas décadas. (GANTMAKHER, 1970; IN-
MAN, 1994; MEIROVITCH, 2001; RAO, 2007; KELLY, 2007)

Varias teorias de vigas foram desenvolvidas com base em varias suposigoes e le-
vam a diferentes niveis de precisdo. Uma das mais simples e Uteis dessas teorias foi
descrita pela primeira vez por Euler e Bernoulli e € comumente chamada de teoria da viga
de Euler-Bernoulli. Uma suposi¢do fundamental desta teoria é que a secéo transversal €
infinitamente rigida em seu préprio plano, ou seja, ndo ocorrem deformagdes no plano da
secao transversal. Mais especificamente, 0 modelo de vibracao Euler-Bernoulli considera
a contribuicdo da deformacgéo por momento fletor na equagéo do movimento, mas descon-
sidera os efeitos de inércia rotatéria e tensao por cisalhamento. Ja o modelo desenvolvido
por Rayleigh, além de considerar as hipoteses da Teoria de Euler-Bernoulli adiciona os efei-
tos de inércia rotativa. O modelo Shear Beam, que também parte das mesmas hipétese do
modelo de Euler-Bernoulli acrescenta os efeitos causados pelo cisalhamento. Finalmente,
o modelo de Timoshenko incorpora tanto os efeitos causados pela inércia rotativa quanto
os efeitos devido ao cisalhamento. Estes efeitos, segundo (RUGE; BIRK, 2007), devem
ser considerados em vigas sob efeito de excitagdes transientes arbitrarias, especialmente
para o célculo de frequéncias altas.

Em Abul Hihal (ABU-HILAL; MOHSEN, 2000) uma forma fechada, através da ana-
lise modal, é obtida para a solugao de vigas Euler-Bernoulli com amortecimento interno e
externo, sujeitas a uma forca harménica e para diferentes condi¢gées de contorno.

Gurgoze (GURGOZE, 1996) obtém numericamente uma equacéo para as frequén-
cias de uma viga Euler-Bernoulli com uma massa anexada em uma das extremidades. A
viga em questdo € segmentada com uma mola e uma massa presas.

Vigas Euler-Bernoulli segmentadas com massas anexadas também séo considera-
das no trabalho de (NAGULESWARAN, 2001). A equagao para as frequéncias é resolvida
atraveés de um processo iterativo baseado em interpolacao linear.
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Comparado com vigas simples, o sistema de vigas duplas tem algumas vantagens.
Primeiro, a viga adicional e a camada elastica podem servir como redutores de vibracao da
viga principal. O sistema de viga dupla pode reduzir significativamente a deflexdo das vigas
simples e fornecer uma margem de seguranca maior. Em segundo lugar, uma viga para-
lela adicional pode ser necessaria para muitos propdsitos, por exemplo, coleta de energia
e deteccao de danos estruturais. (ZHAO; CHANG, 2021)

No trabalho de (VU; ORDONEZ; KARNOPP, 2000) é considerado um sistema de
viga dupla acoplada viscoelasticamente onde a solugdo para uma excitacao harmoénica é
obtida considerando uma mudanca de variaveis para desacoplar as equagdes. Depois a
analise modal é aplicada para o sistema de duas vigas apoiadas nas duas extremidades.

As respostas livres e forcadas de uma sistema composto por duas vigas Euler-
Bernoulli paralelas acopladas elasticamente pela teoria de Winkler sdo obtidas em (ONISZC-
ZUK, 2000; ONISZCZUK, 2003), respectivamente. No sistema em questao nao foram con-
sideradas forgas axiais e as condi¢gées de contorno nos dois casos é de vigas apoiadas
nas duas extremidades.

No trabalho de (ZHANG; LU; WANG; LIU, 2008), a resposta forcada de um sistema

de viga dupla Euler-Bernoulli com forca axial é obtida. E considerada uma forga externa do
tipo harménica uniformemente distribuida e harménica concentrada no meio da viga. Nos
dois casos a condi¢ao de contorno é de vigas apoiadas nas duas extremidades.
A vibragao transversal de um sistema de viga dupla acoplado elasticamente e com forga
axial é estudado. O sistema considerado possui molas anexadas em uma das extremida-
des da viga e uma combinacgao de forcas axial e follower. (MAO; WATTANASAKULPONG,
2015)

No presente trabalho consideramos um sistema de duas vigas acopladas por uma
camada elastica modeladas pela teoria Euler-Bernoulli e com forga axial. O nosso objetivo
€ obter as frequéncias naturais e os modos de vibragédo para o sistema com condigdes de
contorno classicas e nao classicas. Determinamos a resposta livre usando a analise modal
em uma formulagdo matricial tanto para o sistema de equacgdes quanto para as condicoes
de contorno e utilizamos a base dindmica ou base fundamental composta pela solugcao
fundamental e suas derivadas até terceira ordem para escrever a solu¢gao da equagao mo-
dal e assim determinar as frequéncias naturais e os modos de vibrar ou autofungées.

A base fundamental tem sido utilizada em varios outros trabalhos para o calculo
de respostas livres e forcadas de vigas Euler-Bernoulli ou Timoshenko com condi¢des de
contorno classicas e nao-classicas, vigas com dispositivos intermediérios, considerando ou
nao o efeito ndo-local. (CLAEYSSEN; CANAHUALPA; JUNG, 1999; CLAEYSSEN; COSTA,
2006; CLAEYSSEN; TSUKAZAN; COPETTI, 2013; CLAEYSSEN; TSUKAZAN; COPETTI,
2013)

Em trabalhos mais recentes, (COPETTI; CLAEYSSEN; TOLFO; PAVLACK, 2022)
a solucao fundamental é obtida para um sistema de dupla viga de Timoshenko acoplada
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por uma camada elastica. Ondas planas e modais séo caracterizadas em fung¢é@o da so-
lugdo fundamental para a viga de Timoshenko, em (CLAEYSSEN; TOLFO; TONETTO,
2016) e no estudo de linhas de transmissdo de multicondutores em (CLAEYSSEN; CO-
PETTI; TOLFO, 2022). O segundo espectro de frequéncias é estudado em (CLAEYSSEN;
TOLFO; COPETTI, 2020) para uma viga de Timoshenko considerando efeitos n&do-locais.
Em (CLAEYSSEN; COPETTI; TONETTO; CARVALHO, 2018) sdo caracterizadas as res-
postas livres e forcadas para os modelos de Euler-Bernoulli e Timoshenko aplicados em
nanovigas com microscopia de forca atdmica sujeitas a efeitos piezoelétricos e de escala
de superficie.

A solugao fundamental também foi utilizada para resolver problemas que envolvem
a forca axial. Mais especificamente, no trabalho de (GIARETA, 2001) foi obtida a resposta
forgada de uma viga Euler-Bernoulli para diversas condi¢cées de contorno classicas e em
(CLAEYSSEN; SODER, 2003) foram obtidos os modos para vigas Euler-Bernoulli com
forca axial e Timoshenko. Neste ultimo trabalho, as duas equagbes de segunda ordem de
Timoshenko foram escritas como uma equacgao de quarta ordem, desta forma a equacao
modal foi escrita de modo unificado.

O presente trabalho estéa dividido da seguinte forma:

No capitulo 2, apresentamos a equacao de uma viga de Euler-Bernoulli sujeita a
forca axial. A formulacdo do modelo matematico € obtida usando o principio estendido de
Hamilton. Sao apresentadas algumas condi¢des de contorno classicas e ndo-classicas.

No capitulo 3 consideramos um sistema de viga dupla Euler-Bernoulli com aco-
plamento elastico e forga axial. Através de uma formulagdo matricial para o sistema de
equacdes e para as condi¢cdes de contorno usamos analise modal para obter a solugao do
problema, sendo que a solugédo da equagao modal € escrita em termos da solugao matricial
fundamental. A formulagdo matricial permite relacionar o sistema de viga dupla com a viga
simples de Euler-Bernoulli com forga axial. A seguir, para as condicdes de contorno: viga
dupla biapoiada, viga dupla fixa-livre e viga dupla com condi¢éo de contorno ndo-classica,
obtemos a equacao caracteristica.

No capitulo 4, apresentamos simulagdes para as condicées de contorno dadas no
capitulo 3, determinamos as frequéncias naturais e os modos de vibragao (autofuncgdes).
Também para efeitos de comparacao, calculamos as frequéncias naturais e os respectivos
modos de vibracdo de uma viga simples Euler-Bernoulli com for¢a axial. Também fizemos
comparagoes entre as frequéncias naturais para o caso de viga dupla com diversos valores
da camada elastica e da forga axial.
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2 VIBRACAO TRANSVERSAL DE UMA VIGA EULER-BERNOULLI SUJEITA A UMA
FORCA AXIAL

Neste capitulo, obtemos a equacao da viga Euler-Bernoulli com forca axial através
do Principio de Hamilton, obtendo também quatro condigdes de contorno em relacao as
extremidades da viga, ou seja, duas condi¢ées em x = 0 e duas condi¢gdes em x = L.

Tal principio nos diz que, considerando todas as possiveis trajetorias ao longo das
quais um sistema dinamico pode se mover, de um ponto para outro dentro de um intervalo
de tempo especifico, a trajetdria escolhida € a que minimiza a integral de tempo da dife-
renga entre as energias cinética e potencial. (THORNTON; MARION, 2011)

A utilizagdo de vigas como componentes estruturais na engenharia civil, aeronau-
tica, mecénica, entre outras, € uma pratica comum. A vibracao de flexdo de vigas pode
ser afetada por diversos fatores como a carga axial, apoios intermediarios, massas fixa-
das ou molas. A determinacao da influéncia desses parametros na vibracao de vigas € de
interesse pratico em inumeras aplicacées de engenharia. Assim, um grande nimero de
trabalhos tem sido realizados para se obter as frequéncias naturais e as formas modais de
vigas sob carregamento axial. (SAKAR, 2013)

O problema da vibragao transversal de vigas submetidas a esforgos axiais encon-
tra aplicacdo também no estudo da vibracado de cabos, cabos de sustentagéo e pas de
turbinas. Nas turbinas, as falhas das pas estdo associadas a cargas transversais combina-
das devido a fluidos fluindo em altas velocidades e cargas axiais devido a acao centrifuga.
(RAO, 2007)

Apoés a formulagao do modelo, apresentamos as condi¢goées de contorno classicas
e algumas condicbes de contorno nao-classicas para uma viga Euler-Bernoulli sem forca
axial.

2.1 FORMULAGAO DO MODELO

Consideremos uma viga que esta submetida a vibracao transversal sob a acao de
uma forga axial, como mostrado na Figura 2.1.

A viga Euler-Bernoulli € um modelo que inclui a energia de deformacao devido a
flexdo e a energia cinética devido ao deslocamento lateral, mas ignora os efeitos de distor-
¢ao por cisalhamento e inércia rotacional. (RAO, 2007; KELLY, 2007)

A forca axial € uma for¢a que atua diretamente no eixo central de um objeto, quando
aplicada, por exemplo, em vigas. Tais forcas podem ser de alongamento ou for¢ca de com-
pressao, dependendo da sua diregdo. A forca axial de compressao ocorre quando estiver
atuando com o sentido dirigido para o interior do objeto e a forga axial de alongamento
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Figura 2.1 — Viga Euler-Bernoulli sob a agédo de uma forga axial P(t, )

f(t,z)

Fonte: Autor.

atua no sentido dirigido para o exterior do objeto.
As forgas que atuam sobre um elemento da viga de comprimento dx sdo mostrados
na Figura 2.2:

Figura 2.2 — Forgcas que atuam em um elemento da viga

M
M -+ ._—Iu'l..l'
o

T v+ dr

Fonte: Autor.

M indica 0 momento fletor na se¢éo transversal,
V' é a componente vertical do esfor¢co na secao transversal;
P(t, x) indica a componente horizontal do esforgo na segéo transversal;
w(t, x) indica o deslocamento transversal da viga;
f(t,z) indica a carga transversal distribuida.
A mudanca no comprimento da viga é dado por

2
dS —dx = J (dx)? + <8w(g;)dm> —dx. (2.1)



O trabalho devido a forga axial da viga pode ser expresso como

1 /L ow(t,x) ?
Wp:—§/0 P(t,x)( pe )dm.

O trabalho realizado pela carga transversal f(¢, ) é dado por

Wy = /OL ft, x)w(t, x) de.

Assim, o trabalho total realizado (/') é dado por

W =Wp+W; = —;/OL P(t,x) <aw(m>2dx+/oLf(t,x)w(t,x) dx.

ox

A tensdo e a energia cinética da viga, respectivamente, sdo dadas por

1 L Pw(t,z)\?

2/ <8w (t, :v)) iz,

com E1(x) sendo a rigidez de flexdo da viga e pA(x) a constante de massa.

Pelo Principio de Hamilton, temos que

to
0| (T'—m+W)dt=0.

t1

16

(2.2)

(2.7)

Substituindo as expressodes (2.4), (2.5) e (2.6) em (2.7), vamos calcular os termos

da integral em trés casos. Para a primeira integral, temos

o Tdt

;2 t21/ pA <8w> dx dt
= //:21/)14 ( )]dtdm

L t? ow 0

Por integracao por partes em relagao a t,

to t2 9 ow
= — A
) \ T dt /0 /t1 e (p at)dwdt] dx

= / pA—dw dz dt,

t2

ow

A
P

(ow)

t1
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umavezque dw =0emt =t et =t,.
Calculando a segunda integral, temos que

t t 2
s rmdt = 21/ EI<8w> dz dt

t1 axQ
" AN P
- /tl 0 2 <a> vt

- / / Ewﬁéw)d:vdt.

Calculando a integral ao longo do comprimento da viga no intervalo 0 < x < L, por

partes em relacdo a x, obtemos

/t2
t1

Calculando novamente por integragao por partes ao longo do comprimento da viga

w0 Beorof 0tw) o
BIG = (dw)| — /O - (E1W> = (dw) dx] dt. (2.9)

0

na eq.(2.9), ficamos com

to to
) mdt = /
t1 t1

E por fim, calculando a terceira integral

L

L
a( 02w )
El—— | dw
0 8 82 0

%w 9

LaQ 82

(2.10)

(5:Wdt (5/:[—;/OLP<?:>2dx+/Owadx]dt
- LG
- / [ /P?:;éw dx+/0Lf6wda:]dt.

E, novamente, por integracao por partes em relagéao a x, ficamos com

5 :Wdt:/: +/ < >5wda:+/ féwdx] dt.  (2.11)

Substituindo as egs. (2.8), (2.9) e (2.11) no Principio de Hamilton (eq. (2.7)) e
organizando os termos, nos leva a

92 2w o [ _ow Pw [(ow) |-
/[pAﬁtz x<faxz>‘ax<Pax>‘f]Mt‘ Efaxz5<ax>

dr + / Fow d:c] dt

— —(5w

dt +
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L
dt = 0. (2.12)
0

t2 [ 9 9*w ow

Pelo Lema de Du Bois-Reymond (HILDEBRAND, 1952; KELLY, 2007), aplicado na
eq. (2.12) e uma vez que dw € assumido como uma variagao arbitrariaem 0 < z < L, vem

que
0? 0%w 9, ow 0w
em x = 0, temos
Q*w(t,0) dw(t,0)\
9, 0?w(t,0) dw(t,0)
- ) = = 2.1
o (EI 52 ) P o 0 ou dw(t,0) =0, (2.15)
e, emx = L, segue
PPw(t, L) ow(t,L))
0 0?w(t, L) ow(t,L) _

A equagéao (2.13) é a equacao de Euler-Bernoulli para vigas quando aplicada uma forga
axial P(t,z), e as egs. (2.14)-(2.17) séo as condigdes de contorno classicas para a viga.

2.2 CONDICOES DE CONTORNO GERAIS

Nesta secado, considere uma viga Euler-Bernoulli sem forca axial, de modo que
P(t,z) = 0 em (2.13). As condigdes de contorno classicas e ndo-classicas sdo descritas
nas extremidades da viga, onde:

e w = w(t, x) indica o deslocamento da viga;

ow(t, )

Ox

O*w(t, )
O0x?

2
0 <E1_8 w(t, )

° refere-se ao giro;

o ] indica 0 momento fletor;

*or 0x?

5 ) refere-se a for¢a de cisalhamento da viga.
Xz
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2.2.1 Condico6es de contorno classicas

As condicdes de contorno classicas sao os efeitos de deslocamento, giro, momento
fletor e cisalhamento aplicados nos extremos da viga e surgem diretamente na deducéao
da Equacao de Euler-Bernoulli quando esta ndo possui dispositivos anexados em suas
extremidades, por exemplo, um bloco de massa, molas, amortecedores, mola e amortece-
dores torcionais, entre outros. A seguir, listamos alguns casos de condi¢cdes de contorno
na extremidade r = 0 da viga. As condi¢des de contorno na extremidade z = L podem
ser encontradas em (RAQ, 2007).

a) Viga Euler-Bernoulli livre

Figura 2.3 — Viga livre na extremidade x = 0

Fonte: Autor.

Para a viga livre na extremidade x = 0, temos que as condi¢des de contorno sao
dadas por

0*w(t,0) 0 0*w(t,0)

b) Viga Euler-Bernoulli fixa

Figura 2.4 — Viga fixa na extremidade = = 0

Fonte: Autor.

Para o caso de uma viga fixa, as condicdes de contorno sao

B ow(t,0)
w(t,0) =0, “= =0

c) Viga Euler-Bernoulli apoiada
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Figura 2.5 — Viga apoiada na extremidade x = 0

| C
N

Fonte: Autor.

A viga apoiada tem as seguintes condigbes de contorno
0?w(t,0)
0x?

d) Viga Euler-Bernoulli com extremidade deslizante

w(t,0)=0, EI =0.

Figura 2.6 — Viga com extremidade deslizante em z = 0

Fonte: Autor.

Neste caso, temos que as condi¢des de contorno séo:

ouw(t0) 0 (E[a%u(t, 0)) 0

ox ox

0x?

2.2.2 Condicoes de contorno nao-classicas

Denominamos condi¢des de contorno nado-classicas para uma viga, quando, por
exemplo ela possuir dispositivos anexados em uma, ou nas duas extremidades. Abaixo
apresentamos alguns exemplos e suas respectivas condi¢bes de contorno, as quais sao:
viga restrita com um dispositivo de mola, com amortecedor, com uma massa e com uma
massa anexada e considerando o momento de inércia.
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a) Viga restrita: com um dispositivo de mola

Figura 2.7 — Viga com restricao elastica na extremidade x = 0

| 5

Fonte: Autor.

As condi¢cdes de contorno para a viga restrita considerando uma mola em = = 0
sao dadas por

0?w(t,0) 0 O*w(t,0)\

b) Viga restrita: com um amortecedor

Figura 2.8 — Viga com um amortecedor na extremidade x = 0

| 5

@

Fonte: Autor.

As condi¢cdes de contorno para a viga que suporta um amortecedor viscoso em
x = 0 sao dadas por
0?w(t,0) 0 0*w(t,0) ow(t,0)
El—22—=0, —|(E[—22)=— )
da? Oz 022 ot

c) Viga restrita: com uma massa

Figura 2.9 — Viga com uma massa anexada na extremidade =z = 0

M g

Fonte: Autor.

As condicdes de contorno para a viga que carrega uma massa em x = ( sdo dadas
por
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2 2 2
EIa w(t,0) o 0 (EIa w(t,O)) _ _M8 w(t,O).

Ox? Ox Ox2 ot?

d) Viga restrita: com uma massa anexada e considerando o momento de inér-
cia

Figura 2.10 — Viga com uma massa anexada (M) e com momento de inércia (.Jy) na extre-
midade = = 0

Fonte: Autor.

Se além da massa anexada na extremidade = 0 da viga considerarmos também
o efeito do momento de inércia neste extremo, temos

2 3 2 2
E[a w(t,0) _ g Pw(t,0) 0 (E[3 w(t,O)) _ _M8 w(t,0)

Ox? 0 oxot2 ° ox o2

Ox?
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3 SISTEMA DE VIGA DUPLA EULER-BERNOULLI COM ACOPLAMENTO ELASTICO
E FORCA AXIAL

Neste capitulo, apresentamos o sistema de equacdes que descrevem o desloca-
mento transversal do sistema composto por duas vigas Euler-Bernoulli acoplado por uma
camada elastica e com forca axial. A partir de uma formula¢do matricial e da analise modal,
obtemos a equacao modal associada. Escrevemos a equacdao modal de quarta ordem em
termos da base dindmica que é composta pela solugdo fundamental matricial do problema
e suas derivadas até terceira ordem.

As condi¢des de contorno também séo escritas na forma matricial e a equagéo ca-
racteristica, em funcéo da solucao fundamental matricial, é obtida para os seguintes casos:
sistema de viga dupla biapoiada, sistema de viga dupla fixa-livre e sistema de viga dupla
restrita, com a viga superior fixa livre e a viga inferior fixa na extremidade = = 0 e com
uma massa anexada em x = L. Em todos os casos consideramos o sistema de viga dupla
Euler-Bernoulli com acoplamento elastico e for¢a axial.

Consideremos um sistema de viga dupla Euler-Bernoulli acoplado elasticamente e
com forca axial, conforme a Figura 3.1:

Figura 3.1 — Viga dupla Euler-Bernoulli com acoplamento elastico e forga axial

" 1

Fonte: Autor.

As equagobes que descrevem o deslocamento transversal desse sistema, sdo dadas
por (RAO, 2007)

0? 0*w 0 ow 0*w
o (Efax) h(wn —wa) 5 (Pax> trhigs = hto)
(3.1)
0? 0*w ) ow 0*w
g (P ) s =) g (P2 ) g = o

onde,
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E;: médulo de Elasticidade de Young;

I;(x): momento de inércia;

E;I;(x): rigidez de flexao;

p;: densidade linear de massa;

A;(z): area da segéao transversal da viga;

p;A;: constante de massa por unidade de comprimento;

fi(t, z): forca externa aplicadas as vigas;

w;(t, x): deslocamento da viga;

P;(t, x): forca axial;

k: constante da mola no acoplamento das vigas;

t: unidade temporal t > 0;

x: unidade espacial com 0 < x < L;

L: comprimento da viga;

1, com ¢ = 1 indicando a viga superior e 7« = 2 indicando a viga inferior.
As condigdes de contorno classicas para o sistema de viga dupla Euler-Bernoulli

com forga axial sdo dadas por,

E’]ZW =0oud (W) =0 (3.2)

EJ,W =0oud (W) =0 (3.3)

8851; (EZLW> — B%g;’o) = 0 ou dw;(t,0) =0 (3.4)
;x (EJW) - Piawg;,L) = 0 ou dw;(t,L) =0, (3.5)

comi=1,2.

Neste trabalho, vamos considerar uma viga uniforme com forga axial P constante.
Assim as equacoes (3.1), que descrevem o deslocamento transversal desse sistema (ZHANG;
LU; MA, 2008), sao dadas por

0*w O*w d*w
plAlel + k(wy —w) — P 89521 + By 83641 = f1,
(3.6)
O*w 0*w dw
PQAQ?; + k(wy —wy) — P2W22 + E2]2W42 = fo.

Considerando o sistema de viga dupla dada na Figura 3.1, onde as duas vigas sao
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fixas em x = 0 e livres em = = L, as condigbes de contorno sao dadas por

wit,0) = 0, 5= =0 (3.7)
Ei]iT = 0, EzIzT - RT =0, (3.8)

comi=1,2.

3.1 FORMULAGAO MATRICIAL

Matricialmente o sistema dado em (3.6) pode ser escrito da seguinte forma,

0*w
M5 +Kw=F, (3.9)
onde,
o4 0?
M:(plAl 0 )7 K — EIII@—le‘Fk . —k . |

0 p2As _ P+ k

k E2128$4 anQ +
(3.10)
FoFa)=| ), wewa)=| " ). (3.11)

f2 W

Observe que a matriz K é um operador diferencial espacial matricial de quarta or-
dem. A matriz K pode ser decomposta como soma de trés operadores,

ot 0?

com

>
Il
—

B -P, 0 —k k
i 0 . P= ! , B= . (3.13)
0 —El 0 -PR ko —k
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3.2 ANALISE MODAL

Consideremos o sistema dado em (3.9) sem forga externa (F(¢,z) = 0), dado por

62

onde 0 indica a matriz nula de ordem (2 x 1)

0
o_<0). (3.15)

Desta forma, vamos supor que a solugéo do sistema dado em (3.14) é

w(t,z) = eMV(z), (3.16)
com
[ wi(t, o) B Vi(z)
w(t,z) = ( wnlt, ) ) e V()= ( Vo) ) , (3.17)

de tal forma que a matriz V(x) é composta por V;, i = 1,2 chamados de autofungdes ou
modos de vibragéo correspondentes ao autovalor .
Substituindo (3.16) no sistema (3.14) com K dado em (3.12), se obtém

AV (z) — PV"(2) + (—A’M + B)V(z) = 0, (3.18)

onde A, P e B sdo matrizes de ordem (2 x 2) dadas em (3.13) e 0 é a matriz nula de ordem
(2 x1).

A equacao dada em (3.18) é chamada de equagdo modal. As condi¢cées de con-
torno classicas ou nao-classicas, a partir de (3.16) e (3.17), podem ser descritas da se-
guinte forma,

eEmaz =0:
af; Va(0) + 03, V{(0) + 4, Vi"(0) + d}, V{"(0) = 0
a9y, V2(0) + bOQV’(O) + A,V (0) + d‘fQV”’(O) =0 (3.19)
as, Vi(0) + 681V’(O) + 5 V1'(0) + Vi"(0)=0
agV2(0) + 05,V5(0) + 3, V3'(0) + donz’”(O) = 0.
eEmux = L:
ap Vi(L) + bﬁV’(L) + e V(L) +dp Vi"(L) = 0
Ay Vo(L) + W VA(L) + VI (L) + V(1) = 0 520
az Vi(L) + b3 VI (L) + e Vi'(L) + dj V(L) = 0
a5, Va(L) + b%QV/(L) + Vo' (L) +dipVy"(L) = 0
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Podemos escrever (3.19) e (3.20) na forma matricial, assim

AYV(0) + BIV/(0) + COV”(0) + DOV”(0) = 0
AJV(0) + BIV(0) + CIV”(0) + DYV (0) = 0
AM(L) + BIV/(L) + CEV”(L) + DEFV(L) = 0
ALV(L) +BLV/(L) + CLZV"(L) + DEV™(L) = 0

(3.21)

onde

20 o0 2 d
Ar=| %1 Bi=| % L Ci=| e V) (322
0 ai 0 05 0 ¢ 0 d

comz=0,Let=1,2.

3.3 BASE DE SOLUCOES

Considere 5 = {1, 19,13,1%,} uma base qualquer de solugdes para a equagao
modal dada em (3.18), escrevemos

V(z) = ¢i(z)er + yo(z)er + P3(x)es + Yu(x)es = Ve, (3.23)
onde,
_ . . . . | Vi) ()
U= ( Ui(z) Ya(z) Ys(z) Ya(w) )> V; (%3(1:) Wia(2) ), (3.24)
e— ( €1 ey €3 ey )T e ¢ = ( ej1 €2 )T, (3.25)

com j = 1,2,3,4, e € um vetor a ser determinado pelas condicées de contorno € j indica
o elemento da base.
Com a substituicao de (3.23) nas condigdes de contorno dadas em (3.21), obtemos

0 seguinte sistema matricial,
Te =0, (3.26)

onde 0 é uma matriz de ordem (8 x 1) e

Y =B, (3.27)
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B:(Bﬂ o) com BOI(A? B Q) m) BL:(Af Bf Cf Df

0 B AY BY C) DY AL BE Cb D
(3.28)
1(0)  92(0)  3(0)  ¢a(0)
1(0)  ¥5(0)  3(0)  44(0)
P1(0)  ¢5(0)  ¢5(0)  ¢(0)
Wy = 1(0) g'(0)  ¥5(0) 4y (0) 7 (3.29)
(L) (L) ws(L) (L)
(L) o(L)  w5(L) (L)
(L) w5(L) ¢5(L)  ¢y(L)
U(L) ¢5'(L) 4g'(L) ¢y'(L)
e=(er e es er) e e=(en en) (3.30)

de tal forma que,

BB é uma matriz por blocos, de ordem (8 x 16), € composta pelos coeficientes asso-
ciados as condi¢cdes de contorno;

B° é uma matriz de ordem (4 x 8), a qual caracteriza uma matriz com as condigdes
de contorno em x = 0;

BL é uma matriz de ordem (4 x 8), a qual caracteriza uma matriz com as condigées
de contornoem x = L;

0 é a matriz nula de ordem (4 x 8);

U, ;, matriz de ordem (16 x 8), é composta pelos termos da base de solugdes nas
extremidades r =0 e x = L;

e é um vetor de ordem (8 x 1);

T matriz de ordem (8 x 8).

O sistema Te = 0 possui solugdes ndao-nulas quando

det(T) = det(BTq ) = 0, (3.31)

a qual é denominada equacéo caracteristica.

3.4 BASE MATRICIAL FUNDAMENTAL OU BASE DINAMICA

Utilizamos a base matricial fundamental ou base dindmica para a obtengdo dos
modos e das frequéncias naturais de vibracdo. A base matricial fundamental é composta
pela solugcdo fundamental de um problema de valor inicial e suas derivadas. As condig¢es



29

iniciais do problema de valor inicial simplificam o célculo das constantes a serem obtidas
em (3.23).
Considere
7 — {h’ hl, h/,7 hl//}

a base de solugdes para a eq. (3.18). Entao
V(z) = h(z)e; + h'(z)es + h"(z)es + h"(x)ey = He, (3.32)

0s quais ey, €9, €3 € e4 SA0 vetores constantes de ordem (2 x 1), dados em (3.30), a serem
determinados.

A matriz h, de ordem (2 x 2), é conhecida como solugdo fundamental matricial, e é
solucao do seguinte Problema de Valor Inicial (P.V.1.)

{ ARt (z) — Ph"(z) + (=A\°M + B)h(z) = 0 (3.33)

h(0) =0, h'(0) = 0, h"(0) = 0, Ah’”(o)_: I,

onde, as matrizes A, P, Ml e B foram dadas em (3.10) e (3.13), a matriz nula dada por 0 e
a matriz identidade I sdo de ordem (2 x 2).
A matriz h é formada por

. hll(.I) hm(l’)
h(z) = ( () ho) ) , (3.34)

de tal forma que, a solugcédo da eq.(3.18) pode ser escrita com o uso da expressdo dada
em (3.32). Desta forma, considere

V(z) = H(z)e, (3.35)

H(x) = ( h(z) h'(z) h"(z) h"(x) ), e= ( €1 ey e3 ey )T e e = ( el €j2 )

onde 5 =1,2,3,4.
Substituindo a eq. (3.32) nas condi¢des de contorno dadas em (3.21), encontramos
0 seguinte sistema matricial
E(N)e =0, (3.36)

com ¢ matriz de ordem (8 x 8) e 0 matriz (8 x 1), a qual podemos escrever

§ = BHy,r, (3.37)
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onde Hj 1, de ordem (16 x 8), é a matriz da base de solugdes aplicada nas extremidades

da viga, isto &,

h”(0) h@(0) h®(0) he)(0) (3.38)

(
h”(L) h’”(L) h(iv) (L) h(v) (L)
h/”(L) h(iv) (L) h(v) (L) h(vi) (L)

Do P.V.I. dado em (3.33), a matriz H, ; € dada por

0 0 0 AL
0 0 A 0
0o Al 0  A'PA?
m, o | A 0 ATPATT 0 | (3.39)
’ h(L) hW(L) h"(L)  h"(L)
h'(L) h"(L) h"(L)  h™(L)
h'(L) W"(L) h®™Y(L) hY(L)
h”(L) h®™(L) h®(L) h(L)

onde 0 € uma matriz de ordem dois. Observe que as condi¢des iniciais do problema de
valor inicial acarretam que a matriz da base de solucdes é esparsa, de modo que o calculo

das constantes para a obtencao dos modos de vibragéo € simplificado.

3.5 DETERMINANDO A SOLUGAO FUNDAMENTAL

3.5.1 Foérmula fechada
Segundo Claeyssen (CLAEYSSEN; CANAHUALPA; JUNG, 1999), tem-se que a
solugao fundamental dada pela matriz h, a qual € solugéo de (3.33), é dada por
4N j—1 ' '
hiz)=3% %" bidU ') ()han—j), (3.40)

j=11i=0
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onde no nosso estudo temos que N = 2, e 0s b;’'s sendo 0s coeficientes do polinbmio
caracteristico

p(A,s) = det[s'A — s°P + (—\*M + B)]

AN )
= > bis"N, (3.41)
=0
com d(x) sendo solugédo do Problema de Valor Inicial

{ bod® (z) + byd ™ (x) + bed® (z) + ... + brd D (z) + bsd(z) = 0 3.42)

d(0) = dV(0) = ... = d©(0) = 0, byd?(0) =1,

onde by, by,...,bs coeficientes de (3.41) e h;, | = 0,1, 2, 3,4, solucdo da equacao matricial a
diferencas

Ah;, 4 —Ph — MM+ B)h; =0
I+4 12+ ( + B)h; = 0, (3.43)
h0:h1:h2:0, Ahgz]l,
com as matrizes 0, I e h de ordem (2 x 2).
Da eq. (3.41), obtemos os coeficientes do polindmio caracteristico
by =b3 =05 =b; =0, (3.44)
bo = E1l1 Ealy,
by = —P1Eyly — Py EL I
by = (p1A1Ealy + poAs BN )N + k(EL L + Ex Do) + PPy,
be = (—p1 A1 Py — poAs PN — k(P + Py),
bs = prA1pa Ao\t + k(pr Ay + paAs) N
Desta forma, p(s) é dado por
p(S) = 6088 + b256 + b484 + b632 + bg. (345)

Substituindo (3.44) em (3.42), temos que d(z) é solugéo do seguinte Problema de
Valor Inicial

{ bod® () + byd® (2) + byd® (z) + bed® () + bsd(z) = 0 3.46)
=1. '

d(0) = dV(0) = ... = d©(0) = 0, byd™(0)

Depois de determinada a solugéo d(x) de (3.46), usamos a equagao a diferengas
dada em (3.43) e obtemos as seguintes matrizes

hg=h; =hy = hy = hs = 0, (3.47)
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1 P
| BT gz
h; =A"" = 141 1 , hy= 1-1 P, , (3.48)
0 — 0 .z
Byl 312
P12 —)\2p1A1 —k k
B3I EI? EiLL By
h, = , (3.49)
k P22 —>\2p2A2 —k
EiLL B>y B33 212

sendo 0 matriz nula de ordem dois.
Portanto, apés obter os h;, [ = 0, 1,2, 3,4, resolvendo (3.43), os t}s, i = 0,1,...,8
dados em (3.44) e a fungéo d(z), assim substituindo em (3.40), tem-se

h(z) = bod™ (z)hg + (bohs + byhs)d”(x) 4+ bohy + byhs + byhs. (3.50)

Observe que para determinar a solugéo d(z) do PVI (3.46) devemos encontrar as
oito raizes da equacao caracteristica dada por

b0T8 + b27’6 + b47”4 + b67‘2 + bg =0. (351)

Embora esta equacdo sé apresente poténcias pares de modo que se r; € raiz,
ro = —r; também é, os coeficientes dependem de ), isto é, b.s = b.s()\), de modo que as
oito raizes sdo dependentes dos autovalores A, os quais sao desconhecidos.

O método de Cardano - Tartaglia e o método de Ferrari (LI; HUA, 2007) podem ser
usados para determinar as raizes, no entanto devido a dependéncia dos coeficientes em
relagdo a A, neste trabalho o célculo da solugdo fundamental matricial h(z) seré obtido
através da Transformada de Laplace.

Para mais detalhes sobre o0 método de Cardano - Tartaglia e o método de Ferrari,
veja o Apéndice.

3.5.2 Transformada de Laplace

Antes de determinarmos a solugdo matricial h(x), vejamos a definicdo da Transfor-
mada de Laplace de uma funcéo.

Definicao 3.5.1. Seja f(t) uma fungdo definida nos reais ndo negativos. Quando a integral

20} = [ e

for convergente, dizemos que £{f(t)} = F(s) é a Transformada de Laplace da fungdo
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f(@t).

Com o objetivo de relacionar a solugao fundamental matricial associada a viga dupla
de Euler-Bernoulli com forga axial e a viga simples de Euler-Bernoulli com forga axial,
vamos supor que

h(z) = hgp(z) + h(x), (3.52)

onde hyp é a resposta fundamental matricial correspondente a viga dupla Euler-Bernoulli
com forga axial sem a constante eléstica k, ou seja, hgp satisfaz o PVI

hz5(0) = 0, hip(0) = 0, hip(0) = 0, Ahp(0) =1,

e h,(z) dependente dos elementos da camada elastica k e satisfaz
A () — Phy(z) + (~\’M + B)hy(x) = ~Bhpp(z), 354
h(0) = 0, hy(0) = 0, hy(0) = 0, Ah,’(0) = 0. '

Observe que, como as matrizes A, IP e M, todas de ordem dois, dadas na eq. (3.53)
sdo matrizes diagonais, segue que a matriz hg(r) também sera de ordem dois e diagonal.

Note que o problema dado pela eq. (3.54) é um problema forcado com condi¢des
iniciais nulas, cuja solugéo pode ser expressa pela convolugdo ou, como usado na teoria
de vibracoes, pela integral de Duhamel,

he() = — [ (e - €)Bhs(€)ds

* indica a convolugao do termo forgado —Bh gz (z) com h(z), onde essa Ultima satisfaz

{ AR (z) — Ph"(z) + (=A°M + B)h(z) = 0 (3.56)

h(0) = 0, H'(0) = 0, h"(0) = 0, Ah"(0) =1,

sendo que as matrizes A, P, Ml e B foram dadas em (3.10) e (3.13), e h(x), a matriz nula e
a matriz identidade I s&o todas de ordem dois.

Observe que o P.V.l. dado em (3.56) é equivalente ao P.V.l. dado em (3.33), portanto
h(z) = h(z), onde h(z) é a solugdo fundamental matricial do problema dado em (3.33).
Portanto, da eq. (3.55) temos que

hy(z) = —h(x) * Bhgp(z). (8.57)

Sendo assim, supondo que £ {hx(z)} = Hy(s), Z{h(z)} = H(s) eque L{hgp(x)} =
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Hpgp(s), tomando a Transformada de Laplace na eq. (3.57), obtemos
H;(s) = —H(s)BHgg(s). (3.58)

Agora, aplicando também a Transformada de Laplace na eq. (3.52) encontramos
que H(s) = Hgp(s) + Hi(s), e substituindo na eq. (3.58), concluimos que

H(s) = Hpp(s) (I +BHgp(s)) ™, (3.59)

com Hgpg, B e I matrizes de ordem dois. Por Transformada Inversa de Laplace obtemos a
solucao fundamental matricial correspondente a viga dupla Euler-Bernoulli com forga axial,
h(z).

No célculo da matriz inversa (I+BHgg(s)) ™! na eq. (3.59), temos que B é a matriz
que carrega as componentes da camada elastica dada na eq. (3.13) e

_H(EB)1(3) 0
Hpp(s) = (As* — Ps* — N*M) ™! = : (3.60)

0 _H(EB)2(5>

sendo, Hgp),(s), i = 1,2 as transformadas de Laplace de h(gp),(x), i = 1,2 que satisfa-
zem os problemas de valores iniciais

EiLhgy, () = Ph{pg), (2) + N Aihsp), () = 0,
(3.61)

1

h‘(EB)i(O) =0, h/(EB)i(O) =0, h/(/EB)i(O) =0, Eijih(EB)i(O) =1,
de modo que

1 1

EB), (5) EiLis* — Pis®+ X2p A (£8),(5) Eslyst — Pys? + N2py Ay

(3.62)

Observe que hgpy, (), i = 1,2 na eq. (3.61) sé@o as respostas fundamentais re-
ferentes a viga superior e a viga inferior de Euler-Bernoulli com for¢a axial e sem acopla-
mento elastico, respectivamente. Para mais detalhes, veja o Apéndice.

Considere D;(s) = E;I;s* — Pis> + \2p; A, i = 1,2, 0s polinémios associados a viga
simples de Euler-Bernoulli com forga axial, entdo da eq. (3.59) segue

D+ k k
D, D,
(I+BHgp(s)) = (3.63)
k Dy + k
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e,
Dy(Dy + k) kD
DDy + k(Dy 4 Dsy)  Dy1Dy + k(Dy + Do)
(I+BHgp(s)) ™" = : (3.64)
kD, Dy(Dy + k)
DDy + k(D1 + Dy)  D1Dy + k(Dy + Do)
Assim

B Dy +k B k
DDy + k(D1 + D») DDy + k(Dy + D)

H(s) = Hpp(s)(I+ BHpp(s)) ! =
k Dy +k

" DDy + k(D1 +Dy)  DyDy+ k(Dy + Dy)
(3.65)

Tomando a transformada inversa de Laplace . ~'{H(s)} = h(z) temos a resposta
fundamental do sistema de duas vigas Euler-Bernoulli com forga axial e acopladas por uma

camada elastica.

3.6 EQUAGCAO CARACTERISTICA: CASOS CONSIDERADOS

A seguir, obtemos a equacdo caracteristica para o sistema de viga dupla Euler-
Bernoulli com acoplamento elastico e forga axial para algumas condigdes de contorno
classicas e nao-classicas.

Como exemplo de condicbes de contorno classicas, obtemos a equacéao caracteris-
tica de um sistema de viga dupla biapoiada e um sistema de viga dupla fixa-livre, ambos
os casos Euler-Bernoulli com camada elastica e forga axial. Para a condi¢gao de contorno
nao-classicas, consideramos um sistema de viga dupla Euler-Bernoulli com acoplamento
elastico e forga axial, onde a viga superior é fixa-livre e a viga inferior é fixaem x = 0 e
com uma massa M anexada na extremidade x = L.

3.6.1 Viga dupla Euler-Bernoulli biapoiada com acoplamento elastico e forca axial

Temos como objetivo a obtencado das frequéncias naturais e das autofungdes (mo-
dos de vibrar) através da base dindmica, para o sistema de viga dupla Euler-Bernoulli,
acopladas elasticamente e apoiadas em ambas as extremidades da viga, dada pela Figura
3.2.

As condigbes de contorno para a viga dupla biapoiada Euler-Bernoulli com uma ca-
mada elastica sdo dadas por
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Figura 3.2 — Viga dupla biapoiada Euler-Bernoulli com for¢ca axial e com uma camada
elastica

—> Pi(t,x)
2 3
—> Ps(t, 1)
Fonte: Autor.
eEmz=0:
82w1(t 0)
t,0) = B, —7 = 3.66
wl( 70) 07 141 81’2 O) ( )
8211)2<t O)
t,0) =0, E,b,——1"2=0 3.67
w?( ) ) P 242 8x2 ) ( )

0s quais aplicando as condigdes (3.66) e (3.67) em (3.16), os modos de vibracdo em x = 0
sdo dados como

V1(0) =0, ELVY(0)=0, (3.68)
V2(0) =0, EylLVy'(0) =0. (3.69)
eEmz=1L:
wy(t, L) =0, Eth =0, (8.70)
wy(t, L) =0, EQIQW =0, (8.71)

onde aplicando as condi¢des (3.70) e (3.71) em (3.16), temos que em = = L 0s modos de
vibracao sao
Vi(L) =0, E.LV/(L)=0, (3.72)

V(L) =0, ELVJ(L)=0. (3.73)

A matriz abaixo carrega as informagdes das constantes de rigidez de flexao é des-

A= ( ~Eh 0 ) , (3.74)

crita por

0 —Es1
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a qual é uma matriz de ordem dois, conforme a equacgao (3.13).
Matricialmente, podemos escrever (3.66), (3.67), (3.70) e (3.71) da seguinte forma

0?w(t,0)
Pw(t, L)

Da mesma forma, podemos escrever matricialmente (3.68), (3.69), (3.72) e (3.73) e
aplicando as condicdes (3.75) e (3.76) em (3.16), obtemos

V(0) = —AV”(0) = 0, (3.77)

V(L) = —AV"(L) =0, (3.78)

com O vetor nulo de ordem (2 x 1).
Aplicando as condicdes de contorno (3.77) em (3.32) e usando (3.33), obtemos

€y = €4 — O, (379)

onde 0 vetor nulo de ordem (2 x 1).
Desta forma, os modos de vibragédo V(z) sdo descritos como

V(x) = h(z)e; +h"(z)es. (3.80)

Utilizando as condi¢des de contorno dadas em (3.77) em (3.19), resultara nas se-

10 0 0
A?:(O 1),153?:@;:]])9:(0 0)’ (3.81)

0 0 E, 0
A =B =D} = ,Cy=| ! . (3.82)
0 0 0 Bl

Da mesma maneira, utilizando as condi¢des de contorno dadas em (3.78) em (3.20),

guintes matrizes,

resultara nas matrizes,

10 0 0
Afz(o 1),1@5:@5:]@{:(00), (3.83)

0 0 EL, 0
AfzIB%é:}DQL:(O O),cgz( 51 o ) (3.84)
242
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Com isso, a matriz B que é composta pelas condigdes de contorno em x = 0 e
x = L é dada por

B 0 I 0 0 O I 0 0 O
B= , com B’ = , Bl = . (3.85)
0 Bt 00 —A O 00 —A O

1000 O 0O 000O0O0OO0O O 0 00
0100 O 0 000O0O0OO0 O 0 00
0000 EL O 00O0O0O0OO0C O 0 00
B_ 0000 0 Eyly 0O00O0O0O0C O 0 00 7 (3.86)
000O0 O 0 0010O0O0 O 0 00
0000 O 0O 0001O0O0 O 0 00
0000 O o 000O0O0OO0OUEL 0 00
0000 O 0 000O0O0O0 0 Ely 00

onde na matriz BB, 0 é a matriz nula de ordem (4 x 8) e em B° e B* séo de ordem dois, I
matriz identidade e A matriz de rigidez de flexdo também de ordem dois.
De (3.39), (3.79) e (3.86), temos que o sistema

BHQLG = 0, (387)

onde 0 vetor de ordem (4 x 1) resulta em

h(L h'(L 0
(L) (L) S . (3.88)
—Ah"(L) —Ah®™)(L) es 0
Note que, para uma solucao nao trivial de e; e ez, impomos que
h(L h'(L
det (L) (_ ) =0, (3.89)
—Ah'(L) —Ah™)(L)

que é a equacao caracteristica para viga dupla Euler-Bernoulli biapoiada com forca axial e
acoplada por uma camada elastica.

3.6.2 Viga dupla fixa-livre Euler-Bernoulli com acoplamento elastico e com forca
axial

Considere um sistema de viga dupla fixa-livre Euler-Bernoulli com for¢ca axial e com
acoplamento elastico, dada pela Figura 3.3.
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Figura 3.3 — Viga dupla fixa-livre Euler-Bernoulli com forga axial e com uma camada elas-
tica

—= Pt x)

——=D(t, )

Fonte: Autor.

As condi¢cbes de contorno para viga dupla fixa-livre Euler-Bernoulli com acopla-
mento elastico sdo dadas por

eEmz=0:
wi(t,0) = 0, a“]la(;’o) =0, (3.90)
ws(t,0) = 0, w — 0. (3.91)

Aplicando as condigdes (3.90) e (3.91) em (3.16), os modos de vibracdo em x = 0 satisfa-
zem

Vi(0) =0, V/(0)=0, (3.92)
V5(0) =0, VZ(0) = 0. (3.93)
eEmaxz=1L":
Elll%gg(;,m — 0, EQIQW — 0, (3.94)
Elllag“gg’m - Plawla(;’m —0, Byl 83“’5;’ L p aw“g(i’ D _y (3.95)

Aplicando as condigbes (3.94) e (3.95) em (3.16), temos que em = = L os modos de
vibragao satisfazem
ELVI(L) =0, ELbVy(L)=0, (3.96)

Elll‘/lm(L) - Pl‘/ll(L) — O, EQ[Q‘GII(L) - PQ‘/Q,(L) - 0 (397)

Matricialmente, podemos escrever (3.90), (3.91), (3.94) e (3.95) da seguinte forma

wi(t,0) = a‘”a(i’ 0 o, (3.98)
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O’w(t, L)
WD, (3.99)
3
WP L) powtl) o (3.100)
o0z Ox

Da mesma forma, podemos escrever matricialmente (3.92), (3.93), (3.96) e (3.97) e
aplicando as condic¢des (3.98), (3.99) e (3.100) em (3.16), obtem-se

V(0) = V'(0) = 0, (3.101)
—AV"(L) =0, (3.102)
—AV"(L)+PV'(L) =0, (3.103)

com 0 vetor nulo (2 x 1).
Aplicando as condigdes de contorno (3.101) em (3.32) e usando (3.33), obtemos

€3 = €4 = O, (3104)

onde 0 vetor nulo de ordem (2 x 1).
Desta forma, os modos de vibragdo V() sdo descritos como

V(z) = h(z)e; + h'(z)e,. (3.105)

Utilizando as condi¢des de contorno dadas em (3.101)-(3.103), resultara que a ma-
triz B, dada em (8.28), torna-se

B 0 I 00O 00 —A 0
B= , com B°= , Bl = . (3.1086)
0 Bt 0T 00O 0P 0 -A

10000O0O0OO0OO0O0O O 0 0 0 0 0
010000O0O0OO0O0 O 0 0 0 0 0
0010O0O0O0OO0OO0O®O0O O 0 0 0 0 0
B_ 0001O00O0O0OO0OGO0O O 0 0 0 0 0 . (3.107)
0000O0OO0OO0OO0OO0OTO0O O 0 E L O 0 0
0000O0OO0OO0OO0OO0OO0O O 0 0 Exly, O 0
0000O0O0OO0OO0OO0O0-~ 0 0 0 L 0
0o0000O0OO0OO0OO0OO0 O =P 0 0 0 Esl

onde na matriz B, 0 é a matriz nula de ordem (4 x 8) e em B° e B* s&o de ordem dois,
I matriz identidade, IP matriz que carrega as forgcas axiais € A matriz de rigidez de flexao,
todas também de ordem dois.
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De (3.39), (3.104) e (3.107), temos que o sistema
BH07LG = 07 <3108)

onde 0 vetor de ordem (4 x 1) resulta em

—Ah"(L) —Ah" (L) esr \ [0 (3.109)
Ph/(L) — Ah”(L) Ph"(L) — Ah@)(L) 2] \o0)° '
Note que, para uma solugao nao trivial de e; e e,, impomos que
—Ah"(L —Ah"'(L
et (L) ( ) =0, (3.110)
Ph'(L) — Ah™ (L) Ph”(L) — Ah(™)(L)

que € a equagao caracteristica para a viga dupla fixa-livre Euler-Bernoulli com camada
elastica e forga axial.

3.6.3 Viga dupla Euler-Bernoulli com uma camada elastica, com forca axial e con-
dicao de contorno nao classica

Considere um sistema de viga dupla Euler-Bernoulli com uma camada elastica, com
forca axial e restrita. O sistema de viga dupla considerado tem a viga superior fixa-livre e
a viga inferior fixa em = = 0 e na extremidade = L possui uma massa M anexada,
conforme Figura 3.4.

Figura 3.4 — Viga dupla Euler-Bernoulli com forga axial, com uma camada eléstica e com
massa anexada na viga inferiorem x = L

——=P(t,x)

M ——=P(t, x)

Fonte: Autor.

Para a viga superior, vamos considerar as condi¢coes de contornoemz =0ex = L,

dadas por
(9w1 (t, O)

'lUl(t, O) = ax

=0, (3.111)
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2
o ULy (3.112)
Ox
Sw (t, L L
gt b pounlth) (3.113)
Ox3 Ox

Agora, para a viga inferior, as condi¢cdes de contorno para a viga fixa-restrita com
massa M anexada em x = L sao, (RAO, 2007),

dws(t,0
ws(t,0) = w?a(x) —0, (3.114)
2
g1, b L) 0, (3.115)
02
agwg(t, L) 8w2 (t, L) o 62w2(t, L)
Byly—g 5= = Py 8 = M (3.116)

Aplicando as condi¢des (3.111)-(3.113) em (3.16), obtemos

V1(0) = V/(0) = 0, (3.117)
E\LV] (L) =0, (3.118)
ELV/"(L) — P V/(L) =0. (3.119)

Da mesma forma, aplicando as condi¢des (3.114)-(3.116) em (3.16), obtemos

V5(0) = V4(0) = 0, (3.120)
Ey LV (L) =0, (3.121)
Ey LV, (L) — PV (L) — NX*M V(L) = 0. (3.122)

Pelo fato do sistema de vigas ser fixo em z = 0, (3.101) e pelas condi¢des iniciais
dadas em (3.33), temos que os modos de vibragdo V(x) sdo dados por

V(z) = h(z)e; + h'(z)es. (8.123)

Utilizando as condigcbes de contorno dadas em (3.117) e (3.120) em (3.19), resultara

10 00
(o 1),3?:@?:@?:(0 o)’ (3.124)

nas seguintes matrizes,

Aj
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0 0 10
Ag_@g_mg_(o O),Bg_(o 1). (3.125)

Da mesma maneira, utilizando as condicdes de contorno dadas em (3.118), (3.119),
(3.121) e (3.122) em (8.20), resultara nas matrizes,

00 EJ 0
Al =Bl =Df = ,ch= , (3.126)
0 0 0 Enly
0 0 ~-P 0 00 E: 0
Al = , , BY = , Ch = , D = :
0 —\2M 0 —P 00 0 Euly
(3.127)

Com isso, a matriz B que é composta pelas condigcbes de contornoem =z = 0 e
x = L é dada por,

B 0 I 00O
B= , com B’ = , (3.128)
0 B 0I 00O
onde,emz =0
100000O0O 0000O0O0TO0O
01000000 0000O0DO0OTO0O
B’ = , 0= , (3.129)
00100000 0000O0O0TO0O
00010000 0000O0DO0OTO0O

na matriz 3, 0 é a matriz nula de ordem (4 x 8) e em B é de ordem dois, dadas em (3.129).
Em x = L, temos a matriz

0 0 0 EL O 0 0

0 0 0 0 Eoly O 0

0 -P 0 0 0 EiIL, O
-XM 0 -P 0 0 0 Euly

(3.130)

o O O O



A matriz B de ordem (8 x 16) completa, ficara

1000O0O0O0O0O 0 0 0 0 0
01 0000O0O0O0 0 0 0 0 0
0010O0O0O0O0¢O0 0 0 0 0 0
B_ 0001O00O0O0O0 0 0 0 0 0
000O0O0OO0OOO0OO 0 0 0 EL, O
000O0O0OO0OO0OO0OO@ O 0 0 0 0 Eql,
000O0O0OO0OO0OTO0O 0 - 0 0 0
00000O0O0O0O0-XM 0 -P 0 0

De (3.39), (3.104) e (3.131), temos que o sistema

BH07L8 = O,

o O O o O

0
B L
0
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o O O o o O

0

EsI,
(3.131)

(3.132)

onde os vetores 0 e e sdo de ordem (8 x 1) e Hj ;, matriz de ordem (16 x 8), resulta em

—Ah"(L) —Ah"(L)
ALh(L) + Ph'(L) — Ah”(L) ALW(L)+Ph”(L) — Ah@)(L)

—AW'(L) —AW"(L)

o ( AJh(L) +Ph'(L) — Ah"(L) Afh'(L) +Ph"(L) — Ah™)(L)

)

Note que, para uma solucéo nao trivial de e; e ey, impomos que

€1
€2

|

=0, (3.134)

que é a equacao caracteristica para viga dupla Euler-Bernoulli com camada elastica e forca

axial. A viga superior € fixa-livre e a viga inferior é fixa em x = 0 e com massa M anexada

na extremidade z = L.
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4 SIMULACOES

Nesta secao, vamos apresentar simulagdes para um sistema de viga dupla Euler-
Bernoulli com uma camada elastica e forga axial para condigdes de contorno classicas e
nao classicas. Para efeitos de comparacao entre as frequéncias e os modos de vibragao,
obtivemos as frequéncias naturais e apresentamos os graficos dos respectivos modos de
vibragdo também para vigas simples com forca axial.

As simulacbes foram realizadas para os seguintes condigdes de contorno: Para
condi¢des de contorno classicas consideramos o sistema de viga dupla biapoiada (AA-
AA) e fixa-livre (FL-FL), ambas Euler-Bernoulli com forga axial e camada eléstica; Como
condicao de contorno nao-classica, consideramos um sistema de viga dupla sendo a viga
superior fixa-livre e a viga inferior fixa na extremidade x = 0 e com uma massa M anexada
na extremidade x = L, para diversos valores da massa M. Finalmente, realizamos simu-
lagGes para diversos valores da camada elastica e da for¢a axial com o intuito de observar
o efeito desses parametros nas frequéncias naturais.

As simulagdes foram realizadas no software Maple 16.

Considere, nas simulac¢des, duas vigas iguais e denotamos p = p; = p2, A = Ay =
Asy,m=pA,E=F =Fy, I =1, =1,e P=P, =P, Assim Dy(s) = Dy(s) = D(s) =
Els* — Ps? + X’m.

A matriz dada na eq. (3.65) é

D+k k
" D(D+2k)  D(D + 2k)
H(s) = Hgp(s)(I+ BHgp(s)) ' = . (4)
k D+k

D(D+2k)  D(D + 2k)

Observe que a matriz H(s) € uma matriz simétrica com os elementos da diagonal
principal iguais, isto €,

. HH(S) ng(S)
H(s) = ( Hio(s) Hy(s) ) ; 4.2)

onde
Hoos) FEls* — Ps>+ X°m+k 4.3)
S = — .
H (Els* — Ps? + X2m)(Els* — Ps? + X2m + 2k)’

k
Hals) = = (Els* — Ps® + X2m)(EIs* — Ps® + X2m + 2k)’ (44)
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De (3.60) para vigas iguais, temos

onde

Els* — Ps?+Xm  D(s) (4.6)

hEB(S)
e D(s) = Els* — Ps?> + \*m é o polindbmio associado a viga simples de Euler-Bernoulli
com forca axial cujas raizes sdo dependentes dos autovalores \. Para A = iw, onde i é a
unidade imaginaria e w € a frequéncia natural, este polindmio possui duas raizes reais e

duas imaginarias puras, que sao +e¢, +9. Logo podemos escrever

D(s) = El(s —¢)(s + €)(s* + 6?), (4.7)
onde
P+ —4mM\2E1 + P2
€= \/ Yol (4.8)
e
P —\/—4mM2E] + P2
0= \/— SE] ) (4.9)

Para Q(s) = Els* — Ps®> + \*m + 2k temos as raizes +a, +3 podemos escrever

Q(s) = El(s —a)(s+ a)(s — f)(s + ), (4.10)
onde
P+ \/=4BI(mA? + 2k) + P?
Q:J SET (4.11)
e

_ _ 2 2
5:JP V—AEI(m) +2k) + P @12

2F1

Tomando a Transformada de Laplace Inversa na eq. (4.2), cujas componentes sao
dadas nas egs. (4.3) e (4.4), obtemos a solugdo fundamental matricial para o sistema de
dupla viga Euler-Bernoulli acoplado elasticamente e com forga axial,

. hll(ﬁ) hm([[’)
h(z) = ( ho(z) B () ) : (4.13)
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onde
1 [asinh(Bzr) — Bsinh (ax) dsinh (ex) — esinh (0x)
hr(w) = 2E]< af(a? — [?) * ed(—e2 + §?) )’ (4.14)
e
1 [—asinh () + Bsinh (ax) =~ §sinh (ex) — esinh (dx)
fua(w) = 2EI< af(a? — 5?2) + ed(—e2 + 4?) ) (4.15)

Nas simulagoes, foram utilizados os parametros dados na Tabela 4.1. Para a forga

EI
axial foi considerado P = ﬁFO (N), Fo = 10, uma constante. (MAO; WATTANASAKUL-
PONG, 2015; ZHANG; LU; MA, 2008).

As frequéncias naturais (w,), foram obtidas resolvendo a equacéo caracteristica
associada a cada condicao de contorno. Para melhor entendimento, para os modos de
vibragéo, V(x), da viga dupla usamos a notagédo V;;(z), onde i = 1, 2 indica a viga superior
e inferior, respectivamente, e j = 1,2, 3, ... 0 modo associado a frequéncia w;.

Tabela 4.1 — Par&metros utilizados nas simulagées

Parametro Simbolo  Valor Numérico Unidade
Comprimento da viga L 10 m
Constante no acoplamento elastico k 1 x 105 Nm—2
Densidade linear de massa p 2 x 103 kg m—3
Momento de inércia I 4 %1074 m*
Médulo de Elasticidade de Young E 1 x 101 Nm—2
Area da secdo transversal A 5 x 1072 m?

Fonte: Dados da tabela (MAO; WATTANASAKULPONG, 2015).

41 VIGA SIMPLES BIAPOIADA COM FORGCA AXIAL (AA) E VIGA DUPLA BIAPOIADA
COM FORGA AXIAL (AA-AA)

As simulacdes realizadas nesta seg¢édo foram para uma viga simples (AA) e para
um sistema de viga dupla (AA-AA) ambas Euler-Bernoulli, com forca axial e biapoiadas.
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A equacao caracteristica para a viga simples encontra-se no apéndice Eq. (6.31). Para a
viga dupla é dada pela Eq. (3.89). Na Tabela 4.2, estdo listadas as frequéncias naturais
para estes casos. As primeiras frequéncias de cada par da viga dupla se repetem na viga
simples, como podemos observar em negrito na tabela. Esse padrao continua a se repetir
para as frequéncias mais altas.

Tabela 4.2 — Frequéncias naturais da viga biapoiada Euler-Bernoulli com forga axial e viga
dupla biapoiada Euler-Bernoulli com acoplamento elastico e forga axial

Viga biapoiada (AA) Viga dupla biapoiada (AA-AA)

w1 28,00750 rad/s 28,00750 rad/s
Wy 88,39297 rad/s 52,76760 rad/s
ws  187,38624 rad/s 88,39297 rad/s
wy  325,67384 rad/s 99,06219 rad/s
ws  503,38090 rad/s 187,38624 rad/s
We 720,54212 rad/s 192,64891 rad/s
wy;  977,17006 rad/s 325,67384 rad/s
ws  1273,27009 rad/s 328,73006 rad/s

Fonte: Autor.

Nas Figura 4.1 e Figura 4.2, temos os quatro primeiros modos referentes as quatro
primeiras frequéncias (Tabela 4.2) de uma viga biapoiada com forca axial.
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Figura 4.1 — Modos de vibragdo de uma viga biapoiada Euler-Bernoulli com for¢a axial
(AA). (a) Primeiro modo de vibracao (b) Segundo modo de vibracao
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Fonte: Autor.

Figura 4.2 — Modos de vibracdo de uma viga biapoiada Euler-Bernoulli com forca axial
(AA). (a) Terceiro modo de vibracao (b) Quarto modo de vibragcéao
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Nas Figuras 4.3 a 4.10 apresentamos os oito primeiros modos de vibragdo corres-
pondentes as oito primeiras frequéncias naturais, w;, j = 1,2, ..., 8. dadas na Tabela 4.2.

Observe que para a primeira frequéncia wq, Figura 4.3, temos 0 mesmo comporta-
mento dos modos de vibragao, tanto para a viga superior quanto para a viga inferior, o qual
denominamos de modos sincronos. Isso também ocorre para as frequéncias ws (Figura
4.5), ws (Figura 4.7) e wy (Figura 4.9).

Agora, para as frequéncias w, (Figura 4.4), w, (Figura 4.6), wg (Figura 4.8) e wg
(Figura 4.10), comparando 0os modos da viga superior com 0s modos da viga inferior, per-
cebemos que ocorre uma reflexdo em torno do eixo x, neste caso dizemos que os modos
de vibragao sao assincronos.

Note também que em relagdo ao numero de nés em cada modo de vibracado, o
sistema de viga dupla Euler Bernoulli com acoplamento elastico e forga axial preserva o
comportamento dos modos de vibragao da viga simples biapoiada e viga dupla biapoiada
com acoplamento elastico e sem forca axial, isto é: Para o primeiro par de frequéncia,
wy (Figura 4.3) e w, (Figura 4.4) os modos de vibragdo n&o apresentam nenhum né ao
longo da viga, tanto superior quanto da viga inferior. Para w3 (Figura 4.5) e w, (Figura 4.6)
0s modos de vibragcdo geram um ng; Para w; (Figura 4.7) e wg (Figura 4.8) os modos de
vibragdo geram dois nés; E para w; (Figura 4.9) e ws (Figura 4.10) os modos de vibracao
geram trés nos.

A partir destas observagdes, vemos que cada par de frequéncias (w;,w;jt1), j =
1,3,5,...geram (j — 1)/2 nés nos respectivos modos de vibragao.
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Figura 4.3 — Primeiro modo de vibragdo da viga dupla com for¢a axial apoiada nas extre-
midades (AA-AA). (a) viga superior (V41), (b) Viga inferior (V51).
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Figura 4.4 — Segundo modo de vibracdo da viga dupla com forga axial apoiada nas extre-
midades (AA-AA). (a) viga superior (V12), (b) Viga inferior (V53).
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Figura 4.5 — Terceiro modo de vibragao da viga dupla com forga axial apoiada nas extremi-
dades (AA-AA). (a) viga superior (V13), (b) Viga inferior (V53).
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Figura 4.6 — Quarto modo de vibragédo da viga dupla com for¢a axial apoiada nas extremi-
dades (AA-AA). (a) viga superior (V14), (b) Viga inferior (Vay).
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Figura 4.7 — Quinto modo de vibragao da viga dupla com forga axial apoiada nas extremi-
dades (AA-AA). (a) viga superior (Vi5), (b) Viga inferior (Va5).
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Figura 4.8 — Sexto modo de vibragao da viga dupla com for¢a axial apoiada nas extremida-
des (AA-AA). (a) viga superior (Vig), (b) Viga inferior (Vag).
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Figura 4.9 — Sétimo modo de vibragao da viga dupla com forgca axial apoiada nas extremi-
dades (AA-AA). (a) viga superior (Vi7), (b) Viga inferior (V7).
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Figura 4.10 — Oitavo modo de vibragao da viga dupla com forga axial apoiada nas extremi-
dades (AA-AA). (a) viga superior (Vig), (b) Viga inferior (Vas).
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4.2 VIGA SIMPLES FIXA-LIVRE COM FORGA AXIAL (FL), VIGA DUPLA FIXA-LIVRE
COM FORGA AXIAL (FL-FL) E VIGA DUPLA RESTRITA COM FORGA AXIAL (FL-
FR)

Nesta secdo, calculamos e comparamos as frequéncias naturais de uma viga sim-
ples fixa-livre (FL), cuja equacao caracteristica encontra-se no Apéndice Eq. (6.39), de um
sistema de viga dupla fixa-livre (FL-FL) e de um sistema de viga dupla restrita (FL-FR),
sendo a viga superior fixa-livre e a viga inferior fixa em x = 0 e com massa (M) anexada
na extremidade x = L. Todas as vigas sao do tipo Euler-Bernoulli, com forca axial e as
vigas duplas possuem acoplamento eléstico. Para o caso da viga restrita, obtivemos as
frequéncias naturais para varios valores de M. Além das frequéncias naturais, também
obtivemos e comparamos os modos de vibracao das vigas duplas fixa-livre e fixa restrita.

Na Tabela 4.3, reproduzimos os valores das oito primeiras frequéncias naturais de
uma viga simples fixa-livre (FL) com forga axial e das frequéncias do sistema de viga dupla
fixa-livre (FL-FL), com acoplamento elastico e forgca axial.

Em negrito destacamos as frequéncias comuns entre os dois casos. Para a viga
dupla fixa-livre as frequéncias naturais se repetem de duas em duas quando comparamos
com as frequéncias de uma viga fixa-livre. A medida que as frequéncias da viga dupla
aumentam, as frequéncias em cada par ficam mais préximas.

Tabela 4.3 — Frequéncias naturais da viga fixa-livre Euler-Bernoulli com forga axial e viga
dupla fixa-livre Euler-Bernoulli com acoplamento eléstico e forga axial

Viga fixa-livre (FL) Viga dupla fixa-livre (FL-FL)

wy  14,33493 rad /s 14,33493 rad/s
wo  56,58870 rad/s 46,96264 rad/s
ws 135,31649 rad/s 56,58870 rad/s
wy 253,34001 rad/s 72,12683 rad/s
ws 410,97264 rad/s 135,31649 rad/s
wg 608,16512rad/s 142,51510 rad/s
wy; 844,88912rad/s 253,34001 rad/s
ws 1121,12655 rad/s 257,25700 rad/s

Fonte: Autor.
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Tabela 4.4 — Frequéncias naturais (rad/s) da viga dupla restrita com viga superior fixa-livre,
e viga inferior fixa x = 0 e com massa M anexadaem z = L.

Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4 Caso 5
M=10"2%m | M =10"'m M=m M =10m | M = 10*>m
wy | 14,32352 14,22163 13,27717 8,44936 3,12662
wy | 46,92510 46,57473 42,58905 | 31,38254 | 28,31628
w3 | 56,53086 56,03200 53,17204 | 51,30721 | 51,09725
wy | 72,05351 71,45036 68,55661 | 66,46288 | 66,15883
ws | 135,17434 | 138,79500 | 123,81787 | 114,32893 | 112,74443
we | 142,37115 | 141,39303 | 139,63918 | 139,26665 | 139,22759
wr | 253,06575 | 249,93393 | 233,01405 | 221,49403 | 219,75950
wg | 257,01288 | 255,99839 | 255,44451 | 255,37948 | 255,37294

Fonte: Autor.

Na Tabela 4.4 temos as oito primeiras frequéncias naturais de viga dupla restrita
sendo a viga superior fixa-livre e a viga inferior com massa M anexada na extremidade
x = L. As frequéncias naturais foram obtidas para cinco valores de M, sendo seu valor
proporcional a m = m; = my = p1A; = paAs.

Comparando as frequéncias, podemos observar que na primeira coluna da Tabela
4.4, para M = 10~2m, os valores das frequéncias sdo muito proximos daqueles da se-
gunda coluna da Tabela 4.3, que é o caso de uma viga dupla fixa-livre (M = 0). Além
disso, vemos que a medida que a massa M aumenta as frequéncias diminuem, em todos
0S casos, para as respectivas frequéncias, além de que o padrao observado na Tabela 4.3,
segunda coluna, ndo é observado aqui, isto €, a medida que as frequéncias da viga dupla
aumentam, as frequéncias em cada par ndo se aproximam.

Nas Figuras 4.11 a 4.16 sdo apresentados os modos de vibragédo V(z), da viga
dupla fixa-livre (FL-FL) e da viga dupla restrita (FL-FR) para diversos valores de M. As
frequéncias naturais w;, j = 1,2, 3, ..., 8 da viga fixa-livre encontram-se na Tabela 4.3 e da
viga fixa restrita na Tabela 4.4, sendo o j-ésimo modo de vibragao denotado por V;;(x),
onde ¢ = 1, 2 indica a viga superior e inferior, respectivamente.

Analisando os modos de vibracao da viga dupla fixa-livre (linha continua preta nos
graficos) e da viga dupla restrita, ambos 0s casos com camada elastica e forga axial,
percebemos que:

e Em todos os modos apresentados podemos observar que quanto menor o valor
da massa M anexada na viga dupla fixa-restrita, mais préximo esta o modo de vibracao
quando comparado com o da viga dupla fixa-livre. Este comportamento também foi obser-
vado nas frequéncias naturais conforme observamos acima.

e Por outro lado, observamos que a partir do segundo modo associados a viga in-
ferior, a medida que a massa M aumenta o comportamento dos modos se aproximam,
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respectivamente, do comportamento dos modos de uma viga apoiada-apoiada ou de uma
viga fixa-fixa. Veja as Figuras 4.3-4.8 quando comparadas com as Figuras 4.12-4.16, da-
das na coluna a direita.

e O efeito da massa M anexada na viga inferior do sistema de dupla viga (FL-FR)
também pode ser observado na viga superior, ficando mais evidente a partir da quarto
modo de vibragdo, como pode ser observado na coluna a esquerda das Figuras 4.14-4.16.
Observe que a linha continua representa o modo de vibragdo do sistema de dupla viga
fixa-livre (FL-FL).

Figura 4.11 — Primeiro modo de vibra¢ao da viga dupla com forga axial (FL-FL) e da viga
dupla restrita (FL-FR). (a) viga superior (V11), (b) Viga inferior (V3;).
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Figura 4.12 — Segundo modo de vibracéo da viga dupla com for¢a axial (FL-FL) e da viga
dupla restrita (FL-FR). (a) viga superior (V15), (b) Viga inferior (Vas).
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Figura 4.13 — Terceiro modo de vibragdo da viga dupla com for¢a axial (FL-FL) e da viga
dupla restrita (FL-FR). (a) viga superior (V13), (b) Viga inferior (Va3).
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Figura 4.14 — Quarto modo de vibragao da viga dupla com forga axial (FL-FL) e da viga
dupla restrita (FL-FR). (a) viga superior (V14), (b) Viga inferior (Vay).
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Figura 4.15 — Quinto modo de vibragao da viga dupla com forga axial (FL-FL) e da viga
dupla restrita (FL-FR). (a) viga superior (Vi5), (b) Viga inferior (Va5).
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4.3 FREQUENCIAS NATURAIS PARA DIVERSOS VALORES DA CAMADA ELASTICA
E DA FORGA AXIAL

Nesta secao, para efeitos de comparagao, obtivemos as frequéncias naturais de
um sistema de viga dupla Euler-Bernoulli com acoplamento elastico e forca axial para
diversos valores da constante k£ no acoplamento elastico e da constante Fj na forga axial.
Consideramos um sistema de viga dupla biapoiada (AA-AA) e um sistema de viga dupla
fixa-livre (FL-FL).

Nas Tabelas 4.5 e 4.6 obtivemos as primeiras oito frequéncias naturais para varios
valores do coeficiente k£ da camada elastica com forga axial P = l;[FO (N), sendo F, I e
L paréametros da viga dados na Tabela 4.1, e F;, = 10. Na Tabela 4.5 apresentamos as
frequéncias para um sistema de viga dupla biapoiada (AA-AA) e na Tabela 4.6 para o caso
de um sistema de viga dupla fixa-livre (FL-FL).

Podemos observar na Tabela 4.5 que para os valores da camada elastica iguais a
k=0,2x105 0,5x105 1,0x10°, 1,5x10° e k = 2x 10° (Nm~2) as frequéncias impares,
w;, 1 =1,3,5e 7 aparecem em todos os casos. Para as frequéncias pares w;,i = 2,4,6 € 8,
vemos que elas aumentam conforme o coeficiente da camada elastica aumenta. Observe,
também, que para k = 5 x 105 (Nm~2), as frequéncias impares dos casos anteriores estio
presentes, no entanto a terceira frequéncia dos casos anteriores aparece como sendo a
segunda frequéncia.

Quando consideramos o sistema de viga dupla fixa-livre, Tabela 4.6, as frequéncias
naturais apresentam o mesmo padrao do caso anterior, no entanto a terceira frequéncia
ws, para k = 0,2 x 10%, 0,5 x 10° e 1,0 x 10° (Nm~2) aparece como sendo a segunda
frequéncia para k = 1,5 x 10°,2 x 105 e 5 x 10° (Nm~2).

Em todos os casos apresentados, o padrao das frequéncias aparecerem aos pares
se mantém, ficando mais evidente nos pares de frequéncias mais altas.

Nas Tabelas 4.7 e 4.8 obtivemos as primeiras oito frequéncias naturais para os
valores da constante da camada elastica fixa e igual a k = 1 x 10°> (Nm~2), e para diversos

valores da forca axial P = l;[Fo (N), onde Fj é uma constante dada. Podemos observar
que a medida que F; aumenta, as frequéncias correspondentes também aumentam, para
os dois casos de condi¢cdes de contorno considerados.

O comportamento das frequéncias naturais aparecerem aos pares se mantém, no
entanto, as frequéncias naturais impares nao se repetem, como no nos casos apresenta-
dos nas Tabelas 4.5 e 4.6.

A partir dos resultados apresentados nas Tabelas 4.5, 4.6, 4.7 e 4.8, vemos que
existem frequéncias, em geral as primeiras frequéncias em cada par de frequéncias, que
nao dependem do valor da camada elastica e sdo as frequéncias do sistema de uma
viga simples com forca axial, j& as outras frequéncias aumentam conforme k& aumenta.
No entanto, variando o valor da for¢a axial ndo obtivemos frequéncias naturais repetidas,
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mas observamos que as frequéncias correspondentes aumentam conforme a forga axial

aumenta.

4.3.1

Variando o valor da constante £ da camada elastica

Tabela 4.5 — Frequéncias naturais (rad/s) para diferentes valores da camada eléstica k (Nm~2) de
um sistema de viga dupla biapoiada Euler-Bernoulli com forga axial

k=0,2x10° k:0,5><105\k:1,0><105 k=1,5x10° k:2x105\k:5x105

w1
w2
w3
Wy
ws
we
wy

ws

28,00750
34,41541
88,39297
90,62736
187,38624
188,45053
325,67384
326,28738

28,00750
42,24240
88,39297
93,87927
187,38624
190,03579
325,67384
327,20552

28,00750
52,76760
88.39297
99,06219
187,38624
192,64891
325,67384
328,73006

28,00750
61,51764
88.39297
103,98710
187,38624
195,22705
325,67384
330,24756

28,00750
69,16950
88,39297
108,68909
187,38624
197,77159
325,67384
331,75812

28,00750

88,39297

103,84806
133,46654
187,38624
212,39963
325,67384
340,68087

Fonte: Autor.

Tabela 4.6 — Frequéncias naturais (rad/s) para diferentes valores da camada eléstica k (Nm~2) de
um sistema de viga dupla fixa-livre Euler-Bernoulli com for¢a axial

k=02x10° | k=0,5x10° | k=1,0x10° [ k=1,5x10° | k=2x10° | k=5 x 10°

w1
w2
w3
Wy
ws
we
wy

ws

14,33493
24,60671
56,58870
60,01900
135,31649
136,78653
253,34001
254,12824

14,33493
34,72017
56,58870
64,82500
135,31649
138,96242
253,34001
255,30602

14,33493
46,96264
56,58870
72,12683
135,31649
142,51510
253,34001
257,25700

14,33493
56,58870
56,61704
78,75456
135,31649
145,98135
253,34001
259,19329

14,33493
56,58870
64,84975
84,86625
135,31649
149,36718
253,34001
261,11523

14,33493

56,58870

101,02222
114,90117
135,31649
168,25740
253,34001
272,36219

Fonte: Autor.
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4.3.2 Variando o valor da constante [, na forca axial P = — F|

Tabela 4.7 — Frequéncias naturais (rad/s) para diferentes valores da forca axial de um sistema de

viga dupla biapoiada Euler-Bernoulli com camada elastica

L2

Fo=0,1 Fh=1 Fo=5 Foy =10 Fy =20
w1 19,83895 20,71508 24,22867 28,00750 34,33955
Wo 48,92427 49,28605 50,86283 52,76760 56,38443
w3 79,05677 79,95058 83,80781 88,39297 96,91468
Wy 90,82936 91,60838 94,99342 99,06219 106,73544
Ws 177,75285 178,65008 | 182,58443 187,38624 196,63840
We 183,29232 184,16256 | 187,98157 192,64891 201,65976
Wy 315,92732 316,82576 | 320,78837 325,67384 335,23126
ws 319,07691 319,96650 | 323,89069 328,7300 338,20112
Fonte: Autor.

Tabela 4.8 — Frequéncias naturais (rad/s) para diferentes valores da forca axial de um sistema de

viga dupla fixa-livre Euler-Bernoulli com camada elastica

F,=0,1 Fp=1 Fy=5 £y = 10 Fy =20
w | 7,16265 8,22048 | 11,53639 | 14,33493 18,32164
wy | 44,21582 4547060 | 46,18537 | 46,96264 48,32890
wy | 4529131 4551313 | 50,81181 56,58870 66,25664
wy | 62,88910 63,80788 | 67,68929 | 72,12683 79,93711
ws | 123,51965 | 124,64090 | 129,50248 | 135,31649 | 146,16864
we | 131,36629 | 13242112 | 137,00691 | 142,51510 | 152,85702
wr | 241,92199 | 242,98288 | 247,64167 | 253,34001 | 264,34424
ws | 246,02084 | 247,06412 | 251,64736 | 257,25700 | 268,10050

Fonte: Autor.
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5 CONCLUSAO

Nesse trabalho foram apresentados estudos sobre a vibrag&o transversal de um
sistema de viga dupla Euler-Bernoulli com for¢a axial acoplado elasticamente. Através da
analise modal obtivemos a resposta livre do sistema onde a equagdo modal foi escrita
em termos da solu¢ao fundamental matricial. Uma formulagado matricial para o problema
permitiu associar o sistema de viga dupla com a viga simples de Euler-Bernoulli e com forca
axial. Para algumas condi¢des de contorno, incluindo um caso de condi¢cdes de contorno
nao classica, obtivemos as frequéncias naturais e representamos graficamente os modos
de vibragéo.

Para as condicdes de contorno classicas apresentadas neste trabalho, as frequén-
cias naturais para o sistema de viga dupla aparecem aos pares, sendo que cada par de
frequéncias tem os seus respectivos modos cujo comportamento corresponde ao de uma
das frequéncias da viga simples. Além disso, as primeiras frequéncias de cada par da viga
dupla se repetem na viga simples, esse padrao continua se repetindo nas frequéncias mais
altas. Em relagdo aos modos de vibragdo, percebemos que as frequéncias (w»;_1) geram
modos sincronos, ja as frequéncias (ws;) geram modos assincronos, j = 1,2, 3, ....

Quando consideramos a condi¢ao de contorno nao classica, sendo a viga superior
fixa-livre e a viga inferior fixa em x = 0 e com uma massa M anexada em x = L, per-
cebemos que para as frequéncias mais altas fica mais evidente o par de frequéncias, no
entanto a medida que o valor da massa anexada aumenta os respectivos modos perdem
o padrdo dos modos da viga dupla fixa-livre, 0 que era esperado. Embora a massa esteja
anexada na viga inferior, 0 comportamento dos modos da viga superior também sao afeta-
dos. Também observamos que a medida que a massa aumenta as respectivas frequéncias
diminuem, e que quanto menor for a massa mais as frequéncias se aproximam do caso da
viga dupla fixa-livre com forca axial, 0 que também era esperado.

Para as simulacdes realizadas com o objetivo de comparar as frequéncias naturais
para diversos valores da camada elastica com condigdes de contorno biapoiada (AA-AA) e
fixa-livre (FL-FL), percebemos que existem frequéncias que aparecem em todos os casos,
e que as outras aumentam conforme o coeficiente da camada eléstica aumenta.

Quando simulamos para varios valores da forca axial notamos que a medida que a
forca axial aumenta, as frequéncias correspondentes também aumentam.

Para trabalhos futuros, podemos considerar para um sistema de viga dupla Euler-
Bernoulli os problemas forgcado e com amortecimento, aléem de estender a teoria desenvol-
vida neste trabalho para N-vigas.
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6 APENDICE

6.1 METODO DE CARDANO - TARTAGLIA E O METODO DE FERRARI

Para determinar as raizes de
bo?"8 + bg’l’ﬁ + b47"4 + b67’2 + bg =0 (61)

fazemos a substituicdo Z = r2, e assim obtemos

2+ a2+ ayZ? + asZ + ay = 0, (6.2)
bg b4 b6 b8
com = —, = —, = — e = —.
aq bo (05} bo as bo ay bo

Podemos fatorar a eq.(6.2) da seguinte maneira
(Z2+ 1 Z + ) (2% + 2 Z + g2) = 0, (6.3)

onde segundo (LI; HUA, 2007), os coeficientes q1, g1, ¢2 € g» S&0 dados por

1
q1:§ a1+\/a%—4a2+4)\1

Y

1 a1 — 2a
g = 5|+ =
Vad — daz + 4,

Y

I

1
q2:2[a1—\/a%—4a2+4/\1

1 Cll)\l — 2&3
92 = ) At —
Va3 — daz + 4\,

e \; é uma das raizes da seguinte equagao cubica

Y

N — au)\? + (a1a3 — dag) X + (4agay — a§ —alay) =0, (6.4)
de tal forma que, as trés raizes podem ser escritas como

A= %—I—Q —() cos <;>,

a v+ 21
)\2232—1-2 —QCOS< 3 >,
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/\3:%+2 —Qcos<

v—|—47r>
3 )

onde,

v =cos <R>
B V=)

1
Q= —§(a§ — 3a1a3 + 12ay),

1
R = 574(2613 — 9ayazas + 2703 + 2703 a4 — T2a204).

Assim, as quatro raizes da eq. (6.2) podem ser escritas como

2
-4 Jh
Zl — 9 + 4 g1, (65)

2
L]
Z4 - 2 4 92, (68)

onde 7, , satisfazem (Z*> + ¢1Z + g1) e Z5 4 satisfazem (Z2 + ¢2Z + go). Como Z = 72,
temos

(22 +qZ+ 91)(22 + @2+ g) = (7’4 +qr’ + 91)(7"4 + qar® + g2) = 0. (6.9)

Finalmente, as oito raizes da eq. (6.1) séo

7"172 =+ Zl; (610)
r34 = £/ 2a, (6.11)
T5,6 =+ Zg, (612)

r7s = + Z4. (613)
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6.2 DETERMINANDO A SOLUGCAO DINAMICA DE UMA VIGA EULER-BERNOULLI COM
FORCA AXIAL

Considere uma viga Euler-Bernoulli com for¢a axial (Figura 2.1), dada pela equagao

0*w 0*w 0w
ErZY _pZY a2 14
or4 0xr? tr ot? 0 (6.14)

Supomos a solugéo da eq. (6.14) por modos normais, isto é,
w(t,z) =MV (z), \=iw, (6.15)

com V' (x) os modos de vibragdo e w a frequéncia natural do sistema. Desta forma, substi-
tuindo a eq. (6.15) na eq. (6.14), obtemos

EIV@®) (z) — PV"(z) — pAw®V (z) = 0, (6.16)

a qual é chamada de equacao modal para uma viga Euler-Bernoulli com forca axial.
Para determinarmos a solugéo de (6.16) vamos utilizar a base fundamental ou base
din@mica, isto é, podemos escrever

V(x) = h(x)e; + h'(z)eq + h"(x)es + 1" (z)ey, (6.17)

com ey, eq, €3, €4 constantes a serem determinadas pelas condi¢ées de contorno da viga, e
h(z) a solugédo fundamental que satisfaz o seguinte Problema de Valor Inicial

EIR®™) (z) — PW'(x) — pAw?h(z) = 0 (6.18)
h(0) =0, B'(0) = 0, K”(0) =0, EIR"(0) = 1. '
A equagéo caracteristica do P.V.l. dado em (6.18) é
ElIs* — Ps* — pAw® = 0, (6.19)
onde as quatro raizes sao
S1 =€, S92 = —¢€, (620)
S3 =10, S4 = —1i0, (6.21)
com
[P+ PTTA?pAEl \/ P — \/P?+ 4?pAET
e_\/ Tohh e d=1/— Yol . (6.22)

Observe que tomando A = P? + 4w?pAE] temos A > 0. Assim, as raizes s; € s,
s&o reais, e as raizes s; e s, sd0 imagindrias puras, ja que P? + 4w?pAEI > P2
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Portanto, a solugéo h(z) do P.V.l. dado pela eq. (6.18) sera

_ sin(dz) N sinh (ex)
EI§(e2+62)  FEle(e2+462)

h(z) = (6.23)

6.2.1 Viga Euler-Bernoulli biapoiada com forca axial

Vamos determinar as frequéncias naturais e os modos de vibragdo de uma viga
Euler-Bernoulli biapoiada com forca axial. As condigdes de contorno nos extremos da viga
sao dadas por

0*w(t,0)
0*w(t, L)
L) = El————=0. 2
w(t,L) =0, =0 (6.25)

Aplicando as condigdes (6.24) e (6.25) em (6.15), obtemos as seguintes condigbes
para os modos de vibragcao

V(0)=0, EIV"(0)=0, (6.26)

V(L)=0, EIV"(L)=0. (6.27)

A partir da eq. (6.26), (6.17) e (6.18), concluimos que
€y = €4 = 0, (628)

de tal forma que os modos de vibragao para uma viga biapoiada Euler-Bernoulli com forga
axial seréo
V(z) = h(x)e; + h'(z)es. (6.29)

Agora, considerando as condicdes na extremidade x = L, eq. (6.27), juntamente com a
eg. (6.29) resulta

h(L h'(L 0
(L) (L) R - . (6.30)
EIL'(L) EIh™(L) €3 0
Note que, para uma solugao nao trivial de e; e e3, impomos que
h(L h'(L
det (£) ( ) =0, (6.31)
EIR'(L) EIh™)(L)

que é a equacao caracteristica para viga Euler-Bernoulli biapoiada com for¢a axial.
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6.2.2 Viga Euler-Bernoulli fixa-livre com forca axial

Considere uma Viga Euler-Bernoulli fixa-livre com forca axial, onde as condigdes de
contorno em z = 0 e z = L sdo dadas por

B ow(t,0)
w(t,0) =0, “= 0, (6.32)
Pw(t,L) OBw(t, L) ow(t,L)
BITS5020 =0, BI=So - PR . (6.33)

Aplicando as condigdes (6.32) e (6.33) em (6.15), obtemos as seguintes condigbes
para os modos de vibragao
V(0) =0, V'(0)=0, (6.34)

EIV"(L) =0, EIV"(L)— PV'(L)=0. (6.35)

Assim, de (6.34), (6.17) e (6.18), concluimos que
€3 = €4 = 0, (636)

de tal forma que os modos de vibragdo para uma viga fixa-livre Euler-Bernoulli com forga
axial serao
V(x) = h(x)e; + h'(x)ea, (6.37)

com h(x) sendo a base fundamental matricial dada pela eq. (6.23).
Agora, considerando as condi¢cbes na extremidade x = L, eq. (6.35), juntamente
com a eq. (6.37) resulta

EIR"(L) EIR"(L) e\ [0 (6.38)
—PN(L)+ EIN"(L) —Ph"(L)+ EIh()(L) o] \0)° '
Note que, para uma solug¢do néo trivial de e; e e,, impomos que
EIR"(L EIn" (L
det (L) (L) 4 =0, (6.39)
—PK(L) + EIN"(L) —Ph'(L)+ EIR™)(L)

que € a equacao caracteristica para viga Euler-Bernoulli fixa-livre com forca axial.
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