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RESUMO

HIPOELIPTICIDADE PARA OPERADORES LINEARES COM
COEFICIENTES CONSTANTES

AUTOR: Nathan Kellermann
ORIENTADOR: Mauricio Fronza da Silva

Nesta dissertacdo, desejamos apresentar a demonstracao do Teorema da Regularidade Eliptica e

do Teorema de Hormander de caracterizacdo de operadores lineares hipoelipticos de coeficientes
constantes.

Palavras-chave: Equacdes Diferenciais. Regularidade. Operadores Hipoelipticos.



ABSTRACT

HYPOELLIPTICITY FOR LINEAR OPERATORS WITH CONSTANT
COEFFICIENTS

AUTHOR: Nathan Kellermann
ADVISOR: Mauricio Fronza da Silva

In this dissertation, we wish to present the proof of the Elliptic Regularity Theorem and the cha-

racterization of hypoelliptic linear operators with constant coefficients due to Lars Hormander’s.

Keywords: Differential Equations. Regularity. Hypoelliptic Operators.
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1 INTRODUCAO

Duas das principais Equagdes Diferenciais Parciais (EDP’s) da Fisica-
Matematica sdo as equacgdes de Laplace e da onda,

0%u  90*u %u  9%u

gu 9" _ g2t 9" o
o2 o TV or o T

respectivamente. Embora as equacdes sejam muito parecidas, elas possuem
propriedades significativamente diferentes. Enquanto as solucdes da equagdo de
Laplace, chamadas fun¢gdes harmonicas (AXLER; BOURDON; RAMEY, 2001),
possuem derivadas de todas as ordens, as solu¢des da equagao da onda incluem
funcgdes da forma u(f,x) = g(t — x), onde g pode ser qualquer fungdo de classe
C?. Uma EDP de segunda ordem, como estas, pode ser escrita de uma forma
mais geral: , , ,
A% +2Baaxauy +C§y§‘ —0,

a qual pode ser associada 2 conica Ax”> + Bxy + Cy?> = 0.Quando B> > 4AC,

B? = 4AC e B?> < 4AC obtemos uma elipse, uma pardbola ou uma hipérbole,
respectivamente. Por analogia, as EDP’s correspondentes recebem os nomes de
elipticas, parabdlicas ou hiperbdlicas sob estas respectivas condigdes.

Assim, a equagao de Laplace e da onda sdo os primeiros exemplos de
EDP’s elipticas e hiperbdlicas, respectivamente. Para completar, temos a equacao

do calor

e Pu_,
ot dx? ’
que ¢ uma EDP parabdlica.

Mesmo que a equacao de Laplace e a do Calor pertencam a classes dife-
rentes de EDP’s, ambas possuem uma propriedade de regularidade em comum,
chamada de hipoelipticidade. Um operador L € hipoeliptico quando, dada f e u
uma solugdo de Lu = f, se f € suave entdo u também € suave.

Dentre os principais problemas associados ao estudo de EDP’s podemos

salientar a existéncia e a regularidade de solu¢des. Como vimos, a hipoelipticiade



estd associada ao segundo tipo de problema.

Em 1950, o matematico francés Laurent Schwartz recebeu a Medalha
Fields pelo desenvolvimento da Teoria das Distribui¢des. Nas décadas seguintes
as distribuicOes constituiram o ambiente de estudo de muitos problemas de
EDP’s. Como as distribui¢des formam um espago fechado pela multiplicagao
por funcdes diferencidveis, a teoria das EDP’s lineares com coeficientes suaves
teve grande impulso. Um dos mais importantes pesquisadores desta drea foi o
matematico sueco Lars Hormander, que recebeu a Medalha Fields em 1962.

O objetivo deste texto é expor o teorema de caracterizacao dos operadores
lineares hipoelipticos de coeficientes constantes de Lars Hormander. O resultado
apresenta cinco condi¢des equivalentes a hipoelipticidade no caso de coeficientes
constantes. Algumas delas sdo descri¢des algébricas e uma em termos de Espagos
de Sobolev. Temos assim um belo resultado de conexao entre diferentes areas da
matematica. A demonstracao do item associado aos espacos de Sobolev segue
as ideias da prova do Teorema da Regularidade Eliptica.

O texto € organizado do seguinte modo. No Capitulo 2 temos uma in-
troducdo a notagdo e resultados que envolvem multi-indice, além de alguns
teoremas essenciais sobre fungdes teste e distribuicdes. A Transformada de
Fourier desempenha um papel crucial no texto e é apresentada no Capitulo 3,
que contém ainda resultados uteis dos Espacos de Sobolev H;. O Capitulo 4 traz
o enunciado do Teorema de Malgrange-Ehrenpries, que estabelece a existéncia
de solucao fundamental para todo operador linear de coeficientes constantes, nao
identicamente nulo. Apresentamos aqui a relacao entre solu¢ao fundamental e
hipoelipticidade no caso de operadores de coeficientes constantes. Finalmente, o
capitulo 5 esta dedicado ao estudo dos principais resultados do texto, a saber, o
Teorema da Regularidade Eliptica e o Teorema de Hormander de caracterizagao
de operadores hipoelipticos de coeficientes constantes. O Apéndice traz o enun-
ciado do Teorema de Tarski-Seidenberg e uma de suas consequéncias, que tem

papel importante na prova do Teorema de Hormader.



2 PRELIMINARES

Este capitulo introduz a nota¢ao de multi-indice e alguns resultados so-
bre convolugao de fungdes. Depois apresentamos os resultados tteis sobre as

distribui¢des.

2.1 MULTI-INDICE

Introduzimos agora a nota¢ao de multi-indice de Laurent Schwartz, que
simplifica a escrita de derivadas e polindmios em vérias varidveis. Chamamos de
multi-indice os elementos a € IN”, nesse caso, consideremos N = {0, 1,2,...}.

Deste modo, se o = (a1, 2, ..., a,) € IN”, entdo definimos

n
|OC‘ = Z a;.
j=1

Também incorporamos defini¢des de andlise combinatodria:

al=o!...o0!,

(5) = Fracp

Ainda, definiremos ot < 8 quando «j < Bj paratodo 1 < j <ne o < 3 quando
a <P eexiste ] <j<ntal que a; <f;. Além disso, para x = (x1,...,X,),
definimos x% = x‘f‘l ----- xp". Com isso é possivel obter a formulacdo do teorema

binomial para multi-indice.

Teorema 2.1.1 [Teorema Binomial]. Se x,y € C" e o € IN”, entdo

(x+y)*=Y (g)xﬁy"‘_ﬁ-

B

Vale observar que |x%| < |x||O‘| ,x € R", o € IN". Podemos também obter



10

uma desigualdade util:

Observacao 2.1.1 [GRUBB]. Para todo k € N existe C;, > 0 tal que para todo

x € R" temos

Y kP <+ < Y x4 xe R 2.1)

o<k || <k
Por fim, introduzimos uma notagdo conveniente para derivadas parci-
ais. Se f: Q — (C" ¢é diferenciavel no aberto Q C R" entdo parai=1,2,...,
j=1,2,...,n se x € Q definimos 8}f(x) = %:(x) Mais geralmente, se f
é de classe C* entdo para cada a € IN” tal que || < k definimos 9% f(x) =
810‘1 -9 f(x),x € Q. Com essa notagio, estendemos resultados cldssicos,

como a Regra de Leibniz, para fun¢Oes de varias variaveis.

Teorema 2.1.2 [Regra de Leibniz]. Se a € N, Q C R" é um aberto e f,g €
Cl®(Q) entdo fg e C1(Q) e

o= L (g) 98 fau by

2.2 FUNCOES TESTE

Definicao 2.2.1. Seja X um espaco topologico e f € C(X), o suporte de f,
denotado por supp f, é definido como

supp f = {x € X : f(x) # 0}.

Observacao 2.2.1. Verifica-se que supp f é o menor conjunto fechado fora do

qual f se anula, mais precisamente,
supp f = ﬂ{F . F éfechado e f(x) =0, Vx € X\ F}.

Definicao 2.2.2. Dado um aberto Q C R" e k € N, definimos o espaco vetorial

complexo C’g(Q) como o conjunto de todas as funcoes (reais ou complexas)
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@ € CK(Q) que tém suporte compacto, considerado com as operacdes usuais de

soma e multiplicacdo por escalar. Com isso, definimos também o espaco vetorial

00 k
C. (Q) - ﬂ Cc('Q')a
kelN
das funcoes infinitamente diferencidveis com suporte compacto em L. Os ele-
mentos de C°(Q) serdo chamados de fungoes teste. Denotamos por C°(K) o

subconjunto de C () cujos elementos possuem suporte em K CC Q.

Exemplo 2.2.1. A funcdo v : R" — R definida por

1
e’ se |x| <1,
y(x) =
0 se |x| > 1.
pertence a C;(R") sendo supp(y) = B[0;1]. Como [p.ydx > 0, a fungdo
¢© =Y/ [gra Wdx também é uma fungdo teste que tem as propriedades 0 < ¢ < 1,
supp(¢) = B[0;1] e [p, pdx = L.

Observacao 2.2.2. Para cada € > 0, podemos utilizar a aplicagdo ¢ do exemplo
anterior para definir a funcdo Qg dada por @¢(x) = €7 "@(x/€), x € R". Temos

assim uma aplicacdo com as seguintes propriedades:
1. ¢c € CZ(RY);
2. supp(¢@e) = B[0;€];
3. / Qedx = 1.
R

Utilizaremos a notagcdo Qg para nos referirmos a fungcoes que possuem as pro-

priedades acima.

Com o resultado da observagao anterior, € possivel também provar que
para todo aberto Q e K CC Q, existe fungdo y € C°(Q) talque 0 < w < 1, com

¥ = 1 em uma vizinhanga de K. Mais geralmente temos o seguinte resultado.

Teorema 2.2.1. Seja K CC R" e sejam V1, ..., Vy conjuntos abertos e limitados

tais que K C UIJYZIVJ-. Entdo existem fungdes @y, ..., € C*(R") tais que
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(i) 0< @ <1paral <j<N;

(ii) supp@; C Vi para algumi e {1,... ,N};

k
(iii) Z ¢j(x) =1parax € K.
i=1
Assim, nos referimos a {Qy, ..., @} como a parti¢do da unidade que estd subor-
dinada a {Vy,...,Vy}.

O estudo da topologia do espago C°(L) vai além dos objetivos deste
trabalho. Assim adotamos a convergéncia em C°(Q) como uma defini¢ao.
Definicdo 2.2.3. Seja Q C R" um aberto. Diremos que a sequéncia (@;) C
C>(Q) converge para @ em C°(Q) quando
1. 3K CC Q:supp(@j) CK, VjeZ™;

2. Ya € N", 9%@; — 0%@ uniformemente.

Introduzimos a seguir uma ferramenta util para regularizar funcoes.

Definicao 2.2.4. Se f, g sdo mensurdveis em R", entdo a convolugdo de f e g é

a funcdo f = g definida por
(f*o)(x /fx v)g(y)dy, Vx € R" (2.2)

= /f g(x—y)dy, Vx € R". (2.3)

para todo x para o qual a integral exista.

Algumas restricdes podem ser impostas sobre f e g para garantir que a

integral exista ao menos q.t.p., 0 teorema a seguir fornece uma delas.

Teorema 2.2.2 [Desigualdade de Young]. Se f € L'(R") e g € LP(R") onde
1 < p <o, entdo fx*g(x) existe para quase todo ponto x € R"", fxg € L e

1+l < A1 M1l

Observacao 2.2.3. Quando uma das funcoes em (2.2) for uma funcdo Q¢ para
€ >0, do Exemplo 2.2.2, obtemos a familia de fungoes fe = f * Qg, chamadas
de regularizadas de f.
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O préximo resultado justifica a nomenclatura.
Teorema 2.2.3 [EVANS]. Dada f € L} (R"),1 < p < o0, e € > 0 temos:
(i) fe € C™(R");
(ii) supp fe C supp f +B|0,€|. Em particular fe € C°(R") caso supp f CC R";
e
(iii) Se f € C.(R") entdo fe — f uniformemente quando € — 0.

Corolario 2.2.1 [EVANSL. Se 1 < p < e f € L (R"), entdo suas regulariza-

loc

das tém as seguintes propriedades adicionais:

(i) erHLp(K) < HfHLp(K), VK CcC R" Ve > 0;

(ii) limg_so || fe _fHLP(K) =0.
Corolario 2.2.2. Sejam Q C R" aberto e 1 < p < oo, entdo C;(Q) é denso em
LP(Q).

2.3 DISTRIBUICOES

Apresentaremos nesta secdo a defini¢ao e propriedades das distribuicdes.
As operagdes serdo apresentadas de forma heuristica, sem se aprofundar em ques-
tdes como a topologia de C.°. Para mais detalhes, pode-se consultar: (HOUNIE,
1979; RUDIN, 1991; GRUBB, 2009; HORVATH, 1966; SCHWARTZ, 1950-51;
TREVES, 2016).

Definicao 2.3.1. Seja Q C R" aberto. Um funcional linear u : C2°(Q) — C é
continuo quando, para toda sequéncia (@;) jew C C(Q) tal que @; — 0, temos
<u, (pj> — 0. Neste caso u é chamada de uma distribuicao em Q. O espago

vetorial das distribui¢des em Q se denota por 2'(Q).

Exemplo 2.3.1. Toda f € L} (Q) define uma distribuicdo Ty : C(Q) — C da

forma

(Tr,p) = /frp, ¢ €Co(Q).
Q
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Observacao 2.3.1. A partir do exemplo anterior, faremos a identificacdo entre f
e Ty, de modo que representaremos Ty apenas por f. Desse modo, cometemos o
abuso de notagdo L}, .(Q) C 7'(Q).

Em alguns casos, podemos definir também uma distribui¢do associada
a uma fung@o que nao é localmente integravel. A fungdo f(x) = 1/x nao é
localmente integravel nas vizinhancas da origem. No entanto, usando integracao
por partes e o teorema do Valor Médio, definimos a distribui¢cdo como o valor

principal de 1/x que é denotada por v.p.1/x e dada por

<v.pé,(p> = lim de

e—0 lx|>e X

Exemplo 2.3.2.

Exemplo 2.3.3. Seja 4 uma medida definida na ¢-dlgebra dos abertos de Q C
R™. Supondo que 1 (K) < oo para todo compacto K C Q. Entdo, se ¢ € C;'(Q),

temos que
(u, @) = / edu,
Q

define uma distribuicdo.

A seguir apresentamos um importante exemplo de distribuicdo que ndo €

definida por funcdes localmente integraveis.

Exemplo 2.3.4. O funcional 6 : C2°(R") — C, definido por (0,¢) = ¢(0) é a

distribuicdo conhecida como Delta de Dirac.
Observacio 2.3.2. 5 ¢ L} (R")

Suponha que existe f € L;. (R") tal que (8, @) = [ga f@dx,V € CZ(R").

loc

Entdo considere ¢ € C°(R") tal que 0 < ¢ < 1, ¢(0) = 1 e supp(¢) C B|0;7]

para r > 0 arbitrario. Logo,

[ o< [ Irllelas
R BJ[0,r]
<[ iflax
Bl0,r]
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Neste caso, tomando r suficientemente pequeno, de modo que |, B0./] |fldx <1
(o que € possivel pois f € L. _(R")), obtemos uma contradigdo pois (8, @) =
¢(0) = 1.

Apresentamos a seguir uma caracterizacdo util da continuidade de um

funcional linear em C°(Q).

Teorema 2.3.1. Seja Q C R" aberto e u um funcional linear em C7(Q). As

seguintes condicoes sdo equivalentes:
(i) u é continuo.

(ii) Para cada K CC Q, existe m € Z" e C > 0 tais que

[{u, @) <C ), sup|o®e(x)|,

|a|§mx€K

onde @ € CZ(Q) com supp ¢ C K.

2.4 OPERACOES COM DISTRIBUICOES

As operagdes de soma e produto por escalar sdo definidas de modo usual,
tornando 2'(Q) um espago vetorial complexo. Ou seja, sendo u,v € 2'(Q)

definimos:
(i) Soma: (u+v, @) = (u, @)+ (v,9) e
(ii) Produto por escalar: (Au, @) = (u,A@), A € C,p € C(Q).

Ja as outras operacodes, como as do cdlculo, sdo definidas utilizando ope-
radores adjuntos. Isto é, para cada transformacdo linear continua L, deseja-se

encontrar seu adjunto L* de modo seja satisfeita a igualdade

(Lo, v) =(p,L y).

Com isso, dadas u € 2'(Q) e f € C*(Q) definimos
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(iii) Produto por funcdo C: (fu, @) = (u,f@),p € CZ(Q).

No caso das operacdes encontradas em cdlculo integral, a inspiragao vem da

representacoes dos operadores adjuntos em forma integral,

/Q(Lw)w=/g<p<L

Entdoseu € 2'(Q) e j=1,...,n definimos:
(iv) Derivagdo: (dju, @) = —(u,0,0),p € C(Q).

Mais geralmente, para cada o € IN” definimos

(0%u, @) = (=1)* (u,0%9) .9 € CT(Q).

A mudanca de varidveis para distribui¢des também € baseada na mudanga de
varidveis para a integracdo. Aqui denotamos por J f a matriz jacobiana de uma
funcdo diferencidvel f. Portanto, se f : Q — Q' for um difeomorfismo entre os
abertos Q, Q' C R", e u € 2'(Q'), entdo definimos

(v) Mudanca de Variaveis: (uo f,9) = (u, (po f~1) [J(f 1)), 0 € C2(Q).
Em particular, fixado a € Q consideramos a aplicag¢do 7, : x — x —a,x € Q, cuja
inversa € dada por 7_,. Podemos entdao definir a translacdo de distribuicoes
u € 2'(Q) usando a regra da mudanca de varidveis:

(vi) Translacdo: (uot,, Q) = (u,po1_,),p € C(Q).

Por simplicidade, adotaremos ¢, = @ o 7,. De modo semelhante, utilizamos a
mudanca de varidveis x — —x para definir ¢(x) = @(—x),x € Q. Temos entdo a

reflexdo de u € 2'(Q):
(vii) Reflexdo (ii,0) = (u, @), p € CZ(Q).
Note que a defini¢do de derivada distribucional permite obter derivadas de
funcdes que ndo sdo diferencidveis no sentido cléssico.
Exemplo 2.4.1. A funcdo de Heaviside H : R — R ¢ definida por

0 sex <0,
H(x) =
1 sex>0.
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ldentificando H com a distribuicdo por ela definida, temos que a derivada de H

éigual ad.
Considere ¢ € C°(R). Logo, ¢(x) — 0 quando |x| — oo, entdo
/ / e / e / Foo
<H,¢>=—<H,<p>=—/_ Hodi=—/ ¢di=—¢| =¢(0)=(5.0).
De modo similar ao exemplo anterior, podemos mostrar que a derivada, no

sentido das distribui¢des, da fungdo constante € nula.

Exemplo 2.4.2. Fixada c € C considere a fungdo f : R — R definida por f(x) =
c,x € R. Dada ¢ € CZ(R) temos

—+o0

400
<c’,¢>=—<c,¢’>=—/m cp'dr=cop| =0=(0,9).

Nosso préximo objetivo € identificar o dual de C*(2) com um subespago
do conjunto das distribui¢des. Para isso, necessitamos da no¢ao de suporte de
uma distribuigao.

Sejam U, Q abertos de R” tais que U C Q. Dada ¢ € C°(U), definindo
P(x)=0@(x),sexcU,e ¢(x) =0sexcQ\U, obtemos ¢ € C°(Q) que é uma
extensdo de ¢. Identificando ¢ com @ utilizamos o simbolo C*(U) C C°(Q)
quando U C Q.

Defini¢io 2.4.1. Duas distribuicoes uy,uy € 9'(Q) sdo iguais em um aberto

U C Q quando (uy, ) = (ua, @), para toda ¢ € C(U).
Definiciao 2.4.2. O suporte de uma distribui¢do u € 9'(Q) é a intersegdo de
todos os fechados de CQ fora dos quais temos u = 0. Isto é:

suppu = |{F : F é fechado e (u, ) =0,V € C(Q\F)}.

Observacao 2.4.1. supp f C supp Ty mas pode ocorrer que supp Ty ¢ supp f.

De fato, para verificar que supp f C supp T, considere ¢ € C”(2\ supp f),
nesse caso, supp @ Nsupp f = <. Entdo

(17.9)= [ roax= [ fodet [ fpac=0.
Q Q\supp f supp f
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Portanto Q \ supp f C &\ supp Ty. Como contra-exemplo para a inclusdo contra-

ria, considere

1 sex=0,
flx) =
0 sex#0.

Claramente, f = 0 g.t.p., portanto

(Ty. 9) = /chpdx =0,
paratoda @ € CZ°(Q), ou seja, Ty = 0. Logo supp Ty = &, mas supp f = {0} # &.
Exemplo 2.4.3. supp 6 = {0}

Por {0} ser fechado e (5,¢0) =0se ¢ € C°(Q\ {0}) segue, por defini¢do,
que suppd C {0}. Por outro lado, considere F C €, fechado e que (5,¢) =0
para ¢ € C2(Q\ F). Certamente {0} C F, caso contrario deveriamos ter {0} C
Q\ F e, por existir K CC Q\ F tal que {0} C K podemos obter uma fungéo
Yy € CX(Q\F) com y =1 em uma vizinhanga de K. Nesse caso, teriamos

(0,y) =y(0) =1 que é um contradicdo.

Defini¢io 2.4.3. Considere Q C R" um aberto. Dizemos que u € 2'(Q) é C* no
aberto U C Q quando existe f € C*(U) tal que (u, @) = (f, @), para todo ¢ €
CZ(U). Seu € 2'(Q), denominamos de suporte singular de u, simbolicamente

singsupp(u), como a intersecdo de todos os subconjuntos fechados F de Q tais
que u € C*(Q\ F).

Observacao 2.4.2. Para toda u € 2'(Q), temos singsuppu C supp u.

De fato, considere ¢ € C°(Q \ suppu), entdo (u, @) = (0, ¢) = 0. Assim,
por 0 € C*(Q\ suppu) e como suppu é um dos conjuntos da interse¢do que

define singsuppu, temos singsuppu C Supp u.
Exemplo 2.4.4. singsupp 6 = {0}.

Da observagao anterior, precisamos apenas verificar que {0} C singsupp d. As-
sim, considere ¢ € C;°(R"\ {0}). Seja F fechado tal que 6 € C*(R"\ F). Logo,
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existe f € C*(R"\ F) tal que

(0,0)=(f9)

= f(x)e(x)dx,
R\ F

paratoda ¢ € C°(R"\ F). Se {0} C R"\ F, entdo pela Observagao 2.3.2, isto
ndo é possivel. Logo {0} C F. Dai, {0} C singsupp 0.

Lema 2.4.1. Suponha que f e g sao distribuicoes em R", que f é C* em R"\ {0},
e g tem suporte compacto. Entdo fxg é C* em R"\ suppg.

Defini¢ao 2.4.4. Denotaremos por &' (Q) o subespago de 9'(Q) das distribui-

§'0~€S com suporte compacto.

Teorema 2.4.1. Se u € &'(Q), entdo existe um vinico funcional linear i : C*(Q) —

C tal que
(i) (i@, ) = (u, @), Yo € CT(Q);
(ii) (@, @) =0, se ¢ € C7(Q) e supp(¢) Nsupp(u) = 2.

O estudo detalhado da topologia de C*(Q) estd além dos objetivos deste

trabalho. Adotaremos a convergéncia neste espaco como definicao.

Defini¢ao 2.4.5. Dizemos que uma sequéncia (@;) jcz+ C C*(Q) converge para
@ em C*(Q) quando, para todo K CC Q e todo a € N", a sequéncia (0% @;) jcz+

converge uniformemente para d*@ em K.

Definicao 2.4.6. Um funcional linear u : C*(Q) — C é dito continuo quando,
para toda sequéncia (@;) jew C C7(Q) tal que ¢ — 0, temos <u, (pj> — 0.

Apresentamos a seguir uma caracterizacao dos elementos do dual de
C*(Q).

Teorema 2.4.2. Seja u um funcional linear em C*(Q). As seguintes condicoes

sdo equivalentes:

(i) u é continuo.
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(ii) Para cada K CC Q, existe m € Z" e C > 0 tais que

[{u, @) <C ) sup|D%¢(x)|,

|a|[<m*€K
onde @ € C*(Q) com supp ¢ C K.
Teorema 2.4.3. Para u € 9'(Q), as seguintes condi¢oes sdo equivalentes:
(i) uc & (Q);
(ii) Existe um funcional linear continuo v : C*(Q) — C tal que V|C;0(Q) = u

Observacao 2.4.3. Com os dois teoremas acima, é possivel identificar &' (Q)

com o espaco dos funcionais lineares continuos em C*(Q).

Adotamos a convergéncia pontual no espaco das distribui¢cdes. Com isso
verificamos que toda distribui¢do € limite de uma sequéncia de distribui¢des de

suporte compacto.

Definiciio 2.4.7. Dizemos que uma sequéncia (u;);cz+ C 2'(Q) converge a
ue 7'(Q) se (uj, @) — (u,@) para toda ¢ € CZ(Q). Neste caso escrevemos
uj—uem 9'(Q).

Teorema 2.4.4. &' (Q) é denso em 2'(Q).

De modo similar as operagdes com distribui¢des, podemos nos inspirar na
defini¢do de convolugdo de funcdes para definir a convolucao de uma distribui¢do

com uma funcao.

Definigiio 2.4.8. Seja u € 2'(Q) e ¢ € CZ(Q). Denotaremos por ux @ : Q — C
a fungdo definida por ux @(x) = (u, ¢y).

A defini¢éo acima pode ser aplicada também parau € 8’ (Q) e ¢ € C*(Q).
Teorema 2.4.5. Sejam u € 7' (R"), ¢ € C(R"). Entdo

(i) ux @ € C*(R") e suas derivadas sdo dadas por

D*(ux @) = (D%u)x @ = uxD%@.
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(ii) supp(u* @) C supp(u) +supp(@).

Os resultados do teorema acima também sdo validos para u € &' (R") e
@ € C*(R").

Teorema 2.4.6. Se ¢,y € C*(R") eu € 7'(R")

(ux@)xy=ux(Q*xy).

Com este resultado, podemos obter a forma de u * ¢ como distribui¢ao:

A

(@, y) = (lux @]+ y)(0) = (u, (@ + ¥)) = (u, px y).

Além disso, podemos definir as regularizadas de uma distribui¢ao e assim obter

um resultado de aproximagao.
Teorema 2.4.7. Se u € 9'(R"), entdo ug — u em 9'(R"), quando € — 0.
Exemplo 2.4.5. ¢ — & quando € — 0.

Utilizando as regularizadas de uma distribui¢ao obtemos o resultado de

densidade que segue.
Corolario 2.4.1. C>(R") ¢ denso em 2'(R").

Teorema 2.4.8. Seja U : C°(R") — C*(R") um operador continuo que comuta
com todas as translagoes Ty, h € R". Entdo existe uma tinica u € 9'(R") tal

que U =ux @, ¢ € C2(R").

Do resultado anterior segue que a convolucao entre duas distribuicdes,

sendo uma delas de suporte compacto, estd bem definida.

Defini¢ao 2.4.9. Sejam uy,uy € 9'(R") e suponhamos que uma das duas tem

suporte compacto. Definimos v = uj xuy como a vnica distribui¢do v tal que

upx (up* @) =vx Q.

Teorema 2.4.9. Sejam u; € &' (R"), uy € ' (R"). Entdo supp(u; *uy) C supp(uy)+

supp(up) e uy xup = up * uy.



3 TRANSFORMADA DE FOURIER

A Transformada de Fourier constitui uma das ferramentas mais impor-
tantes para os capitulos que seguem, sendo utilizada para definir os Espacos
de Soboleyv, existéncia de solu¢do fundamental para operadores de coeficientes

constantes € demonstracdo dos teoremas principais do texto.

3.1 A TRANSFORMADA DE FOURIER DE FUNCOES INTEGRAVEIS

As séries de Fourier estdo entre as primeiras ferramentas utilizadas para a
resolucdo EDP’s. Sob certas condi¢des, para uma fun¢do f definida no intervalo

[—L, L] podemos escrever

() = = Y he(&)e™ x € [~L, L)

2 Tkez

sendoh=n/L, & =kh,keZe

c(Sk) = ek £ (x)

r/

Formalmente, quando f estd definida em toda a reta real, podemos tomar L — +oo

e h — 0, de modo que obtemos

Isso motiva a seguinte defini¢ao.

Definicdo 3.1.1. Se f € L'(R"), entdo a Transformada de Fourier de f é a
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fungdo f : R" — C definida por:
7(&) = [e e ar, g e R,

Rn

onde - representa o produto interno canonico de R".

Teorema 3.1.1. A Transformada de Fourier f estd bem definida, é uma fungdo

uniformemente continua e limitada.

Demonstragdo. A boa defini¢do e a limitagdo seguem por | f &) <fllw (R)»

para todo & € R”. Para verificar a continuidade, considere € > 0 e observe que

o (&N _ —ixg

FE+m-Fl< | £(x)
< [l =110

Entio, por |e ™1 — 1| <2e f e L'(R"), existe um conjunto K CC R” tal que

—ivn _ £
/]Rn\Kye 1] 1)l dx < 2.

Além disso, existe C > 0 tal que |x| < C para todo x € K. Portanto, por Cauchy-
Schwarz, |x-n| < C|n| e assim, sendo z — ¢* continua, existe 6 > 0 tal que

e — 1| < g/(2[1+ /1l 1 (mm)]) sempre que [1] < 6. Deste modo

FE+m =7 < [ e =1]lfldv+ [ e T =1 |f()]ds

Rr\K
e fllpwy &
21+ fllprmey 2
<e.

Exemplo 3.1.1. Se f : R — R é dada por f(x) = e~ onde a > 0 entdo, para
EeR"
2a
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De fato, basta calcular diretamente

o0

7&) = [ e e ablax

[ere]

0 oo

_ /e—(ié—a)xdx_‘_ /e—(i§+a)xdx
—oo 0

B 1 1

T iE—a * i§ +a

~ 2a

g

Exemplo 3.1.2. Se f(x) = e~ onde a > 0, entdo

n]n/z

fe =g e e

Fazendo a mudanca de varidvel x — +/ax e utilizando o Teorema de Fubini-
Tonelli (TFT) (FOLLAND, 2013, p. 67, Teorema 2.37):

(&)= [ et ax
/

g2 / o E/Va-l g,
Rn

o0
n
=1

Completando quadrado no argumento do expoente:

& .
ij—gj—i—x?: [xj—l—i—

Vva
Assim, cada integral fica na forma

o0

/eixjij/\/axﬁdxj — e 5/ /+oo e_[xﬁi&j/@zdxj'

—0Q
—00
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Figura 3.1 — Representacdo do caminho para b > 0.

]

—t t

_ 2 .o : ‘ C
Por e™% ser analitica, a integral sobre o contorno da figura 3.1 € zero, isto é:

%e—ﬂdz_/t —x dx—l—/ H—ly) dy—|—

+/ —(x+ib) dx+/ (—t+iy)? dy

Entdo, quando t — oo, temos

/+oo e~ Hib) gy — /+m e dx = V.

—00

BT gy, = [ X" et
a

—0Q

f & =an? ﬁe‘“léfz/4/
j=1

Apresentamos a seguir uma classe de fun¢des que € invariante sob a Transfor-

mada de Fourier.

Definicao 3.1.2. O espaco vetorial

L (R") = {(p € C*(R"): sup

xeR”®

xa8ﬁ(p(x)‘ <o, Va,pB € ]N”} 3D

€ chamado de espaco de Schwartz ou espaco das funcoes de decrescimento
rdpido. Quando a dimensdo estiver subentendida, utilizaremos apenas . para

denotd-lo.

Observacao 3.1.1. Para simplificar a notacdo, dado o € N", a fung¢do x —

x%*, x € R" serd denotada por x*.

Definicao 3.1.3. Dizemos que (Q;) jcz+ C -7 (R") converge para ¢ em ./ (R")
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quando x*9P ¢ i — x%9P @ uniformemente para todo o, B € N

Observacio 3.1.2. Observe que C;’(R") C .7 e se (¢;) CCZ(R") e ¢; — 0 em
CZ(R") entdo ¢; — 0 em 7. Desse modo a inclusdo de C;’(R") em ./ é uma

aplicagdo continua.
A 1inclusdo no outro sentido ndo ocorre, como mostra o exemplo a seguir.

Exemplo 3.1.3. Seja f : R" — R definida por f(x) = e""'z, entdo f € . mas
fECZ(RY).

Apresentamos a seguir maneiras alternativas de verificar que uma dada

funcdo de classe C* tem decaimento rapido no infinito.

Lema 3.1.1. Se ¢ € C*(R"), entdo as seguintes condigcdes sdo equivalentes:

(i) p .7
N
(ii) Yk € N, VB € N" vale sup (1—|— x| ) ’8[390()6)‘ <
xeR”
(iii) Voo, B € N vale lim xo‘8ﬁ(p(x)‘ =0.
|x|—=o0

Demonstracdo. i = ii) Seja ¢ € ., entdo para todo a € IN” tal que |a| <k,
temos
sup |x% ‘aﬁ ) < 00, YB € N".

xeR”

Logo, por (2.1) e a desigualdade triangular, temos

sup (1+|x| ) ‘8B < sup (C /2 ) xa> ’8[3([)(x)‘ < oo.

xeR" xc€R” |ot| <k

i1 = 1) Se @ satisfaz (i1), entdo novamente por (2.1), temos

sup |x%|

sup D.Bq)(x)‘ < sup (1—{—|x\ )’ / 2’DB )<0<>.

xeR?

i = iii) Observe que para x € R” vale |x| < n'/?max;<;<,|x;|. Entdo, para
21x¢| /x| > 1. Logo,

x # 0, tomando x tal que |x;| = max;< <,
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para o, 3 € N, ¢ € C*(R") e x € R"\ {0} segue,

n'/2 x|

x*DP o (x) ‘ <

N x“DP g (x)
a2y
=T ’x(H "DBQD(X)’
nl/2
< ——sup
‘xl yeR”

y Dl g(y) (32)

Como (3.2) vale para todo x € R" \ {0}, entdo limy_, 1, ‘xo‘Dﬁ(p(x)‘ =0.
iii) = i) Seja ¢ € C*(R") tal que Vo, f € IN" temos lim,_, . ‘x“DB(p(x)‘ =0.

Logo existe N > 0 tal que |x| > N implica

x*Dh qo(x)‘ < 1. Além disso, como

x®DPB g € C=(R"), existe A(a, B) > 0 tal que ‘xo‘Dﬁ(p(x)‘ <A(a,p) para |x| <
N. Portanto se M(a,3) = max{1,A(a,f3)}, entdo

sup
xeR”

xO‘DBq)(x)‘ < M(a,B) < oo.

[]

Teorema 3.1.2. O espaco . (R") € invariante sob derivacdo, multiplicacdo por

polinémios e estd contido em LP(R") para 1 < p < oo,

Demonstracdo. As duas primeiras afirmac¢des seguem por . (R") C C*(R") e

da regra de Leibniz. Para verificar a dltima afirmacgao, considere 1 < p < +o e
¢ € Z(R"), entdo

/Rn|(p‘19dx:/w'<1+‘x|2>(n+1)/2(p(x)
<1+|x’2> (n+1)/2

p —p(n+1)/2
)p(+)/dx

(1+ P

p/n (1 + !x\2> R

< sup ¢ (x)

xeR”

< oo,

onde a ultima desigualdade segue pelo Coroldrio 2.52 (FOLLAND, 2013, p. 79).
Para provar que . (R") C L*(IR") basta tomar &« = 3 =0em (3.1). [J

O préximo teorema diz que a Transformada de Fourier troca derivacgao por
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multiplicagdo polinomial.
Teorema 3.1.3. Sejam & € R", o0 € N" e ¢ € .7 (R"), entdo

(i) F(9%9) () = (i5)*@(E):

(ii) F (x%9) (§) =i*0%p(&).

Demonstragdo. Fixe & € R" e considere ¢ € . (R"), entdo d;¢ € . (R") para
todo j€{l,...,n}e,porg € L (R™), vale o (TFT) (FOLLAND, 2013, p. 67, Te-

orema 2.37). Neste caso, sem perda de generalidade, considere j = n, entdo

. =) o0 . .
Joot o0t = [ e [ e g,

Da integragfo por partes, temos
foo foo
/ e—anénaan(x)dxn — lén/ e—l)Cngn(p(x)dxn.

—00

Logo,

/ e %8, 0(x)dx = i&, / / e M8 e MiSg(x)dxy ... dxy,
_ig, / %6 9,0 (x)dx.
Rn

Isto é, F (3" @) (&) =i&,¢(E). Em geral, dado a € IN” com || > 1, escrevemos
a=f+ejsendo B €N |B|=|o|—1,j=1,2,...,napropriados. Substituindo
@ por 9P ¢ no pardgrafo acima provamos o item (i) por indugdo em |ot|.
Além disso, também podemos derivar sob o sinal de integragdo, logo
dj e s @ (x)dx = (—ixj)e_ix'é o (x)dx = —i/ )cJ-e_"x'5 ¢ (x)dx.
Rn ]Rn n
Ou seja, idj@ = F(x;¢)(&). Por fim, basta utilizar indugdo e o item (ii) estd

provado. [
O espago . (IR") € invariante sob a Transformada de Fourier.

Corolario 3.1.1. Se ¢ € .7 entdo ¢ € ..
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Demonstracdo. De fato, para ¢ € . (R"), o Teorema 3.1.3 garante que
x9Pp| = [x“F(:Po)| = | F(9%(:Pg))|.
Entdo, pelo Teorema 3.1.2,

FOUPe)w)| < [06Pe)

L1 (Rn)

para todo x € R" e o, B € IN". Portanto sup,cp»

xaa%(x)\ < oo, 0
Lema 3.1.2 [Riemann-Lebesgue]. Se f € L' (R") entdo limg| o f&y=o.

Demonstragdo. Paratodo j € Z*, defina f; = x(0,j)f- Logo ] f j‘ <|f], entdo

(fj)jez+ C LY(R"). Por f; — f pontualmente, o Teorema da Convergéncia
Dominada (TCD) (FOLLAND, 2013, p. 54, Teorema 2.24) garante que f; — f

em L!. Com isso e a desigualdade

A

76 -] < |

fix) = f(x)] dx,

n

que vale para todo & € R”, implica que f i f uniformemente. Por densidade,
paratodo j € Z™, existe (Qjx)rez+ C Co tal que @ — fjem L' quando k — +-oo.

Assim, por
0(8) =] < [ 0il) — f(0)] ax,

temos @ — fj uniformemente quando k — co. Além disso, por ¢;x(§) — 0
quando || — 4o e

A~ A

7)) < |fi(&) —oiw(&)| + |0 (&),

entdo f;(£) — 0 quando |£| — co. Por fim, temos

lim |f(§)] = lim lim |f;(&)|= lim lim |f;(§)|=0.

& oo |§| om0 M09 |—oo
[]

Teorema 3.1.4. A Transformada de Fourier F : ./ — ./ é continuamente inver-
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sivel, sendo F~ dada por
Flow=n) " [EpE)s, xe R, pe .
Rn

Demonstracdo. Note que ndo é possivel calcular ! F¢ diretamente pois
FlFox)=(2n)" / / ~C p(y)dydé
=(2m)” / / e 1) aj(p (y)dydé&.

Logo, para x =y, ndo podemos trocar a ordem de integra¢ao porque ¢(y) ndo

€ integravel em £. O que impede o passo seguinte desse método. Portanto,
2

prosseguiremos de outro modo: seja y(x) = e~ 1/2. Entio, para0 < e <1,

defina yg(x) = y(ex). Logo, do exemplo 3.1.2, temos

n/ze_8_2’§‘2/4: [ﬁ n/%,;(%).

e2
ve(&)e™52(8)[dz < [ 12(8)]dg <

Ainda, para g € ., vale

e

logo, por Yz — 1 pontualmente quando € — 0 e pelo TCD, temos

/neix-é d&—hm/ We (E)eS §(E)dE.

e—0

Ainda, podemos reescrever a integral da direita utilizando o TFT (FOLLAND,
2013, p. 67, Teorema 2.37):

[ v e = [ ve@es | [ e igar]

i€ %(é)dé] ¢(y)dy

e

oo™

/R e(y—x)g(y)d
[ﬁ

R | €2

y
]n/z v (%) g(y)dy.



31

Com a mudanga de varidvel z = e~ !(y — x) /v/2, obtemos

[ we@)eSa(E)ae = a2 |y (@)s(vV2ez )z
.

Portanto, por continuidade:

[ e*4ae)ae = my2lim | y(2)g(v2ez+x)dz

e—0

271: n/2 / l//

= (2m)"g(x).

Isto prova a inversibilidade. Em virtude das defini¢des de F e F~! a prova da

continuidade de F—! é similar a da continuidade de F. []

Observacio 3.1.3. Da expressio para F ' e uma mudanca de varidvel x — —x,

temos que F '@ = (21) " .
Teorema 3.1.5. Se ¢,y € . (R"), entdo:
i [ pyde= [ gy
(i) [ gvdr=(m™ [ ¢ydx
(iii) F(@*y) =@y
(iv) Floy) = (2m) "¢+ .
Demonstracdo. O item (1) segue do TFT (FOLLAND, 2013, p. 67, Teorema 2.37):

/nqowdx /[/ e )dy]w(x)dx

= [Lo0) | e rwiar o
]Rn Rn

= | @ydx.
]Rn

Da inversibilidade de F e do resultado em (i), temos

/ OTdx = / O FF ' dx = /]R OF .
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Observe que para todo x € R” temos

FY) = @m0y = 2m) " [ e vOidy = 2m) )

n n

Portanto (ii) estd provado. Para o item (iii), observe que ¢ * v € L! pois ¢, v €
. Entao, pelo Teorema de TFT (FOLLAND, 2013, p. 67, Teorema 2.37), para
todo & € R” temos

Flosw)(©) = [

(e[ ot-nwoiy] o

Rn

[ ot—nar| woa

Fazendo a mudanca de varidvel z = x — y, temos

/]Rn [ / ne_iz'éfp(Z)dZ] e Sy (y)dy
= 9(5)w(&).

Floxy)(&)

Por fim, para provar o item (iv), utilizamos a obervagao 3.1.3 e o item (iii):

(2m) 2" p(—x) (—x)
= (21) " F(@*y)(—x)

F o) F y(x)

portanto,
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3.2 DISTRIBUICOES TEMPERADAS

Nesta se¢cao descrevemos uma classe de distribui¢des para as quais pode-

mos definir a Transformada de Fourier.

Definicao 3.2.1. Uma distribuicdo temperada é um funcional linear continuo em
< (R™). A continuidade é definida sequencialmente, isto é, se u é um funcional
continuo em ./ (R"), entdo para toda sequéncia (Q;) jen tal que @; — 0 em
S (R"), segue que <u, (pj> — 0. O espaco das distribuicoes temperadas serd
denotado por ' (R").

Teorema 3.2.1 [GRUBB]. C*(R") é denso em . (R").

Demonstra¢do. Considere ¢ € C(R™) talque0 < ¢ <le

)1 sexeB[0;1]
Plx) = {O se x € R"\ B[0;2]

Defina @;(x) = @(x/j) para todo j € Z*,x € R". Entdo ¢; — 1 pontualmente
quando j — co. Assim, dada y € ., temos que @,y € CZ(R"), ¢,y =y
quando |x| < j e @;y = 0 quando |x| > 2j.

Resta verificar que @;y — v em .. Pela regra de Leibniz, para cada
B € N* x € R", temos

I ([i(x) = 1] w(x)) = [@;(x) — 1] P w(x)+
LY (‘;)j—'ylawp@/j)aﬁ—wx»

0<y<pB

Observe que ‘(pj(x) — 1‘ =0paralx|<je ‘goj(x) — 1’ <1 para |x| > j. Além
disso, suppd?(-/j) C R"™\ B[0; j] porque @(-/j) é constante em B[0; j]. Assim,

para k € IN:
sup (1-+ [+%)/2 |9 ([ge(x) — 1] w(x))| = sup (1 -+ |x/)"/2
xeR” |x|>j

19 ([gex) = 1] y(x))] .
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Agora, considere
€1 = sup (1-+ ¢ 172 Py

[x[>j

Cy = nsup sup (B ) (1 6207 (x/ )0P Ty ().

Y<BIx>J

Y

Logo, por 1 < (1+|x[*)!/2/j para|x| > je j~" < j~,

1
sup |(1+ )08 ([ge() ~ 1] y(0)| < < 1€+,
xelR"
para todo x € R". Portanto @;y — y em . quando j — oo. []

Observacao 3.2.1. Devido a densidade de CZ(R"™) em ¥ (R"), podemos identi-
ficar %" com um subespaco de 2'(R").

Apresentamos a seguir uma caracterizacdo dos elementos de ./, cuja

demonstragdo serd omitida por ser similar a do teorema 2.4.2.
Teorema 3.2.2. Se u é um funcional linear em ., entdo sdo equivalentes:
(i) ue S (R");

(ii) Existem M >0 e m € IN tais que

(1 + |x]2)mDa§D(x)

[(u,@)| <M ) sup Lo, e N

|ot| <mXER"

Segue dos Teoremas 2.4.2 e 3.2.2.

Observacio 3.2.2. &' (R") C ' (R"), sendo que a inclusdo de &'(R") em

' (R") é uma aplicacdo continua.

Observacio 3.2.3. Se p > 1, entdo LP(R") C ' (R"), sendo que a inclusdo de
LP(R") em % (R") é uma aplicacdo continua. Isso segue da representacdo das
fungoes LP(R") como distribuicdo. Com isso, e do fato que . (R") C L4(R"),
a desigualdade de Holder (FOLLAND, 2013, p. 182, Teorema 6.2) garante ao

mesmo tempo a continéncia LP (R") C %' (R") e a continuidade da inclusdo.
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Definicao 3.2.2. Se u € ./ entdo a transformada de Fourier ii de u, é a distri-

buicdo temperada definida da seguinte forma:

(a,0) =(u,¢), pc.7.

Observe que a continuidade de i segue da continuidade de u. Quando for
conveniente denotaremos a Transformada de Fourier da distribui¢ido temperada
u por F(u).

Exemplo 3.2.1. 6 = 1.

Basta utilizar as defini¢des da transformada de Fourier em .’ e de 6:

(8,0) = (5,0) = /‘P 1,g).

Apresentamos a seguir propriedades lteis da Transformada de Fourier em .&”.
Teorema 3.2.3.

(i) Se [ € LI(IR”), entdo a Transformada de Fourier de f coincide com a

Transformada de Fourier de f como distribuicdo temperada;

(ii) Se f € LX(RM), entdo f € I2(R") e | fI3 = (27) || |5

2)

(iii) Se u € &' (R"), entdo i é uma fungdo C*(R"), definida por
a(g) = (w,e %) £ e R
(iv) Sea € N" eu € .7, entdo
(a) F(9%u) = (ig)%a;
(b) F(x%u) =il*9%4; e
(c) = (2m)"i

Demonstracdo. Nesta demonstragdo denotamos LP(R") por L, p = 1,2.
(i) Se f € L! entdo do coroldrio 2.2.2 segue que existe uma sequéncia

(¢j) jez+ C -7 tal que @; — f em L'. Pelo TCD resulta ¢; — f em L!. Assim,
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temos
<f,1,/>:/ flpdx:hm/ (pjlf/dx:hm/ (f)jl,t/dx:/ fydx.
R~ R~ R~ R~

(ii) Se f € L? entdio do coroldrio 2.2.2 segue que existe uma sequéncia (9j)jez+ C
< tal que @; — f em L>.
Precisamos provar que ¢; — f em L?. Para isso veja que Vj € IN, pelo

teorema 3.1.5 (i1) temos

2 2 _ Y A 12
H‘PJHz:/Rn\‘Pj\ dx:/]Rn‘Pj‘dexz(M) /]R,,‘Pj‘dexz(Z”) 1515

Portanto, por continuidade da norma, sendo (¢;) jcz+ de Cauchy em L?, entio
(¢j) jez+ também € de Cauchy em L?. Nesse caso, por completitude, existe
g € L? tal que ¢; — gem L2

Verifiquemos que g = f. Considere y € .#, entio da desigualdade
de Holder (FOLLAND, 2013, p. 182, Teorema 6.2) e por . C L2 segue

|@jw— fy]|, = 0. Assim,
(fow) = (f,9)=1lim{;,¥) =1im(Q;, y) = (g, ). (3.3)

Por y ser arbitréria, de (3.3) temos que g = f. Logo,

17113 = tim| gy |5 = 2)~"1im |93 = (2) " || 7

(iii) Como u € &'(R") resulta que ue = u* @ € C>*(R"),Ve > 0. Entdo pelo
teorema 2.4.7 obtemos que ue — u em &' (R"). Em particular, temos ug — u
em ., logo fig — i em .’ pois: (iig, @) = (ug, ) — (u, ®) = (i1, @) quando
€ — 0. Por it € . C L' de (i) segue que

he(&) = <u>x< (pg,e_ix'§> = <u,¢8 *e_ix'5>,

para & € R" e € > 0. Além disso,

Gere ™ 50x) = [ Gey)e Uy =T [ ely)edy = Ge(8)e .
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Observando que @¢ (&) = P(€&) e como @(0) = 1, segue que Pz — 1 em C=(R")
quando € — 0. Logo, d¢ (&) — <u,e_ix'5> = #(§). Ainda, por continuidade e

linearidade, temos indutivamente que

o (i,e7*€) = (4,08 7x¢),
para todo o € IN", o que implica & € C*(RR"). (iv) (a) e (b) seguem do teorema

3.1.3 e da defini¢do da transformada de Fourier em .. Por fim, (c) segue da

observacgao 3.1.3. [l

Observacao 3.2.4. O resultado (iii) do Teorema 3.2.3 permite definir a trans-
formada de Fourier para medidas sobre conjuntos compactos de uma maneira

interessante. Por exemplo, dada uma medida g sobre um compacto K, temos

<,LLK,e_ix'5>:/I<e_ix"§du(x).

Exemplo 3.2.2. Com a observagdo anterior em mente, vemos que a medida de

que

superficie sobre o compacto S|0,r|, representada por oy, tem transformada de

Fourier dada por:
68 = (one "E) = [ a0l
[x|=r

Para o caso particular n =3 observamos que podemos escrever x-& =r|&|cos(0)

sendo 0 o dngulo definido pelos vetores x e &. Considerando & como a diregéo
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z, temos para & # 0 :

2n 1

6,(&) = / / e iISlreos(0),2 sen(9)dOd
00

. T
_ —ﬁgfr/e_iyélrcosw) (—i|&|rsen(6))dO
0
34

_ UM ighreosto)| -

19 0

—2Inr [ '

. l|§|l"_ _l|§|r
— e ¢

9 { }
= 4ﬂrsen(\§ ‘ r)

Finalizamos esta se¢do com mais algumas propriedades uteis da transfor-

mada de Fourier em ..

Teorema 3.2.4. Seu € .¥" e ¢ € ., entdo
(i) (u,9) = (27) " (,6); e
(ii) F(ou) = 27) "Q * i

Demonstragdo. De fato, considere ¢ € .. Entdo da Observagdo 3.1.3, segue

(®):

e (i1):
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3.3 OS ESPACOS DE SOBOLEV H;

Nesta secdo utilizamos a transformada de Fourier para introduzir os Espa-

cos de Sobolev Hy, comegando pelo caso em que s € um inteiro positivo.

Defini¢iio 3.3.1. Se k € Z™, definimos o espaco de Sobolev H, = H,(R") de
ordem k como o conjunto de todas funcoes f € Lz(R”) cujas derivadas parciais
(no sentido das distribuicoes) de ordem menores ou iguais k pertencem a LZ(IR”).

De outra forma:
H; = {fELzzaafeszara || §k}.

O conjunto Hj é um espago vetorial normado quando considerado com as
operagdes usuais € a norma dada por

1

frs [ y a“fﬁz] -

|| <k
Vejamos agora uma caracterizacdo de Hy em termos da transformada de Fourier.

Teorema 3.3.1. f € Hy se e somente se (1+ |E|*)*/2f € L2 e as normas em Hy,

- Ile
X 1/2
£ | F@F 1Pt
Rn
sdo equivalentes.

Demonstragdo. Se f € Hy entdo ||[0%f||7> < oo para todo |et| < k. Logo, pelos
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teoremas 3.2.3 (ii) e 3.1.3, temos

Y 10%f)% = Y er)"||(—i&)*F||

|af <k ol <k

=m™ [ (Z @ )!fzdé-

la|<k

Logo por (2.1), temos que existe C; > 0 tal que

SA+EDE S Y 0%
la|<k
v
< X101 < g [ 1 (116708

la|<k

0 que garante a equivaléncia das normas e que (1+|&|)¥/%f € L2,

Analogamente, supondo (14 |&|)*/2f e L? obtemos que f € H. O

O Teorema 3.3.1 motiva a introduc@o dos Espacos de Sobolev com expo-

ente fracionario.

Observacio 3.3.1. Se f: R" — R é tal que (1+|x|*)S/2f € L2, onde s € R, entdo
para cada ¢ € . segue que f@ € L'. Logo f define a distribuicdo temperada
dada por

(.0)= [ F@o0ds
onde ¢ € ..

De fato, veja que por Holder (FOLLAND, 2013, p. 182, Teorema 6.2):

[ 17@eWldr< [ 1711+ )2 900 (14 )2

< [[rwrasupyad [ [ ot

-1/2
<c1[/ PCOP (14 )

1/2
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< oo por hipétese. Além disso,

Onde C; = H F(1+ |2y -

(1+ )7 < (14 )P
Assim, tome k € Z tal que |s| < (k+ 1), logo
(14127 < (U )" 8D = (1 o) 20D (1 [ 2) 70D,

Portanto,

Q)P (14 xP) " < sup [@()(1+ Py D] (14 o)k

yeR”®

Do Corolario 2.52 (FOLLAND, 2013, p. 79), segue que Cy = [ (14 |x|*) 7"+ <

oo, Deste modo, considerando M = C;(C,, temos:

o0)(1+ [y D[

/ | f(x)@(x)|dx <M sup
yeR”

Ou seja, ug € L' (R") para toda ¢ € . e ainda, por |(f, @)| < g« |f 9|, segue
que f €.7’. Da observacio 3.3.1 temos f €.7”’. Com esse resultados, motivamos

a seguinte defini¢do:

Definiciio 3.3.2. Se s € R, f € .Z'(R") e f é uma funcdo entdo definimos a

norma Sobolev de ordem s por:

1712 = [ 1@ (1 +1gPyae,

Definicao 3.3.3. Se s € R, definimos o espago de Sobolev H; = H,(R") de ordem
s como o subconjunto de .’ (R") cujos elementos tem como transformada de

Fourier funcoes com norma de Sobolev finitas, isto é:

H; = {f c. /' (R"): f éuma fungdo e HfH? < 00}.
A seguir estendemos o Teorema 3.3.1 para expoentes fracionarios.

Teorema 3.3.2. Suponha que k € ", s€ R e f € ./ (R"). Entéo f € H; se, e
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somente se, d*f € H;_ para |a| < k, e as normas em Hy dadas por
1/2
2
f'_> Hst ef'_> [ Z |aafsk] 7fEHS7
lo|<k

sdo equivalentes. Em particular, para todo s € R temos que 0% : H; — H;_j é

um operador limitado quando |a| < k.

Demonstracdo. Conforme a prova do teorema 3.3.1, observamos que

Y 10% = ¥ [ IF@UNEP (1 +1EPy g

|| <k | <k

Z/ FEP (1 +1EP) |E%P (1 +1EP) Hag
la|<k

= [ 1F@Fa+igpy (2 |&a2)<1+52>kd<§.

o<k
Por (2.1) temos que

1 o2 2\—k

< 1

Ck_<az<k|& |)< +IEP)

Nesse caso,

& F@FariErras < 1% < [ AP 1+ 18Py

la|<k

Ou seja,

—HfH < Y 9%l < 13-

|| <k
Portanto f € Hy se e somente se d*f € H,_; para todo || < k. A limitagdo
do operador 0% : H; — H,_; segue da equivaléncia das duas normas em H;

consideradas acima. []

Observacao 3.3.2. Para todo s € R, Hy é um espago de Hilbert com produto

interno definido por:

(fle)si= [ FE)EE)dn
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onde f,g € Hy e du = (1 -+ |E)'dE.

Observacio 3.3.3. Consideremos a medida definida por dp(E) = (1+ |E|*)%dé,
onde s € R ¢ fixo. Entdo CZ(R") é denso em L*(u) e F : Hy — L*(u) é um

isomorfismo tal que | £12 = (22)" | ][22

Observacao 3.3.4. Sendo Hg um espago de Hilbert, ele é naturalmente isomorfo
ao seu dual (Hy)*. No entanto, existe um anti-isomorfismo igualmente natural
entre (Hy)* e H_;.

Teorema 3.3.3. Se s <t entdo H; C Hy e a inclusdo de H; em Hg é uma aplicacdo

continua.

Demonstracdo. Basta observar que (1+ |E|%)S < (1+]&]?),

onde a ultima desigualdade garante também a continuidade da inclusao. []

Exemplo 3.3.1. A funcio f : R — R, definida por f(x) = (2nx)~!sen(ax), para
a > 0, pertence a Hy(R), para todo s € R.

De fato, observe que para cada x € R temos

[oe)

F I (Yaa) 09 = 5 JR R / o

1
=5 sen(ax).

_ zxé
27ax

Por y[_,q € 7" € f= X|-a,q Tesulta F(1+|EP)* € LA(R), para todo s € R.
Logo, f € um exemplo de fun¢do que ndo decai rapidamente no infinito mas esta
em Hy(R).

Exemplo 3.3.2. Temos 6 € H, se e somente se s < —n/2.

De fato, como 5 = 1 entio

612 = [ 8] 1 +lePras = [ (+eryae

que € integravel se, e somente, se s < —n/2.
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Lema 3.3.1 [Sobolev]. Se k € Z" e s > k+n/2, entdo Hy C CK(R") e existe

uma constante C = Cy i > 0 tal que

sup sup |0%f(x)| < C||fll;,Vf € H;.

|ot| <k xeR”

Demonstracdo. Pela formula de inversao da transformada de Fourier, se a € IN"
e f € .7 sdo tais que F(d%f) € L!, entdo

0°f () = (2x) " | MEFO)(E)E, xR,
Rn
portanto, pelo Teorema 3.1.4, resulta que d% f € continua e, além disso,

sup [0%f(x)] < (27) 7" | F (7 f)l| -

xeR”

Entdo, para concluir a demonstracdo do teorema € suficiente provar que se
s>k+n/2e f € Hentio F(d%f) € L!. Para isso, observe que por s >
k+n/2ed®*f € H;_j temos, pela desigualdade de Holder (FOLLAND, 2013,
p. 182, Teorema 6.2):

IF@ Nl < | FOINA+EP2|| 1+ 1gR) k2

=Cl0%fls—x

L? L?

onde, pelo Coroldrio 2.52 (FOLLAND, 2013, p. 79), temos C = H (14|EPH)E=9/2)] <

12
oo. Note que [|0%fl[;_; < Xig|<k H&ﬁfH L€ da equivaléncia das normas em H;
< o

(Teorema 3.3.2), existe C’' > 0 tal que || F(d%f)||1 < C'||f]l, para todo |er| <k,

0 que conclui a prova. ]
Corolario 3.3.1. Se f € H, para todo s € R, entdo f € C*(R").

Demonstragdo. De fato, pois nesse caso, para todo k € Z™ existe s € R tal que

s > k-+n/2. Logo, do teorema anterior, f € C*. ]

A seguir mostramos que toda distribuicdo com suporte compacto pertence

a algum espaco de Sobolev.

Corolario 3.3.2. &'(R") C H, para algum s € R.
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Demonstracdo. De fato, seja u € &'(R") e ¢ € C*. Entdo existem k € Z™,
K CC R"e C > 0tais que

[(u,@)] <C ) sup|d%p(x)| < '[9l

\aygkXGK

onde a dltima desigualdade segue direto do teorema anterior paras =k+n/2+ 1.
Mas, a desigualdade acima implica que u pode ser estendido a um funcional
linear limitado em H, isto é u € H;. Entdo, pelo Teorema 3.3.4, segue que
uecH ;. []

Apresentamos a seguir uma desigualdade qtil para os resultados que se-

guem.

Lema 3.3.2. Para todo &1 € R" e todo s € R vale

2 N
() o

&l <€ —n|+n|, logo

Demonstracdo. Pela desigualdade triangular,
2 2 2
&P <1&—nl*+Inl>+2]& —nlin| <21 —n*+2|n]*.

Assim,

L+[EP <2428 —nf+2[nf+21& —nl*(nf’
=2(1+[&—n)(1+ ).

Se s > 0, basta elevar ambos os lados na poténcia s. Se s < 0, utilizamos o

resultado acima trocando & por 7 e trocando s por |s| = —s. O

Lema 3.3.3. Sejam r < s < t. Para todo € > 0 existe C > 0 tal que,

I£12 < ellfllF +CIIfIZ, Vf € H.

Demonstracdo. Para dado € > 0, tome A > 0 suficientemente grande para que



(14+A2%)" < g(1+A?)" e defina C = (1+A2)"". Logo, se || < A, temos
(1+1E17) = (1+ &)1+ &) < C(1+[8]%),
ese|E| > A, temos
2\ 2\t
(1+[617)" <e(1+[5]7)"

Portanto,
(L+IEP) <CU+[EP) +e(1+]E1).

Entao,

2
L2

A2 = || F(+1E Py

<|[Flea+1epyrreaigpy] 2

L2
2

L2

<c|ravigry?| vefa+igry”

=ClI7l+ellfll-

Mostramos a seguir que H, é fechado pelo produto de fungdes em .7 .

Teorema 3.3.4. Suponhas € Re ¢ € .7.
i) Se f € Hy entdo @f € H;.
ii) A aplicacdo f— @f é limitada em H;.
Demonstragdo. De fato, se ¢ € .7, pelo Teorema 3.2.4 (ii), temos
(L+[EP)PF(9)(©) = (1418172 (2m) "¢ f(6).

Logo, por definicdo de convolugao de fungdes:

(1+16P)Y2F(or)(&) = 2m) ™" [ (1+1EP2p(E —m)f(n)an

= @m™ [ KEm+ P m)dn.

46



47

onde K(&,m) = [(1 +ER)/Q+ \n\z)r/zqf)(é —1). Pelo Lema 3.3.2

K(E,m)| <221 +18 =) 19(E — )l
para quaisquer &, n € R”. Entdo defina

LZ

Ci(8) = k&, )"

¢ Co(n) = |[K(-.m)'/2

L2
Entao C; e C, sdo limitadas, pois
1/2
ci(&) =[x 7
<22 [ (141g =) 9(E —m)an

=22 | ()2 o) an.

e, por § €., segue que Cy (£)< C3 := 21172 [, (14 [n]*)H1721¢(n) |dn < 0. O
mesmo vale para C;. Pela desigualdade de Holder (FOLLAND, 2013, p. 182, Te-

orema 6.2):

|k Hia+mPy?| <ok O iasmP | L 6

Finalmente,

lofll = [ IF(@nEF (1+[EP)dE

—em [

< (277:)—211/

]Rn

2
dé

/]RHK@”?)]?(’?)(I +In[?)*2dn

2

Pela desigualdade 3.5, TFT (FOLLAND, 2013, p. 67, Teorema 2.37) e a definicdo
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de C,, temos

lofl,<emc3 [ | |Kénwf ) (14 In[)dnag
= @m e [ |Fa)Pa+nPy [ IKEm)agan

<@m) e [ |Fm)f (1+nPyan
= (2m) "G ||£1; -

Logo ¢f € Hye f — @f é limitado em H. []

Definiciio 3.3.4. Seja Q C R” aberto, o espaco de Sobolev local H°(Q) ¢ o
conjunto de todas as distribuicoes f em € tais que, para todo aberto limitado

Qo, com Qo C Q, existe g € H, tal que f = g em €.

Teorema 3.3.5. f € H°(Q) se, e somente se, ¢ f € Hy para toda ¢ € CZ(Q).
Além disso, Hy C H°°(Q) para todo aberto Q C R".

Demonstragdo. Sejam f € H!°°(Q) e ¢ € C°(Q). Entdo, considere um aberto
limitado Qj tal que supp ¢ C Qg CC Q. Logo, por defini¢do de H/¢(Q), existe
g € H; tal que f = g em €. Assim, pelo Teorema 3.3.4, ¢ f = @g € H,.

Por outro lado, se Q¢ é um aberto tal que Qy CC Q, escolha ¢ € C°(Q)
com @ = 1 em Qg, entdo f = f@ € H; em Q. []



4 SOLUCOES FUNDAMENTAIS

Este capitulo trata das solu¢des fundamentais de operadores diferenciais
lineares de coeficientes constantes, e o resultado de existéncia de soluc¢ao fun-
damental de Malgrange-Ehrenpreis sera comentado. Além disso, serdo obtidas
solu¢des fundamentais de alguns operadores. Introduziremos ainda a defini¢do

de operadores elipticos e hipoelipticos.

4.1 SOLUCOES FUNDAMENTAIS

Para iniciarmos a discussao dessa sec¢do primeiro serd dada a defini¢io de

solucdo fundamental e em seguida apresentaremos alguns exemplos.

Definicao 4.1.1. Um operador diferencial parcial linear de coeficientes C* e
grau m = 0,1,... no aberto Q C R", é uma aplicacdo linear L : 9'(R") —
2'(R") da forma

Lu= Z aa(x)aau, uc @/(Rn),

af<m

sendo ag € C*(Q) satisfazendo Y| q|—p, |aa(x)| # 0 para algum x € Q. Quando
cada ay € constante dizemos que L é um operador linear de coeficientes cons-

tantes. O polindmio em n varidveis complexas de grau m definido por

Y aa(x)E%E R,

|| <m
¢ chamado de simbolo do operador L, e também serd denotado por L.
Vale a pena notar os simbolos para alguns operadores conhecidos:

Exemplo 4.1.1. Temos L(§) = ¥ i<, <§J2 para o operador de Laplace, L(&) =

Yi<n éjz — &1 para o operador do calor e L(§) = ¥ i<, §J2 — 5,,%“ para o
operador da onda.
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Observacio 4.1.1. Seja u € .7" e L um operador de coeficientes constantes tal

que

Lu = Z ag0%u.

lo|<m

Entdo a Transformada de Fourier de Lu é dada por:

F(Lu)(&)= ), aaF(9%u)= ). aq(i§)%i=L(i§)a(&).
|a|<m lot|<m
Definicao 4.1.2. Uma solugdo fundamental para um operador linear com coe-
ficientes constantes L é uma distribuicdo E em R" tal que LE = 0, sendo 0 a

distribuicdo delta de Dirac.

Podemos sintetizar a importancia das solu¢gdes fundamentais no estudo
da existéncia e regularidade de solugdes de equagdes diferenciais parciais de

coeficientes constantes pelas formulas

LE+f)=(LE)«f=0xf=f,f€&'R")

Ex(Lu)= (LE)*u=6+u=u,uc & R").

A primeira dela significa que E * f é uma solu¢do da equagdo Lu = f, enquanto
que a segunda torna possivel obter informacgao sobre a regularidade de u a partir
da regularidade de Lu. Maiores detalhes em (HORMANDER, 2015).

E imediato da defini¢do que o operador nulo nio possui solugdo funda-

mental. Veremos agora alguns exemplos de solu¢des fundamentais.

Exemplo 4.1.2. Fixada ¢ € C com ¢ # 0, a unica solucdo fundamental do
operador constante L : ' (R") — Z'(R") dado por L=c é E = §/c.

Em particular, o exemplo acima mostra que uma solu¢cdo fundamental

pode ndo ser uma funcao localmente integravel.

Exemplo 4.1.3. A solugdo fundamental do operador L : ' (R) — 2'(R) dado
por L =d/dt é a funcdo de Heaviside.
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De fato, vimos no exemplo 2.4.1 que H' = §, logo H € a solug¢do funda-
mental do operador d/df. Além disso, note que qualquer distribuicdo da forma
E = H + ¢, sendo ¢ € C uma constante, € uma solu¢io fundamental de L.

Mais geralmente, dado um operador L= Y agd% de ordem > 1, do
|| <m

Teorema Fundamental da Algebra resulta que existe 1 = (11,1M2,...,M,) € C"
que € uma solugdo da equagao polinomial L(1) = 0. Considere a distribuig¢do u

definida pela fungio u(x) = e = 1M T02MF-- 0l x ¢ R", Entdo

Lu= Y agd%M= Y agn®d%M =eML(n)=0.
|a|<m lo|<m
Isso mostra que u é solugdo da equagdo homogénea L(d)u = 0. Logo, se existe
uma solugdo fundamental £ de L entdo E + u também € solu¢ao fundamen-
tal de L. Dos exemplos anteriores segue que, se um operador possui solugao

fundamental, entao ela nao € Unica.

Exemplo 4.1.4. Seja o, = 21"/% /T (n/2) e

—ﬁlnm sen=>2,

E,(x) = 1

e

Entdo E,, é solucdo fundamental de —A.

Desejamos encontrar E € 2'(R") tal que
—AE = 6.

Para isso, aplicamos a transformada de Fourier na equagdo conforme observacao

4.1.1, deste modo, obtemos:
EPE=1,

logo, uma soluc¢ao fundamental deve ser dada, em algum sentido, pela transfor-
mada de Fourier inversa de 1/|&|2. Do Corolario 2.52 (FOLLAND, 2013, p. 79)
segue que 1/|E|? ndo é localmente integravel em uma vizinhanca da origem
quando n = 2, mas € localmente integravel quando n > 2.

Entdo, quando n > 2 a fungio 1/|&|? define uma distribuicio temperada,
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logo, .7 ~1(1/|€|?) é uma solucdo fundamental que é distribuicio temperada.

Encontraremos .% ~!(1/|&|?) buscando uma funcio E que satisfaca:
[E@owar= [1E17p(E)dE,
R R

para toda ¢ € .. Para isso, do exemplo 3.1.2 e teorema 3.1.5 obtemos para cada

[ prac=[2]"" [e ()0,

R” R
n/2—2

T>0:

multiplicando ambos os lados por T e integrando em 7 de 0 a H-oo:

(o] oo

[ | [ puar ar=n2 [ o2 | [l 47p(e)ae | ar.

0 R~ 0 R

Pelo TFT (FOLLAND, 2013, p. 67, Teorema 2.37):

/ / /272" gz | ¢ (x)dx = n/> / / o2 S 4 a | p(&)dE.
Rt L0 ke LO

Agora, para trabalhar as integrais internas, € possivel realizar as mudancas de

varidveis: 0 = |x|* 7, 6’ = |E|* /47 logo, para a integral da esquerda:

[o0) [o0)

1
/Tn/2—2e—’r]x2d7: _ ‘X‘Z—n/c(n/Z—l)—le—GdG _ I (En _21)
n— Y
, , x|
e para a integral da direita:
/r—2e—|5|2/4fdr —4& |‘2/e—f”do’ —4]&|72.
0 0

Por fim, temos a igualdade desejada:

/

Rn

1

u] pLode= [ 1] g(&)ae

4n/2 |x|" 2 )
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Assim, lembrando que I’ (% —1)=2r (2—171) /(n—2) temos:

I'(3n) 1

En X) = — ,
) 212(n—=2) x"*  (n—2),|x|"?

para todo n > 2.
Para encontrar a solu¢ao fundamental no caso n = 2, procederemos por

limite. Observando que, se E, é uma solu¢ao fundamental, entdo E, + c,, onde

1

¢, € uma constante, também € uma solu¢do fundamental. Logo, se ¢, = — e
n

1 [|x|("2)—1]
En+Cn:_ .
w

temos

Veja que a fungdo estd definida para todo n > 2, inclusive nao inteiro. Tomando

o limite n — 2 no termo entre colchetes e aplicando L’Hospital:

—(n=2) _4
lim = —lim x| " P n|x|
n—?2 n—2 n—?2
= —In|x|,
€ por mp = 27, temos:
1
—5=In x| sen=2,
W sen> 2.
Exemplo 4.1.5. Seja
1 2
E(x,t) = ———H(t)e PI'/*.
2 ()"

Entdo E é solucdo fundamental do operador do calor d; — A.

Desejamos encontrar E € 2'(R"*1) tal que

(& —A)E = 8.
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Aplicando a transformada de Fourier em relacio a x:

F(AE(x,t)) + Fx(E(x,t)) = Fx(6(x,1))
EPEE, 1) +RE(E 1) = 8(1),

assim, parat > 0, E(&,1) = H(t)e 15 I satisfaz a equacdo diferencial. Logo, por

E( - ,t) ser integravel, podemos aplicar o teorema de inversio e o exemplo 3.1.2,

logo:
1
E(x,t)=F" <H(t)e"‘5’2’) _ Wmt)e—wa,
Exemplo 4.1.6. Seja
(
H(t— |x|) sen=1,
E,Jx)z{%% sen=72
%H(t)(ft( ) sen=3.

Entdo E,, é solucdo do operador da onda 9% /dt*> — A paran =1,2,3.

Consideremos:
O2E(x,1) — AE(x,1) = 8(x,1).
A transformada de Fourier em relagdo a x fica:

A 2 A
IEE1)+|EIPE&,1) =8(1).
Reconhecendo a EDO, temos que a solugao para ¢t > 0 deve ter a forma

sen(|G|7)
[

Para o caso n = 1, do fato de sen(|£|#)/ || = sen(&Er) /& e do exemplo 3.3.1,

temos

E(&,1)=H(r)

E(x,1) = H(t) X[y (x) = H(t — [x]).
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Para o caso n = 3, o resultado obtido no exemplo 3.2.2, nos fornece:

E(x,1) = éH(r)G,(x).

Para o caso n = 2, se &,x € R? consideremos &’,x’ € R? tal que &' = (€,0).
Entao, por 3.4:

sen(l]r) _sen(|€/|r) _ 1 [ o)
9 18] Amt Jjw|=

Observando que a integral é simétrica em relacdo a coordenada x3, a integral

pode ser calculada utilizando a esfera acima do plano formado por x; € x,. Assim,

utilizando a parametrizagdo x’ = (x, /12 — |x|?) para |x| < 1, temos |0x/dx; x

Ix' [dxz| =1/+/12 — |x|?. Por x' - £’ = x- &, segue

sen(|&|1)

HEL /|xr<r e
_ s —ix-édx
277:/]x§t /2_|x2€
/ X|x|<t _ix.(‘;dx
Y R2 / |
X

_ix.édx

_r X\x\gt
2 — |x[?
Assim, temos:
1
E(x,1) = 5-H(1) 222
" 2 — |x|?
I H(t—|x|)
=l

Depois de apresentarmos esses exemplos, enunciamos dois teoremas principais:
um que fornece uma forma de obter solucdes de operadores diferenciais quando

existe, e outro que garante a existéncia de solugdo para estes operadores.
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Teorema 4.1.1. Se E ¢ uma solucdo fundamental de L(d) e v € &' (R") entdo a
equagdo L(d)u = v tem uma solugdo dada por E xv. Além disso, se u € &'(R")

e L(d)u=ventdou=E xv.

O primeiro resultado geral sobre existéncia de solu¢des fundamentais
foi publicado por (EHRENPREIS, 1954) e depois em (MALGRANGE, 1956).
Segundo (HORVATH, 1966, p. 395), esse foi um dos primeiros grandes triunfos
da Teoria das Distribuicdes que havia sido recentemente formalizada por L.

Schwartz.

Teorema 4.1.2 [Malgrange-Ehrenpreis]. 7odo operador diferencial com coefi-

cientes constantes que ndo é identicamente nulo tem uma solugdo fundamental.

A prova do Teorema de Malgrange-Ehrenpreis estd além dos objetivos
deste trabalho. Além dos artigos originais de Malgrange e Ehrenpreis ja cita-
dos, outras demonstracoes podem ser encontradas em (HORMANDER, 2004,
p. 17, Teorema 10.2.1) ou (ORTNER; WAGNER, 1997, p. 107, Teorema 2.3).

4.2 SOLUCOES FUNDAMENTAIS E HIPOELIPTICIDADE

Nesta se¢do exploramos a relacao entre a regularidade das solug¢des funda-

mentais e a hipoelipticidade.

Definicao 4.2.1. Seja L= Y aq(x)d%* um operador de classe C* e grau k =
lor| <k
0,1,2,... no aberto  C R". Dizemos que L é eliptico em xy € Q se

Z aa(x())éa # 0, Vg < Rn? 5 # 0.

o=k

Se L é eliptico em todos os pontos de um conjunto X C Q entdo dizemos que L é

eliptico em X .

Observacao 4.2.1. Se L ¢ eliptico em xo, por homogeneidade segue que existe
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A >0 tal que

Y aa(x)E% > AlE[.

o=k

Se L é eliptico em um compacto K, entdo podemos escolher A independente de

xo € K.

Definicao 4.2.2. Um operador diferencial L com coeficientes em C*(Q) é cha-

mado de hipoeliptico se para toda distribuicdo u no conjunto aberto Q, tal que
Lu € C*(Q), também temos u € C*(Q).

Temos entdo o resultado que descreve a hipoelipticidade de um opera-
dor de coeficientes constantes em termos das singularidades de sua solugao

fundamental.

Teorema 4.2.1. Se L é um operador com coeficientes constantes ndo identica-

mente nulo, as seguintes afirmagoes sdo equivalentes:
1. Existe solucdo fundamental de L em C*(R"\ {0});
2. Toda solugdo fundamental de L é C=(RR"\ {0}),
3. L é hipoeliptico.

Demonstragdo. (3 = 2) Se E é uma solucdo fundamental de L, entdo LE = 0 €
C=(R"\ {0}). Logo, se L ¢é hipoeliptico, temos que E € C*(R"\ {0}).

(2 = 1) Trivial.

(1 = 3) Seja E uma solucdo fundamental para L em C*(R"\ {0}). Suponha que
u € uma distribuicdo em um aberto Q C R” tal que Lu € C*(Q). Se x € Q, tome
€ > 0 tal que Be(x) C Q, provaremos que u € C*(Bg »(x)). Para isso, escolha
¢ € C7(Be(x)) com ¢ = 1 em B, > (x). Entdo pela regra de Leibniz:

L(ou) = Z ag®0%u+ Z ag, Z <a>8ﬁ¢8a_ﬁu.
lo|<m la|<m  0<fB<a B

Veja que o primeiro termo do lado direito € ¢Lu, além disso defina por v o

segundo termo do lado direito. Observando que todo termo de v possui a0 menos



58

uma derivada de @, temos v =0 em By »(x) (pois ¢ = 1 em By )5 (x)), além disso,

v =0 fora de Bg(x) (pois supp ¢ C Be(x)), assim:

suppv C Be(x) \ Bg /2 (x).

Temos que E * (¢Lu) € C*(Q), pois ¢Lu € C(). Além disso, pelo lema 2.4.1,
Exv € C™(Bg»(x)) pois Bg j»(x) C Q '\ suppv. Agora, observando que

Qu=ExL(Qu) = Ex (@Lu+v) = E x (QLu)+ E *v.

portanto em By »(x), u = pu € C(Q). O

Observacao 4.2.2. Segue do teorema acima e dos exemplos 4.1.3, 4.1.4 e 4.1.5,
que o operadores d /dt, de Laplace e do Calor sdo hipoelipticos.



5 REGULARIDADE DE SOLUCOES E AS CARACTERIZACOES DE
HIPOELIPTICIDADE

Os teoremas principais desta dissertacao serdo desenvolvidos neste ca-
pitulo. O primeiro deles, € conhecido como o Teorema da Regularidade Elip-
tica (TRE) e o segundo, devido a L. Hérmander, apresenta uma lista de cinco
condi¢Oes equivalentes a hipoelipticidade no caso de operadores lineares de
coeficientes constantes.

Sob certas condi¢des, o TRE garante um ganho no numero de derivadas
para a solu¢do de um operador eliptico, isto é, a solu¢do € mais regular do que o

contradominio do operador. O teorema pode ser enunciado da seguinte maneira:

Teorema 5.0.1 [Regularidade Eliptica]. Considere Q um aberto em R" e L
um operador eliptico de ordem k com coeficientes em C*(Q). Sejam u e f
distribuicoes em Q satisfazendo Lu = f. Se f € H°°(Q) para algum s € R,

~ l
entdo u € HS5(Q).

Observe que se L € um operador linear de coeficientes constantes e u €
P'(R™) satisfaz Lu € C*(IR™) entdo Lu € H!°°(R"),Vs € R. Do TRE resulta que
u € H°°(R"),Vs € R, logo, u € C*(IR"). Isso prova que

Corolario 5.0.1. Todo operador linear eliptico de coeficientes constantes é

hipoeliptico.

Observe que o operador do calor mostra que a reciproca nao € vdlida. Para
demonstrar o TRE serdo necessarias estimativas ‘a priori’ para um operador
eliptico e suas aproximacoes.

Ja o segundo resultado € uma caracterizagao dos operadores hipoelipticos
com coeficientes constantes sem a necessidade de conhecer a solu¢ao fundamen-
tal do operador, diferente do que € feito no teorema 4.2.1. No caso de coeficientes
constantes, L. Hormander apresenta descricoes da hipoelipticidade em termos
algébricos e também sob o ponto de vista dos espacos de Sobolev, utilizando

técnicas similares as utilizadas no TRE.
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Dado um polindmio L em n varidveis complexas, a descri¢ao algébrica da

hipoelipticidade envolve o conjunto Z(L) dos zeros de L, isto &,

(L) ={¢ € C%L(G) = 0},

e a distincia dz (&) de um ponto & € R" a Z(L), definida do modo usual por

dr(g) =inf{|C —&[;C € Z(L)}.

Além disso, dado @ € IN" definimos L(%) = 9%L. Identificando o polind-

mio L% com o operador cujo simbolo é L) temos a seguinte identidade

1

(%N ). (5.1)

L(fg) =Y,

|[=0
O principal teorema deste trabalho é:

Teorema 5.0.2. [Hormander] Se L é um polinémio de coeficientes constantes de

grau k > 0 em R", entdo as seguintes afirmacoes sdo equivalentes:
(HI) |Im | — oo quando § — o0 no conjunto Z(L).
(H2) di (&) — oo quando & — o em R

(H3) Existem 6, C, R > 0, tais que d(§) > C|§|5 quando & € R",

E|>R.

(H4) Existem 6, C, R > 0, tais que ‘L(O‘)(ﬁ)‘ > C\§|_5‘a‘ IL(&)
a € N quando & € R" satisfaz |§| > R.

, para todo

(H5) Existe § > 0 tal que, se f € H!°°(Q) para algum Q C R" e s € R, entdo

toda solucdo u € 9'(Q) de Lu = f pertence a Hslﬂrcks(ﬂ).

(H6) O operador L(—id) € hipoeliptico.

Se L é o polindbmio dado por L(§) = ¥ aqg&?, entdo o operador L(—id)
|| <k
em (H6) ¢ definido por L(—id) = ¥ (—i)!*laqd®*. Com as condi¢des (H1)-
la|<k
(H5) temos formas alternativas de descobrir o carater hipoeliptico de operadores

de coeficientes constantes: as duas primeiras observam o comportamento das
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raizes do simbolo do operador no infinito ou a distancia delas do eixo real no
infinito. A terceira fornece uma estimativa para o comportamento assintotico
com que as raizes do simbolo principal se afastam do eixo real. O quarto
item do teorema esta relacionado a homogeneidade do simbolo principal e a
quinta condi¢do incorpora de certa forma o TRE. A demonstracio de algumas
implicagdes sdo mais simples, ja outras mais complicadas, por exemplo, uma
delas fara uso de dois resultados algébricos, consequéncias do Teorema de
Tarski-Seidenberg enquanto para algumas € suficiente nocoes basicas de anélise.

Antes dos resultados essenciais para demonstrarmos o Teorema 5.0.2,
iremos ilustrar as condi¢des (H1)-(H4) com os operadores d/dt, de Laplace e da
Onda. Em conformidade com a Observacao 4.2.2, estamos verificando de varios
modos distintos que os operadores d/dt e de Laplace sdo hipoelipticos, e que o

operador da Onda ndo € hipoeliptico.
Exemplo 5.0.1 [d/dt].

Neste caso escolhemos L(&) = i&, & € R pois L(—id) = d/dt. Entao
Z(L) = {0}.
(H1) Por L({) = 0, se e somente se, { = 0 temos entdo que a condi¢do (H1) é
satisfeita por vacuidade.
(H2) Por d () = [§] temos que lim|g|_,o,dL(§) = lim|g| 0 |G| = o.
(H3) Tome 6 =C=R=1,entdo dr (&) =|&| = C\é\a, VE € R, em particular
para |§| > R.
(H4) Observe que para oo € IN temos

ric‘j se o =0,
L<a)(<§)=< i sea=1,

\O se o > 1.

Por outro lado, tomando § = C = 1 resulta |L(®)(&)| < C|E|91%I|L(E)|,& e R",
de onde segue (H4).

Exemplo 5.0.2 [Laplaciano Al.

Neste caso escolhemos L(§) = —|&|?,& € R” pois L(—id) = A. Para
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¢ € C" temos

¢ez(L Zn: (Re{? —Im&Z)=0e iReCklm(_fk:O
k=1 k=1
ou seja
{e€Z(L) & |Rel|=|Im{|e (Re{,Im{)r» = 0. (5.2)

(H1) Seja (§;) C Z(L) tal que |{j| — oo mas |[Im ;| < M < oo, paratodo j € Z,
entao ‘Re C]| — oo, Escrevemos (; = ({1, 82j,---,8nj),J € 7" . Por (5.2)

[Re())| = Im(&))|,jeZ™.

Mas |Re 4 j‘ — oo, portanto, uma contradi¢do com o fato de (Im{;) ser uma
sequéncia limitada.
(H2) Paratodo { € C" e £ € R" temos

(&P =Y (Rel;—& i (Im;)?,
j=1 j=1

logo
€ &> =|Rel* —2(Re{, &) + >+ [Im .

Da desigualdade de Cauchy-Schwarz resulta entio
€ =& > |Re > —2[Rel[IE|+ (& + [Im .
Para { € Z(L) obtemos, de (5.2), que
C—&P > 2|Re” —2|Re|IE| + €%, ¢ € 2. (5.3)

Computando o valor minimo da funcdo f(x) = 2x> —2|&|x+|€ |%,x € R, obtemos
f(x) > |€]?/2,Vx € R. De (5.3) segue

S|

6 - €\>\[

& eZ(L),
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logo,

e

a(g) > 15l

Portanto, se |&| — oo temos df,(§) — oo.
(H3) Segue da equacio (5.4) para R > 0 arbitrario, C=1/v/2¢ § = 1.
(H4) Observe que dado @ € IN" temos

(5.4)

S

p
L(E) sel|al=
_2’5] S€ |OC’:1,

L) =«
—2  se|o|=2eo=2ej, paral < j<n,

0 se || >2ea#2ej, paral <j<n.

\

Sea=ej,j=1,2,...,ne #0 temos

L) 6] 2
T = S =2
Sea=2e;,j=1,2,..,ne #0 temos
Lol
e s

Portanto, se C =2 ¢ & = 1, entdo |L(¥) (&) < C|E| 91 |L(E)|,E e R, de
onde segue (H4).
Chegamos agora ao exemplo do operador da Onda, neste caso, incluiremos

a verificacdo da ndo validade das condi¢des (HS) e (H6).
Exemplo 5.0.3 [Operador da Onda 92/9t> — Al.

n
Neste caso escolhemos L(E) = Y ékz
k=1

02/0t> —A. Para { = ({', 8,4 1) € C" x C temos

2.1,& € R pois L(—id) =

Ce2(l) él((Rec,g)Z—(lmg,g)) Rel2,,—Im{2, e

n
kzl Re i Im & =Re 1 Im Gy,
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logo

feZ(Ll) & |Rel'P—[ImE'|> = (Refui1)? — (ImGi1)* e

(5.5)
<Re C’,ImC > =Re Z::n—i-l Im Cn—i—l-

(H1) Considere (;) C C" tal que '} = (j,0,...,0) e §ju1 = j, Vj € ZT. Ob-
serve que (5.5) resulta §; € Z(L),Vj € Z*,|{j| = +eomasIm{; =0,V € Z".
(H2) e (H3). Considere a mesma sequéncia da verificacao de (H1) e tome
Ei=C;,j€Z". Temos que dr(§;) =0, Vj € Z* mas |§;| — +oo, negando (H2)
e (H3).

(H4) Observe que a condi¢do (H4) implica que se L@ (5) = (0 para algum
o € Z" e |&] > R entdo L(§) = 0. Para a sequéncia (§;) definida por &} =
(7,0,...,0),&; i1 = 0,j € Z7F, temos || — 400, LI (&) =

resulta L(E;) #0,j € Z™.

(H5) Considere & € R"*! da forma & = (;,...,&,,1). Sejau(E,t) =&,
(R™*1). Entdo para ¢ € C2°(R"!), considere u no sentido

0, mas por (5.5)

nesse caso, u € L10c

das distribui¢des, entdo calculemos suas derivadas parciais:

<aju7§0> == <u,8j¢>
N _/_W/Rn |80 +1|djp(E,1)dEdt

[ la o ndg g

Observe que se j < n a integral se anula. Para verificar, sem perda de generali-

dade, considere j = 1, entdo

(O, ) = —(u,0d¢)

/ [ el [ [ o0z gy g,

logo, por [7. d1o(&,t)dE; = 0, temos (dju, @) = 0. Assim, resta verificar o
caso j =ne j=t. Os dois casos serdo similares. Verifiquemos para o caso j = n.

Assim, usando a defini¢do de médulo:
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[ ] a0 g . dgar
— [ [ ] GrnaeEnda .. agar
e[ e i . agar

% %

Veja que, se calcularmos as integrais em relagio a &, por partes, obtemos

(Outt, ) = // / DH(E+1) — 1) 9(E,1)dE, ... dE,dr
=(2Ho f—1,0),

onde f(&,1) =&, +t. Agora, para a derivada segunda:

(93u.9) = (Ou(2Hof~1),9)
= —2(Ho f,0,9)
=—2/ /‘ ,/ (Sn+1)0,9(5,1)dE; ... d&,dt

:_;/ / /'@¢ £)dE, ... dE,dr.

Agora, podemos calcular as integrais em relagdo a £ e r primeiro. Assim,

escrevendo elas na forma do limite:

/ / o, @(&,1)dE,dr = hm / / (& ,1)d&,dr,

Podemos parametrizar os caminhos ¥;, 7» € ¥3 indicados na Figura 5.1 e utilizar
o Teorema de Green. Além disso, considere &' = (&;,...,&, 1) para simplificar

a escrita. Entao

/_a - o, @(&,1)dE,dr = /Yqo(é,t)ds—{— o(E.0)ds+ [ @(&,1)ds

72 V3

= a[(p(é',a,s)—k\/590(5/,37—5)+(P(5/757a>]ds

—a
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Figura 5.1 — Representacdo do caminho.

Quando aplicarmos o limite a — oo a primeira e terceira integral irdo se anular.

<82u [0) —2\/_/]Rn 1/ —s)dsd&’.

De modo equivalente, temos

<82u 0 —2\f/]Rn 1/ —s)dsdé”.

Portanto, (A — d2)u = 0. Além disso, observe que d7u ¢ L2 (R"™!): considere

oL € C2(R™ 1), @ € C2(R) do tipo dada pela observacio 2.2.2. Entdo defina

Portanto,

Ve(&.1) = @1 (&) @e (Eu+1).

(R™*1) tal
que <8,12u, V) = [pe1 8V, Yy € C(R"*!) entio, pela desigualdade de Holder
(FOLLAND, 2013, p. 182, Teorema 6.2):

< [ lsEnve(Enldza

< HgHU(B[O;e]) H‘I/SHLZ(B[o;e]) ;

Assim, limg_,0 Ye = 0 g.t.p. € YWe < ¥[_1 1), logo, se existisse g € L?

loc

(.

portanto, (J7u, W) — 0 quando € — 0, mas

<82u Ye \/IRn 1/ l//g , 8 deg

= [ ol (&) / e(0)ds
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=2

Y

para todo € > 0. Logo, temos uma contradi¢ao, portanto u ¢ H,lOC(IR”“) para
2 <k € Z.Por (A—9)u=0€ H(R"), temos que a condigdo HS ndo pode
ser satisfeita.

(H6) O operador da onda ndo € hipoeliptico. Para verificar isto, observe que
se f € C*(R), entdo g(&,t) = f(E,y1 +1) satisfaz (A — 9d?)g = 0, ou seja
(A—9%)g € C*(R) mas g pode nio ser C*(RR): considere f(t) = |t
(df/de)(t) = 3t|t, (d>f/dt?)(¢) = 6]¢t|, mas (d>f/dt?)(0) ndo existe.

Vejamos agora os resultados fundamentais para a demonstragcdo dos teore-

3 , entao

t

mas da Regularidade Eliptica e de Hormander.

5.1 DESIGUALDADES DE SOBOLEV

Podemos expressar a norma nos espacos Hy em termos do operador A*

definido abaixo.

Definicao 5.1.1. Seja s € R, definimos o operador linear A* : ./ — /' por
Nf=F 1 ((1+[EPP2T).

Veja que A* estd bem definido pois se f € .7, entdo f € ./, consequen-
temente (1+|£|?)*/2f € .7, Por F~! estar definida para todo elemento de .7

segue a boa defini¢do de A°.

Observacio 5.1.1. Para todo s,t € R temos que A* o A' = AST'. Em particular

N’ é inversivel com inversa dada por A™°.

De fato, dada f € ./, da defini¢do 5.1.1 temos F(A'f) = (1 + |§]2)I/2f,
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logo
AN () =F! ((1 +IEPYRFN))
L+ [E)72(1+1EP) )
1_|_|§‘ s+t /2f>

—1

-
1(

)

Observacio 5.1.2. Seja s € R, assim f € H, se e somente se A°f € L? e

[ 1ls = 2m)"[|A° £ 2 (5.6)

De fato,

17113 = [1(L+1E Y2 Al = [ F (A )17
Entdo, do Teorema 3.2.3 (ii) e (iv) (¢) segue que || F(Af)|[7, = (27)*"||ASf]|7..
Ousseja ||f][s = (2m)*"||A*f]I7,-

Observacao 5.1.3. Fixado s € R, para todo t € R a aplicacdo A° : Hy — H;_

estd bem definida e é uma isometria sobrejetora.

De fato, dada f € H;, tomando s =t em (5.6) temos que A'f € L? e

117 = )" |A"f]| - (5.7)

Novamente por (5.6), mas substituindo agora s por ¢t — s e f por A’ f, da observa-

cdo 5.1.1 temos

1A% flli—s = Q)" |AS (A F)][72 = 27)"||AF] 2 (5.8)
De (5.7) e (5.8) segue que A°® estd bem definido e € uma isometria. A sobrejetivi-
dade segue da observacgao 5.1.1.
Observacao 5.1.4. A’ : H, — H;_; é continuo.

Por A® ser linear e por ||A°f||;—s = || f]|s segue que A® é limitada, portanto

¢ continua.
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Defini¢do 5.1.2. Para s € R, definimos o espaco HO(Q) como o fecho de C(Q)

em Hy(Q) na respectiva topologia.
Lema 5.1.1. Para todo a,b > 0 e s € R, vale a desigualdade:

‘(1+a2)s/2_(1_|_b2)s/2
(1+a2)(s—l)/2+(1+b2)(s—1)/

7 < lslla—b|
Demonstragdo. Considere t € [a,b] e observe que

|£(1_+_t2)s/2 _ ‘St‘(1_+_[2)(s—2)/2g |S|(1—|—t2)(s_1)/2.

dr

Entdo, pelo teorema do valor médio:
(14622 = (14 @) = b~ al se (14 ¢2) 0272,
para algum ¢ € (a,b). Além disso,

‘(1+b2)s/2—(1+a2)s/2’ <|b—alls| sup (1472172,

a<t<b

Por (141%)( ~1)/2 ser ndo decrescente quando s > 1 e decrescente quando s < 1,

vale
(145602 ses>1

(14+a2)6=D/2 gses<1.

IA

(1 _|_t2)(s—l)/2

Logo,
(1+b2)s/2_<1+a2)s/2‘ < ‘b_aHSl {(1+b2)(s—1)/2_|_(1+a2)(s—1)/2 -
[]

Teorema 5.1.1. Seja Q um conjunto limitado e k um inteiro positivo. Entdo as

normas f— || fll; e f = Xja=k [10% fllg sd@o equivalentes em H,?(Q).

Definicao 5.1.3. Se A, B sdo operadores, definimos o comutador de A e B por

[A,B] = AB — BA.
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Se B for um operador que multiplica por uma fungdo @, utilizaremos o abuso de

notagdo [A, ¢|, de modo que

A, 0l f =A(@f) — QAf.

Lema 5.1.2. Se s € R e 0 > n/2, entdo existe uma constante C = Cj ¢ tal que,

para toda ¢ € .S etoda f € Hy_| temos que [A°, Q| f € Hy e

1A% @lfllo < Cllolljs—1j1vo 1A lls-1-

Demonstracdo. Da observagio 5.1.3 segue que a aplicagio AS~! : Hy_| — Hy é
sobrejetora. Logo, podemos tomar f € H,_; da forma f = A ~Sg com g € Hy =

L? arbitriria. Deste modo, o que precisamos provar é a seguinte desigualdade:

H (A%, 0] A g

|, <Clolliaiolslo;

para toda funcdo g € Hy = L. Como a transformada de Fourier converte multi-

plicacdo em convolucio, por defini¢do de [A*, @], temos
F (10, 0]A1 =) (&) = F (A (oA ~¢) — pAg) ().
Da linearidade de F, da definicao de A® e pelo Teorema 3.2.4 (ii), vale
F (10, 0] A7) (&) = (1+[EP)2F (on! ) (&) +
—(27)7"9(S) * F(Ag)(8).
Novamente, da definicdo de A e do Teorema 3.2.4 (i1):
F (I8, 0]A1 =) (&) = 2m) (14 €12 [9(&)+ F (A=) (&)] +
—2m)R(E) + |(1+1E1)24(8) ]

Mais uma vez, a defini¢io de A'~* e por (1 + |& |2)1/2 =(1+1¢ \2)(1_5)/2(1 +
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|E[7)*/2, segue que

F(In,0]AT¢) (&) = @m) (1 +EP)2 [9(&) « (1 +1EP) 1 —2(8)) | +
— 2m)B(E) + | (1P + EP)2e(E))
= @m) " | (1+[EPY72 (9 |(1+1EP) %) ) +
— (@ [(1+1gP) 2] )]

Logo,

f(MﬂMAF%)@r:@m /[u+w\w9<5 n) (1+|n»)1=25(n)+
— QE—m) (1 +nH) 2 28(m) | dn
= (2m)" [ K(E,man)an

onde,

K(En) = |(1+1EPY2 = (L+nP)72] (& = m) (1 + )72,

Pelo lema 5.1.1, temos:

(L+]EP2 = 1+ n?)*/ < |s| |€ —n] x
X |1+ 16224 (14 )72

e, com o lema 3.3.2, temos

K(Em)] < sl 19(& ~m)[1E = nl %
x| (1+ [EPY D21+ Py~ 1]
<2112 o1& —m)I € =l [ (14 1€ = n)l=172 4-1]

Note que para todo ¢ > 0, temos que a fun¢do

x((1+2%)17241)

X (14 22)(+1)/2

x>0,
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¢ limitada superiormente por 2. Entao

K(E,m)| < Ca|@(& —m)| (1418 —n )+,

onde Cp = |s| 21— 11/2+1,
Fazendo a mudanga de varidvel A = £ — 1) e utilizando a desigualdade de
Holder (FOLLAND, 2013, p. 182, Teorema 6.2):

[ IKEMIE <€ [[10(6 —m)I (1415 —nP) (112

=Gy [ 19| (1+ A1 D 20

1/2
<G U PP (1 AP THIFear ] x

1/2
X [/(1+|/’L\)‘"} dx
=Glolls—11110> (5.9)

onde C3 = [(1+|A])~9dA, que é finita pois o > n/2. De modo semelhante,

obtemos que
[ IKEmdn <Cl9l,s1s0 (510
Entao,

2
PN QA @) < 2m) | [IK(Emlatmon]

Pela desigualdade de Holder (FOLLAND, 2013, p. 182, Teorema 6.2) e por 5.10,

vale
PN QN ()P < a2 | [ IK(Emlan| | [k mlgn Pan]
< (1) Gl 1o | IKEMIIEM)Pan.

Logo, pelo Teorema de Fubini-Tonelli (FOLLAND, 2013, p. 67, Teorema 2.37)
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e5.9:

[ IFIA" QIAT9)(E)PdE < 22) Gl 1 110 [ 1810
= 21) @l 10 1815
Ou seja
114,018 gllo < 27) "G 1910 1o

[]

Utilizando e equivaléncia ||-||, com a norma de L2, bem como o lema

anterior, obtemos o seguinte resultado.

Teorema 5.1.2. Se s € R e 0 > n/2, entdo existe uma constante C = Cs s tal

que para toda ¢ € .¥ e toda f € Hy vale

lofl, < LS“]%S \qo<x>|] AL+ ClONs e Il
e n

Demonstracdo. Observe que:

loflls = 1A ()l
= [|A(@f) + oA f — oA f|
< A% o] fllo + oA fllo-

Assim, pelo Teorema anterior:

loflls < Cllolls— 11146 1 flls—1 + | sup [@)]| [|A°fllo
LXER" -

=Clloll_1j5146 11 lls=1 + | sup [@O)[ | [ £]];-
LxeR” i

[]

Definicao 5.1.4. Seja {ey,...,e,} a base candnica de R". Seu € 2'(R"), h €
R"\ {0} e j € {1,...,n}, definimos o quociente diferenca Aiu por

AMu=n" (the; —u0).



74

Também definiremos uma notacdo para os produtos de coeficientes diferencas.
SeacN'"eh={hj:1<j<n,1<k<aj} éumconjunto de |a| niimeros

reais ndo nulos, definimos
AY = H H Ajjk
j=1lk=
Além disso, também definimos
n
|h| = Z Z ’hjk‘
j=lk=

Observacio 5.1.5. Observe que para ¢ € C'(R") e j = 1,2,...,n temos que

hr_r: N o(x) = 9;¢(x),Vx € R",

e do Teorema do Valor Médio segue que a convergéncia é uniforme caso V@

seja limitado.

A seguir, mostramos que a norma do quociente diferencial aproxima norma

de derivadas arbitrarias em H;.

Teorema 5.1.3. Considere f € Hg para algum s € R e oo € IN". Entdo

[0 ll, = timsup | A 7],
|h|—0

(onde ambos os lados da igualdade sdo finitos ou infinitos). Em particular,

d%f € H; se e somente se A} f € limitado em Hy quando |h| — 0.

Demonstragdo. Considere inicialmente o caso |o| = 1, isto &, Aff = A;l, com

he€ Rndonuloe j=1,2,...,n arbitrdrios. Para todo & € R" temos

FALNE) =" (e, (€)= F(8))
(e 1) 7€)
_ ing)/2p-1 <e(ih§j)/2 _ e—(ih@-)/z) 7(6)

—2ictntsen (%51 7(6),

h~
=h"
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Suponha Hajfﬂi < oo. Note que por |sen(h&;/2)| < |h&;|/2, para todo h € R,
segue

i = [ s ot () e
< [ 7@ (1 +1ePyas

= [ IF@AEPO+IERrdE,

Ou seja,

[ais]| < 11911 5

Mais precisamente, pelo Teorema da Convergéncia Dominada (FOLLAND,
2013, p. 54, Teorema 2.24), temos

2 .2 hEN |2
lim || = tim [ 2ie"7(2) h—lsen(§> (14 |E?)de
N |2
:/ lim‘2ieih§ff(§)‘2 h_lsen<h—§J) (1+|E*)*dE.
R* h—0 2

Por limy,_,g ™% = 1 e lim,_,gh ! sen(hé;/2) =&;/2, segue

h—0

tim [ad [ = [ &A@ F (+1gPyaE.

Entao

tim |7 fH = ll9,£]I*-

h—0

Suponha H&ﬂ‘H? = co. Como |h~'sen(h&;/2)| < |&;] /2 temos

& né; 2ren |2 -1 hEN P
limsupHA;lf = limsup 2ie' 5-"f(cg)‘ ‘h_ sen(—f> X
h—0 s h—0 JR” 2

x (1+[E[*)*dE
WIVNCIIITE >
<limsup [ |2 5’f(§)‘ 2 (14 &) d
hoo JR 2

< [ 7@ a+1gPya
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logo
hmsupHA fH < H8]fH

Como ||8ijs —= oo, para dado N > 0, existe R > 0 tal que

/m (1+|EP)*[2i€;F(E)[* d& > an,

assim, para h suficientemente pequeno tal que

s (%) -8 <

oo = [ -+16yatsen (81 7o) P

> [ ERy e () 2
aF

> [, ey &)[ag

1 2
=3 in (118 1%)° |2i8;7(8)|"dE

> N.

i
4 ’

teremos,

(€))% dé

2
Logo, ||A7 f HS — oo quando & — 0. Para o caso || > 1 a argumentagdo ¢ similar

pois

e quando quando |h| — 0 temos que 4 j; — 0. Entdo basta aplicar os argumentos

anteriores para cada termo do produto. []

Teorema 5.14. Se s € R e ¢ € .7, 0 operador [A,‘lx, (p} tHy — Hy_ |4 € limi-

tado com cota superior independente de h.
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Demonstragdo. Considere |ot| = 1, entdo Ay = A{;, sendo j=1,2,..n,eh e
R\ {0}. Assim,

(3. 0] 1 = Al(0f) — onlr
(@ e, = OF = (@ e, — 0f)]
@ he; — e
[ @he; — @] fie;s

logo
8,0 £ = (M) e (5.12)
Mas a translag¢d@o f — fj, € uma isometria, como provaremos abaixo: veja que,

el = [ 1F Ui OF (1-+1EyaE

sendo

Ffie) &)= [ fre)we v = [ flethej)e ™S,

com a mudanga de varidvel y = x + he;, segue que
Flfie) (&) = [ fOe ety =it 7).
Portanto,
i, = [ 1S FEPO+IERYAE = [17(6)P0+ &Py ag

Logo
Hfhe,”s — Hf”s (5.13)

Com isso, considerando ¢ > n/2, do teorema 5.1.2 segue:

[[2h-0]7

( };(P)fhej s

< [sup afoto)] Ui, - i

el

|s—1|+14+0
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Agora, de (5.12) temos:
[[s0] 1], = | sup

N eRn

Por fim, utilizando (5.13) segue
< Lsup

S ERH

Da Observacao 5.1.5 resulta que Ai(p converge uniformemente para d;¢ quando

(VAP

|s—1|+14+0

S| 171+ a0

|45-0]

S| Il cao] .. Il o.

h — 0. Portanto,

| [a 0] 7]| < /71, +c|[afo 171,

|s—1|+14+0

onde C’' = sup;, sup, c»

A{;(p(x) ‘ Entdo tomando C” = 2 max {C’, C HA{;(p

|s—1]+1—|—6}

| |47 0] f” < |11l (5.14)

vale:

Se |ot| > 1 temos [Aff, 9] = [[T}_, H?L { A;;jk, ¢]. Sabendo que para dados opera-
dores A, B,C, D, vale a seguinte identidade:

[ABC, D] = AB|C, D] + A[B, D]C + [A, D]BC,

fica claro que para obtermos uma cota para [AY, @] basta provar que os termos da
forma AZ‘,, [Ai, (p} AZ‘,:/ onde o' +¢;+ o = o sdo limitados. De fato, se f € Hj,
por 5.11 e da equivaléncia das normas nos espagos de Sobolev (Teorema 3.3.2),

temos:

Lo 0] 7

<|0% A 0| A
s—yay+1—‘ @) A/

<ci||[we] o5

s—|al+1

s—|o+]a|+1°

Agora, por 5.14:

|5 |ah 0] Ay

o
S C2 HAh// f
s—|ot|+1

s—|ot|+]a|+1
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Novamente, por 5.11 e o Teorema 3.3.2 segue

a/ ] a//
HAh/ {Ah,fp} Ah”fH \a\+1 Ca || fls— ||+ o/ [+|a”|+1

Por fim, por |&'| +|o| + 1 = |, temos

<C
a1 = O £l -

o [A;l, qo] A% f
u

Corolario 5.1.1. Se L = Y|B|<k9p OB & um operador diferencial de ordem k
com coeficientes em ., entdo para todo s € R, o operador [A}OI‘,L] : Hy —

H;_ i |q|41€ limitado, com cota superior independente de h.

Demonstragdo. Observe que Ay comuta com 0B em H;. De fato, dada f € H,

temos
NP f=h 0P fio,— 0P 1] = 0P (07" [fie,— 1]) = PP AL,
Consequentemente, {A,‘f, 85} =

s = [, 5| - F (o]

B|<k |Bl<k

Logo, para f € Hy, da desigualdade triangular:
R R W L

|Bl<k
Agora, pelo teorema anterior € do Teorema 3.3.2:

|45:1]

s—k—|a|+1 — s—k—|o|+1

s—k— |oc|+1 ‘B\<k

<CIflls-
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5.2 O TEOREMA DA REGULARIDADE ELIPTICA

Nesta secao utilizamos os resultados anteriores para obter o Teorema da
Regularidade Eliptica. O método consiste em, inicialmente, obter estimativas
a priori, ou seja, estimativas para as derivadas de uma fun¢io u em termos das
derivadas do Lu. Depois disso, utilizando tais estimativas, demonstramos que a
regularidade de Lu implica na regularidade de u.

A desigualdade abaixo sera util.

Observacao 5.2.1. Paraa,b € R e p > 1, vale
la+b|” <277 (la|? +|b|P).

Teorema 5.2.1. Seja QO C R" um conjunto aberto limitado e L = Z agd® um
o <k
operador linear com coeficientes de classe C* eliptico em uma vizinhanga de €.

Entdo para cada s € R existe uma constante C > 0 tal que para todo u € H? (Q),

leelly < € (Lutll g+ Nl 1) -

Demonstracdo. Basta considerar o caso k > 1. A prova do teorema € dividido
em trés partes. Na primeira, serd considerado ay constante quando |a| =k e
aq = 0 quando |a| < k. Na segunda, supomos que cada a, é constante quando
|| < k. Na terceira e dltima parte serd analisado o caso geral.

Etapal. Se L= Y ayd* é um operador eliptico de coeficientes constantes
o=k

entiio, para cada s € R existe uma constante C > 0 tal que para todo u € H’(Q)
vale
leelly < € (lLaall g+ Nl 1) -

De fato, se u € H; entdo podemos expressar Lu pela sua transformada de Fourier:

F(Lu)(§) =i Y, aa&®a(§).

o=k
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Agora, pelas observagdes 5.2.1 e 4.2.1:

(14187 a(8)|?

(L+]EP) A +1EP)FaE)
< 2K +|EP)Y TR+ E[) |a(e)

§2k<1+|§‘2>s—k l—I—A_l

=21+ €)Y [a@)P +A7 | Y ang®a(E)

=21+ [EP) 7 [|a@)P +A7" [i* Y aa&®a()

=21+ &Py |a©)P + 1 F (L) &) Pa7.

Integrando em ambos os lados e lembrando que ||u||,_, < ||u||,_,, obtemos

s—1°

2 kp—1 2 k 2
lual|§ < 2°A™ [ L[y 427

s—1»

o que fornece:
2
laelly < Co (I1Lully e+ llutlly 1)

onde Cy = 2¥max{A~1/2,1}.

Etapa 2. Se L= Y ayd® é um operador eliptico com coeficientes de classe
|a|=k
C”. Entdo, para cada s € R existe uma constante C > 0 tal que para todo

u € HO(Q) vale
leelly < € (ILutll g+ el 1) -

De fato, para cada xg € €, considere

Ly, = Z ag(xp)0%.
o=k

Sendo Q compacto (pois Q é limitado), podemos tomar a constante A da desi-

gualdade da observagao 4.2.1 independente de xg € Q. Aplicando a conclusao
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da Etapa 1 ao operador Ly, vale,
lually < Co ([ Lgull g+ llulls—y)  Yu € H, (5.15)

onde Cy independe de xg. A estratégia consiste em estimar

). laa() —aa(x0)] 9%u

o=k

1Zat = Lgull 4 =

Y

s—k

para u com suporte em uma vizinhanga pequena de xg, € entdo utilizar parti¢ao
da unidade.

Observe que ndo hd problema em considerar ay € C°(R"), pois podemos
multiplicar as fungdes aq por uma fungio @ € C°(IR") tal que ¢ = 1 em Q, sem
alterar Lu para u € HY(Q). Assim, por ag € C(R"), a desigualdade do valor

médio garante a existéncia de uma constante C; > 0 tal que
lag(x) —ag(x0)] < Cilx—x0|, |a| =k, x € R", xg € Q. (5.16)

Agora, defina § = (4n*CyCy) ! e fixe ¢ € C°(Bys5(0)) com0< @ <lep=1
em Bg(0). Para cada xg € Q e u € H(Q) tal que suppu C Bg(xg) temos,

laa (") — ag(x0)] 0%u = yy, o ()0 %u, (5.17)

onde Yy, o = @(x —xp) [ag(x) —aq(xo)]. Além disso, de (5.16) segue

sup [ W.a(¥)| = sup  [@(x—x0) [aa(x) —aa(xo)]]

XEB)5(x0) XEBy5(x0)

< sup |ag(x)—aa(xo)|
xEB,5(x0)

<26Cy,

logo
—1
sup [ aa(x)] < [24Co) (5.18)

XEBys(x0)
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Portanto, por (5.17), (5.18) e pelo Teorema 5.1.2:

Naa () —aa(x0)]0%ully 4 = Wy 0“ull,

< | sup |I//xo,a(x)|] 10%ully 4+

XEBys(x0)

+CH‘VX0,O¢|MS_/<_1|+n+1 Haa”Hs—k—l )

entao
laa( )~ aa(@0)]d%ull, 4 < (2nCo) ™ [9%ull, 4 +Ca 9%l 1. (5.19)

onde C; é uma constante que depende apenas de || Wy, o (x)]| s—k—1|4n41- Além
disso, como Q é compacto, a constante C, pode ser tomada independente de x.

Por outro lado
9%l = [ IF@)P (14 )
= [ 1P P (1

< [ 1P (1 ) (1 ),

segue que
10%ull}_ < [lue])Z (5.20)

Portanto, de (5.19) e (5.20) resulta
laa( ) —aa(x0))9%ully_; < (2n"Co) ™ [ull;+Ca llul ;- (5.21)

Assim, como existem menos que ¥ multi-indices & € IN" com || = k, de (5.21)

temos que
HLM—onuHS_k < Z H[aa< : )_aa(XO)]aauHs—k
lo|=k
< ¥ [edc) ™ ful+ o lul, |

o=k
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logo
— k
Lot — Lygu| sy < 2C0) ™ Juell+n"Co Jull_y -

Combinando este resultado com a estimativa (5.15), obtemos

lul < Co [l Lxgiell o+ Nl
< Co [l Lutll g+ 1| Lo — Lael] _y + [l ]

1
< Col|Lully_y+ 5 lull + [+ 1| Co ],
Logo,
ully < Cs [I|1Lully_g + [[ully_1] ,u € HY (), suppu C Bs(xo), (5.22)

onde C3 =2 [nkCQ + 1] Co € independente de x.

Observe que a estimativa (5.22) é vdlida para u, com suppu C Bg(xg) e
uniforme em xp. Por Q ser limitado, podemos cobrir Q com uma quantidade
finita de bolas Bg(x1),...,Bs(xy) comx; € Q. Seja {@y,..., ¢y}, uma particio
da unidade subordinada a esta cobertura. Entio para toda u € H(Q), temos

@ju € H)(Q) e supp pu C Bg(x;), entdo por (5.22)

N N
lully= || X ou|| < Y |lojul,-
=ty =
e, dai
N
Jull, < Y [lL@nl, o+ [l osull, ] (523)
j=1
Mas,
L(@ju) = @jLu— @;Lu+ L(@ju) = @;Lu+ L, @;] u. (5.24)

Observe que [L, Q j} € um operador diferencial de ordem menor ou igual a k — 1
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com coeficientes em C;°(R"), como provaremos abaixo.

la|=k |a|=k
= Z Ao Z (OC)aa_qujaﬁu — Z ®jagd%u
ok gz \P | ek
=Y al|Y (a>aa B;oPul +
lot|=k | B<o ﬁ i
+ Z @jagd%u Z @jagd”®
lo|=k la|=k

entao

Loojlu=Y Y (g)a(ﬁ“_ﬁ(pj&ﬁu.

lot|=k B<o

Observe que no segundo somatorio a direita temos 3 < «, logo,
e |B| < |a| =k, entdo a ordem de [L, ¢;] é no mdximo k — 1.
Além disso, por dP@; € C>, resulta que os coeficientes de [L,¢;] sdo

fungdes em C°(R”). Assim, dos teoremas 3.3.2 e 3.3.4, temos

Jieotul o= | T ¥ (§)aad™Pe0"
la|=kB<a i
) Z( )H<aaa“ B p)aP
lot|=k B<ct B s—k
Z Z( ) OlﬁHMHS k+|B| >
lo|=k B<a

logo
1L, @ilu_ < C Nlully—y (5.25)

sendo C’ > constante. Além disso

lojLul|,_ < C"|Lulls_y e | @u|,_, < C"|lull,_;. (5.26)
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Portanto, de (5.23), (5.24), (5.25) e (5.26) resulta

=z

Jull, <& Y. [[lostul, o+ (1L @ilull, o+ sull, ]

j=1
< Cy [||1Lual|[ g+ [luall sy ]

sendo C3 > 0,C4 > 0 constantes apropriadas.

Etapa3.Se L= Y ayd% é um operador eliptico com coeficientes de classe
|| <k
C”. Entdo, para cada s € R existe uma constante C > 0 tal que para todo

u € HY(Q) vale
lully < C (1Ll + el ) -

De fato, escrevemos L = L0 + L', onde

LOZ Z aaaa, le Z aaaa.

lo|=k lor| <k

Da Etapa 2 sabemos que existe C; > 0 tal que, para dada u € HO(Q),

< s

A HuHs_1] . (5.27)

Por outro lado, conforme argumento apresentados na demonstra¢do da Etapa 2,
podemos supor que os coeficientes de L' pertencem a CZ, entdo pelos teoremas

3.3.2 e 3.3.4, temos que existe C5 > 0 tal que

HLluHS SCslul, (5.28)

Portanto, de (5.26) e (5.28) resulta
el < Ca a2+
< C[[|1Zully—g+ lleell—y ] -

onde C = Cy(Cs5+1). O



87
Corolario 5.2.1. Para todo t < s — 1, existe C; > 0 tal que
lalls < Cr (1 Luall g+ Nlull,) Ve € HY(Q).
Demonstragdo. Pelo lema 3.3.3, existe C, > 0 tal que
lulls—y < 2O)"HJully +C ul,

onde C € a constante da desigualdade do teorema anterior. Além disso, pelo

teorema 5.2.1, temos
lully < € (1Ll + llully—y) -
Unindo, os dois resultados:
Jull, < € (ILal, e+ (20) "l + )
consequentemente:
lully < 2C (1Lull s +C lull,) -

[]

Lema 5.2.1. Considere Q um aberto em R e L um operador eliptico de ordem
k com coeficientes em C*(Q). Se u € H"°(Q) e Lu € H'*,, (Q), entdo u €

s—k+1
l
HES (Q).

Demonstracdo. Considere y € C°(Q), portanto wu € Hy(Q) e WLu € Hy_ ;. 1(Q).
Além disso, [L, y| € um operador diferencial de ordem k — 1 com coeficientes

em C°(Q), entdo pelos teoremas 3.3.4 € 3.3.2, [L, y|u € Hy ;1. Assim,
L(yu) = yLu+[L,y]u € Hy_+1(Q).

Agora, consideremos que 1 < j < n e h # 0 mas é suficientemente pequeno,

deste modo, as distribui¢cdes A{;(l//u) tem suporte em um compacto comum £/
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de Q, entdo pelo teorema 5.2.1:

)

<c(setwn], ] o

sl),

] < (Jaiecwm], -yl i

e, )

fsicw], < Jeatova]_ +edorn

+
s—k

+ || v

e do corolario 5.1.1:

Observe que por L(yu) € Hy_+1(Q), dj(Lyu) deve estar em H_(Q2), assim
pelo teorema 5.1.3 AiL(l//u) fica limitado em H;_;(Q) quando |h| — 0. J4
vu € Hy(2), o que equivale a d;(yu) € H,_1(Q), nesse caso, também pelo
teoremas 5.1.3, temos A;;(l//u) limitado em H_(Q) quando || — 0. Portanto,
Ai(l//u) ¢ limitada em H,(€) quando |h| — 0 o que equivale a d;(yu) € Hy(Q),

que por sua vez equivale a yu € Hy, 1(Q). O]
Demonstracdo do Teorema da Regularidade Eliptica:

Demonstra¢do. Dado ¢ € C°(Q), semelhante ao que foi feito no lema anterior,
queremos provar que Qu € Hy, ;. Assim, escolha yy € C2°(Q) tal que yp = 1
em uma vizinhanga de supp ¢. Do Corolario 3.3.2, yyu € H; para algum ¢ € R.
Assumindo que N = s+k —t € Z™" (diminuindo 7, caso necessério). Escolhendo
fungdes yi,..., Yy tais que Y; seja suportada no conjunto onde y; | = 1
e ¥; = 1 em uma vizinhanga de supp ¢. Por fim, defina yy = ¢. Queremos
provar que Y;u € H; ;, assim quando j = N, o teoremas estara provado. O caso

J = 0 € assumido valido. Suponha agora que y;u € H;; onde 0 < j < N. Entdo
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Viriu= VY Wjuc HjeL(yu) =Lu= femsupp Yy, ;. Ainda,

L(yjru) = L(yj 1 Wju)
=L(yjr1yju) + Wi L(yju) — v L(yju)
=VYif+ [L, llfj+1] (wju).

Por f € HI°(Q), entdo ;1 f € Hy(Q) e por Wju € H, ; entdo L,y ] (Wju) €
H, i k41, assim, por Hy C Hyyj 1, temos que L(Yj u) € Hyy j_jy1. Pelo
lema5.2.1, v uc H}S’ftﬂ (€) e por ter suporte compacto Vi ju € Hj141(Q).
Valendo para todo j, quando j = N, temos Qu € Hy . [

5.3 HIPOELIPTICIDADE DE OPERADORES COM COEFICIENTES CONS
TANTES

Demonstracdo do Teorema 5.0.2
A demonstracdo segue argumentos similares aos da prova do TRE e de

resultados do apéndice.

Demonstracdo. (H1)=-(H2)) Supondo que (H2) ndo € valida, existe M >0 e
(&) CR"tal que &; — oo e que dr.(§;) < M paratodo j € Z". Agora considere a
sequéncia (§;) C Z(L) tal que |&; — §;| < di(&j)+1/j,j € Z (0 que é possivel

por defini¢cao de infimo). Logo,
& —Cil <M+1=|&|—M+1)<|{],jezT,
entao ‘C]‘ — oo. Da hipétese (H1) resulta |Im CJ| — oo, mas Vj € Z":
Im&;| <[(Re&;—Re&)*+Im&F' 2 < |&— )| <M+1,
uma contradi¢cdo. Portanto

lim dp (&) = oo,

|§|—ee



90

(H2)=-(H1)) Supondo que (H1) ndo seja vélida segue que existem M >0 e
(¢j) € Z(L) tal que |§j| — oo, mas [Im{j| < M,V € Z*t. Assim, considere a
sequéncia (&;) C R" onde &; =Re{j,j € Z*. Logo,

dp(&) < |&— ¢l =Im§j| <M, jezZ".

Da hipétese (H2) segue que |£;| <M, j € Z, 0 que equivale a [Re ;| <M, j €

7" e com isso,
’C]’ < ’ReCj|+’Iij| <2M,jeZ",

um absurdo. Portanto Clim Im{ =oem Z(L).
—> 00

(H3)=-(H2)) Imediato do Teorema do Confronto.
(H2)=-(H3)) Observe que a aplicac¢do & — dr (&) é continua. Para cada R > 0
definimos M(R) = min¢|_gdL(§), entdo temos
M(R)?>= inf inf |E—C, (5.29)
EI=R{eZ(L)
como provaremos: seja A C R limitado e 0 < a = infA, entfo verifica-se que

a’ = inf{x2 X € A}. Em particular
d 2= inf — 2,
L(é) CEZ(L)|§ q

de onde resulta (5.29). Portanto, por Z(L) ser semi-algébrico (Defini¢do A.0.1),
segue dos Corolarios A.0.1 e A.0.2 que existem constantes a € Q e A # 0 tais
que

M(R) =AR(1+40(1)), (5.30)

para R suficientemente grande. Se vale (H2), entdo a > 0 e dai resulta (H3).
(H3)=-(H4)) Afirmamos que

LE+E) <2°L(E)] se [§] < dr(E). (5.31)

Para a prova, fixamos § € R",{ € C" e consideramos o polinémio de uma
varidvel definido por g(7) = L(& +1§),7 € C. Supondo |{| < dr(&) resulta
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ue os zeros 7Ti,...,T, de g satisfazem |7T;| > 1, para j = 1,2,...,k pois, se
q 7] p ] )< p

N = & + t{ é raiz de L, entdo

7¢I =[n—¢l=dL(S) = [C]=|7[ = 1.

Entao

I
—1~
L
IN
\)
\.?‘N

LD [el)| o

L&) | |g0) o=y T =1 T

o que prova (5.31). Para todo o € IN", aplicando a Férmula integral de Cauchy

a fun¢do L, em cada varidvel, temos

L“”(é):% [ H(‘ng)dcl AL EERY, (532)
|Cil=r  |Cal=r

para todo r > 0. Se tomarmos r = n~"/2d; (£), entdo |&1| = |G| = -+ |C| = 1

n 1/2 n 2
¢ = (ZW) - (Zd”@
j=1 j=1

logo, de (5.31) e (5.32) temos:

‘L( |2m / / %H‘dg ...d¢,
j:

Cil=r [Gl=r

implica que

<a LI f, 161" e

1
— a12F|L(&) \H_ (172 (€))%

7

e dai

‘L(“)(i)’ < 12k [nl/i(gf()gl)] a8 ER (5.33)

Certamente L(%) = () para |a| > k. Assim, de (H3), temos que existe 6, C, R >0
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tais que dz.(&) > C|& \5 quando & €

k
o — e L) ¢l > &

L) <

sendo C' = 12K/ (n~1®/2Clely,

(H4)=-(HS)) E similar a demonstracao do teorema 5.0.1 (Regularidade Eliptica),
mas com algumas modificagdes. Considere f € HI°°(Q) e L(d)u = f. Seja
¢ € CZ(Q), desejamos provar que Qu € H ;5. Escolha yy € C°(Q2)) de modo
que Yo = 1 em uma vizinhanga de supp ¢. Pelo coroldrio 3.3.2, you € H;(Q)
para algum ¢ € R, e reduzindo ¢ caso necessario, podemos supor que t = s+ k —
1 — M$ para algum inteiro positivo M. Escolha fungdes y1,..., ¥y € C*(Q)
indutivamente de modo que Y, estd suportada no conjunto onde y,,,_|1 =1¢€
V;,, = 1 em um vizinhanga de supp @, e por fim considere Yy;1 = ¢. Por yp =1

em supp Y1, por 5.1, nés temos

Llyiu] = yiLu+ Z L [you],
oc;zéO

Por yiLu € Hy C Hy_11(R), e L' [ypu] € H;_jy)0)(Q) C Hy—p11(Q) segue
que

L HIEP L F (i) (£)*dg < e,

assim, a condi¢ao (H4) garante,

[+ 1gRy - 90el L@ ) Fyauy ©)| ag <o,

o que implica que L% [y u] € H, k+1+5|a|- Além disso, por Y| = 1 em supp v,
por (5.1), temos

L{you] = yoLu+ Z 9% y) L\ [y,
oc;«éO

e por yaLu € Hy(Q) C Hy_iy15 ¢ 9%y)L\%(9)[1u] € Hy_yi146)0)(R) C
H,_ii 1.5, temos L{you] € H,_; . 5. Logo o argumento mostra que L% [yru] €
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H; 1 148(1+|a))- De forma indutiva, teremos

L(Ot)[%u] CH i 148(m—14]al)>

entdo, param =M + 1,

ou] = L'ypr 1) € H g1 4 50m1+|af) = H 8]0l

Agora, se L(§) = Y| |<k Cas*, tome & tal que || = k € ¢ # 0. Entdo L&) =
alcg # 0, entdo ou = (alcq) 'L [@u] € Hy, s, 0 que prova a implicacio.
(H5)=(H6)) Se Lu = f € C*(Q), entdo para ¢ € C:° segue que f¢ € C°(Q) C
Z(Q). Logo, pelo Corolério 3.1.1, F(f¢) € .7(Q), logo F(fo)(1+|E[>)/? €
< (Q) também. Entdo, para s € R, segue que f¢ € Hy(Q) (pelo Teorema
3.1.2). Logo, f € H°(Q) para todo s € R. Por hipétese, existe § > 0 tal que

€EH liCSk(Q). Mas isto vale para todo s € R, ou seja, u € Hy(Q) para qualquer
s € R. Portanto, pelo Corolario 3.3.1, u € C*(Q). Ou seja, L é hipoeliptico.
(H6)=-(H1)) Suponha que L(—id) é hipoeliptico. Defina

_ {feL2(R") . f=0em R"\ B(0;1) eL(—i&)f:OemB(O;l)}.

Os elementos de N sdo fungdes C* (pois L(—id) é hipoeliptico) em R\ dB(0; 1),
mas em geral descontinuas em dB(0; 1). Por exemplo, se g for alguma solucdo de
L(—id)g = 0 em uma vizinhanga de B[0; 1], entdo gxp(0;1) € N mas d;gxp(o.1)
ndo existe em dB(0;1).

Seja (f,) C N tal que f,, — f em L?, entdo f =0 em R"\ B(0;1) (pois
fm=0em R"\ B(0;1), Vm € Z*) e L(—id)f é uma distribui¢do suportada
em dB(0;1) pois supp L(—id) f,, C dB(0;1),Vm € Z", logo f € N. Entdo N é
fechado em L?.

Os elementos de N sdo C* em B[0; 1 /2] C B(0;1). Em particular, se f € N,
entdio d;f € L*(B(0;1/2)) para 1 < j < n. Afirmamos que f — dif|B(o:1) € um
funcional linear limitado do espago de Hilbert N para L?(B(0;1/2)), portanto,

2/01/2 dx<C(/)f OPdy, fEN.  (534)
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De fato, se f,, — f em N e d;f,y — g em L?(B(0;1/2)), temos que 9;F,, —
dif e djfim — g quando m — oo no sentido das distribuicdes em B(0;1/2),
portanto g = d;f em B(0;1/2). Logo, do teorema do Gréfico Fechado, f —
d;f1B(0:1/2), € continuo, portanto limitado. Agora, dado { € Z(L), considere

f(x) = " xp(.1)(x). Entdo,
L(~i0) f(x) = L(§)e" “xp(0.1)(x) =0,
pois { € Z(L). Portanto f € N. Por d;f(x) = i{;e'>™ para x € B(0; 1), entio
/|8jei‘:'x|2dx: /|§jeImC-xeiReC-X|2dx:/‘§j|2€2lm§xdx.

Logo, por 5.34, para § € Z(L):

Z ‘CJ‘Z/ e—2ImC-xdx < C/ e—2ImC-xdx.
=1 B(0;1/2) B(0;1)

Se |Im{| < R, temos que

) /62R|x]dx
15| < c—E

/ o 2RI g
/

Portanto, se { variar em Z(L) mas Im ¢ for limitado, entdo ¢ fica limitado, o

que equivale a contra positiva de (H1).
]



6 CONCLUSAO

No presente trabalho, foram estudados o teorema da regularidade eliptica e
a classificacao de Hormander para operadores hipoelipticos. O primeiro garante
uma regularidade maior para a solu¢do u do que Lu quando L € eliptico. O
segundo fornece uma maneira de identificar a hipoelipticidade de um dado
operador. Os espacos de Sobolev e as estimativas para distribui¢cdes nesses
espacos, juntamente com a transformada de Fourier, sdo as principais ferramentas

utilizadas nas demonstracoes desses dois teoremas.
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APENDICE A - O TEOREMA DE TARSKI-SEIDENBERG

Definicao A.0.1. Um subconjunto de R" é chamado semi-algébrico se é uma
unido finita de intersegoes finitas de conjuntos definidos por uma equagdo ou

inequacdo polinomial.

Teorema A.0.1 [Tarski-Seidenberg]. Se A é um subconjunto semi-algébrico de

R = R"@R™, entdo a projecdo A’ de A em R™ também é semi-algébrico.

Teorema A.0.2. Se P\ (x,y),...,Ps(x,y) sdo polinémios de grau no mdximo m

com respeito a x, entdo
E={yeR":SGN(P(.,y),...,Bs(.,y)) =w}

é semi-algébrico para todow € W.

Lema A.0.1. Sejam pq,...,ps polindmios de grau no mdximo m em uma va-
ridvel. Considere que pg é exato de grau m > 0 e que nunca se anula. Se
g1,--.,8s sdo restos obtidos quando ps é dividido por py,...,ps_1,p\ entdo

SGN(p1,-- s Ps—1,Pes&15---,&s) = w determina SGN(py, ..., ps).

Corolario A.0.1. Se E é um conjunto semi-algébrico em R**", entdo a fungdo
f: R — R definida por

f(x)=sup{ye€ E:3zeR", (x,y,2) €E}
é semi-algébrica, isto é, o subgrdfico
F={(xy):y<fx)}

é semi-algébrico.

Teorema A.0.3. Se [ é uma funcdo semi-algébrica em R, entdo R pode ser
decomposto em um niuimero finito de intervalos (que poderd ser reduzido a

pontos) onde f é oo, —o0 ou igual a uma funcdo algébrica continua. Se f é
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finita para x grande e ndo identicamente nula, entdo
fx) =Ax(140(1)), x — oo, (A.1)

onde A # 0 e a é um niimero racional.

Corolario A.0.2. Se E é um conjunto semi-algébrico em R>™" e
f(x) =sup{y € E: Iz R", (x,y,2) €E},

é definido e finito para x grande e positivo, entdo f é identicamente 0 para x

grande ou vale A.1 paraA #0ea € Q.



