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RESUMO

COMPARAÇÃO DE MODELOS MATEMÁTICOS PARA SIMULAÇÃO DE
VIBRAÇÕES EM ROTORES COM DEFEITOS ESTRUTURAIS

AUTOR: João Oscar Cervo Dias
ORIENTADOR: Carlos Eduardo de Souza

Rotores são componentes essenciais em diversas máquinas rotativas, como motores elé-
tricos e turbinas hidráulicas. Avaliar seu comportamento dinâmico é fundamental para garantir
a integridade e a segurança dos equipamentos, controlando suas amplitudes de oscilação. A
análise de vibração é um método amplamente utilizado para detectar falhas em equipamentos
mecânicos, sendo as principais causas de vibração em sistemas rotativos o desbalanceamento e
o desalinhamento. Para evitar perdas e danos associados, o monitoramento contínuo e o prog-
nóstico de falhas em rotores dependem de sensores que capturam as frequências de vibração
e algoritmos capazes de identificar faixas de frequência relacionadas a falhas. Entretanto, a
criação de bancos de dados usando apenas máquinas reais pode ser cara e demorada. Uma al-
ternativa é utilizar modelos numéricos capazes de representar os dados de máquinas reais. O
uso de soluções numéricas oferece vantagens como custo reduzido, testes rápidos de diferentes
configurações, facilidade de simular diferentes tipos de equipamentos, entre outros. Este traba-
lho tem como objetivo selecionar e comparar dois modelos matemáticos distintos para simular
as vibrações de rotores reais. Os modelos selecionados possuem 4 graus de liberdade cada,
e foram implementados numericamente utilizando a linguagem de programação Python para
simular o rotor do motor elétrico WEG W22 IE3, cujos dados foram fornecidos pela empresa.
Faixas de dano foram estabelecidas de acordo com as normas aplicáveis e posteriormente com-
binadas em 5 estados de dano. Foram analisadas as respostas do sistema no domínio do tempo
e da frequência.

Palavras-chave: Rotor. Vibrações. Modelo matemático. Desbalanceamento. Desalinhamento.
Análise de falhas.



ABSTRACT

COMPARISON OF MATHEMATICAL MODELS FOR VIBRATION SIMULATION
IN ROTORS WITH STRUCTURAL DEFECTS

AUTHOR: João Oscar Cervo Dias
ADVISOR: Carlos Eduardo de Souza

Rotors are essential components in various rotating machinery, such as electric motors
and hydraulic turbines. Evaluating their dynamic behavior is crucial to ensure the integrity
and safety of the equipment by controlling their oscillation amplitudes. Vibration analysis is
a widely used method for detecting faults in mechanical equipment, with imbalance and mis-
alignment being the main causes of vibration in rotating systems. Continuous monitoring and
prognostics of rotor failures rely on sensors that capture vibration frequencies and algorithms
capable of identifying frequency ranges associated with faults. However, creating databases
solely based on real machines can be costly and time-consuming. An alternative approach is
to employ numerical models capable of representing real machine data. The use of numerical
solutions offers advantages such as reduced costs, rapid testing of different configurations, and
the ability to simulate various types of equipment. This study aims to select and compare two
distinct mathematical models for simulating vibrations in real rotors. The selected models have
four degrees of freedom each and were numerically implemented using the Python program-
ming language to simulate the WEG W22 IE3 electric motor rotor, with data provided by the
company. Damage ranges were established according to applicable standards and subsequently
combined into five damage states. The system responses were analyzed in the time and fre-
quency domains.

Keywords: Rotor. Vibrations. Mathematical model. imbalance. Misalignment. Fault analysis.
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1 INTRODUÇÃO

Podemos definir rotores como sistemas ou componentes dotados de momento angular

significativo, podendo ser livres ou apoiados sobre rolamentos, que giram ao redor de um deter-

minado eixo. Nas aplicações humanas, eles muitas vezes são submetidos a grandes velocidades

de rotação de modo a gerar ou transmitir energia, o que torna necessário avaliar seu compor-

tamento dinâmico para garantir a integridade e segurança dos equipamentos, controlando suas

amplitudes de oscilação (GENTA, 2005).

Rotores estão presentes nas mais diversas áreas de atuação, sendo parte fundamental

em praticamente qualquer máquina rotativa, como motores elétricos, turbinas hidráulicas, tur-

bocompressores, turbinas a gás, entre outros. Dessa forma, é de grande interesse econômico

o estudo dessas máquinas de modo a identificar e prever suas possíveis falhas, evitando não

apenas a perda de equipamento, mas também os prejuízos associados a paradas de manutenção

e outros males decorrentes de sua quebra ou perda de funcionalidade.

Um dos principais métodos utilizados para detecção de falhas em equipamentos mecâ-

nicos é a análise de vibrações, pois por meio dela é possível identificar mudanças nos espectros

de frequência associados a danos no equipamento. As vibrações em sistemas rotativos podem

ter diferentes origens de acordo com as características de cada um, entretanto, os principais

responsáveis por vibrações em equipamentos rotativos usualmente são o desbalanceamento, de-

salinhamento e falhas em mancais de rolamentos (GALVÃO, 2007; SCHEFFER; GIRDHAR,

2004; GARCIA, 2005).

Para a realização de prognóstico dessas falhas e monitoramento contínuo dos equipa-

mentos através da análise de vibrações, de modo a evitar os prejuízos anteriormente citados, se

faz necessária a existência de alguns aparatos como sensores para captar as faixas de frequência

das vibrações das máquinas e algoritmos capazes de identificar, dentre estas faixas de frequên-

cias, aquelas associadas a falhas nessas máquinas. Tais algoritmos, por sua vez, necessitam ser

treinados para reconhecer os sinais específicos, e para isso utilizam bancos de dados obtidos

para diferentes modos de falha e também de rotores saudáveis (GARCIA, 2005; SCHEFFER;

GIRDHAR, 2004; SANTOS MANGUEIRA et al., 2020).

Entretanto, o desenvolvimento desses bancos de dados pode vir a ser uma tarefa al-

tamente custosa e trabalhosa caso sejam utilizadas apenas máquinas reais para tal, pois seria

preciso instrumentar e coletar medições de diferentes modelos de máquinas em diferentes con-
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dições de funcionamento, bem como introduzir falhas de diferentes gravidades, gerando perda

de equipamento. Uma alternativa a essa condição é a utilização de modelos numéricos capazes

de representar os dados observados em máquinas reais(FRANCO, 2011).

Modelos numéricos são obtidos a partir de modelos matemáticos, que consistem em

representações matemáticas de fenômenos físicos cujos resultados se aproximem do compor-

tamento real do fenômeno em análise, resolvendo-os com operações aritméticas em várias ite-

rações, obtendo resultados aproximados das equações utilizadas. O uso de soluções numéricas

é caracterizado por uma série de vantagens, tais como baixo custo, velocidade para testar di-

ferentes configurações, informações completas das variáveis relevantes e facilidade de simular

diferentes condições do equipamento real (FRANCO, 2011; CHAPRA; CANALE, 2011).

Para a descrição de um equipamento físico em equações matemáticas (elaboração do

modelo matemático) pode-se utilizar diferentes abordagens a depender dos fenômenos que se

busca estudar, complexidade e precisão desejadas do modelo, ou área de expertise do pesquisa-

dor. Exemplos de abordagens para diferentes fenômenos incluem a utilização desde leis físicas

como as leis de Newton ou das equações de Navier-Stokes para dinâmica de fluidos até a utiliza-

ção de métodos de modelagem como o Método das Diferenças Finitas (MDF) aplicado na área

de escoamento de fluidos ou o Método dos Elementos Finitos (MEF) aplicado a área estrutural

(FRANCO, 2011).

1.1 OBJETIVOS

O objetivo principal deste trabalho é selecionar dois modelos matemáticos distintos de

um rotor e utilizá-los para simular numericamente as vibrações de um rotor real com defeitos

estruturais, de modo a comparar diferentes abordagens de modelagem de acordo com a análise

das amplitudes de oscilação obtidas. Os modelos selecionados devem ser capazes de detectar

mudanças nos dados de entrada que representam as características do rotor (massa, dimensões,

propriedades dos materiais, etc), e utilizar como variáveis independentes grandezas que possam

ser adquiridas em um eventual teste físico.

De modo a atingir o objetivo descrito, foram definidos objetivos secundários que são

necessários para o andamento do trabalho, sendo eles:

• Identificar diferentes modelos disponíveis na literatura com especificidades e/ ou aborda-

gens de modelagem distintos;
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• Desenvolvimento de scripts na linguagem de programação selecionada (Python) para a

implementação dos modelos selecionados;

• Obtenção de dados técnicos de um rotor real (massa do rotor, coeficientes de elasticidade,

rotação nominal, etc) como dados de entrada para os modelos matemáticos

• Identificação dos principais defeitos mecânicos em rotores e definição de faixas de dano

para simulação de acordo com as normas aplicáveis;

• Simulação dos modelos de rotores com introdução de variações paramétricas associadas

à falhas no equipamento e análise dos resultados encontrados.
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2 REVISÃO TEÓRICA

De modo a melhor contextualizar o tema abordado e fundamentar as discussões dos

capítulos seguintes, neste capítulo será realizada uma breve revisão dos temas mais sensíveis ao

escopo do trabalho. Os tópicos revisados neste capítulo incluem vibrações mecânicas, rotores

e suas principais falhas, e uma breve revisão bibliográfica acerca da modelagem matemática de

rotores.

2.1 VIBRAÇÕES MECÂNICAS

Vibrações são definidas como oscilações repetitivas de um objeto em relação a uma po-

sição estacionária dentro de um intervalo de tempo. O estudo das mesmas é de grande interesse

dentro da engenharia, uma vez que frequentemente suas propriedades constituem fatores limi-

tantes para projetos, e podem inclusive serem parte do objetivo do desenvolvimento de certos

componentes como amortecedores ou cordas de instrumentos musicais (RAO, 2010; INMAN,

2014).

Outra maneira de enxergar os movimentos vibratórios é através do balanço entre energia

cinética e potencial, que se equilibram transformando a energia do sistema de maneira cíclica

até que essa seja dissipada para o meio. Desta forma, sistemas oscilatórios são compostos

essencialmente por três partes, sendo uma responsável por armazenar energia cinética, outra

responsável por armazenar energia potencial, e uma responsável por dissipar energia. Usual-

mente os sistemas são simplificados para facilitar sua descrição em meios matemáticos, um

exemplo simplificado das três partes descritas é um conjunto massa-mola-amortecedor (RAO,

2010; INMAN, 2014).

Uma das principais formas de classificar os sistemas oscilatórios é quanto ao número

de graus de liberdade (GDL). RAO, 2010 e INMAN, 2014 definem grau de liberdade como

uma coordenada independente necessária para descrever a posição de dada parte do sistema em

qualquer instante de tempo, sendo o número de GDL a quantidade mínima destas coordenadas

necessária para representar todo o sistema em análise. Os sistemas tornam-se mais complexos

de se calcular conforme o número de GDL aumenta, pois são necessárias mais equações para

resolvê-lo.

Sistemas com um número finito de GDL são chamados de sistemas discretos ou de pa-



16

râmetros concentrados, enquanto sistemas com número infinito de GDL são conhecidos como

sistemas contínuos, como é o caso de todos os elementos elásticos contínuos, como vigas e

hastes flexíveis. Sistemas contínuos são usualmente aproximados para sistemas discretos de

modo a facilitar sua modelagem matemática, pois desta forma as equações do sistema se tor-

nam equações diferenciais ordinárias (EDO’s), e caso se utilize na elaboração do modelo molas

e amortecedores lineares, as equações serão EDO’s lineares, facilitando a resolução e possibili-

tando a análise modal dos sistemas (INMAN, 2014; RAO, 2010; SILVA, 1999).

É de interesse, no estudo de vibrações mecânicas, obter as equações governantes do

sistema, que descrevem o movimento dos objetos do sistema ao longo do tempo de acordo

com seus parâmetros de entrada. A equação do movimento em sua forma matricial pode ser

apresentada como:

Mq̈+Cq̇+Kq = F(t) (2.1)

onde M é a matriz de massa, C a matriz de amortecimento e K a matriz de rigidez. O vetor

q representa as variáveis independentes do sistema, e o vetor F as forças atuantes. Cada linha

desta equação matricial representa a descrição do movimento de um grau de liberdade do sis-

tema, de modo que sua solução descreve o sistema completo.

Para a implementação em ambiente digital e resolução das equações, é conveniente uti-

lizar a representação no espaço de estados, transformando a equação diferencial de segunda

ordem em uma de primeira ordem no formato:

ẋ = Ax+Bu (2.2)

onde x é chamado de vetor de estados e representa todas as variáveis independentes de interesse

do sistema, e u é o vetor de entrada no sistema. Para um sistema de n GDL, temos:

x =



q1
q2
.
qn
q̇1
q̇2
.
q̇n


=

{
q
q̇

}
(2.3)

As matrizes A e B são obtidas a partir da manipulação das matrizes de massa, amorte-

cimento e rigidez da Equação 2.1:

Mq̈ = −Cq̇−Kq+ F (2.4)
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M−1Mq̈ = −M−1Cq̇−M−1Kq+M−1F (2.5)

q̈ = −M−1Cq̇−M−1Kq+M−1F (2.6)

Reorganizando na forma matricial, temos:

{
q̇
q̈

}
=

[
0 I

−M−1K −M−1C

]{
q
q̇

}
+

[
0 0
0 −M−1

]{
0
F

}
(2.7)

De modo que:

A =

[
0 I

−M−1K −M−1C

]
e B =

[
0 0
0 −M−1

]
(2.8)

As soluções da equação do movimento descrevem o movimento dos graus de liberdade

do sistema em função do tempo. Contudo, fazer a análise de um sistema no domínio do tempo

nem sempre é a melhor abordagem, pois na maioria dos casos se torna difícil obter as infor-

mações necessárias e identificar perturbações específicas no sinal. Desta forma, é comum a

utilização da análise no domínio da frequência, que proporciona uma melhor visualização das

componentes existentes no sinal obtido.

2.1.1 Processamento de sinal

Um espectro de sinal – seja de aceleração, velocidade, posição ou outro – obtido de

um ensaio pode ser composto de várias ondas senoidais somadas entre si, de modo a resultar

em um comportamento aparentemente aleatório ou carregado de muito ruído se analisado no

domínio do tempo. Contudo, suas componentes podem ser separadas quando a análise é feita

no domínio da frequência, identificando quais faixas de frequência contribuem para o sinal e

em qual intensidade.

Uma das técnicas de processamento de sinal mais utilizadas para análise de vibrações

é a Transformada Rápida de Fourier (em inglês Fast Fourier Transform, FFT), que tem por

finalidade fazer a mudança do domínio do tempo para o domínio da frequência mencionado

anteriormente sem alterar a unidade medida no domínio do tempo (aceleração, amplitude, etc)

(MARTINS et al., 2017; GUILHERME, 2016). Um exemplo da aplicabilidade desta mudança

de domínio é ilustrado na Figura 1, onde é mostrado na parte esquerda o resultado da soma

de sinais de diferentes frequências, e na parte direita uma representação gráfica no domínio da

frequência, evidenciando quais faixas de sinal compõe o espectro mostrado na parte esquerda,

bem como suas respectivas amplitudes.
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Figura 1 – Representação da análise no domínio da frequência

Fonte: (COSTA; MATHIAS, 2008).

Analisando-se as componentes de frequência com maior impacto na unidade medida

pode-se determinar melhor as fontes de excitação do sistema que geram maior impacto, frequên-

cias a serem evitadas na operação de um equipamento, entre outros.

2.2 ROTORES

Como abordado no primeiro capítulo, a definição do que é um rotor engloba um grande

número de objetos diferentes, podendo inclusive incluir objetos que não são de criação humana,

como corpos celestes em rotação, por exemplo (GENTA, 2005). Portanto, é conveniente res-

tringir o escopo desta definição dentro do presente trabalho, uma vez que o objetivo é identificar

exemplos de modelagem matemática de rotores genéricos.

O tipo de rotor a ser modelado neste trabalho compreende modelos que possam ser apro-

ximados para um corpo cilíndrico sobre um eixo rotativo apoiado sobre mancais de rolamentos,

com ou sem uma carcaça estática ao seu redor. Existem diversas máquinas rotativas emprega-

das na indústria que podem ser aproximadas com maior ou menor precisão dessa forma, como

exemplos, a Figura 2 apresenta um rotor de turbina do tipo Pelton e uma carcaça de um motor

elétrico em corte, revelando o rotor:
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Figura 2 – Exemplos de Rotores

(a) Rotor de Turbina Pelton. Fonte: (GRETEK, 2018).

(b) Representação em corte de Motor Elétrico. Fonte:
Autor.

2.2.1 Principais falhas mecânicas em rotores e motores elétricos

Com o tempo de utilização, é comum surgirem falhas nos equipamentos, seja por uso

incorreto, defeitos de fabricação, falhas elétricas, desgaste, entre outros. Dentre os diversos

tipos de mecanismos de falhas mecânicas, alguns dos mais comuns em equipamentos rotativos

são o desbalanceamento e o desalinhamento, que serão abordados neste trabalho como padrões

de falha a serem identificados.

2.2.1.1 Desbalanceamento

O desbalanceamento pode ser dividido em três tipos: desbalanceamento estático, di-

nâmico e combinado, onde ocorre uma combinação dos dois primeiros. O primeiro ocorre

quando o eixo de centro de massa do rotor não coincide com o centro de rotação. Nele, uma

porção com maior concentração de massa gera uma força centrífuga no sistema, que causa uma

amplitude no movimento em relação ao eixo de rotação, e o raio de afastamento do eixo é di-

retamente proporcional a quantidade de desbalanceamento. Este tipo de desbalanceamento é

caracterizado por apresentar uma vibração senoidal de frequência igual à frequência de rotação

do motor (ARCO-VERDE, 2008; SOEIRO, 2008).

Já o desbalanceamento dinâmico se dá quando a linha de centro de massa não coincide

com o eixo de rotação, mesmo que o centro de massa coincida com o centro geométrico de
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rotação. Neste caso o desbalanceamento só pode ser notado quando o rotor está em rotação, e se

dá através de um giro em relação ao eixo perpendicular ao de rotação do rotor (ARCO-VERDE,

2008; SILVA; SILVA; S. IRMÃO, 2004). A Figura 3 ilustra este tipo de desbalanceamento.

Figura 3 – Desbalanceamento dinâmico.

Fonte: (SILVA; SILVA; S. IRMÃO, 2004).

O modo combinado é o mais comum em máquinas reais, onde tanto o desbalanceamento

estático quanto o dinâmico podem ser identificados. A presença desbalanceamento em rotores

resulta em forças radiais atuando nos mancais, que podem causar danos ao equipamento a de-

pender de sua intensidade. Além disso, no caso de rotores que contem com um estator (motores

elétricos por exemplo), o desbalanceamento pode resultar em choques do rotor com o estator

devido à amplitude de oscilação.

2.2.1.2 Desalinhamento

O desalinhamento de eixo consiste em um dos principais motivos de desgaste prematuro

em componentes de máquinas rotativas (BOMFIM, 2013), e de maneira análoga ao desbalan-

ceamento, podemos separar o desalinhamento em 3 tipos: desalinhamento paralelo, angular e

combinado. O desalinhamento paralelo consiste na falta de concentricidade entre os eixos li-

gados, ainda que sejam paralelos entre si. No desalinhamento angular os eixos conectados não

são paralelos, ou seja, existe um ângulo de inclinação entre eles. O caso mais comum e realista

é o combinado, no qual ambos os tipos descritos ocorrem (ARCO-VERDE, 2008). A Figura 4

apresenta de forma ilustrada os três casos de desalinhamento.
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Figura 4 – Tipos de desalinhamento.

Fonte: (MARINELLI, 2022)

O desalinhamento normalmente leva a uma vibração com com uma componente de duas

vezes a frequência de rotação do rotor, porém picos de vibração podem ocorrer em 1N, 2N e

3N, sendo N a rotação do motor (ARCO-VERDE, 2008).
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3 MODELAGEM MATEMÁTICA DE ROTORES

Existem diversas maneiras de modelar matematicamente rotores de variadas configu-

rações, aumentando-se a complexidade para melhor precisão dos resultados, como o já citado

método dos elementos finitos, modelagem de rotores assimétricos, entre outros. Ainda, para

se iniciar a análise de um sistema, é necessário definir hipóteses e simplificar (ou não) alguns

elementos como o atrito nos mancais de rolamentos, elasticidade do eixo ou amortecimento

externo.

Conforme aumentamos a capacidade de um modelo de representar um sistema real,

adicionamos novos termos, novas incógnitas e novos graus de liberdade no sistema de equações,

tornando também mais complexa a resolução e simulação. Por questão de simplicidade para

atender ao escopo do trabalho desenvolvido, serão abordados aqui apenas modelos de até 4

GDL, que serão detalhados nos tópicos seguintes.

Este Capítulo apresenta três modelos de equacionamento de rotores, sendo o primeiro

o modelo mais simples, o modelo de Jeffcott com 2 GDL, o segundo um modelo proposto por

POPPRATH; ECKER, 2007 com 4 GDL, e o terceiro um modelo de 4 GDL que engloba os

efeitos giroscópicos da rotação do rotor, com equacionamento retirado de (FRISWELL et al.,

2010).

3.1 MODELO DE JEFFCOTT

Uma das formas mais simples de modelagem de um rotor consiste no chamado rotor

Jeffcott. Este modelo é caracterizado por um disco rotativo com massa desbalanceada posici-

onado no centro de um eixo flexível – cuja massa é considerada desprezível – apoiado sobre

dois mancais rígidos. Ilustrações do rotor de Jeffcott são apresentas nas Figuras 5 e 6, onde

C representa o centro geométrico do rotor, G o centro de massa e os vetores A e R o deslo-

camento de ambos em relação à origem O, respectivamente (GENTA, 2005; ARCO-VERDE,

2008; FERRAZ, 2017).

Apesar de sua simplicidade, o rotor de Jeffcott é uma base muito boa para o estudo

da dinâmica de rotores. Através dele pode-se simular o funcionamento de uma máquina rota-

tiva desbalanceada e analisar as velocidades críticas associadas ao seu movimento, isto é, as

frequências de rotação equivalentes às frequências naturais do equipamento.
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Figura 5 – Modelo de rotor Jeffcott.

Fonte: Adaptado de (RAO, 2010).

Figura 6 – Seção transversal do rotor desbalanceado.

Fonte: Adaptado de (RAO, 2010).

Considerando uma velocidade angular constante w do rotor e uma distância ϵ entre o

centro geométrico do rotor e seu centro de massa, as equações do movimento no domínio do

tempo para o plano perpendicular que contém o rotor podemo ser obtidas através da segunda lei

de Newton, como demonstrado a seguir:{∑
Fx = mẍG∑
Fy = mÿG

(3.1)
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onde m representa a massa do rotor e{
xG = x+ ϵ coswt→ ẍG = ẍ− ϵw2 coswt

yG = y + ϵ sinwt→ ÿG = ÿ − ϵw2 sinwt
(3.2)

As forças atuantes no sistema consistem em uma força elástica devido ao eixo flexível

(que poderia ser atribuída também aos mancais, ou a uma combinação das elasticidades do

eixo e dos mancais, a depender do modelo considerado), e uma força dissipativa devido ao

amortecimento viscoso nos rolamentos (desconsidera-se o amortecimento interno do eixo):

{
Fx = −kx− cẋ

Fy = −ky − cẏ
(3.3)

onde c e k representam os coeficientes de amortecimento e de elasticidade, respectivamente.

Substituindo as equações 3.2 e 3.3 na equação 3.1, temos o sistema de equações do

movimento para o rotor Jeffcott com dois GDL:

{
mẍ+ cẋ+ kx = mϵw2 coswt

mÿ + cẏ + ky = mϵw2 sinwt
(3.4)

Vale ressaltar que este equacionamento considera um movimento de precessão síncrona,

ou seja, θ̇ = w, de modo que o ângulo ϕ se mantém constante.

Este modelo é utilizado como base em diversos trabalhos envolvendo a dinâmica de

rotores, sendo incrementado conforme a abordagem de cada autor. RÉDL; KROCKO 2009

utilizaram um modelo de rotor de Jeffcott apoiado sobre mancais de deslizamento definidos

pelo número de Sommerfeld com o objetivo de determinar o movimento de precessão do rotor

com rolamentos com e sem amortecimento.

KARLBERG, 2010 realizou um estudo sobre como folgas em rolamentos afetam os

coeficientes de rigidez do sistema em uma condição próxima do equilíbrio estático, e para tal

utiliza um modelo de rotor de Jeffcott com eixo rígido, considerando a elasticidade apenas nos

mancais, para análise da equação linearizada do movimento com 2 GDL.

Cada diferente tipo de modelagem pode ser aplicado para tipos específicos de rotores re-

ais, de modo a melhor descrever seu comportamento. A consideração, por exemplo, de um eixo

rígido ou flexível pode vir de acordo com o tamanho considerado do rotor: uma máquina com

um eixo curto de grande momento de inércia pode ser considerado rígido quando comparado

com a flexibilidade dos suportes ou mancais, e então modelado como o exemplo de KARL-

BERG, 2010 citado no parágrafo anterior.
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Devido ao aumento da amplitude de oscilação do eixo, o desbalanceamento pode ser

uma causa de ocorrência de choque entre o disco do rotor e a carcaça do equipamento (chamada

de estador) em máquinas rotativas. POPPRATH; ECKER, 2007 propuseram um sistema de

equações diferente utilizando o modelo de rotor de Jeffcott, adicionando a ele um submodelo

de um estator suspenso elasticamente, acoplado ao rotor através de uma "fase de contato"onde

o rotor colide com o estator devido ao desbalanceamento, levando a forças de contato como

forças elásticas, amortecimento e atrito. Assim, os autores chegam a um modelo de 4 graus de

liberdade, sendo esses os deslocamentos verticais e horizontais para o rotor e para o estator.

A modelagem do rotor de Jeffcott com 2 GDL contudo, não é capaz de identificar o

defeito de desalinhamento de eixo, uma vez que a oscilação do rotor é contida no plano, como

mostrado na Figura 6. Para tal é necessário a consideração de outros graus de liberdade, como

os ângulos de inclinação do eixo ou do rotor devido a desalinhamento ou efeitos giroscópicos.

FRISWELL et al. 2010 e ISHIDA; YAMAMOTO 2012 apresentam, dentre diversos

modelos de diferentes complexidades, modelos semelhantes de 4 GDL que consideram os des-

locamentos verticais e horizontais (como no rotor de Jeffcott) e dois ângulos de rotação em

torno dos eixos perpendiculares ao eixo. Com a adição de graus de liberdade de inclinação do

eixo torna-se possível identificar defeitos como o desalinhamento de eixo.

3.2 MODELO A - 4 GDL COM EFEITO GIROSCÓPICO

Para o próximo modelo se considera os efeitos giroscópicos associados à rotação do

disco, de modo a constituir um sistema de equações com 4 GDL, sendo os dois graus de liber-

dade adicionais os ângulos de rotação do rotor em torno dos eixos horizontal e vertical. Antes

de apresentar o equacionamento do sistema com suas quatro equações, será abordado o equa-

cionamento do acoplamento giroscópico. O desenvolvimento matemático apresentado neste

tópico foi adaptado de FRISWELL et al., 2010, e pode ser visto em maiores detalhes (e com

variações de hipóteses consideradas) no mesmo.

Considere o sistema de coordenadas da Figura 7, onde o centro O está localizado sobre

o centro de massa do rotor, e com o eixo rotativo do rotor coincidente com o eixo Z. O rotor

pode transladar na direção X e Y com deslocamentos u e v, respectivamente, e rotacionar em

torno de X e Y com ângulos θ e ψ, respectivamente. O rotor possui rotação em torno do eixo z

com velocidade angular Ω e deslocamento angular ϕ. Adota-se como hipótese deslocamentos

pequenos, presumindo funcionamento normal da máquina, de modo que o seno de um ângulo
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pode ser aproximado como o próprio ângulo.

Figura 7 – Sistema de coordenadas.

Fonte: Adaptado de (FRISWELL et al., 2010)

A rotação em torno de Z produz um momento positivo na direção Z, podendo ser re-

presentado por uma flecha dupla e, de modo análogo, rotações horárias em torno do eixo X ou

Y também produzem momentos positivos nesses mesmos eixos. O momento angular do rotor

é dado pela velocidade de rotação multiplicada pelo momento polar de inércia do mesmo, Ip, e

tem sua direção alterada se uma rotação em torno de Y ocorre com velocidade ψ̇.

Para valores infinitesimais de δψ em um intervalo de tempo δt, a variação de direção do

vetor momento angular tem direção X , e seu módulo é dado por:

Mxδt = IpΩδψ (3.5)

onde Mx é o momento em sentido horário ao redor de X , o que pode ser melhor entendido com

o auxílio da Figura 8. Manipulando e tomando o limite de δt tendendo a zero, temos:

Mx = IpΩ
dψ

dt
= IpΩψ̇ (3.6)

O mesmo é válido para o caso de o rotor girar em torno do eixo X em sentido horário

com velocidade θ̇, com a diferença de neste caso a variação na direção do momento angular é

na direção negativa de Y . Desta forma, temos:

−Myδt = IpΩδθ (3.7)

sendo My o momento em sentido horário sobre Y . Como no caso anterior, tomamos o limite de

δt tendendo a zero:
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Figura 8 – Acoplamento giroscópico.

(a) Momento em X devido ao ângulo em Y. (b) Momento em Y devido ao ângulo em X.
Fonte:(FRISWELL et al., 2010)

My = −IpΩ
dθ

dt
= −IpΩθ̇ (3.8)

As equações 3.6 e 3.8 definem relações de via dupla: quando gira ao redor de Z e há um

momento agindo em X (ou Y ), haverá uma velocidade angular ψ̇ (ou θ̇) sobre o eixo Y (ou X)

e vice versa. Ao considerarmos que o disco pode girar simultaneamente sobreX e Y , também é

necessário considerar no equacionamento a taxa de variação do momento angular sobre os dois

eixos, de modo que as equações 3.6 e 3.8 são alteradas para:

Mx = Idθ̈ + IpΩψ̇ My = Idψ̈ − IpΩθ̇ (3.9)

sendo Id o momento de inércia do rotor em relação a um eixo coplanar a ele.

Com isso podemos seguir para a próxima etapa, deduzindo as equações de movimento

para 4 graus de liberdade. Diferentemente do modelo de Jeffcott apresentado na Seção 3.1,

aqui consideraremos um eixo rígido suportado por mancais flexíveis, o que resulta na mesma

interpretação. Partimos de um modelo de rotor como o ilustrado na Figura 9, com mancais

isotrópicos e de comportamento elástico linear que suportam o eixo rígido.

A análise será realizada a partir do deslocamento do centro de massa do rotor, denotado

por uG no eixoX e por vG no eixo Y , que difere do centro geométrico, cujos deslocamentos são

dados por u e v nos mesmos eixos. Para a posição angular do rotor serão utilizados os símbolos

ψA e θA, que são os ângulos de giro do rotor em relação ao eixo que passa pelo centro do rotor.

Em um rotor desalinhado por um ângulo β, como na Figura 10, esse eixo (pontilhado na figura)

não coincide com o eixo Z, que passa pelo centro dos mancais.
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Figura 9 – Modelo de rotor de 4 GDL.

Fonte: Adaptado de (FRISWELL et al., 2010)

Figura 10 – Ilustração de desalinhamento angular.

Fonte: Adaptado de (FRISWELL et al., 2010)

Inicialmente, aplicamos a segunda lei de Newton, fazendo os somatórios de forças e

de momentos atuantes no sistema. Faremos isso considerando a existência dos dois defeitos

que temos como objetivo simular: o desbalanceamento de massa e o desalinhamento de eixo.

Para o desbalanceamento de massa, o caso é igual ao apresentado para o modelo de Jeffcott na

Seção 3.1, com o centro de massa deslocado do centro geométrico por uma distância ϵ; para o

desalinhamento consideramos um desalinhamento angular β, como mostrado na Figura 10.
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Como forças contrárias ao movimento oscilatório teremos as forças elásticas dos man-

cais 1 e 2 e as forças de amortecimento viscoso devido aos rolamentos. Como momentos atu-

antes temos as forças exercidas em cada mancal multiplicadas pelas distâncias de cada mancal

até o rotor, sendo a para o mancal 1 e b para o mancal 2.
∑
Fx = −fx1 − fx2 = müG∑
Fy = −fy1 − fy2 = mv̈G∑
Mx = −afy1 + bfy2 = Idθ̈A + IpΩψ̇A∑
My = afx1 − bfx2 = Idψ̈A − IpΩθ̇A

(3.10)

Equacionando as forças, temos:
−[k1(u− a sinψ) + c1(u̇− a sin ψ̇)]− [k2(u+ b sinψ) + c2(u̇+ b sin ψ̇)] = müG

−[k1(v + a sin θ) + c1(v̇ + a sin θ̇)]− [k2(v − b sin θ) + c2(v̇ − b sin θ̇)] = mv̈G

−a[k1(v + a sin θ) + c1(v̇ + a sin θ̇)] + b[k2(v − b sin θ) + c2(v̇ − b sin θ̇)] = Idθ̈A + IpΩψ̇A

a[k1(u− a sinψ) + c1(u̇− a sin ψ̇)]− b[k2(u+ b sinψ) + c2(u̇+ b sin ψ̇)] = Idψ̈A − IpΩθ̇A
(3.11)

Como consideramos pequenos deslocamentos angulares, podemos tomar sin θ ≈ θ e

sinψ ≈ ψ. Simplificando e reorganizando, temos:
müG + u̇(c1 + c2) + ψ̇(−c1a+ c2b) + u(k1 + k2) + ψ(−ak1 + bk2) = 0

mv̈G + v̇(c1 + c2) + θ̇(ac1 − bc2) + v(k1 + k2) + θ(ak1 − bk2) = 0

Idθ̈A + IpΩψ̇A + v̇(ac1 − bc2) + θ̇(a2c1 + b2c2) + v(ak1 − bk2) + θ(a2k1 + b2k2) = 0

Idψ̈A − IpΩθ̇A + u̇(−ac1 + bc2) + ψ̇(a2c1 + b2c2) + u(−ak1 + bk2) + ψ(a2k1 + b2k2) = 0
(3.12)

Podemos simplificar a equação 3.12 tomando as relações abaixo:


k1 + k2 = kT

−ak1 + bk2 = kC

a2k1 + b2k2 = kR


c1 + c2 = cT

−ac1 + bc2 = cC

a2c1 + b2c2 = cR

(3.13)

onde os sub-índices T , R e C indicam coeficientes de translação, rotação, e acoplamento entre

translação e rotação, respectivamente. Reescrevendo a equação 3.12, chegamos em:
müG + cT u̇+ cCψ̇ + kTu+ kCψ = 0

mv̈G + cT v̇ − cC θ̇ + kTv − kCθ = 0

Idθ̈A + IpΩψ̇ − cC v̇ + cRθ̇ − kCv + kRθ = 0

Idψ̈A − IpΩθ̇ + cC u̇+ cRψ̇ + kCu+ kRψ = 0

(3.14)

Assim como na equação 3.2, supondo uma velocidade de rotação constante Ω para o

rotor, temos que:

{
uG = u+ ϵ cosΩt→ üG = ü− ϵΩ2 cosΩt

vG = v + ϵ sinΩt→ v̈G = v̈ − ϵΩ2 sinΩt
(3.15)
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Analogamente, para obtermos os ângulos de rotação do rotor em relação ao eixo Z a

partir dos ângulos θA e ψA, podemos usar as relações:

{
θA = θ − β sinΩt→ θ̈A = θ̈ + βΩ2 sinΩt

ψA = ψ + β cosΩt→ ψ̈A = ψ̈ − βΩ2 cosΩt
(3.16)

Substituindo as equações 3.15 e 3.16 na equação 3.14 e rearranjando, chegamos ao equa-

cionamento completo do modelo de 4 GDL com desbalanceamento de massa e desalinhamento

de eixo: 
mü+ cT u̇+ cCψ̇ + kTu+ kCψ = mϵΩ2 cosΩt

mv̈ + cT v̇ − cC θ̇ + kTv − kCθ = mϵΩ2 sinΩt

Idθ̈ + IpΩψ̇ − cC v̇ + cRθ̇ − kCv + kRθ = − (Id − Ip) βΩ
2 sinΩt

Idψ̈ − IpΩθ̇ + cC u̇+ cRψ̇ + kCu+ kRψ = (Id − Ip) βΩ
2 cosΩt

(3.17)

A partir da Equação 3.17 podemos isolar as matrizes de massa (M), amortecimento (C)

e rigidez (K), bem como o vetor de forças (F):

M =


m 0 0 0
0 m 0 0
0 0 Id 0
0 0 0 Id

 (3.18)

C =


cT 0 0 cC
0 cT −cC 0

0 −cC cR θ̇pIp
cC 0 −θ̇pIp cR

 (3.19)

K =


kT 0 0 kC
0 kT −kC 0
0 −kC kR 0
kC 0 0 kR

 (3.20)

F =


mϵΩ2 cosΩt
mϵΩ2 sinΩt

− (Id − Ip) βΩ
2 sinΩt

(Id − Ip) βΩ
2 cosΩt

 (3.21)

3.3 MODELO B - 4 GDL COM MODELO DE ESTATOR

Aqui sera apresentado o modelo publicado por POPPRATH; ECKER, 2007, que possui

um sistema parecido com o já descrito rotor de Jeffcott, com um eixo flexível de massa despre-

zível e um desbalanceamento de massa no rotor, que gira com velocidade angular constante ω.

Como já mencionado no Capítulo 2, o modelo proposto por POPPRATH; ECKER, 2007

tem como diferencial a inclusão do estator no sistema oscilatório, acoplando as equações através
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da modelagem matemática de uma fase de contato, que ocorre devido à oscilação do rotor por

desbalanceamento de massa. Serão usados os sub-índices r, s e h para identificar termos que

se referem ao rotor, estator e fase de contato, respectivamente. Considerando os dois GDL de

translação para o rotor (xr e yr) e os dois para o estator (xs e ys), o sistema tem um total de 4

GDL.

A fase de contato mencionada é caracterizada por forças de contato não-lineares relaci-

onadas à rigidez, amortecimento e atrito. O modelo de contato utilizado pelo autor é baseado na

teoria da mecânica do contato, e a forma geral da relação matemática força-indentação e taxa

de indentação f(d, ḋ) é dada por:

f(d, ḋ) = fc(d) + fv(d, ḋ) + fp(d, ḋ) ≥ 0 (3.22)

onde d representa a profundidade radial de penetração durante o impacto rotor-estator, e ḋ a

velocidade de impacto. No lado direito da equação, fc(d) representa a parcela de força elástica,

fv(d, ḋ) representa a parcela de força relacionada ao amortecimento viscoso, e fp(d, ḋ) a parcela

de força dissipativa relacionada à deformação plástica. Os três termos são definidos matemati-

camente, para o caso abordado no trabalho em questão, como:

fc(d) = khd fv(d, ḋ) = chḋ fp(d, ṡ) = 0 (3.23)

sendo kh e ch parâmetros de rigidez de contato e de amortecimento de contato, respectivamente.

Considera-se que a velocidade angular constante ω não é alterada pelas forças de contato

citadas, e que há um desalinhamento entre os centros geométricos do rotor e do estator, de modo

a gerar um modelo mais realista, de valores x0 e y0 nas direções x e y, respectivamente. A Figura

11 ilustra o modelo antes do impacto, mostrando uma vista de cima no lado esquerdo e o corte

da seção transversal na direita.

Na imagem, L representa a folga radial entre o rotor e o estator, k e c os coeficientes

de elasticidade e de amortecimento, D o diâmetro, O representa as posições dos centros em

estado de equilíbrio estático, e S e R representam as posições dos centros do estator e do rotor,

respectivamente, e ϵ a distância entre o centro geométrico do rotor e seu centro de massa, CG.

Durante o contato, o autor utiliza o artifício de reduzir o diâmetro do disco para zero e

adaptar as outras propriedades geométricas, de modo que o centro do rotor R coincide com o

ponto de contato P . Neste caso o diâmetro interno do rotor é o dobro da folga radial L (espaço

vago além do rotor). A Figura 12 mostra o modelo durante o contato, enquanto as Figuras 13 e

14 mostram o modelo de contato e o sistema de coordenadas usado com a redução do diâmetro
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do rotor para zero, respectivamente. Na Figura 14, x0 e y0 correspondem a um desvio entre

os centros do rotor e do estator, representando um defeito de fabricação comum, para fins de

simplificação, consideraremos x0 = y0 = 0.

Figura 11 – Modelo rotor-estator antes do contato.

Fonte: Adaptado de (POPPRATH; ECKER, 2007).

Figura 12 – Modelo rotor-estator durante contato.

Fonte: Adaptado de (POPPRATH; ECKER, 2007).
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Figura 13 – Modelo de contato com diâmetro do rotor zerado.

Fonte: Adaptado de (POPPRATH; ECKER, 2007).

Figura 14 – Sistemas de coordenadas durante contato.

Fonte: Adaptado de (POPPRATH; ECKER, 2007).

O sistema de equações que descreve o movimento do rotor pode ser obtido de modo

análogo ao demonstrado na Seção 3.1, e é apresentado abaixo:

{
mrẍr + crẋr + krxr = mrϵω

2 cosωt+ fx

mrÿr + crẏr + kryr = mrϵω
2 sinωt+ fy

(3.24)

E para o rotor: {
msẍs + csẋs + ksxs = −fx
msÿs + csẏs + ksys = −fy

(3.25)

O único acoplamento entre as equações do rotor e do estator se dá através das forças de

contato fx e fy, nas direções x e y, respectivamente. O ângulo de contato α é definido como:

α = arctan
yrs
xrs

(3.26)

Onde xrs e yrs são coordenadas relativas entre o centro do rotor e o centro do estator,

que se movem simultaneamente. As posições relativas são definidas matematicamente pelas
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expressões:

{
xrs = xr − (xs + x0)

yrs = yr − (ys + y0)
(3.27)

Com a definição do ângulo de contato, é possível fazer a rotação do sistema de coorde-

nadas, passando do sistema de referência (0) para o sistema de coordenadas local (1), mostrados

na Figura 14. A matriz de rotação é dada por:

T10 =

[
cosα sinα
− sinα cosα

]
(3.28)

A profundidade de penetração radial d é dada por:

d = rrs − L (3.29)

Sendo rrs a deflexão radial relativa do rotor, calculada com as posições relativas xrs e

yrs:

rrs =
√
x2rs + y2rs (3.30)

Para encontrar velocidades relativas radial e tangencial no ponto de contato, as velo-

cidades relativas precisam ser transformadas do sistema de coordenadas 0 para o sistema 1,

utilizando-se a relação:

[
ḋ

vt − Dr

2
ω

]
= T10

[
ẋrs
ẏrs

]
(3.31)

onde vt é a velocidade tangencial de impacto.

E as forças de contato nas direções radial (fn) e tangencial (ft), de acordo com o modelo

apresentado nas Equações 3.22 e 3.23, são dadas pelas expressões:

fn = δc(khd+ chḋ) ft = δfµfn (3.32)

Onde µ é um coeficiente de atrito do material. A função δc é o que determina o início e

o fim do contato, e é dada por:

δc =

{
1 → d ≥ 0

0 → fn ≤ 0
(3.33)

E a função δf indica a direção da força tangencial de impacto devido ao atrito:
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δf =

{
−1 → vt < 0

0 → vt > 0
(3.34)

Ao transportar as forças para o sistema de referência (0) e substituí las nas equações

3.24 e 3.25, chegamos ao sistema com as equações do movimento para o rotor e para o estator

no modelo proposto por POPPRATH; ECKER, 2007:{
mrẍr + crẋr + krxr = mrϵω

2 cosωt+ δc(khd+ chḋ)(− cosα + δfµ sinα)

mrÿr + crẏr + kryr = mrϵω
2 sinωt+ δc(khd+ chḋ)(− sinα− δfµ cosα)

(3.35)

{
msẍs + csẋs + ksxs = −δc(khd+ chḋ)(− cosα + δfµ sinα)

msÿs + csẏs + ksys = −δc(khd+ chḋ)(− sinα− δfµ cosα)
(3.36)

Isolando as matrizes de massa, amortecimento e rigidez e o vetor de forças:

M =


mr 0 0 0
0 mr 0 0
0 0 ms 0
0 0 0 ms

 (3.37)

C =


cr 0 0 0
0 cr 0 0
0 0 cs 0
0 0 0 cs

 (3.38)

K =


kr 0 0 0
0 kr 0 0
0 0 ks 0
0 0 0 ks

 (3.39)

F =


mrϵω

2 cosωt+ δc(khd+ chḋ)(− cosα + δfµ sinα)

mrϵω
2 sinωt+ δc(khd+ chḋ)(− sinα− δfµ cosα)

−δc(khd+ chḋ)(− cosα + δfµ sinα)

−δc(khd+ chḋ)(− sinα− δfµ cosα)

 (3.40)
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4 ESTUDOS NUMÉRICOS

Neste Capítulo serão apresentados os testes realizados numericamente com os modelos

matemáticos apresentados no Capítulo anterior. Os estudos numéricos foram realizados através

da implementação dos modelos matemáticos com a linguagem aberta de programação Python,

aplicando variações nos parâmetros estruturais de modo a simular falhas mecânicas.

Como base para as simulações, foram utilizados os dados estruturais e geométricos do

motor elétrico W22 IE3 de 500 cv fabricado pela WEG. Trata-se de um rotor bi-apoiado em

mancais de rolamentos com uma carcaça metálica acoplada (estator), o motor completo pode

ser visto na Figura 15 a seguir, e o rotor é apresentado na Figura 16.

Figura 15 – Motor W22 IE3.

Fonte: Cortesia da WEG.

Figura 16 – Rotor do motor W22 IE3.

Fonte: Cortesia da WEG.

Os dados do motor foram fornecidos pela WEG S.A. como cortesia, e são apresentados

na Tabela 1 a seguir:
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Tabela 1 – Dados do motor utilizado nas simulações.

Linha do produto W22 IE3 Brasil
Carcaça IEC 355M/L
Potência 500 cv (370 kW )

Tipo de mancal Rolamento rígido de esferas, 6314 C3
Massa do rotor completo (injetado + eixo) 412,8 kg

Massa do eixo 94,9 kg
Massa do estator 859,8 kg
Material do eixo SAE 4140 (diâmetro barra bruta 127mm)

Constantes de rigidez Diant = 1,7588 ×108 N/m
dos mancais (equivalente) Tras = 1,8049 ×108 N/m

Faixa de velocidades nominais
3600 rpm (376,99 rad/s)

de rotação (RPM)
Diâmetro externo do rotor 344,0 mm

Diâmetro externo do estator 600,0 mm
Diâmetro interno do estator 350,0 mm

Tamanho da folga radial entre rotor
3,0 mm

e estator (Entreferro)
Distância do centro de cada mancal Diant = 550,1 mm

até o centro de massa do rotor completo Tras = 453,9 mm
Momento polar de inércia

6,39 kg.m2

do rotor (injetado + eixo)
Momento de inércia planar do rotor 21,05 kg.m2

Fonte: Cortesia da WEG.

4.1 VALIDAÇÃO DOS CÓDIGOS EM PYTHON

Os modelos numéricos dos modelos A e B foram implementados usando a linguagem

aberta Python, introduzindo os modelos apresentados no Capítulo anterior no espaço de estados,

e podem ser vistos nos Apêndices A e B, respectivamente. As equações diferenciais ordinárias

(EDO’s) são resolvidas utilizando a função scipy.integrate.odeint, que emprega o método de

Runge-Kutta de 4° ordem para encontrar soluções para equações diferenciais.

Para verificar a confiabilidade das simulações foi realizada uma comparação do modelo

com um resultado de uma simulação confiável. Para isso, foi utilizado o exercício resolvido

6.2.1 do livro de FRISWELL et al., 2010, onde é simulado um rotor desbalanceado para gerar

um gráfico que relaciona a amplitude de oscilação com velocidade de rotação do rotor em

rotações por minuto. A amplitude de oscilação é calculada como um raio de giro dado pela raiz

da soma dos quadrados de u e v.

Os dados de entrada para a simulação são apresentados na Tabela 2 a seguir, e a compa-



38

ração do gráfico gerado com o modelo numérico deste trabalho com o resultado conhecido do

livro é apresentada na Figura 17, onde a linha contínua corresponde ao resultado de FRISWELL

et al., 2010 e a linha pontilhada ao resultado do modelo numérico utilizado neste trabalho. A

velocidade de rotação, assim como no exercício do livro, varia de 0 a 3500 rpm.

Tabela 2 – Dados da simulação de validação.

m 122,68 kg ϵ 0,0001 m
Ip 0,6134 kgm2 Id 2,8625 kgm2

k1 1 MN/m c1 10 Ns/m
k2 1,3 MN/m c2 13 Ns/m
a 0,25 m b 0,25 m

Fonte: (FRISWELL et al., 2010).

Figura 17 – Comparação entre Gráficos para Validação.

Fonte: Autor.

Como esperado, a curva obtida com o modelo numérico desenvolvido é bastante se-

melhante à do exercício do livro, apresentando algumas diferenças entre o método de solução

numérico do sistema de equações e o método analítico usado pelo livro.

Dessa forma, o modelo numérico está validado e pode-se seguir para a etapa de simula-

ção de defeitos.



39

4.2 DEFINIÇÃO DOS PARÂMETROS DE DANO

Para realizar as simulações com os defeitos de desbalanceamento e desalinhamento an-

gular, primeiro foi preciso definir valores para ambos os defeitos. Os valores para desbalancea-

mento do rotor foram definidos de acordo com a norma ISO 1940-1, que apresenta tolerâncias

de desbalanceamento para rotores rígidos (ISO, 2003).

Seguindo a norma ISO 1940-1, o desbalanceamento residual permitido para rotores rí-

gidos pode ser calculado utilizando a fórmula:

ϵper = 1000
(eperΩ)m

Ω
(4.1)

onde m corresponde à massa do rotor, Ω à velocidade angular de serviço, e a expressão eperΩ

depende do tipo de máquina avaliada, sendo igual a 2,5 para motores elétricos com mais de 80

mm de altura de eixo e velocidade máxima de rotação acima de 950 RPM, como é o caso do

motor utilizado neste trabalho.

O desbalanceamento permitido, portanto, é de 2, 737×10−3 kgm. Com base nesse valor,

foram definidos três níveis de desbalanceamento:

• ótimo, com metade do valor permitido (ϵ1 = 1, 368× 10−3kgm)

• aceitável, com o valor permitido (ϵ2 = 2, 737× 10−3kgm)

• grave, com o dobro do valor permitido (ϵ3 = 5, 474× 10−3kgm)

Para o desalinhamento angular foi utilizado como referência de tolerância o manual de

utilização do alinhador a laser E540 da Easy-Laser, que indica os valores apresentados na Tabela

3 como referência para tolerância de desalinhamento angular em quantidade de milímetros de

desnível para cada 100 milímetros de comprimento de eixo.

De maneira similar à realizada para o desbalanceamento, também foram definidos três

níveis de desalinhamento partindo do valor tido como "aceitável"de 0,06 mm/ 100 mm. Trans-

formando para radianos, temos os seguintes níveis de desalinhamento:

• ótimo, com metade do valor aceitável (β1 = 3× 10−4rad)

• aceitável (β2 = 6× 10−4rad)

• grave, com o dobro do valor aceitável (β3 = 12× 10−4rad)
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Tabela 3 – Tolerâncias de Desalinhamento

Excelente Aceitável
RPM mm/100 mm mm/100 mm

0000-1000 0,06 mm 0,10
1000-2000 0,05 mm 0,08
2000-3000 0,04 mm 0,07
3000-4000 0,03 mm 0,06
4000-5000 0,02 mm 0,05
5000-6000 0,01 mm 0,04

Fonte: (EASY-LASER, 2008)

4.3 SIMULAÇÃO NUMÉRICA COM O MODELO A

Com as duas escalas de defeitos apresentadas no tópico anterior, foram selecionadas

as combinações para realização das simulações, sendo identificados como estados de danos e

numerados de 1 a 5 como indicado na Tabela 4:

Tabela 4 – Estados de defeitos para simulações.

Estado de dano Desbalanceamento Desalinhamento
1 ϵ1 β1
2 ϵ2 β2
3 ϵ3 β3
4 ϵ3 β1
5 ϵ1 β3

Fonte: Autor

Os gráficos das Figuras 18 à 22 a seguir mostram a amplitude de oscilação dos 4 GDL do

modelo em cada estado de dano, tanto no domínio do tempo quanto no domínio da frequência.

O modelo foi simulado por 5 segundos com um passo de tempo de 0,0001 segundos para cada

caso.

A fim de comparação, os resultados para os cinco estados de dano para as variáveis u e

θ no domínio da frequência foram combinados na Figura 23.

Os resultados estão de acordo com o esperado, indicando oscilações repetitivas nos 4

GDL. Como explicado no Capítulo 2, os gráficos no domínio da frequência indicam as princi-

pais componentes de sinal que formam os gráficos no domínio do tempo, mostrando picos de

amplitude em determinadas faixas.
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Figura 18 – Resultados Estado de Dano 1 - Modelo A.

Fonte: Autor.



42

Figura 19 – Resultados Estado de Dano 2 - Modelo A.

Fonte: Autor.
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Figura 20 – Resultados Estado de Dano 3 - Modelo A.

Fonte: Autor.
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Figura 21 – Resultados Estado de Dano 4 - Modelo A.

Fonte: Autor.
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Figura 22 – Resultados Estado de Dano 5 - Modelo A.

Fonte: Autor.
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Figura 23 – Comparativo dos Estados de Dano - Modelo A.

Fonte: Autor.

4.4 SIMULAÇÃO NUMÉRICA COM O MODELO B

Para a simulação do motor com o modelo de POPPRATH; ECKER, 2007 foram necessá-

rias algumas adaptações. Este modelo considera o eixo flexível apoiado sobre mancais rígidos,

entretanto, a constituição do rotor torna mais lógica a consideração de mancais flexíveis com

rotor rígido, para a adaptação, as constantes de rigidez dos mancais traseiro e dianteiro foram

combinadas em uma rigidez equivalente, considerando-as como duas molas em paralelo supor-

tando o rotor (similar ao rotor ilustrado na Figura 9). Para associação de molas em paralelo, a

rigidez equivalente é dada pela soma das constantes de rigidez das molas, portanto:

kr = kdianteiro + ktraseiro (4.2)

Essa adaptação não considera as distancias entre o rotor e cada mancal, simplificando

o modelo como se o centro de massa do rotor estivesse perfeitamente posicionado no meio do

eixo. A constante de elasticidade associada ao estator (ks) não é um dos dados disponíveis nas

informações fornecidas pela WEG, para a definição do valor utilizado usou-se a mesma relação

aplicada por (POPPRATH; ECKER, 2007) para as simulações numéricas do artigo, sendo 3

vezes o valor da constante associada ao rotor.
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Os parâmetros relativos à fase de impacto também foram definidos de acordo com o

artigo de referência, sendo considerado um contato sem fricção e sem perdas de contato, ou

seja, o coeficiente de atrito µ e o coeficiente de amortecimento ch são nulos. O coeficiente

de elasticidade na fase de contato (kh) utilizado foi o mesmo do artigo, sendo igual a 1.5 ∗

109N.mm.

Como este modelo não simula o desalinhamento, foram simulados apenas os estados de

dano 1, 2 e 3, considerando os três níveis de desbalanceamento apresentados anteriormente. Os

resultados para amplitude de oscilação no domínio do tempo e da frequência são apresentados

nas Figuras 24, 25 e 26. Como para o modelo A, os resultados dos estados de dano foram

combinados para facilitar a comparação na Figura 27

Como nos resultados do modelo anterior, pode-se notar o sinal típico de vibrações re-

petitivas no domínio do tempo, porém com apenas os GDL associados ao rotor, indicando que

o modelo de contato não foi ativado e o estator permaneceu em repouso. É evidente também a

semelhança de amplitudes de oscilação entre os resultados do Modelo B com os do modelo A,

o que também era esperado, visto que simulam o mesmo rotor.
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Figura 24 – Resultados Estado de Dano 1 - Modelo B.

Fonte: Autor.



49

Figura 25 – Resultados Estado de Dano 2 - Modelo B.

Fonte: Autor.
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Figura 26 – Resultados Estado de Dano 3 - Modelo B.

Fonte: Autor.
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Figura 27 – Comparativo dos Estados de Dano - Modelo B.

Fonte: Autor.
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4.4.1 Modelo B - Estados Críticos

Uma vez que o modelo de impacto não foi ativado nas condições simuladas, o modelo

foi testado em duas condições críticas, sendo elas:

• Estado Crítico 1: considerou-se um desbalanceamento maior, sendo três vezes o valor

calculado ϵper (ϵcrtico = 8, 211× 10−3kgm);

• Estado Crítico 2: a rigidez associada aos mancais foi reduzida em 25% , simulando uma

perda de elasticidade no rotor (que pode ser causada pela ocorrência prolongada de defei-

tos na operação) e o desbalanceamento do estado 3 foi utilizado.

Todos os outros parâmetros foram mantidos como apresentados anteriormente. Os re-

sultados para as simulações nos estados críticos 1 e 2 são apresentados nas Figuras 28 e 29,

respectivamente.

Nota-se que os resultados são bastante diferentes dos apresentados na Seção 4.4. A

interferência do estator limita o movimento do rotor e vice-versa, provocando uma oscilação

nos picos de amplitude ao longo do tempo, o que pode ser notado tanto noas coordenadas xr e

yr quanto nas coordenadas xs e ys em ambos os estados críticos.

Outro ponto a ser observado é a diferença nas FFT’s, onde pode-se notar várias faixas

espaçadas de maneira praticamente uniforme nos gráficos, indicando as principais faixas de

frequência dos impactos. Como esperado, os dois principais picos de oscilação para o rotor no

estado crítico 2 foram deslocados em relação a todos os anteriores, visto que a constante de

rigidez foi alterada, consequentemente alterando as frequências naturais do sistema.
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Figura 28 – Resultados de Dano - Estado Crítico 1.

Fonte: Autor.
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Figura 29 – Resultados de Dano - Estado Crítico 2.

Fonte: Autor.
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4.5 DISCUSSÃO DOS RESULTADOS

De início, pode-se destacar o aumento das amplitudes de oscilação – em ambos os mo-

delos – de acordo com o aumento dos parâmetros de defeitos, vide os resultados para os estados

de dano 1, 2 e 3, em que a amplitude de oscilação dobra de um para o outro. Essa resposta era

esperada e ilustra a resposta do rotor aos principais defeitos em máquinas rotativas.

Com os resultados dos estados 4 e 5, no modelo A, nota-se a baixa influência do defeito

de desalinhamento (nos níveis aplicados) em relação ao defeito de desbalanceamento. Essa

baixa influência também pode ser constatada ao se comparar os resultados dos estados 1, 2

e 3 dos modelos A e B, que possuem resultados praticamente iguais de oscilação nos eixos

cartesianos perpendiculares ao eixo Z, ainda que o segundo modelo não leve em conta os efeitos

de desalinhamento.

Percebe-se também, através da análise das FFT’s de cada caso (com exceção do estado

crítico 2), que as principais frequências de oscilação que compõem o sinal de cada estado de

dano são as mesmas, o que é esperado visto que todas as simulações foram feitas com a mesma

velocidade de rotação e sem alterações nos parâmetros estruturais do rotor. Dessa forma iden-

tificamos as frequências críticas de oscilação do sistema nos picos de amplitude, indicando

frequências de oscilação externa a serem evitadas entre 50 e 60 Hz e entre 140 e 160 Hz. Em

uma situação real, poderiam ser notadas alterações nessas frequências a depender da origem de

desbalanceamento e desalinhamento, devido ao desgaste dos componentes influenciar nas suas

constantes elásticas.

Outros dois picos ocorrem entre 310 e 350 Hz, porém apenas no modelo A, indicando

componentes de oscilação oriundas do efeito de desalinhamento somente. Tais frequências

críticas não seriam identificadas em um modelo que não leva em conta efeitos giroscópicos,

indicando uma vantagem do modelo A sobre o modelo B. O resultado de pequena influência do

desalinhamento na oscilação dos eixos X e Y e da baixa ordem dos valores de θ e ψ podem ser

atribuídos aos baixos valores do ângulo de desalinhamento β e dos altos valores momentos de

inércia do rotor.

É importante ressaltar que mesmo no estado mais alto de dano, as oscilações em X e Y

não chegaram a 3 milímetros, que é o valor da folga entre o rotor e o estator, de modo que não

foi registrado impacto no modelo B, sendo assim, a modelagem do estator (Equação 3.36) e das

forças relativas ao impacto não foram ativadas, o que explica os resultados nulos e a ausência
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de gráficos no domínio da frequência para o estator nos três estados do modelo B.

Quanto às simulações dos estados críticos no modelo B, pode-se observar a resposta

do rotor em casos mais extremos que levariam ao impacto entre rotor e estator. Nelas podem

ser identificadas várias faixas de frequências com picos relevantes de oscilação, indicando as

faixas associadas ao impacto. É possível notar um padrão de espaçamento entre os principais

picos que se repete para as frequências do rotor e do estator, coincidindo também com os picos

associados às frequências naturais.
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5 CONCLUSÃO

Para o desenvolvimento do trabalho, diversos modelos foram estudados, e diferentes

maneiras de se representar um rotor foram encontradas na literatura. A seleção de dois modelos

foi realizada buscando abordagens de complexidade moderada com 4 GDL, trazendo diferentes

visões de um rotor real, de modo a poder comparar resultados que mostrassem características

essencialmente diferentes.

Ambos os modelos selecionados foram capazes de simular o funcionamento do rotor nas

condições especificadas, sendo sensíveis a variação dos parâmetros e, portanto, demonstrando

serem modelos aptos a simular falhas e variações paramétricas no dispositivo. A abordagem de

cada um traz características em comum com o rotor de Jeffcott, e acrescentam, cada um, graus

de liberdade capazes de simular características completamente diferentes (efeitos giroscópicos

e impactos entre rotor e estator).

Uma vez que as oscilações do rotor nas direções X e Y não ultrapassaram o valor da

folga radial entre o rotor e o estator para os 3 estados de dano propostos, o diferencial da

modelagem matemática do modelo B não foi aproveitado nessas condições, de modo que o

mesmo funcionou como um rotor de Jeffcott de 2 GDL. Em suma, para os casos simulados o

modelo A nos leva a uma análise mais precisa dos dados do rotor, trazendo informações a mais,

mesmo com a baixa influência do desalinhamento nas amplitudes de oscilação.

Apesar disso, o modelo B ainda se mantém como uma abordagem bastante interessante,

e ao ser exposto a condições de dano mais severas, identificou um padrão de vibração bastante

distinto dos estados anteriores devido ao impacto entre rotor e estator, como apresentado nos

estados críticos 1 e 2. Apesar de considerados críticos, os estados propostos são plenamente

passíveis de ocorrerem em máquinas reais, principalmente considerando a progressão de danos

não corrigidos e suas consequências (alteração nos parâmetros estruturais do sistema e aumento

dos defeitos). Tal interação de impacto não seria percebida através do modelo A, que poderia

trazer oscilações em X e em Y superiores à folga de 3 mm em resultados desconexos da reali-

dade de um rotor em contato com o estator.

Como esperado (vide as equações de cada modelo), as amplitudes de oscilação nos eixos

X e Y aumentaram de maneira diretamente proporcional com o aumento do desbalanceamento,

dobrando do estado de dano 1 para o 2 e do 2 para o 3. O mesmo ocorre com as amplitudes

de oscilação nos ângulos θ e ψ no modelo A. Quanto às respostas no domínio da frequência,
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ambos os modelos foram capazes de identificar as mesmas faixas críticas, convergindo em seus

resultados.

Podemos concluir que o trabalho atingiu os objetivos traçados no Capítulo 1:

• Dois modelos foram identificados e selecionados por especificidades diferentes;

• Ambos foram implementados numericamente em Python

• Foram obtidos dados técnicos do motor W22 IE3 da WEG para utilização nas simulações

• Foram identificados os defeitos de desbalanceamento e desalinhamento como focos do

trabalho, e suas faixas de defeito foram definidas de acordo com as normas e manuais

aplicáveis

• Os dois modelos foram simulados com diferentes valores de defeito e comparados de

acordo com os resultados obtidos

As possibilidades de continuidade deste trabalho são várias. Como recomendações para

trabalhos futuros, indica-se a simulação de rotores diferentes, momentos de inércia mais baixos

e com um eixo mais elástico, de modo a permitir maiores amplitudes de deslocamento trans-

versal, simulando diferentes casos de contato entre rotor e estator para analisar dados diferentes

provenientes do modelo B, bem como uma maior resposta dos ângulos de rotação devido aos

efeitos giroscópicos no modelo A. A variação dos parâmetros mecânicos associados ao rotor

também seria útil para avaliar a variação das faixas de frequência associadas às frequências na-

turais.

De forma análoga, sugere-se o teste de novas faixas de dano, extrapolando os valores de

desbalanceamento e desalinhamento para avaliar a influência da combinação dos defeitos em

cada um dos 4 GDL no modelo A, em testes como os estados 4 e 5, e novamente simular novos

estados de dano com contato entre rotor e estator. A comparação com outros modelos mate-

máticos ou aquisições de dados de vibração em rotores reais também seria de grande interesse,

verificando a confiabilidade dos resultados obtidos.

Outras análises poderiam ser feitas como a variação da velocidade angular e identifi-

cação das principais frequências críticas do rotor, teste de diferentes modelos de rolamentos e

mancais e a influência de suas características no sinal e faixas de oscilação. Todos esses estudos

contribuem de forma direta para a identificação dos melhores meios para simulação de máqui-

nas rotativas e contribuir para a detecção de diferentes falhas mecânicas com maior precisão.
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APÊNDICE A – Código Python do Modelo A

1 import numpy as np
2 import matplotlib.pyplot as plt
3 import matplotlib
4 import os
5 import time
6 import pandas
7

8 from numpy import mean, max, diff, min, std
9 from math import pi, sin, cos

10 from scipy.integrate import odeint
11 from numpy.random import rand
12 from numpy.fft import fftn
13 from random import random
14 from scipy import linalg
15

16 Mass = 412.8 # Massa em KG do rotor
17 I_d = 21.05 # Inércia em kg/m2
18 I_p = 6.39 # Inércia em kg/m2
19 VEL = 3600 * 2 * pi/60 # Velocidade em rad/s
20 EPS = 1.368*10**-3 # Desbalanceamento
21 BETA = 3*10**-4 # Ângulo de desalinhamento
22 K1 = 1.8049e8 # Constante elástica traseiro
23 K2 = 1.7588e8 # Constante elástica dianteiro
24 C1 = 0 # Constante amortecimento a traseiro
25 C2 = 0 # Constante amortecimento a dianteiro
26 a = 0.4539 # Distancia a traseiro
27 b = 0.5501 # Distância a dianteiro
28

29 def compute_dqdt(q, t, A, B, u):
30 dqdt = np.empty((8,))
31

32 #Vetor de entrada
33 u[4] = Mass*EPS*VEL**2*cos(VEL*t)
34 u[5] = Mass*EPS*VEL**2*sin(VEL*t)
35 u[6] = -(I_d-I_p)*BETA*VEL**2*sin(VEL*t)
36 u[7] = (I_d-I_p)*BETA*VEL**2*cos(VEL*t)
37

38 dqdt = np.dot(A, q) + np.dot(B, u)
39

40 return dqdt
41

42 #Função FFT
43 def ffthalfamp(t, y, T, N):
44

45 yf = fftn(y)
46

47 amp = np.abs(yf) # get amplitude spectrum
48

49 # amp= yf.imag
50

51 amp = (2/amp.size)*amp[0:amp.size//2]
52

53 freq = np.linspace(0.0, 1.0 /(2.0*T) , N//2) # get freq axis
54 # freq = np.linspace(0.0, 1.0 /(2.0*T) , N) # get freq axis
55
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56 return freq, amp
57

58 kT = K1 + K2
59 kC = -a*K1 + b*K2
60 kR = (a**2)*K1 + (b**2)*K2
61 cT = C1 + C2
62 cC = -a*C1 + b*C2
63 cR = (a**2)*C1 + (b**2)*C2
64

65 #initial conditions
66 x10 = 0.0 #u
67 x20 = 0.0 #v
68 x30 = 0.0 #theta
69 x40 = 0.0 #psi
70 x50 = 0.0 #u_ponto
71 x60 = 0.0 #v_ponto
72 x70 = 0.0 #theta_ponto
73 x80 = 0.0 #psi_ponto
74

75

76

77 M = np.array([[Mass, 0, 0, 0],
78 [0, Mass, 0, 0],
79 [0, 0, I_d, 0],
80 [0, 0, 0, I_d]]) #Matriz massa
81

82 print(M)
83

84 K = np.array([[kT, 0, 0, kC],
85 [0, kT, -kC, 0],
86 [0, -kC, kR, 0],
87 [kC, 0, 0, kR]]) #Matriz rigidez
88 print(K)
89

90 C = np.array([[cT, 0, 0, cC],
91 [0, cT, -cC, 0],
92 [0, -cC, cR, I_p*VEL],
93 [cC, 0, -I_p*VEL, cR]]) #Matriz amortecimento
94 print(C)
95

96 A = np.zeros((8,8))
97

98 invM = np.linalg.inv(np.matrix(M))
99

100 A[4:8, 0:4] = np.dot(-invM, K)
101 A[0:4, 4:8] = np.identity(4)
102 A[4:8, 4:8] = np.dot(-invM, C)
103

104 invM = np.linalg.inv(np.matrix(M))
105

106 #Montando a matriz B
107 B = np.zeros((8, 8))
108 B[4:8,4:8] = invM
109

110 q0 = np.empty((8,))
111

112 q0[0] = x10
113 q0[1] = x20
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114 q0[2] = x30
115 q0[3] = x40
116 q0[4] = x50
117 q0[5] = x60
118 q0[6] = x70
119 q0[7] = x80
120

121 #input vector
122 u = np.zeros((8,))
123

124 #time points
125 dt = 0.0001 # Passo de tempo
126 tf = 5 # Tempo final
127 N = round(tf / dt)
128 t = np.linspace(0, tf, N)
129

130 q = odeint(compute_dqdt, q0, t, args=(A, B, u))
131

132 freq_umei, yf_umei = ffthalfamp(t, q[:,0], dt, N)
133 freq_vmei, yf_vmei = ffthalfamp(t, q[:,1], dt, N)
134 freq_thetamei, yf_thetamei = ffthalfamp(t, q[:,2], dt, N)
135 freq_psimei, yf_psimei = ffthalfamp(t, q[:,3], dt, N)
136

137

138 ################# Gerar imagens:
139

140 fig,axs = plt.subplots(4,figsize=(10,5))
141

142 axs[0].plot(t,q[:,0]*10**3,’b’)
143 axs[0].set_ylabel(’u \n(mm)’) # Titulo do subplot (apenas u)
144 axs[0].set_ylim(-0.75,0.75) # Truncar o eixo Y
145 axs[0].grid()
146 axs[0].title.set_text(’Amplitudes de Oscilação - Estado 1’) # Titulo
147 axs[0].axes.xaxis.set_ticklabels([])
148

149 axs[1].plot(t, q[:,1]*10**3, ’g’)
150 axs[1].set_ylabel(’v \n(mm)’)
151 axs[1].set_ylim(-0.75,0.75) # Truncar o eixo Y
152 axs[1].grid()
153 axs[1].axes.xaxis.set_ticklabels([])
154

155 axs[2].plot(t, q[:,2]*10**3, ’r’)
156 axs[2].set_ylabel(r’$\theta$’+ ’\n’ + r’($10^{-3}$ rad)’)
157 axs[2].set_ylim(-0.12,0.12)
158 axs[2].grid()
159 axs[2].axes.xaxis.set_ticklabels([])
160

161 axs[3].plot(t, q[:,3]*10**3, ’c’)
162 axs[3].set_ylabel(r’$\psi$’+ ’\n’ + r’($10^{-3}$ rad)’)
163 axs[3].set_ylim(-0.12,0.12)
164 axs[3].grid()
165

166

167 plt.xlabel(’Tempo (s)’) # Nome do eixo x
168 plt.savefig("Nao Sei.png", format = ’png’, bbox_inches = ’tight’, dpi =

1200) # Salvar Imagem
169 plt.show()
170
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171 fig1,axs1 = plt.subplots(2,figsize=(10,5))
172

173 #fig1,axs1 = plt.subplots(4)
174 axs1[0].plot(freq_umei, yf_umei*10**3, color = ’b’, label = ’u’)
175 axs1[0].plot(freq_vmei, yf_vmei*10**3, color = ’r’, label = ’v’)
176 axs1[0].set_ylabel(’u e v \n(mm)’)
177 axs1[0].title.set_text("FFT’s - Estado 1")
178 axs1[0].set_ylim(1e-5,1e0)
179 axs1[0].legend(loc=’upper left’)
180 axs1[0].set_xlim(0,350)
181 axs1[0].set_yscale(’log’)
182 axs1[0].grid()
183 axs1[0].axes.xaxis.set_ticklabels([])
184

185 axs1[1].plot(freq_thetamei, yf_thetamei*10**3, color = ’y’, label=r’$\
theta$’)

186 axs1[1].plot(freq_psimei, yf_psimei*10**3, color = ’g’, label = r’$\psi$’)
187 axs1[1].set_ylabel(r’$\theta$ e $\psi$’ + ’\n’ + r’($10^{-3}$ rad)’)
188 # axs1[1].set_ylabel(r’$\theta$’+ ’\n’ + r’($10^{-3}$ rad)’)
189 axs1[1].set_ylim(1e-6,1e0)
190 axs1[1].legend(loc=’upper left’)
191 axs1[1].set_xlim(0,350)
192 axs1[1].grid()
193 axs1[1].set_yscale(’log’)
194 #axs1[1].axes.xaxis.set_ticklabels([])
195

196

197 plt.legend(loc=’upper left’)
198 plt.xlabel(r"Frequência(Hz)")
199 # plt.savefig("teste.png", format = ’png’, bbox_inches = ’tight’, dpi =

1200)
200 plt.show()
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APÊNDICE B – Código Python do Modelo B

1 import numpy as np
2 import matplotlib.pyplot as plt
3 import matplotlib
4 import os
5 import time
6 import pandas
7

8 from numpy import mean, max, diff, min, std, sqrt, arctan
9 from math import pi, sin, cos

10 from scipy.integrate import odeint
11 from numpy.random import rand
12 from numpy.fft import fftn
13 from random import random
14

15 # Constants
16 M_r = 412.8 # Massa do Rotor
17 M_s = 859.8 # Massa do estator
18 C_r = 0.0 #contante de amortecimento do rotor
19 C_s = 0.0 # Constante de amortecimento do estator
20 K_r = 3.5637*10**8 # Constante elástica do rotor
21 K_s = 3*3.5637*10**8 # Cosntante elástica do estator
22 EPSILON = 1.368*10**-3 # Desbalanceamento
23 VEL = 3600.*2.*np.pi/60. # Velocidade de rotação do rotor
24 K_H = 1.0*10**9 # Constante elástica de impacto
25 C_H = 0 # Cosntante de amortecimento de impacto
26 MI = 0 # Coeficiente de atrito no impacto
27 L = 0.003 # Folga entre rotor e estator
28

29

30 omega_c = 0
31 dt = 0.0001
32

33 # Function to compute dq/dt
34 def compute_dqdt(q, t, A, B, u):
35 dqdt = np.empty((8,))
36

37 global omega_c
38

39 x_rs = q[0] - q[2]
40 y_rs = q[1] - q[3]
41

42 r_rs = np.sqrt(x_rs**2 + y_rs**2)
43

44 alpha = np.arctan2(y_rs, x_rs) if x_rs != 0 else 0
45 alpha = alpha if not np.isnan(alpha) else 0
46

47 d = r_rs - L
48

49 f_n = omega_c * (K_H * d + C_H * (d / dt))
50

51 if d >= 0:
52 omega_c = 1
53 elif f_n <= 0:
54 omega_c = 0
55
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56 cnste = omega_c * (K_H * d + C_H * (d / dt))
57

58 omega_f = 0
59

60

61 #Vetor de entrada
62 u[4] = M_r * EPSILON * VEL**2 * np.cos(VEL * t) + cnste * (-np.cos(

alpha) + omega_f * MI * np.sin(alpha))
63 u[5] = M_r * EPSILON * VEL**2 * np.sin(VEL * t) + cnste * (-np.sin(

alpha) - omega_f * MI * np.cos(alpha))
64 u[6] = -cnste * (-np.cos(alpha) + omega_f * MI * np.sin(alpha))
65 u[7] = -cnste * (-np.sin(alpha) - omega_f * MI * np.cos(alpha))
66

67 dqdt = np.dot(A, q) + np.dot(B, u)
68

69 return dqdt
70

71 #Função FFT
72 def ffthalfamp(t, y, T, N):
73

74 yf = fftn(y)
75

76 amp = np.abs(yf) # get amplitude spectrum
77

78 amp = (2/amp.size)*amp[0:amp.size//2]
79

80 freq = np.linspace(0.0, 1.0 /(2.0*T) , N//2) # get freq axis
81

82 return freq, amp
83

84

85 M = np.array([[M_r, 0, 0, 0],
86 [0, M_r, 0, 0],
87 [0, 0, M_s, 0],
88 [0, 0, 0, M_s]]) #Matriz massa
89

90 K = np.array([[K_r, 0, 0, 0],
91 [0, K_r, 0, 0],
92 [0, 0, K_s, 0],
93 [0, 0, 0, K_s]]) #Matriz rigidez
94

95

96 C = np.array([[C_r, 0, 0, 0],
97 [0, C_r, 0, 0],
98 [0, 0, C_s, 0],
99 [0, 0, 0, C_s]]) #Matriz amortecimento

100

101 # System matrices
102 A = np.zeros((8,8))
103 invM = np.linalg.inv(np.matrix(M))
104 A[4:8, 0:4] = np.dot(-invM, K)
105 A[0:4, 4:8] = np.identity(4)
106 A[4:8, 4:8] = np.dot(-invM, C)
107

108 B = np.zeros((8, 8))
109 B[4:8,4:8] = invM
110

111 # Initial conditions
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112 q0 = np.zeros(8)
113

114 # Time points
115 tf = 5
116 dt = 0.001
117 N = int(tf/dt)
118 t = np.linspace(0, tf, int(tf/dt))
119

120 # Input vector
121 u = np.zeros(8)
122

123 # Solve the ODE system
124 q = odeint(compute_dqdt, q0, t, args=(A, B, u))
125

126 # Plotting
127 fig,axs = plt.subplots(4,figsize=(10,5))
128

129 axs[0].plot(t,q[:,0]*10**3,’b’)
130 axs[0].set_ylabel(r’$x_r$’ + ’\n’ + r’(mm)’)
131 axs[0].set_ylim(-0.75,0.75)
132 axs[0].grid()
133 axs[0].title.set_text(’Amplitudes de Oscilação - Estado 1’)
134 axs[0].axes.xaxis.set_ticklabels([])
135

136 axs[1].plot(t, q[:,1]*10**3, ’g’)
137 axs[1].set_ylabel(r’$y_r$’ + ’\n’ + r’(mm)’)
138 axs[1].set_ylim(-0.75,0.75)
139 axs[1].grid()
140 axs[1].axes.xaxis.set_ticklabels([])
141

142 axs[2].plot(t, q[:,2]*10**3, ’r’)
143 axs[2].set_ylabel(r’$x_s$’ + ’\n’ + r’(mm)’)
144 axs[2].set_ylim(-0.75,0.75)
145 axs[2].grid()
146 axs[2].axes.xaxis.set_ticklabels([])
147

148 axs[3].plot(t, q[:,3]*10**3, ’c’)
149 axs[3].set_ylabel(r’$y_s$’ + ’\n’ + r’(mm)’)
150 axs[3].set_ylim(-0.75,0.75)
151 axs[3].grid()
152

153 plt.xlabel(’Tempo (s)’)
154 #plt.savefig("terste2.png", format = ’png’, bbox_inches = ’tight’, dpi =

1200)
155 #plt.close()
156

157 freq_xr, yf_xr = ffthalfamp(t, q[:,0], dt, N)
158 freq_yr, yf_yr = ffthalfamp(t, q[:,1], dt, N)
159 freq_xs, yf_xs = ffthalfamp(t, q[:,2], dt, N)
160 freq_ys, yf_ys = ffthalfamp(t, q[:,3], dt, N)
161

162 fig1,axs1 = plt.subplots(2,figsize=(10,5))
163 axs1[0].plot(freq_xr, yf_xr*10**3, color = ’b’, label = ’x_r’)
164 axs1[0].plot(freq_yr, yf_yr*10**3, color = ’r’, label = ’y_r’)
165 axs1[0].title.set_text("FFT’s - Estado 1")
166 axs1[0].legend(loc=’upper left’)
167 axs1[0].set_ylabel(r’$x_r$ e $y_r$’ + ’\n’ + r’(mm)’)
168 axs1[0].set_yscale(’log’)
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169 axs1[0].set_xlim(0,350)
170 axs1[0].set_ylim(1e-5,1e0)
171 axs1[0].grid()
172 axs1[0].axes.xaxis.set_ticklabels([])
173

174 axs1[1].plot(freq_xs, yf_xs*10**3, color = ’y’, label = ’x_s’)
175 axs1[1].plot(freq_ys, yf_ys*10**3, color = ’g’, label = ’y_s’)
176 axs1[1].legend(loc=’upper left’)
177 axs1[1].set_ylabel(r’$x_s$ e $y_s$’ + ’\n’ + r’(mm)’)
178 axs1[1].set_yscale(’log’)
179 axs1[1].set_ylim(1e-5,1e0)
180 axs1[1].set_xlim(0,350)
181 axs1[1].grid()
182 #axs1[1].axes.xaxis.set_ticklabels([])
183

184 plt.xlabel(r"Frequência(Hz)")
185 plt.show()
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