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Resumo

O objetivo principal desta dissertação é demonstrar a existência de uma solução global
para um sistema de equações diferenciais parciais do tipo hiperbólico. A equação estudada
é uma formulação da equação do calor seguindo o modelo proposto por Cataneo. Para a
solução do sistema utilizamos a teoria de semigrupos e para mostrar a existência de tais
soluções nos apoiamos em resultados da Análise Funcional não linear.

Palavras-chaves: Termoelasticidade hiperbólica, Cattaneo, Existência e unicidade de
solução.



Abstract
The main objective of this dissertation is to demonstrate the existence of a global solution
for a system of partial differential equations of the hyperbolic type. The equation studied
is a formulation of the heat equation following the model proposed by Cataneo. For the
solution of the system we use the theory of semigroups and to show the existence of such
solution we rely on results of nonlinear Functional Analysis to show the existence. .

Key-words:Hyperbolic thermoelasticity, Cattaneo, Existence and uniqueness of solution.
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1 Introdução

Os modelos em equações diferenciais parciais que traduzem fenômenos da natureza
são amplamente estudados a muito tempo por matemáticos e físicos. Um dos modelos
clássicos, de acordo com [10] é o modelo de condução do calor. Tal modelo fora desenvol-
vido por Joseph Baptiste Fourier em seu célebre livro Theorie Analytique de la chaleur.
No entanto, seu modelo carecia de mais precisão e, por esse motivo, esforços foram traçado
para melhorar o modelo antes celebrado. De acordo com [18]um famoso modelo foi o de
Cattaneo que conseguiu fazer avanços significativos no estudo da transmissão de calor. A
principal questão que justifica o uso da lei de Cattaneo no lugar da lei de Fourier está
no fato de que a usual equação do calor (modelada pela lei de Fourier) é uma equação
parabólica e por consequência possuem velocidade de propagação infinita para a tempera-
tura, o que não condiz com a realidade para diversos modelos com efeitos térmicos. Para
maiores detalhes, ver ([8]).

Cerca de 70 anos atrás C. Cattaneo [6] sugeriu uma alternativa para a equação do
calor modelada pela lei de Fourier. A alternativa foi substituir a equação usual do calor
por um modelo hiperbólico dissipativo.

A seguir, daremos uma breve descrição da lei proposta por Cattaneo. Conside-
remos 𝜃 = 𝜃(𝑥, 𝑡) a temperatura 𝑥 num instante 𝑡 e �⃗� o vetor que representa o fluxo do
calor. A relação

𝜃𝑡 + 𝛽 𝑑𝑖𝑣 (�⃗�) = 0 (1.1)

onde 𝛽 > 0 é bem conhecida.

A lei de Fourier para a condução do calor diz que

�⃗� = 𝐾∇𝜃 = 0 (1.2)

para 𝐾 > 0. Substituíndo (1.2) em (1.1) temos

𝜃𝑡 − 𝛽𝐾Δ𝜃 = 0. (1.3)

A lei de Cattaneo apresenta uma alternativa para (1.2). Seja 𝜏 > 0 suficientemente
pequeno e consideremos a relação

𝜏 �⃗�𝑡 + �⃗� +𝐾∇𝜃 = 0. (1.4)

no lugar de (1.2).

Substituíndo (1.4) em (1.1), obtemos 𝜏𝜃𝑡𝑡 + 𝜃𝑡 − 𝛽𝐾Δ𝜃 = 0 que é uma equação
hiperbólica com termo dissipativo.
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Vários autores tais como [17],[4] estudaram sistemas onde a lei de Fourier foi
substituída pela lei da Cattaneo. Os modelos estudados abordam as questões de existência
e unicidade de solução bem como o comportamento assintótico da solução em domínios
adequados.

Estudaremos nesse trabalho um modelo não linear em domínio ilimitado com a
seguinte não linearidade

𝑀
(︂∫︁

R
𝑢2

𝑥𝑑𝑥
)︂

onde 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑡) para 𝑥 ∈ R, 𝑡 ∈ R, 𝑡 ≥ 0 (1.5)

e 𝑀 ∈ 𝐶1(R+) com 𝑀(𝑠),𝑀 ′(𝑠) ≥ 0 ,∀𝑠 ≥ 0. (1.6)

Os casos 𝑛 = 1 e 𝑛 = 2 são fisicamente significativos. Nesses casos (1.5) é usual-
mente conhecida como não linearidade do tipo Timoshenko e aparece numa variedade de
modelos, na maioria das vezes associada com vibreções não lineares de vigas e de placas.

O interesse pelo tema veio com o estudo de modelos em domínios não limitados
que foram estudados por [5], [16] e [14]. No estudo de modelos termoelásticos com o
modelo da equação do calor descrito pela lei da cattaneo citamos os trabalhos de [4] e [9].

Em ([17]) os autores estudaram o modelo quase-linear

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑢𝑡𝑡 − 𝜇Δ𝑢𝑡𝑡 + Δ2𝑢−𝑀

(︂∫︁
Ω

|∇𝑢|2 𝑑𝑥
)︂

Δ𝑢− Δ𝑢𝑡 + 𝑢𝑡 + 𝛿Δ𝜃𝑡 = 0,

𝜏𝜃𝑡𝑡 − 𝜌Δ𝜃 + 𝜃𝑡 − 𝛿Δ𝑢𝑡 = 0,
(1.7)

onde 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ Ω× [0,∞] e 𝑀 é uma função não decrescente que satisfaz as condições
(1.5) e (1.6). O sistema (1.7) é complementado com as condições de fronteira e condições
iniciais dadas respectivamente por

𝑢 = Δ𝑢 = 0, 𝜃 = 0 em 𝜕Ω × (0,+∞) e

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝑢1(𝑥), 𝜃(𝑥, 0) = 𝜃0(𝑥) e 𝜃𝑡(𝑥, 0) = 𝜃1(𝑥) em Ω.

Em (1.7), 𝜇, 𝛿, and 𝜏 são constantes positivas. O sistema (1.7) é fisicamente
importante quando 𝑛 = 2. Nesse caso a função 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑡) representa o deslocamento
transversal de uma placa ocupando o domínio Ω e a função 𝜃 = 𝜃(𝑥, 𝑡) representa a tem-
peratura em 𝑥 no tempo 𝑡. Os autores utilizando a técnica de multiplicadores associada
a técnica de semigrupos mostraram que a energia total assossiada ao sistema (1.7) decai
exponencialmente.
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Em [9] os autores estudaram o modelo linear⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝜌𝑢𝑡𝑡 − 𝜇Δ𝑢𝑡𝑡 + 𝛾Δ2𝑢+ 𝛼Δ𝜃 = 0,

𝑐𝜃𝑡 + 𝑘 𝑑𝑖𝑣 (�⃗�) − 𝛼Δ𝑢𝑡 = 0,

𝜏 �⃗�𝑡 + 𝑘0(�⃗�) + 𝑘∇𝜃 = 0

(1.8)

onde 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ Ω × [0,∞] com Ω ⊂ R2, Ω limitado. O sistema (1.8) é complementado
com as condições de fronteira e condições iniciais dadas respectivamente por

𝑢 = Δ𝑢 = 0, 𝜃 = 0 em 𝜕Ω × (0,+∞) e

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝑢1(𝑥), 𝜃(𝑥, 0) = 𝜃0(𝑥) e �⃗�(𝑥, 0) = �⃗�(𝑥) em Ω.

No sistema (1.8) 𝜌, 𝛾, 𝛼, 𝑐, 𝑘, 𝑘0 𝜏 são constantes positivas e 𝜇 ≥ 0. Os autores
utilizando a técnica de semigrupos mostraram que a energia total assossiada ao sistema
(1.8) decai exponencialmente quando 𝜇 > 0 e polinomialmente quando 𝜇 = 0 .

Em ([5]) os autores estudaram o modelo quase-linear

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑢𝑡𝑡 + Δ2𝑢−𝑀

(︂∫︁
R𝑛

|∇𝑢|2 𝑑𝑥
)︂

Δ𝑢+ 𝑢 = 0,

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝑢1(𝑥).
(1.9)

onde 𝑀 é uma função real não-decrescente que satisfaz as condições (1.5)-(1.6).

Os autores utilizando de técnicas como multiplicadores e da teoria de semigrupos
mostraram que a solução do modelo supracitado satisfaz as seguintes propriedades:∫︁

Ω
𝑢2𝑑𝑥 → 0 quando 𝑡 → +∞, se 𝑛 ≥ 6

e ∫︁
Ω

|∇𝑢|2𝑑𝑥 → 0 quando 𝑡 → +∞, se 𝑛 ≥ 5

onde Ω ∈ R é um domínio limitado de R𝑛.

Neste trabalho, vamos considerar o modelo de viga descrito por:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑢𝑡𝑡 − 𝜇𝑢𝑥𝑥𝑡𝑡 + 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝛼𝑢−𝑀

(︂∫︁
R
𝑢2

𝑥𝑑𝑥
)︂
𝑢𝑥𝑥 + 𝛿𝜃𝑥𝑥 = 0, ∀𝑥 ∈ R; 𝑡 > 0

𝜃𝑡 + 𝑘𝑞𝑥 − 𝛿𝑢𝑥𝑥𝑡 = 0, 𝑥 ∈ R; 𝑡 > 0

𝜏𝑞𝑡 + 𝑞 + 𝑘𝜃𝑥 = 0, 𝑥 ∈ R; 𝑡 > 0

(1.10)

onde 𝑀 é uma função real que satisfaz as condições (1.5)-(1.6).

A energia total associada ao sistema (1.10) é dada por



Capítulo 1. Introdução 12

𝐸(𝑡) = 1
2

∫︁
R

(︁
𝑢2

𝑡 + 𝜇𝑢2
𝑡𝑥 + 𝑢2

𝑥𝑥 + 𝑢2 + 𝜃2 + 𝜏𝑞2
)︁
𝑑𝑥+ 1

2�̂�
(︂∫︁

R
𝑢2

𝑥𝑑𝑥
)︂

(1.11)

onde �̂�(𝜆) =
∫︁ 𝜆

0
𝑀(𝑠)𝑑𝑠 para qualquer 𝑡 ≥ 0 com 𝜇 e 𝛼 maiores do que zero.

Supondo regularidade suficiente da solução um cálculo direto mostra que

𝑑

𝑑𝑡
{𝐸(𝑡)} = −

∫︁
R
𝑞2𝑑𝑥

evidenciando que a energia total (1.11) associada ao sistema (1.10) é,de fato, dissipada.
O trabalho está dividido da seguinte forma:

• Capítulo 02: nesse capítulo serão enunciados os teoremas principais sobre espaços
de Sobolev e teoria de semigrupos que serão utilizados na prova da existência e
unicidade de soluções para o modelo (1.10).

• Capítulo 03: nesse capítulo será feita a prova da existência e da unicidade de solução
global para o modelo termoelástico proposto.

• Capítulo 04: nesse capítulo serão feitas as considerações finais e os indicativos de
trabalhos futuros.
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2 Notação e Resultados Preliminares

Neste capítulo são introduzidos alguns conceitos, notações e resultados necessários
para uma melhor compreensão dos capítulos subsequentes. Tais resultados estão relaci-
onados à Análise Funcional, funções testes e Teoria das distribuições e também à teoria
de semigrupos, destacando principalmente àqueles que são utilizados para encontrar a
solução da equação diferencial parcial em questão. Como principais referências, citamos
[11], [12], [2], [17] e [14].

2.1 Multi-índice
Nesse trabalho denotaremos a base canônica de R𝑛 por {𝑒1, 𝑒2, ..., 𝑒𝑛} . Um aberto

do espaço R𝑛 é representado por Ω enquanto que, para cada 𝑘 = 0, 1, 2, ..., o símbolo
𝐶𝑘(Ω) representa o espaço vetorial das funções complexas continuamente diferenciáveis
até ordem 𝑘 definidas em Ω. Escrevemos ainda 𝐶∞(Ω) para denotar o espaço vetorial das
funções complexas definidas em Ω que possuem derivadas parciais de todas as ordens.

A notação de multi-índice é muito útil na teoria de EDP’s e na teoria de distri-
buições, pois torna prática a representação de derivadas parciais e polinômios em várias
variáveis. Um multi-índice nada mais é do que uma 𝑛−upla de inteiros não negativos
que representamos por 𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) ∈ N𝑛 := {0, 1, . . . }𝑛 . O comprimento do multi-

índice 𝛼 é denotado por |𝛼| =
𝑛∑︁

𝑗=1
𝑎𝑗 e o fatorial de 𝛼 é definido por 𝛼! := 𝛼1! . . . 𝛼𝑛!.

Ainda, dados 𝛼, 𝛽 ∈ N𝑛, escrevemos 𝛽 ≤ 𝛼 quando, para 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, temos 𝛽𝑗 ≤ 𝛼𝑗, e
diremos que 𝛽 < 𝛼 quando 𝛽 ≤ 𝛼 e 𝛽𝑗 < 𝛼𝑗, para algum 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛}. Por fim, usaremos
também o símbolo ⎛⎝ 𝛼

𝛽

⎞⎠ := 𝛼!
𝛽!(𝛼− 𝛽)! ,

onde 𝛽 ≤ 𝛼.

Escrevemos as derivadas parciais de primeira ordem como 𝜕𝑗 = 𝜕

𝜕𝑥𝑗

, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, e

denota-se por 𝜕𝛼 = 𝜕𝛼1
1 . . . 𝜕𝛼𝑛

𝑛 , em que 𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) ∈ N𝑛 e 𝜕𝛼𝑗

𝑗 = 𝜕𝛼𝑗

𝜕𝑥
𝛼𝑗

𝑗

, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛.

Ainda, se 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ R𝑛, então definimos 𝑥𝛼 = 𝑥𝛼1
1 . . . 𝑥𝛼𝑛

𝑛 . Isso torna a escrita
de polinômios em várias variáveis e da série de Taylor de funções de várias variáveis mais
enxuta.
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2.2 Funções-teste
Agora, passamos a utilizar a 𝜎-álgebra e a medida utilizadas em todo o texto,

salvo em menção ao contrário.

Neste seção estudaremos resultados relacionados com as funções teste, como pre-
liminar ao estudo das distribuições.

Definição 2.2.1. Dados um aberto Ω ⊂ R𝑛 e 𝑘 = 0, 1, . . . , definimos o espaço vetorial
complexo 𝐶𝑘

𝑐 (Ω) como o conjunto de todas as funções (a valores reais ou complexos)
𝜙 ∈ 𝐶𝑘(Ω) tais que o conjunto

𝑠𝑢𝑝𝑝(𝜙) := {𝑥 ∈ Ω; 𝜙(𝑥) ̸= 0}

é um compacto de Ω. Definimos também o espaço vetorial complexo 𝐶∞
𝑐 (Ω) =

∞⋂︁
𝑘=0

𝐶𝑘
𝑐 (Ω),

ou seja, das funções infinitamente diferenciáveis com suporte compacto em Ω, e seus
elementos serão chamados de funções-teste.

Observamos que 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝜙) ⊂ 𝐵[0; 1] e 0 ≤ 𝜙 ≤ 1. Ainda, dado 𝜀 > 0, definindo
𝜙𝜀(𝑥) = 𝜙(𝑥/𝜀), 𝑥 ∈ R𝑛, obtemos 𝜙𝜀 ∈ 𝐶∞

𝑐 (R𝑛), 0 ≤ 𝜙𝜀 ≤ 1 e 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝜙𝜀) ⊂ 𝐵[0; 𝜀]. Mais
ainda, multiplicando por uma constante adequada, é possível obter, para cada 𝜀 > 0, uma
função 𝜙𝜀 ∈ 𝐶∞

𝑐 (R𝑛) com as mesmas propriedades acima e cuja integral sobre R𝑛 seja
igual a 1. A partir daqui, sempre que falarmos em funções 𝜙𝜀, estaremos nos referindo a
uma família de funções com as propriedades acima.

Utilizando a função 𝜙 definida acima podemos mostrar que para todo aberto Ω ⊂
R𝑛, existe uma função-teste cujo suporte está contido em Ω, ou seja, 𝐶∞

𝑐 (Ω) ̸= ∅. Também
é possível verificar que para qualquer compacto 𝐾 de R𝑛, existe uma função-teste 𝜓, com
0 ≤ 𝜓 ≤ 1, 𝜓 = 1 em 𝐾 e que se anula fora de uma vizinhança arbitrariamente pequena
de 𝐾.

Apresentamos a seguir a noção de convergência no espaço das funções teste.

Definição 2.2.2. Suponha que Ω ⊂ R𝑛 é aberto. Diremos que uma sequência (𝜙𝑗) em
𝐶∞

𝑐 (Ω) converge para 𝜙 ∈ 𝐶∞
𝑐 (Ω), quando se verificam:

(i) existe um compacto 𝐾 ⊂ Ω tal que 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝜙𝑗) ⊂ 𝐾, para todo 𝑗 ∈ N;

(ii) fixado 𝛼 ∈ N𝑛, a sequência das derivadas (𝜕𝛼𝜙𝑗) converge uniformemente para 𝜕𝛼𝜙.

Definição 2.2.3. Se 𝑓 ∈ 𝐿1
𝑙𝑜𝑐 e 𝜙 ∈ 𝐶𝑘

𝑐 (R𝑛), então a convolução de 𝑓 e 𝜙 é a função
definida por

(𝑓 * 𝜙)(𝑥) =
∫︁
R𝑛
𝑓(𝑥− 𝑦)𝜙(𝑦) dy ∀𝑥 ∈ R𝑛.
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Notemos que 𝑓 *𝜙 está bem definida pois 𝜙 tem suporte compacto em R𝑛. Ainda,
através de uma mudança de variáveis é possível mostrar que 𝑓 * 𝜙 = 𝜙 * 𝑓. Se, no lugar
de 𝜙 tomarmos uma das funções 𝜙𝜀, com 𝜀 > 0 arbitrário, obtemos a família de funções
𝑓𝜀 = 𝑓*𝜙𝜀, chamadas de regularizadas de f. A importância de tais funções regularizadas
pode ser vista nos resultados abaixo:

Teorema 2.2.4. Dados 𝑓 ∈ 𝐿1
𝑙𝑜𝑐 e 𝜀 > 0, temos:

(i) 𝑓𝜀 ∈ 𝐶∞(R𝑛);

(ii) 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑓𝜀) ⊂ 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑓) + 𝐵[0; 𝜀]. Em particular 𝑓𝜀 ∈ 𝐶∞
𝑐 (R𝑛) quando 𝑓 tem suporte

compacto;

(iii) se 𝑓 ∈ 𝐶0
𝑐 (R𝑛) então 𝑓𝜀 −→ 𝑓 uniformemente quando 𝜀 −→ 0.

Corolário 2.2.5. Se 𝑓 ∈ 𝐿1 então suas regularizadas têm as seguintes propriedades
adicionais:

(i) ‖𝑓𝜀‖1 ≤ ‖𝑓‖1, para todo 𝜀 > 0;

(ii) ‖𝑓𝜀 − 𝑓‖1 −→ 0, quando 𝜀 −→ 0;

(iii) ‖𝑓𝜀‖ −→ ‖𝑓‖1, quando 𝜀 −→ 0.

Com estes resultados e o teorema de Lusin, obtemos o seguinte

Teorema 2.2.6. Sejam Ω ⊂ R𝑛 aberto e 1 ≤ 𝑝 < ∞, então 𝐶∞
𝑐 (Ω) é denso em 𝐿𝑝(Ω).

2.3 Distribuições
Nesta seção apresentaremos os resultados básicos relacionados às distribuições.

Maiores detalhes podem ser encontrados em [12], [2] e [7].

Para simplificar os enunciados dos resultados listados, nesta seção Ω sempre re-
presenta um aberto do R𝑛.

Definição 2.3.1. Um funcional linear contínuo em 𝐶∞
𝑐 (Ω) é uma aplicação Λ :

𝐶∞
𝑐 (Ω) → C com as seguintes propriedades:

(i) Λ(𝑎𝜙+ 𝜓) = 𝑎Λ(𝜙) + Λ(𝜓), para quaisquer 𝜙, 𝜓 ∈ 𝐶∞
𝑐 (Ω), 𝑎 ∈ C;

(ii) Se 𝜙𝑗 −→ 0 em 𝐶∞
𝑐 (Ω), quando 𝑗 −→ ∞, então Λ(𝜙𝑗) −→ 0, 𝑗 −→ ∞.

Uma distribuição em Ω é um funcional linear contínuo em 𝐶∞
𝑐 (Ω). Denotaremos

por D ′(Ω) o espaço vetorial complexo das distribuições em Ω. Usaremos também a notação
𝑢(𝜙) =< 𝑢,𝜙 >, quando 𝑢 ∈ D ′(Ω) e 𝜙 ∈ 𝐶∞

𝑐 (Ω).
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Usaremos apenas 𝑓 para indicar tanto a função 𝑓 ∈ 𝐿1
𝑙𝑜𝑐(Ω), como a distribuição

𝑇𝑓 ∈ D ′(Ω) definida por 𝑓. O contexto deixará claro a qual elemento nos referimos.

As operações de soma e multiplicação por escalar em D ′(Ω) são definidas de ma-
neira natural, ou seja, dados 𝑢1, 𝑢2, 𝑢 ∈ D ′(Ω), 𝜆 ∈ C, 𝜙 ∈ 𝐶∞

𝑐 (Ω) :

< 𝑢1 + 𝑢2, 𝜙 >=< 𝑢1, 𝜙 > + < 𝑢2, 𝜙 >

e
< 𝜆𝑢, 𝜙 >= 𝜆 < 𝑢, 𝜙 > .

Em geral, distribuições não são sequer funções definidas ponto a ponto, logo, não
faz sentido falar em derivadas parciais no sentido clássico. Entretanto, há uma maneira
de definir a derivada no sentido das distribuições.

Note que a linearidade e a continuidade de 𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

seguem da linearidade e da conti-

nuidade de 𝑢, logo de fato temos que 𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

∈ D ′(Ω). Com essa definição, toda distribuição
possui derivadas, no sentido das distribuições, de todas as ordens dada por

< 𝜕𝛼𝑢, 𝜙 >= (−1)|𝛼| < 𝑢, 𝜕𝛼𝜙 >, 𝑢 ∈ D ′(Ω), 𝜙 ∈ 𝐶∞
𝑐 (Ω), 𝛼 ∈ N𝑛.

A definição de derivada no sentido das distribuições é motivada pela fórmula de
integração por partes: se 𝑓 ∈ 𝐶1(R) e 𝜙 ∈ 𝐶∞

𝑐 (R), então∫︁
R
𝑓 ′(𝑡)𝜙(𝑡) dt = −

∫︁
R
𝑓(𝑡)𝜙′(𝑡) dt,

uma vez que 𝜙 se anula fora de um compacto. Notemos que isto também indica que
para funções suficientemente regulares, as derivadas (no sentido usual e das distribuições)
coincidem.

Neste trabalho denotamos por 𝑃 um operador diferencial parcial linear de
coeficientes constantes, ou seja, uma aplicação 𝑃 : D ′(R𝑛) → D ′(R𝑛) da forma

𝑃𝑢 =
∑︁

|𝛼|≤𝑚

𝑎𝛼𝜕
𝛼𝑢, 𝑢 ∈ D ′(R𝑛),

com cada 𝑎𝛼 ∈ C constante, 𝑚 = 0, 1, 2, ... e 𝑎𝛼 ̸= 0 para algum 𝑛−multi-índice 𝛼 tal que
|𝛼| = 𝑚. Nesse caso dizemos que 𝑚 é a ordem do operador 𝑃 e definimos o símbolo e o
símbolo principal de 𝑃 como os polinômios 𝑝(𝜉) =

∑︁
|𝛼|≤𝑚

𝑎𝛼𝜉
𝛼 e 𝑝𝑚(𝜉) =

∑︁
|𝛼|=𝑚

𝑎𝛼𝜉
𝛼, 𝜉 ∈

R𝑛, respectivamente. Para simplificar a escrita escrevemos 𝑃 = ∑︀
|𝛼|≤𝑚 𝑎𝛼𝜕

𝛼.

Passemos agora à definição de suporte de uma distribuição, com o objetivo de
identificar o dual de 𝐶∞(Ω) com o subespaço das distribuições definidas em Ω que possuem
suporte compacto.
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Como uma distribuição não está definida ponto a ponto num conjunto Ω ⊂ R𝑛,

definiremos agora uma maneira para dizer que duas distribuições coincidem em um con-
junto. Antes precisamos de uma observação preliminar.

Se 𝑈, Ω são abertos de R𝑛 com 𝑈 ⊂ Ω e 𝜙 ∈ 𝐶∞
𝑐 (𝑈), então a função 𝜓 : Ω → C

definida por 𝜓 = 𝜙 em 𝑈 e 𝜓 = 0 em Ω ∖ 𝑈 pertence a 𝐶∞
𝑐 (Ω). Nesse sentido escrevemos

𝐶∞
𝑐 (𝑈) ⊂ 𝐶∞

𝑐 (Ω) e D ′(Ω) ⊂ D ′(𝑈).

Definição 2.3.2. Dizemos que duas distribuições 𝑢1, 𝑢2 ∈ D ′(Ω) são iguais num
aberto 𝑈 ⊂ Ω quando < 𝑢1, 𝜙 >=< 𝑢2, 𝜙 >, para qualquer 𝜙 ∈ 𝐶∞

𝑐 (𝑈).

Definição 2.3.3. Se 𝑢 ∈ D ′(Ω), definimos o suporte de 𝑢, e usaremos a mesma notação
de suporte de funções 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑢), como a interseção de todos os fechados de Ω fora dos quais
𝑢 se anula.

Observação 2.3.4. Se 𝑢 é uma função contínua em Ω, então 𝑢 define uma distribuição
como elemento de 𝐿1

𝑙𝑜𝑐(Ω). Assim, temos duas definições para o suporte de 𝑢 : como função
e como distribuição. Vale ressaltar que ambas as definições coincidem quando 𝑢 é uma
aplicação contínua.

Definição 2.3.5. Se 𝑢 ∈ D ′(Ω), definimos o suporte singular de 𝑢, 𝑆𝑆(𝑢), como a
interseção de todos os fechados de Ω fora dos quais 𝑢 é 𝐶∞, isto é, dizer que 𝑢 é 𝐶∞ num
aberto 𝑈 ⊂ Ω, significa que existe uma função 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑈) tal que < 𝑢, 𝜙 >=< 𝑓, 𝜙 >,

para toda 𝜙 ∈ 𝐶∞
𝑐 (𝑈).

Denotaremos por E ′(Ω) o subespaço de D ′(Ω) das distribuições com suporte com-
pacto.

Teorema 2.3.6. Seja 𝑢 ∈ E ′(Ω). Existe um único funcional linear �̃� : 𝐶∞(Ω) → C tal
que:

(i) �̃�(𝜙) = 𝑢(𝜙) para todo 𝜙 ∈ 𝐶∞
𝑐 (Ω);

(ii) �̃�(𝜙) = 0 se 𝜙 ∈ 𝐶∞(Ω) e 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝜙) ∩ 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑢) = ∅.

Demonstração. Ver [7] ■

Definição 2.3.7. Diremos que uma sequência (𝜙𝑗) em 𝐶∞(Ω) converge para 𝜙 ∈ 𝐶∞(Ω)
se, dados um compacto 𝐾 ⊂ Ω e 𝛼 ∈ N𝑛, a sequência (𝜕𝛼𝜙𝑗) converge uniformemente
para 𝜕𝛼𝜙 em 𝐾, quando 𝑗 −→ ∞.

Notemos que se 𝜙𝑗 −→ 𝜙 em 𝐶∞
𝑐 (Ω), então 𝜙𝑗 −→ 𝜙 em 𝐶∞(Ω).

Observação 2.3.8. Um funcional linear contínuo em 𝐶∞(Ω) é uma aplicação Λ : 𝐶∞(Ω) →
C que cumpre:
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(i) Λ(𝑎𝜙+ 𝜓) = 𝑎Λ(𝜙) + Λ(𝜓), para quaisquer 𝜙, 𝜓 ∈ 𝐶∞(Ω), 𝑎 ∈ C;

(ii) se 𝜙𝑗 −→ 0 em 𝐶∞(Ω), então Λ(𝜙𝑗) −→ 0, quando 𝑗 −→ ∞.

O teorema a seguir caracteriza a continuidade dos funcionais lineares em 𝐶∞(Ω).

Teorema 2.3.9. Seja 𝑢 um funcional linear em 𝐶∞(Ω). As condições a seguir são equi-
valentes:

(i) 𝑢 é contínuo;

(ii) existem um compacto 𝐾 ⊂ Ω, uma constante 𝐶 > 0 e um inteiro 𝑚 > 0 tais que

| < 𝑢,𝜙 > | ≤ 𝐶
∑︁

|𝛼|≤𝑚

sup
𝑥∈𝐾

|𝜕𝛼𝜙(𝑥)|, 𝜙 ∈ 𝐶∞(Ω). (2.1)

Demonstração. Ver [7]

■

A seguir, de modo semelhante ao Teorema 2.3.9, caracterizamos a continuidade
dos funcionais lineares definidos em 𝐶∞

𝑐 (Ω).

Teorema 2.3.10. Seja 𝑢 um funcional linear em 𝐶∞
𝑐 (Ω). As seguintes condições são

equivalentes:

(i) u é contínuo;

(ii) Para cada compacto 𝐾 ⊂ Ω, existem um inteiro positivo 𝑚 e uma constante positiva
𝐶 tais que

| < 𝑢,𝜙 > | ≤ 𝐶
∑︁

|𝛼|≤𝑚

sup
𝑥∈𝐾

|𝜕𝛼𝜙(𝑥)|, ∀𝜙 ∈ 𝐶∞
𝑐 (Ω), 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝜙) ⊂ 𝐾. (2.2)

Demonstração. Ver [7]

■

O próximo resultado mostra que podemos identificar os funcionais lineares contí-
nuos definidos em 𝐶∞(Ω) com o subespaço E ′(Ω).

Teorema 2.3.11. Seja 𝑢 ∈ D ′(Ω). As seguintes condições são equivalentes:

(i) 𝑢 ∈ E ′(Ω), ou seja, 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑢) é compacto;

(ii) Existe um funcional linear contínuo 𝑣 definido em 𝐶∞(Ω) tal que sua restrição a
𝐶∞

𝑐 (Ω) é igual a 𝑢.
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Demonstração. Ver [19]

■

Definição 2.3.12. Diremos que uma sequência (𝑢𝑗) de distribuições converge para 𝑢 em
D ′(Ω), quando a sequência numérica (< 𝑢𝑗, 𝜙 >) converge para < 𝑢, 𝜙 >, para qualquer
𝜙 ∈ 𝐶∞

𝑐 (Ω).

Definição 2.3.13. Sejam 𝑢 ∈ D ′(R𝑛) (ou 𝑢 ∈ E ′(R𝑛)) e 𝜙 ∈ 𝐶∞
𝑐 (R𝑛) (𝜙 ∈ 𝐶∞(R𝑛)),

denotaremos por 𝑢 * 𝜙 a função definida por 𝑢 * 𝜙(𝑎) =< 𝑢, 𝜙𝑎 >, 𝑎 ∈ R𝑛, onde 𝜙𝑎(𝑥) =
𝜙(𝑎− 𝑥), 𝑥 ∈ R𝑛.

Notemos que 𝑢*𝜙 está bem definida e, no caso em que 𝑢 ∈ 𝐿1
𝑙𝑜𝑐, a definição acima

está de acordo com a definição dada para a convolução de funções. O próximo exemplo
significa que a distribuição Delta de Dirac desempenha o papel de “elemento neutro” para
a convolução com funções-teste.

Exemplo 2.3.14. Consideremos a distribuição Delta de Dirac 𝛿 definida em R𝑛. Para
toda 𝜙 ∈ 𝐶∞

𝑐 (R𝑛) e todo 𝑎 ∈ R𝑛 :

𝛿 * 𝜙(𝑎) =< 𝛿, 𝜙(𝑎− 𝑥) >= 𝜙(𝑎),

ou seja, 𝛿 * 𝜙 = 𝜙, para toda 𝜙 ∈ 𝐶∞
𝑐 (R𝑛).

Proposição 2.3.15. Sejam 𝜙 ∈ 𝐶∞(R𝑛 × R𝑛) uma função real e 𝑢 ∈ E ′(R𝑛). Então,
𝜕𝛼

𝜉 < 𝑢𝑥, 𝜙(𝑥, 𝜉) >=< 𝑢𝑥, 𝜕
𝛼
𝜉 𝜙(𝑥, 𝜉) >, para todo 𝛼 ∈ N𝑛.

Demonstração. Ver [7]

■

Corolário 2.3.16. Seja 𝜙 ∈ 𝐶∞(R𝑛 ×R𝑛) uma função a valores complexos e 𝑢 ∈ E ′(R𝑛).
Então, para todo 𝛼 ∈ N𝑛 vale 𝜕𝛼

𝜉 < 𝑢𝑥, 𝜙(𝑥, 𝜉) >=< 𝑢𝑥, 𝜕
𝛼
𝜉 𝜙(𝑥, 𝜉) > .

Demonstração. Ver [17] ■

Teorema 2.3.17. Sejam 𝑢 ∈ D ′(R𝑛) e 𝜙 ∈ 𝐶∞
𝑐 (R𝑛). Então,

(i) 𝑢 * 𝜙 ∈ 𝐶∞(R𝑛) e suas derivadas são dadas por

𝜕𝛼(𝑢 * 𝜙) = (𝜕𝛼𝑢) * 𝜙 = 𝑢 * (𝜕𝛼𝜙), 𝛼 ∈ N𝑛;

(ii) 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑢 * 𝜙) ⊂ 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑢) + 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝜙).

Demonstração. Ver [7]

■
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Teorema 2.3.18. Dados 𝑢 ∈ D ′(R𝑛), 𝜙, 𝜓 ∈ 𝐶∞
𝑐 (R𝑛), segue que (𝑢*𝜙) *𝜓 = 𝑢* (𝜙*𝜓).

Demonstração. Ver [7]

■

Teorema 2.3.19. Seja 𝑢 ∈ D ′(R𝑛). Então, as regularizadas de 𝑢, 𝑢𝜀 = 𝑢*𝜙𝜀, convergem
para 𝑢 em D ′(R𝑛), quando 𝜀 −→ 0.

Demonstração. Ver [7] ■

Corolário 2.3.20. 𝐶∞
𝑐 (R𝑛) é denso em D ′(R𝑛).

Demonstração. Ver [17]

■

O teorema abaixo vai nos dar ferramentas para definir a convolução de distribui-
ções, quando pelo menos uma delas tem suporte compacto.

Teorema 2.3.21. Seja 𝑈 : 𝐶∞
𝑐 (R𝑛) → 𝐶∞(R𝑛) um operador linear contínuo que comuta

com todas as translações 𝑇ℎ, ℎ ∈ R𝑛. Então, existe uma única distribuição 𝑢 ∈ D ′(R𝑛) tal
que 𝑈𝜙 = 𝑢 * 𝜙, 𝜙 ∈ 𝐶∞

𝑐 (R𝑛).

Demonstração. Ver [7]

■

Definição 2.3.22. Sejam 𝑢1 ∈ D ′(R𝑛) e 𝑢2 ∈ E ′(R𝑛). Definimos 𝑣 = 𝑢1 * 𝑢2 como a
única distribuição 𝑣 tal que 𝑢1 * (𝑢2 * 𝜙) = 𝑣 * 𝜙.

Observemos que 𝑉 : 𝐶∞
𝑐 (R𝑛) → 𝐶∞(R𝑛), dada por 𝑉 (𝜙) = 𝑢1 * (𝑢2 * 𝜙), é um

operador linear contínuo. Ainda, seja ℎ ∈ R𝑛 e 𝑇ℎ o operador translação. Dado 𝑎 ∈ R𝑛 :

(𝑇ℎ(𝑉 𝜙))(𝑎) = 𝑇ℎ(< 𝑢1, < 𝑢2, 𝜙𝑎−𝑥 >>) =< 𝑢1, 𝑢2, 𝜙𝑎−ℎ−𝑥 >>

e, por outro lado,

𝑉 (𝑇ℎ𝜙)(𝑎) = 𝑢1 * (𝑢2 * 𝜙)(𝑎− ℎ) =< 𝑢1, < 𝑢2, 𝜙𝑎−ℎ−𝑥 >> .

Logo, 𝑉 comuta com qualquer translação de R𝑛. Assim, pelo teorema anterior, existe uma
única distribuição 𝑣 ∈ D ′(R𝑛) tal que 𝑣 *𝜙 = 𝑉 𝜙 = 𝑢1 * (𝑢2 *𝜙), para toda 𝜙 ∈ 𝐶∞

𝑐 (R𝑛).

Teorema 2.3.23. Se 𝑢1 ∈ E ′(R𝑛) e 𝑢2 ∈ D ′(R𝑛), então 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑢1 * 𝑢2) ⊂ 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑢1) +
𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑢2) e 𝑢1 * 𝑢2 = 𝑢2 * 𝑢1.

Demonstração. Ver [19]

■
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2.4 Transformada de Fourier
Nesta seção definiremos a transformada de Fourier que é uma ferramenta útil no

estudo de equações diferenciais em todo o espaço.

Definição 2.4.1. Uma função 𝑓 definida em R𝑛 é dita ser rapidamente decrescente no
infinito se 𝑓 é infinitamente diferenciável e

𝑝𝑘(𝑓) = sup
|𝛼|≤𝐾

(1 + |𝜉|2)𝑘|(𝐷𝛼𝑓)(𝑥)| < +∞, ∀𝑘 ∈ N, 𝑥 ∈ R𝑛.

Denotamos por 𝑆(R𝑛) o espaço das funções rapidamente decrescentes no infinito.
Facilmente verifica-se que 𝑆(R𝑛) é um espaço vetorial com as operações de soma e produto
por escalar de funções usuais.

No espaço vetorial 𝑆(R𝑛), definimos a seguinte noção de convergência; uma sequên-
cia {𝑓𝜈}𝜈∈N de funções de 𝑆(R𝑛) converge para zero quando para todo 𝑘 ∈ N a sequência
{𝑝𝑘(𝑓𝜈)}𝜈∈N converge para zero em R. A sequência {𝑓𝜈}𝜈∈N converge para 𝑓 em 𝑆(R𝑛) se
{𝑝𝑘(𝑓𝜈 − 𝑓)}𝜈∈N converge para zero em R para todo 𝑘 ∈ R.

As formas lineares definidas em 𝑆(R𝑛), contínuas no sentido da convergência de-
finida em 𝑆(R𝑛) são denominadqs distribições temperadas. O espaço vetorial de todas
as distribuições temperadaas com a convergência pontual de sequências será representado
por 𝑆 ′(R𝑛).

Definição 2.4.2. Se 𝑓 ∈ 𝑆(R𝑛) ou 𝑓 ∈ 𝐿1(R𝑛), então a transformada de Fourier de 𝑓 é
dada por

ℱ𝑓 = 𝑓(𝜉) = 1
(2𝜋)𝑛

2

∫︁
R𝑛
𝑒−𝑖𝑥𝜉𝑓(𝑥)𝑑𝑥.

O Funcional ̃︀𝐹𝑓 = 𝑓(𝜉) = 1
(2𝜋)𝑛

2

∫︁
R𝑛
𝑒𝑖𝑥𝜉𝑓(𝜉)𝑑𝜉 é conhecido como a transformada

inversa de Fourier de ℱ .

Dada uma distribuição temperada 𝑇 , define-se sua transformada de Fourier do
seguinte modo

⟨ℱ𝑇, 𝜙⟩ = ⟨𝑇,ℱ𝜙⟩ ∀𝜙 ∈ 𝑆(R𝑛)

⟨ ̃︀ℱ𝑇, 𝜙⟩ = ⟨𝑇, ̃︀ℱ𝜙⟩ ∀𝜙 ∈ 𝑆(R𝑛).

As demonstrações dos resultados abaixo podem ser encontradas em [7]

Proposição 2.4.3. 𝑆(R𝑛) →˓ 𝐿2(R𝑛)
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Proposição 2.4.4. Se 𝑇 e 𝑆 forem distribuições temperadas então

ℱ [𝛼𝑇 + 𝛽𝑆] = 𝛼ℱ [𝑇 ] + 𝛽ℱ [𝑆] 𝛼, 𝛽 ∈ R.

Proposição 2.4.5. ℱ : 𝑆 ′(R𝑛) → 𝑆 ′(R𝑛) 𝑒 ̃︀ℱ : 𝑆 ′(R𝑛) → 𝑆 ′(R𝑛) são isomorfismos
contínuos sendo ℱ−1 = ̃︀ℱ .
Proposição 2.4.6. Se 𝑇 ∈ 𝑆 ′(R𝑛) então vale ℱ(𝐷𝛼𝑇 ) = 𝑖|𝛼|𝑥𝛼ℱ𝑇 e 𝐷𝛼(ℱ𝑇 ) =
ℱ((−𝑖)𝛼𝑥𝛼𝑇 ).

Usando os resultados anteriores, prova-se que a aplicação

ℱ : 𝐿2(R𝑛) → 𝐿2(R𝑛)

é um isomorfismo isométrico. Vejamos isso no teorema abaixo:

Teorema 2.4.7. As aplicações ℱ : 𝐿2(R𝑛) → 𝐿2(R𝑛) e ̃︀ℱ : 𝐿2(R𝑛) → 𝐿2(R𝑛) são
isomorfismos tais que

(ℱ𝑢,ℱ𝑣) = (𝑢, 𝑣) = ( ̃︀ℱ𝑢, ̃︀ℱ𝑣).

Teorema 2.4.8. Para toda função 𝑓 ∈ 𝐿2(R𝑛) tem-se ‖𝑓‖ = ‖𝑓‖.

2.5 Espaços de Sobolev
Nesta seção utilizamos a transformada de Fourier para introduzir os espaços de

Sobolev 𝐻𝑠 começando com o caso em que 𝑠 é um número inteiro não-negativo.

Definição 2.5.1. Seja 𝑘 ∈ Z+. Definimos o espaço de Sobolev 𝐻𝑘 de ordem k, como
o conjunto das funções 𝑓 ∈ 𝐿2 cujas derivadas (no sentido das distribuições) 𝜕𝛼𝑓 ∈ 𝐿2,

para |𝛼| ≤ 𝑘, isto é, 𝐻𝑘 = {𝑓 ∈ 𝐿2; 𝜕𝛼𝑓 ∈ 𝐿2, 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑡𝑜𝑑𝑜 |𝛼| ≤ 𝑘}.

Notemos que 𝐻𝑘 é um espaço vetorial normado sobre C, onde consideramos a

norma ‖𝑓‖𝑘 =
[︂∫︁

R𝑛
|𝑓(𝜉)|2(1 + |𝜉|2)𝑘 d𝜉

]︂ 1
2
.

O teorema a seguir mostra que o espaço 𝐻𝑘 pode também ser caracterizado em
termos da Transformada de Fourier de seus elementos. Aqui o símbolo (1 + |𝜉|2) denota
a função 𝜉 ↦→ (1 + |𝜉|2), 𝜉 ∈ R𝑛.

Teorema 2.5.2. Para que se tenha 𝑓 ∈ 𝐻𝑘 para algum 𝑘 ∈ Z+, é necessário e suficiente

que (1 + |𝜉|2) 𝑘
2 𝑓 ∈ 𝐿2 e as normas

⎡⎣ ∑︁
|𝛼|≤𝑘

‖𝜕𝛼𝑓‖2
𝐿2

⎤⎦ 1
2

e ‖𝑓‖𝑘 sejam equivalentes.

Demonstração. Ver [7]

■
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Podemos generalizar os espaços 𝐻𝑘, trocando 𝑘 ∈ Z+ por 𝑠 ∈ R no teorema ??.
Para tal, vejamos primeiro que se 𝑢 é uma função definida em R𝑛 tal que (1+|𝜉|2) 𝑠

2𝑢 ∈ 𝐿2,

então 𝑢 define uma distribuição temperada. De fato, seja 𝜙 ∈ S dada. Como para cada
𝛽 ∈ N𝑛 existe 𝑀𝛽 > 0 tal que |𝜉𝛽𝜙(𝜉)| ≤ 𝑀𝛽 para todo 𝜉 ∈ R𝑛, temos, para 2𝑘 > 𝑛+1−𝑠 :

(1 + |𝜉|2)
𝑛+1−𝑠

2 |𝜙(𝜉)| ≤ (1 + |𝜉|2)𝑘|𝜙(𝜉)| ≤ 𝐶 ′
𝑘|
∑︁

|𝛼|≤𝑘

|𝜉𝛼|2|𝜙(𝜉)| ≤ 𝑀𝛼,𝑘,

ou seja, |𝜙(𝜉)|(1+ |𝜉|2)−𝑠
2 ≤ 𝑀𝛼,𝑘(1+ |𝜉|2)−𝑛−1

2 . Desta forma, pela Desigualdade de Hölder:

∫︁
R𝑛

|𝜙(𝜉)𝑢(𝜉)| d𝜉 ≤
(︂∫︁

R𝑛
|𝑢(𝜉)|2(1 + |𝜉|2)𝑠 d𝜉

)︂ 1
2
(︂∫︁

R𝑛
|𝜙(𝜉)|2(1 + |𝜉|2)−𝑠 d𝜉

)︂ 1
2
< ∞.

Logo 𝑢 ∈ S ′ e consequentemente, �̂� ∈ S ′.

Isso motiva a seguinte definição.

Definição 2.5.3. Fixemos 𝑠 ∈ R e definamos o espaço de Sobolev de ordem s como:

𝐻𝑠 = 𝐻𝑠(R𝑛) := {𝑓 ∈ S ′; 𝑓 é uma função e ‖𝑓‖2
𝑠 :=

∫︁
R𝑛

|𝑓(𝜉)|2(1 + |𝜉|2)𝑠 d𝜉 < ∞}.

A transformação ‖.‖𝑠 : 𝐻𝑠 → R como definida acima é chamada de norma Sobolev de
ordem s.

Teorema 2.5.4. Sejam 𝑘 ∈ Z+, 𝑠 ∈ R, 𝑓 ∈ S ′. Então, 𝑓 ∈ 𝐻𝑠 se, e somente se,
𝜕𝛼𝑓 ∈ 𝐻𝑠−𝑘, para todo |𝛼| ≤ 𝑘. Além disso as normas ‖ · ‖𝑠 e

𝑓 ↦→

⎡⎣ ∑︁
|𝛼|≤𝑘

‖𝜕𝛼𝑓‖2
𝑠−𝑘

⎤⎦ 1
2

, 𝑓 ∈ 𝐻𝑠,

são equivalentes. Em particular, para todo 𝑠 ∈ R temos que 𝜕𝛼 : 𝐻𝑠 → 𝐻𝑠−𝑘 é um
operador limitado quando |𝛼| ≤ 𝑘.

Demonstração. Ver [7] ■

dado que 𝐻𝑠 é um espaço de Hilbert, temos que ele é isomorfo ao seu dual 𝐻*
𝑠 .

Porém, há a possíbilidade de se definir um isomorfismo entre 𝐻*
𝑠 e 𝐻−𝑠, o qual atua

através do produto interno natural de 𝐿2 nas transformadas de Fourier.

De fato, fixemos 𝑔 ∈ 𝐻−𝑠 e definamos 𝑓 ↦→< 𝑔, 𝑓 >= (𝑓 |𝑔), para toda 𝑓 ∈ 𝐻𝑠.

Temos que 𝑓𝑔 = [(1 + |𝜉|2) 𝑠
2𝑓 ][(1 + |𝜉|2)−𝑠

2 𝑔] e, pela Desigualdade de Hölder, segue:
∫︁
R𝑛

|𝑓(𝜉)𝑔(𝜉)| d𝜉 ≤
(︂∫︁

R𝑛
|𝑓(𝜉)|2(1 + |𝜉|2)𝑠 d𝜉

)︂ 1
2
(︂∫︁

R𝑛
|𝑔(𝜉)|2(1 + |𝜉|2)−𝑠 d𝜉

)︂ 1
2
< ∞,

ou seja, (𝑓 |𝑔) ∈ C. Disto segue que 𝑔 está bem definido e ainda |(𝑓 |𝑔)| ≤ ‖𝑓‖𝑠‖𝑔‖−𝑠, para
toda 𝑓 ∈ 𝐻𝑠, logo 𝑔 ∈ 𝐻*

𝑠 .
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Por outro lado, seja ℎ ∈ 𝐻*
𝑠 . Então existe uma constante 𝐶1 > 0 tal que, para

𝑓 ∈ 𝐻𝑠, ‖𝑓‖𝑠 ≤ 1 :
| < ℎ, 𝑓 > | ≤ 𝐶1.

Em particular, | < ℎ,𝜙 > | ≤ 𝐶1, para toda 𝜙 ∈ S com ‖𝜙‖𝑠 ≤ 1. Ainda, uma vez que ℎ
é um elemento de S ′, então para alguma constante 𝐶 > 0 :

| < ℎ̂, ˇ̂𝜙 > | ≤ 𝐶, ‖𝜙‖𝑠 ≤ 1.

Se definirmos 𝜓(𝜉) = (1 + |𝜉|2) 𝑠
2𝜙(−𝜉), temos que 𝜓 ∈ S , logo 𝜓 ∈ S e, se ‖𝜙‖𝑠 ≤ 1,

então: (︂∫︁
R𝑛

|𝜓(𝜉)|2 d𝜉
)︂ 1

2
=
(︂∫︁

R𝑛
(1 + |𝜉|2)𝑠|𝜙(−𝜉)|2 d𝜉

)︂ 1
2

≤ 1,

ou seja, ‖𝜓‖𝐿2 ≤ 1. Desta forma, temos que | < ℎ̂(1 + |𝜉|2)
−𝑠
2 , 𝜓 > | ≤ 𝐶, para toda

𝜓 ∈ S com ‖𝜓‖𝐿2 ≤ 1. Pela auto dualidade de 𝐿2, segue que (1 + |𝜉|2)−𝑠
2 ℎ̂ ∈ 𝐿2, e

portanto ℎ ∈ 𝐻−𝑠.

Por fim, vejamos que a norma ‖·‖−𝑠 é equivalente à norma do dual 𝐻*
𝑠 . Observemos

que dadas ℎ ∈ 𝐻−𝑠, 𝜙 ∈ 𝐻𝑠, com ‖𝜙‖𝑠 ≤ 1, existe uma constante 𝐶1 > 0 de modo que:

| < ℎ,𝜙 > | = 𝐶1| < ℎ̂, ^̌𝜙 > | ≤ 𝐶1

∫︁
R𝑛

|ℎ̂(𝜉)|(1 + |𝜉|2)
−𝑠
2 |𝜙(−𝜉)|(1 + |𝜉|2) 𝑠

2 d𝜉,

e, por Hölder, segue que ‖ℎ‖ = sup
‖𝜙‖𝑠≤1

| < ℎ,𝜙 > | ≤ 𝐶1‖ℎ‖−𝑠‖𝜙‖𝑠 ≤ 𝐶1‖ℎ‖−𝑠 ≤ 𝐶1‖ℎ‖−𝑠.

Por outro lado, notamos que ℎ̂(1+|·|2)−𝑠 ∈ S ′. Então definindo 𝜙0 = ℱ−1[ℎ̂(1 + | · |2)−𝑠]
‖ℎ‖−𝑠

,

segue que 𝜙0 ∈ 𝐻𝑠 e ‖𝜙0‖𝑠 = 1. Com isso, temos < ℎ, 𝜙0 >= 𝐶1 < ℎ̂, 𝜙0 >= 𝐶1‖ℎ‖−𝑠.

Portanto, ‖ℎ‖−𝑠 ≤ 𝐶2‖ℎ‖, para alguma constante 𝐶2 > 0. Com isso, identificamos o
espaço dual de 𝐻𝑠, 𝐻

*
𝑠 , com o espaço 𝐻−𝑠, para todo 𝑠 ∈ R.

O próximo resultado relaciona as derivadas em 𝐿2 (no sentido das distribuições)
com derivadas no sentido clássico.

Lema 2.5.5 (de Sobolev). Se 𝑘 ∈ Z+ e 𝑠 > 𝑘 + 𝑛
2 então 𝐻𝑠 ⊂ 𝐶𝑘(R𝑛) e existe uma

constante 𝐶 = 𝐶𝑠,𝑘 > 0 tal que:

sup
|𝛼|≤𝑘

sup
𝑥

|𝜕𝛼𝑓(𝑥)| ≤ 𝐶‖𝑓‖𝑠, 𝑓 ∈ 𝐻𝑠.

Demonstração. Ver [7]

■

Corolário 2.5.6. Se 𝑓 ∈ 𝐻𝑠 para todo 𝑠 ∈ R então 𝑓 ∈ 𝐶∞.

Demonstração. Ver [7] ■

Corolário 2.5.7. Toda distribuição de suporte compacto pertence a 𝐻𝑠, para algum 𝑠 ∈ R.
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Demonstração. Ver [7]

■

Lema 2.5.8. Para quaisquer 𝜉, 𝜂 ∈ R𝑛 e 𝑠 ∈ R, vale:(︃
1 + |𝜉|2

1 + |𝜂|2

)︃𝑠

≤ 2|𝑠|(1 + |𝜉 − 𝜂|2)|𝑠|.

Demonstração. Ver [7]

■

Lema 2.5.9. Sejam 𝑟 < 𝑠 < 𝑡. Para todo 𝜀 > 0, existe 𝐶 = 𝐶𝜀 > 0 tal que

‖𝑓‖2
𝑠 ≤ 𝜀‖𝑓‖2

𝑡 + 𝐶‖𝑓‖2
𝑟, 𝑓 ∈ 𝐻𝑡.

Demonstração. Ver [20]

■

Note-se que os espaços de Sobolev 𝐻𝑠 são invariantes por multiplicação por funções
de Schwartz. Primeiro consideremos os caso em que 𝑠 = 𝑘 ∈ Z+. Dadas 𝜙 ∈ S , 𝑓 ∈ 𝐻𝑘,

segue que 𝜙𝑓 ∈ 𝐿2, uma vez que:∫︁
R𝑛

|𝜙(𝑥)𝑓(𝑥)|2 dx ≤ 𝑀
∫︁
R𝑛

|𝑓(𝑥)|2 dx < ∞,

onde 𝑀 ≥ sup
𝑥

|𝜙(𝑥)|2. Ainda, como 𝐷𝛽𝜙 ∈ S , para todo 𝛽 ∈ N𝑛, e 𝐷𝛽𝑓 ∈ 𝐿2, para
|𝛽| ≤ 𝑘, segue que 𝐷𝛽𝜙𝐷𝛼−𝛽𝑓 ∈ 𝐿2, para todo |𝛽| ≤ 𝑘. Logo, pela regra de Leibniz,

temos que 𝜕𝛼(𝜙𝑓) =
∑︁
𝛽≤𝛼

⎛⎝ 𝛼

𝛽

⎞⎠𝐷𝛽𝜙𝐷𝛼−𝛽𝑓 ∈ 𝐿2, para todo |𝛼| ≤ 𝑘. Logo, 𝜙𝑓 ∈ 𝐻𝑘.

O caso geral 𝑠 ∈ R demanda um pouco mais de trabalho e será tratado abaixo.

Proposição 2.5.10. Se 𝜙 ∈ S , a aplicação 𝑓 ↦→ 𝜙𝑓 é limitada em 𝐻𝑠, 𝑠 ∈ R, 𝑓 ∈ 𝐻𝑠.

Demonstração. Ver [1]

■

Definição 2.5.11. Seja Ω ⊂ R𝑛 aberto. Definimos o espaço local de Sobolev 𝐻 𝑙𝑜𝑐
𝑠 (Ω)

como o conjunto de todas as distribuições 𝑓 em Ω tais que, para todo aberto limitado Ω0,

com Ω0 ⊂ Ω, existe 𝑔 ∈ 𝐻𝑠 de modo que 𝑓 = 𝑔 em Ω0.

Proposição 2.5.12. 𝑓 ∈ 𝐻 𝑙𝑜𝑐
𝑠 (Ω) se, e somente se, 𝜙𝑓 ∈ 𝐻𝑠 para toda 𝜙 ∈ 𝐶∞

𝑐 (Ω). E
ainda, 𝐻𝑠 ⊂ 𝐻 𝑙𝑜𝑐

𝑠 (Ω) para todo aberto Ω ⊂ R𝑛.
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Demonstração. Ver [7]

■

Em certo sentido, dizer que 𝑓 ∈ 𝐻 𝑙𝑜𝑐
𝑠 (Ω) significa que 𝑓 cumpre o requisito de

suavidade para estar em 𝐻𝑠 em Ω, mas não impõe condições de integrabilidade global.

2.6 Operadores elípticos

Definição 2.6.1. um operador diferencial de ordem 2𝑚 com 𝑚 ∈ N da forma

𝐿𝑢 =
∑︁

|𝛼|≤𝑚

𝐶𝛼(𝑥)𝐷2𝛼𝑢, 𝑥 ∈ Ω

é chamado de operador elíptico se existe uma constante 𝐶 > 0 tal que
∑︁

|𝛼|≤𝑚

𝐶𝛼(𝑥)𝐷2𝛼𝑢, 𝑥 ∈ Ω ≥ 𝐶|𝜖|2𝑚

Para qualquer que seja 𝜖 ∈ R𝑛 e para todo 𝑥 ∈ Ω

Teorema 2.6.2. seja 𝐿 um operador diferencual elíptico de ordem 2𝑚,𝑚 ∈ R definido em
um aberto Ω do R𝑛 e 𝑢 ∈ D ′(Ω). Se 𝑢 é solução de 𝐿𝑢 = 𝑓 , no sentido de distribuições,
com 𝑓 ∈ 𝐿2(Ω) então 𝑢 ∈ 𝐻2𝑚(Ω)

Demonstração. Ver [19] ■

2.7 Operadores lineares e limitados

Definição 2.7.1. Sejam 𝑋 e 𝑌 espaços de Banach. Um operador linear é uma aplicação
linear 𝐴 : 𝐷(𝐴) ⊂ 𝑋 −→ 𝑌 com 𝐷(𝐴) sendo o domínio do operador 𝐴. Dizemos que o
operador linear é limitado se existe uma constante 𝐶 ≥ 0 tal que

||𝐴𝑢||𝑌 ≤ 𝐶||𝑢||𝑋 , ∀𝑢 ∈ 𝐷(𝐴)

Teorema 2.7.2. Se o domínio de A é denso em 𝑋 então 𝐴 pode ser estendido a todo 𝑋

A família dos operadores lineares limitados de𝑋 em 𝑌 é representada por 𝐵(𝑋, 𝑌 ).
Temos que a função real ||.||𝐵(𝑋,𝑌 ) definida por

||𝐴||𝐵(𝑋,𝑌 ) = sup
𝑥∈𝑋:||𝑋||𝑋≤1

||𝐴𝑥||𝑌 < ∞

é uma norma sobre 𝐵(𝑋, 𝑌 ). Sabemos da teoria da análise funcional (ver [20]) que
𝐵(𝑋, 𝑌 ) é um espaço de Banach.
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2.8 Teorema de Lax - Milgran
Nessa seção falaremos acerca de um dos teoremas centrais na análise funcional não

linear e que irá ajudar a resolver a equação diferencial parcial a que propomos resolver.
O teorema de Lax - Milgran genereliza o teorema da representação de Riez e nos garante
a unicidade do funcional linear.

Definição 2.8.1 (Teorema da respresentação de Riez). Seja 𝐻 um espaço de Hilbert e
𝐻* seu dual e consideremos a aplicação

𝛾 : 𝐻 −→ 𝐻*

𝑥 −→ 𝑓𝑥

em que 𝑓𝑥 é o funcional dado por 𝑓𝑥(𝑦) = ⟨𝑥, 𝑦⟩ para todo 𝑦 ∈ 𝐻. Então, 𝛾 é uma
isometria, antilinear e bijetora em 𝐻*.

Definição 2.8.2. Seja 𝐻 um espaço de Hilbert real, como a norma || · ||𝐻 uma aplicação

𝐵 : 𝐻 ×𝐻 → R

é chamada de forma bilinear.

Definição 2.8.3. Dizemos que uma forma bilinear é 𝑎(., .) : 𝐻 ×𝐻 −→ R é contínua se
existe 𝐶 > 0 tal que

|𝑎(𝑢, 𝑣)| ≤ 𝐶||𝑢||𝐻 ||𝑣||𝐻 , ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝐻

Além disso, Uma forma bilinear 𝑎(., .) : 𝐻 × 𝐻 −→ R é chamada de coerciva se
existe 𝐾 > 0 tal que

𝑎(𝑢, 𝑢) ≥ 𝐾||𝑢||2𝐻 , ∀𝑢 ∈ 𝐻

Teorema 2.8.4. Seja 𝐻 um espaço de Hilbert e seja 𝑎(𝑢, 𝑣) uma forma bilinear, contínua
e coerciva sobre 𝐻. Seja 𝑓 ∈ 𝐻 ′ (espaço dos operadores lineares e limitados sobre 𝐻).
Então, existe um único 𝑢 ∈ 𝐻 tal que

𝑎(𝑢, 𝑣) = 𝑓(𝑣), ∀ 𝑣 ∈ 𝐻

Demonstração. Ver [20] ■

2.9 Semigrupos de operadores lineares
Nessa seção vamos fazer uma apresentação de alguns resultados fundamentaais

para demonstrar a existência e a unicidade do problema de Cauchy que será definido. De
acordo com [13] temos:
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Definição 2.9.1. Seja 𝑋 um espaço de Banach e 𝐵(𝑋) a ágebra de operadores lineares
limitados de 𝑋. Diz-se que uma aplicação 𝑆 : R+ −→ 𝐵(𝑋) ou a família 𝑆(𝑡)𝑡≥0 é um
semigrupo de operadores lineares lmitados sobre 𝑋 se

i) 𝑆(0) = 𝐼 onde 𝐼 é o operador linear identidade de 𝐵(𝑋);

ii) 𝑆(𝑡+ 𝑠) = 𝑆(𝑡)𝑆(𝑠),∀𝑡, 𝑠 ∈ R+.
Além disso, diz-se que o semigruppo 𝑆(𝑡)𝑡≥0 é de classe 𝐶0 caso tenhamos:

iii) 𝑙𝑖𝑚𝑡→0||(𝑆(𝑡) − 𝐼)𝑥||𝑋 = 0,∀𝑥 ∈ 𝑋

Um exemplo clássico de semigrupo de classe 𝐶0 é a função exponencial 𝑆(𝑡) = 𝑒𝛼𝑡 pode
ser definida quando 𝐴 for um operador linear e limitado em um espaço de Banach 𝑋. No
caso em que 𝐴 é um operador linear não limitado pode-se também definir 𝑒𝐴𝑡

Até o final dessa seção, 𝑋 representará um espaço de Banach.

Proposição 2.9.2. Se {𝑆(𝑡)}𝑡≥0 é um semigrupo de classe 𝐶0 sobre 𝑋, então ||𝑆(𝑡)||𝑋 é
uma função limitada em todo intervalo limitado [0, 𝑇 ].

Proposição 2.9.3. Todo semigrupo de classe 𝐶0 sobre 𝑋 é fortemente contínuo em R+,
isto é, se 𝑡 ∈ R+ então

lim
𝑠→𝑡

𝑆(𝑥) = 𝑆(𝑡)𝑥, ∀𝑥 ∈ 𝑋

Definição 2.9.4. Se ||𝑆(𝑡)||𝑋 ≤ 1,∀𝑡 ≥ 0, {𝑆(𝑡)}𝑡≥0 é dito semigrupo de contrações 𝑋

Definição 2.9.5. Considere o conjunto

𝐷(𝐴) =
{︃
𝑥 ∈ 𝑋; lim

ℎ→0+

𝑆(ℎ) − 𝐼

ℎ
𝑥

}︃

O operador 𝐴 : 𝐷(𝐴) ⊂ 𝑋 −→ 𝑋 definido por

𝐴𝑥 = lim
ℎ→0+

𝑆(ℎ) − 𝐼

ℎ
𝑥

é dito operador infinitesimal do semigrupo {𝑆(𝑡)}𝑡≥0 sobre 𝑋

Proposição 2.9.6. Seja {𝑆(𝑡)}𝑡≥0 um semigrupo de classe 𝐶0 sobre 𝑋 e seja 𝐴 seu
gerador infinitesimal.

i) Se 𝑥 ∈ 𝐷(𝐴), então

𝑆(𝑡)𝑥 ∈ 𝐷(𝐴),∀𝑡 ≥ 0; 𝑒
𝑑

𝑑𝑡
𝑆(𝑡)𝑥 = 𝐴𝑆(𝑡)𝑥 = 𝑆(𝑡)𝐴𝑥

ii) Se 𝑥 ∈ 𝐷(𝐴), então

𝑆(𝑡)𝑥− 𝑆(𝑠)𝑥 =
∫︁ 𝑡

𝑠
𝐴𝑆(𝜏)𝑥𝑑𝜏 =

∫︁ 𝑡

𝑠
𝑆(𝜏)𝐴𝑥𝑑𝜏
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iii) Se 𝑥 ∈ 𝑋 e 𝑡 ∈ R com 𝑡 ≥ 0, então

lim
ℎ→0

1
ℎ

∫︁ 𝑡+ℎ

𝑡
𝑆(𝜏)𝑥𝑑𝜏 = 𝑆(𝑡)𝑥

iv) Se 𝑥 ∈ 𝑋, então∫︁ 𝑡

0
𝑆(𝜏)𝑥𝑑𝜏 ∈ 𝐷(𝐴) e 𝑆(𝑡)𝑥− 𝑥 = 𝐴

∫︁ 𝑡

0
𝑆(𝜏)𝑥𝑑𝜏

Observação 2.9.7. Note que o item (𝑖) da proposição 2.9.6 informa que se 𝑥 ∈ 𝐷(𝐴)
então a função 𝑢(𝑡) = 𝑆(𝑡)𝑥 é solução do problema de Cauchy⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑑

𝑑𝑢
𝑢 = 𝐴𝑢, 𝑡 > 0

𝑢(0) = 𝑥

(2.2)

com 𝑢 ∈ 𝐶1((0,∞);𝑋) ∩ 𝐶((0,∞);𝐷(𝐴).
Dessa maneira, uma das formas de se determinar uma solução de um problema do tipo 3.3
em um determinado espaço de Banach 𝑋 é verificar se 𝐴 é gerador de algum semigrupo
de classe 𝐶0 sobre 𝑋

Proposição 2.9.8. i) O gerador infinitesimal de algum semigrupo de classe 𝐶0 sobre
𝑋 é um operador linear fechado e seu domínio é denso em 𝑋

ii) Um operador linear de 𝐴 sobre 𝑋, fechado com seu domínio denso em 𝑋, é o
gerador infinitesimal de, no máximo, um semigrupo de classe 𝐶0 sobre 𝑋

2.10 Teorema de Lummer-Phillips
Nesta seção vamos apresentar o teorema de Lummer - Philips que caracteriza

os geradores de semigrupos de contrações de classe 𝐶0 sobre um espaço de Bannach 𝑋

baseados em [15]. Porém, antes de apresentar o teorema, faz-se necessário a introdução
de alguns resultados preliminares para melhor compreensão do teorema. Nas menções
seguintes, salvo citação contrária, 𝑋 será um espaço de Bannach e 𝑋 ′ será o dual de 𝑋.

Observação 2.10.1. Seja 𝐴 um operador linear sobre 𝑋. O operador linear 𝜆𝐼 −𝐴 com
𝜆 ∈ C será denotado por 𝜆 − 𝐴, por uma questão de simplicidade na notação. O termo
𝐼𝑚(𝜆𝐼 − 𝐴) denotará a imagem de 𝜆− 𝐴.
Além disso, vamos usar a expressão 𝐴 ∈ 𝐺(𝑀,𝜔) para indicar que 𝐴 é gerador de um
semigrupo de operadores lineares limitados de classe 𝐶0 sobre 𝑋 tal como 𝑆(𝑡)𝑡≥0 que
satisfaz a condição ||𝑆(𝑡)||𝑋 ≤ 𝑀𝑒𝜔𝑡, 𝑡 ≥ 0.

Definição 2.10.2. Para cada 𝑥 ∈ 𝑋, definimos o conjunto dualidade 𝐽(𝑥) ⊂ 𝑋 ′ por

𝐽(𝑥) = {𝑥′ ∈ 𝑋 ′; ⟨𝑥, 𝑥′⟩ = ||𝑥||2𝑥 = ||𝑥′||2𝑋 .
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Pelo teorema de Hahn - Banach ([3], p.03) ∀𝑥 ∈ 𝑋.

Definição 2.10.3. Uma aplicação dualidade é uma aplicação 𝑗 : 𝑋 −→ 𝑋 ′ tal que 𝑗(𝑥) ∈
𝐽(𝑥),∀𝑥 ∈ 𝑋. Pela definição de 𝑗, imediatamente vê-se que ||𝑗(𝑥)||𝑋 = ||𝑥||𝑋 .

Definição 2.10.4. Um operador linear 𝐴 : 𝐷(𝐴) ⊂ 𝑋 −→ 𝑋 é dissipativo sobre 𝑋 se
para alguma dualidade 𝑗 tem - se:

𝑅𝑒 ⟨𝐴𝑥, 𝑗(𝑥)⟩ ≤ 0,∀𝑥 ∈ 𝐷(𝐴).

Teorema 2.10.5. Seja 𝑋 um espaço de Banach e 𝐴 : 𝐷(𝐴) ⊂ 𝑋 → 𝑋 um operador
linear com 𝐷(𝐴) denso em 𝑋.

Se 𝐴 ∈ (0, 1) então

i) A é dissipativo para qualquer aplicação dualidade e

ii) 𝐼𝑚(𝜆− 𝐴) = 𝑋, ∀𝜆 > 0.

Reciprocamente, se:

iii) A é dissipativo para alguma aplicação dualidade e

iv) 𝐼𝑚(𝜆0 − 𝐴), para algum 𝜆0 > 0,

então 𝐴 ∈ 𝐺(1, 0).

Demonstração. Ver ([15] ou [17]. ■

2.11 Problema semilinear abstrato
Consideremos nessa seção o problema de valor inicial

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑢𝑡(𝑡) + 𝐴𝑢(𝑡) = 𝐹 (𝑢(𝑡)); 𝑡 > 0

𝑢(0) = 𝑢0

(2.3)

onde −𝐴 (com domínio𝐷(𝐴)) é gerador infinitesimal de um semigrupo de classe 𝐶0, {𝑆(𝑡)}𝑡≥0

sobre um espaço de Banach 𝑋, 𝐹 é uma aplicação não linear e 𝑢0 é um valor inicial dado.
De acordo com [15] fazendo as considerações adequadas sobre 𝐹 pode-se obter resultados
de existência e unicidade de solução para o problema de valor inicial (3.4).
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Definição 2.11.1. Seja 𝑋 um espaço de Banach. Um operador 𝐹 : 𝑋 −→ 𝑋 é um
operador globalmente Lipschitz quando existe uma constante 𝐿 > 0 tal que para todo
𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, tenhamos:

||𝐹 (𝑥) − 𝐹 (𝑦)||𝑋 ≤ 𝐿||𝑥− 𝑦||𝑋

A definição anterior nos fala sobre um operador global que, em muitos caso é
complexo de ser encontrado. Para superar essa dificuldade, fazemos o uso de mais uma
definição. Vejamos.

Definição 2.11.2. Seja 𝑋 um espaço de Banach. Um operador 𝐹 : 𝑋 −→ 𝑋 é um
operador localmente Lipschitz quando existe uma constante 𝑀𝐿 > 0 tal que se ||𝑥||𝑋 ≤ 𝐿

e ||𝑦||𝑋 ≤ 𝐿, então:

||𝐹 (𝑥) − 𝐹 (𝑦)||𝑋 ≤ 𝑀𝐿||𝑥− 𝑦||𝑋 (2.4)

De acordo com [15] temos o seguinte teorema

Teorema 2.11.3. Seja 𝐹 : 𝑋 → 𝑋 satisfazendo a condição 2.4.Se −𝐴 é gerador in-
finitesimal de um semigrupo de classe 𝐶0 sobre 𝑋 então para todo 𝑢0 ∈ 𝑋, existe um
𝑇𝑚𝑎𝑥 ≤ +∞ e uma única solução 𝑢 para o modelo 2.3 tal que

𝑢 ∈ 𝐶([0, 𝑇𝑚𝑎𝑥);𝑋).

Além disso, valem as seguintes afirmações:

i) 𝑇𝑚𝑎𝑥 = +∞ ou

ii) 𝑇𝑚𝑎𝑥 < +∞ e lim
𝑡→𝑇𝑚𝑎𝑥

||𝑢(𝑡)||𝑋 = +∞.

Demonstração. Ver [15] ■
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3 Existência e unicidade da solução global

Neste capítulo será obtida a existência e unicidade de solução global para o pro-
blema de Cauchy (1.10) descrito por

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑡𝑡 − 𝜇𝑢𝑥𝑥𝑡𝑡 + 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝛼𝑢−𝑀
(︂∫︁

R
𝑢2

𝑥𝑑𝑥
)︂
𝑢𝑥𝑥 + 𝛿𝜃𝑥𝑥 = 0; 𝑡 > 0, 𝑥 ∈ R,

𝜃𝑡 + 𝑘𝑞𝑥 − 𝛿𝑢𝑥𝑥𝑡 = 0; 𝑡 > 0, 𝑥 ∈ R,

𝜏𝑞𝑡 + 𝑞 + 𝑘𝜃𝑥 = 0; 𝑡 > 0, 𝑥 ∈ R.

(3.1)

com condições iniciais

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥);𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝑢1(𝑥); 𝜃(𝑥, 0) = 𝜃0(𝑥); 𝑞(𝑥, 0) = 𝑞0(𝑥), 𝑥 ∈ R. (3.2)

onde 𝛼, 𝜇, 𝛿, 𝑘 e 𝜏 são constantes positivas fornecidas de modo experimental e 𝑢 :=
𝑢(𝑥, 𝑡), 𝜃 = 𝜃(𝑥, 𝑡) com 𝑥 ∈ R e 𝑡 ∈ [0,∞].

Em (3.1), 𝑀(.) é uma função real satisfazendoas condições (1.6).

Para determinar a existência e unicidade do sistema (3.1), vamos utilizar a teoria
de semigrupos. Essa técnica consiste em transformar o sistema original em uma matriz no
qual possamos fazer uma substituição conveniente e resolver um sistema matricial mais
simples que o inicialmente proposto.

Em um primeiro momento, vamos aplicar a mudança de variável visando transfor-
mar o sistema (3.1) no seguinte problema

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑑

𝑑𝑡
𝑈 = 𝐴𝑈 + 𝐹 (𝑈)

𝑈(0) = 𝑈0

onde 𝐴 e 𝐹 (𝑈) são operadores definidos num espaço de Hilbert 𝐻.

3.1 Existência e unicidade da solução local
Considerando a mudança de variável 𝑣 = 𝑢𝑡, podemos reescrever o sistema 3.1

como:
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝑡 = 𝑣

𝑣𝑡 = (𝐼 − 𝜇𝜕𝑥𝑥)−1𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝛼(𝐼 − 𝜇𝜕𝑥𝑥)−1𝑢+𝑀(.)(𝐼 − 𝜇𝜕𝑥𝑥)−1𝑢𝑥𝑥 − 𝛿(𝐼 − 𝜇𝜕𝑥𝑥)−1𝜃𝑥𝑥

𝜃𝑡 = −𝑘𝑞𝑥 + 𝛿(𝑢𝑡)𝑥𝑥

𝑞𝑡 = − 1
𝜏
𝑞 − 𝑘

𝜏
𝜃𝑥

com condições iniciais

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥);𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥); 𝜃(𝑥, 0) = 𝜃0(𝑥); 𝑞(𝑥, 0) = 𝑞0(𝑥).

onde 𝑀(.) representa 𝑀
(︂∫︁

R
𝑢2

𝑥𝑑𝑥
)︂

.

Definamos:
𝑈(𝑥, 𝑡) := 𝑈 = [𝑢 𝑣 𝜃 𝑞]𝑇 e 𝑈(𝑥, 0) := 𝑈0 = [𝑢0(𝑥) 𝑣0(𝑥) 𝜃0(𝑥) 𝑞0(𝑥)]𝑇

para todo 𝑥 ∈ R e todo 𝑡 ≥ 0.

Colocando (3.3) na forma matricial obtemos:

𝑑𝑢

𝑑𝑡
= 𝐴𝑈 + 𝐹 (𝑈), 𝑈(0) = 𝑈0

onde:

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 𝐼 0 0

(𝐼 − 𝜇𝜕𝑥𝑥)−1𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝛼(𝐼 − 𝜇𝜕𝑥𝑥)−1 0 −𝛿(𝐼 − 𝜇𝜕𝑥𝑥)−1𝜕𝑥𝑥 0
0 𝛿𝜕𝑥𝑥 0 −𝑘𝜕𝑥

0 0 −𝑘
𝜏
𝜕𝑥 − 1

𝜏
𝐼

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

U =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑢

𝑣

𝜃

𝑞

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ com F(U) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0

𝑀(.)(𝐼 − 𝜇𝜕𝑥𝑥)−1𝑢𝑥𝑥

0
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Vamos introduzir o espaço de Hilbert

H = 𝐻2(R) ×𝐻1(R) × 𝐿2(R) × 𝐿2(R).

Em H, consideremos o produto interno:

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑢

𝑣

𝜃

𝑞

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ;

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
�̃�

𝑣

𝜃

𝑞

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
H

= (𝑢, �̃�)H2 + (𝑣, 𝑣)H1 + (𝜃, 𝜃) + 𝜏(𝑞, 𝑞)
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com (𝑢, 𝑣, 𝜃, 𝑞)𝑇 , (�̃�, 𝑣, 𝜃, 𝑞)𝑇 ∈ H e

(𝑢, �̃�)H2 =
∫︁
R
(𝛼𝑢�̃�+ 𝑢𝑥𝑥�̃�𝑥𝑥)𝑑𝑥,

(𝑣, 𝑣)H1 =
∫︁
R
(𝑣𝑣 + 𝜇𝑣𝑥𝑣𝑥)𝑑𝑥,

(𝜃, 𝜃) =
∫︁
R
(𝜃𝜃)𝑑𝑥 e (𝑞, 𝑞) =

∫︁
R
𝑞𝑞𝑑𝑥.

A norma associada ao produto interno é dada por:

||(𝑢, , 𝑣, 𝜃, 𝑞)𝑇 ||2H =
∫︁
R
(𝑢2 + 𝑢2

𝑥𝑥 + 𝑣2 + 𝜇𝑣2
𝑥 + 𝛿𝜃2 + 𝜏𝑞2)𝑑𝑥.

O domínio de 𝐴 é dado por:

𝐷(𝐴) = {𝑈 ∈ H;𝐴𝑈 ∈ H} = 𝐻3(R) ×𝐻2(R) ×𝐻1(R) ×𝐻1(R).

A seguir, vamos estabelecer alguns lemas fundamentais que irão nos ajudar a
determinar a existência de solução para o modelo (3.1)-(3.2).

Lema 3.1.1. O operador A acima definido é dissipativo em H.

Demonstração. De fato, seja 𝑈 = (𝑢, 𝑣, 𝜃, 𝑞)𝑇 ∈ H. notemos que:

(𝐴𝑈,𝑈)H = (𝑣, 𝑢)𝐻2 +
(︁
−(𝐼 − 𝜇𝜕𝑥𝑥)−1𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝛼(𝐼 − 𝜇𝜕𝑥𝑥)−1𝑢− 𝛿(𝐼 − 𝜇𝜕𝑥𝑥)−1𝜃𝑥𝑥, 𝑣

)︁
𝐻1

+ (𝛿𝑣𝑥𝑥 − 𝑘𝑞𝑥, 𝜃) + 𝜏

(︃
−𝑘

𝜏
𝜃𝑥 − 𝑞

𝜏
, 𝑞

)︃

ou seja

(𝐴𝑈,𝑈)H = 𝛼
∫︁
R
𝑢𝑣𝑑𝑥+

∫︁
R
𝑢𝑥𝑥𝑣𝑥𝑥𝑑𝑥−

∫︁
R
(𝐼 − 𝜇𝜕𝑥𝑥)−1𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑣𝑑𝑥− 𝛼

∫︁
R
(𝐼 − 𝜇𝜕𝑥𝑥)−1𝑢𝑣𝑑𝑥

− 𝛿
∫︁
R
(𝐼 − 𝜇𝜕𝑥𝑥)−1𝜃𝑥𝑥𝑣𝑑𝑥− 𝜇

∫︁
R
[(𝐼 − 𝜇𝜕𝑥𝑥)−1𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥]𝑥𝑣𝑥𝑑𝑥

− 𝛼𝜇
∫︁
R
[(𝐼 − 𝜇𝜕𝑥𝑥)−1𝑢]𝑥𝑣𝑥𝑑𝑥− 𝛿𝜇

∫︁
R
[(𝐼 − 𝜕𝑥𝑥)−1𝜃𝑥𝑥]𝑥𝑣𝑥𝑑𝑥

+ 𝛿
∫︁
R
𝑣𝑥𝑥𝜃𝑑𝑥− 𝑘

∫︁
R
𝑞𝑥𝜃𝑑𝑥− 𝑘

∫︁
R
𝜃𝑥𝑞𝑑𝑥−

∫︁
R
𝑞2𝑑𝑥. (3.3)

Observemos que:

(𝐼 − 𝜇𝜕𝑥𝑥)−1𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 = 1
𝜇

(𝐼 − 𝜇𝜕𝑥𝑥)−1(𝐼 − 𝐼 + 𝜇𝜕𝑥𝑥)𝑥𝑥

= 1
𝜇

(𝐼 − 𝜇𝜕𝑥𝑥)−1[𝐼 − (𝐼 − 𝜇𝜕𝑥𝑥)]𝜕𝑥𝑥

= 1
𝜇

(𝐼 − 𝜇𝜕𝑥𝑥)−1𝜕𝑥𝑥 − 1
𝜇
𝜕𝑥𝑥
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e

(𝐼 − 𝜇𝜕𝑥𝑥)−1𝜕𝑥𝑥 = 1
𝜇

(𝐼 − 𝜇𝜕𝑥𝑥)−1[𝐼 − 𝐼 + 𝜇𝜕𝑥𝑥]

= 1
𝜇

(𝐼 − 𝜇𝜕𝑥𝑥)−1 − 1
𝜇

(𝐼 − 𝜇𝜕𝑥𝑥)−1(𝐼 − 𝜇𝜕𝑥𝑥)

= 1
𝜇

(𝐼 − 𝜇𝜕𝑥𝑥)−1 − 1
𝜇
𝐼.

Logo:

∫︁
R
[(𝐼 − 𝜇𝜕𝑥𝑥)−1𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥]𝑥𝑣𝑥𝑑𝑥 = −

∫︁
R
[(𝐼 − 𝜇𝜕𝑥𝑥)−1𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥]𝑥𝑥𝑣𝑑𝑥

= −
∫︁
R
[(𝐼 − 𝜇𝜕𝑥𝑥)−1𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥𝑢]𝑥𝑥𝑣𝑑𝑥

= −
∫︁
R
[( 1
𝜇

(𝐼 − 𝜇𝜕𝑥𝑥)−1𝜕𝑥𝑥𝑢− 1
𝜇
𝜕𝑥𝑥𝑢]𝑥𝑥𝑣𝑑𝑥

= − 1
𝜇

∫︁
R
(𝐼 − 𝜇𝜕𝑥𝑥)−1𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑣𝑑𝑥+ 1

𝜇

∫︁
R
𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑣𝑑𝑥

= − 1
𝜇

∫︁
R
(𝐼 − 𝜇𝜕𝑥𝑥)−1𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑣𝑑𝑥+ 𝜇

∫︁
R
𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑣𝑑𝑥, (3.4)

∫︁
R
[(𝐼 − 𝜇𝜕𝑥𝑥)−1𝑢]𝑥𝑣𝑥𝑑𝑥 = −

∫︁
R
[(𝐼 − 𝜇𝜕𝑥𝑥)−1]𝑥𝑥𝑣𝑥𝑑𝑥

= −
∫︁
R
(𝐼 − 𝜇𝜕𝑥𝑥)−1𝜕𝑥𝑥𝑢𝑥𝑑𝑥

= −
∫︁
R
[ 1
𝜇

(𝐼 − 𝜇𝜕𝑥𝑥)−1 − 1
𝜇
𝐼](𝑢)𝑣𝑥𝑑𝑥

= − 1
𝜇

∫︁
R
(𝐼 − 𝜇𝜕𝑥𝑥)−1𝑢𝑣𝑑𝑥+ 1

𝜇

∫︁
R
𝑢𝑣𝑑𝑥 (3.5)

e

∫︁
R
[(𝐼 − 𝜇𝜕𝑥𝑥)−1𝜃𝑥𝑥]𝑥𝑣𝑥𝑑𝑥 = −

∫︁
R
[(𝐼 − 𝜇𝜕𝑥𝑥)−1𝜃𝑥𝑥]𝑥𝑥𝑣𝑑𝑥

= − 1
𝜇

∫︁
R
[(𝐼 − 𝜇𝜕𝑥𝑥)−1𝜃]𝑥𝑥𝑣𝑑𝑥+ 1

𝜇

∫︁
R
𝜃𝑥𝑥𝑣𝑑𝑥

= − 1
𝜇

∫︁
R
[(𝐼 − 𝜇𝜕𝑥𝑥)−1𝜃]𝑥𝑥𝑣𝑑𝑥− 1

𝜇

∫︁
R
𝜃𝑥𝑣𝑥𝑑𝑥. (3.6)
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Segue de (3.3), (3.4), (3.5) e (3.6) que:

(𝐴𝑈,𝑈)H = 𝛼
∫︁
R
𝑢𝑣𝑑𝑥+

∫︁
R
𝑢𝑥𝑥𝑣𝑥𝑥𝑑𝑥−

∫︁
R
(𝐼 − 𝜇𝜕𝑥𝑥)−1𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑣𝑑𝑥

−
∫︁
R
(𝐼 − 𝜇𝜕𝑥𝑥)−1𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑣𝑑𝑥− 𝛼

∫︁
R
(𝐼 − 𝜇𝜕𝑥𝑥)−1(𝑢)𝑣𝑑𝑥

− 𝛿
∫︁
R
(𝐼 − 𝜇𝜕𝑥𝑥)−1𝜃𝑥𝑥𝑣𝑑𝑥+

∫︁
R
(𝐼 − 𝜇𝜕𝑥𝑥)−1𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥𝑣𝑑𝑥

+ 1
𝜇
𝜇
∫︁
R
𝑢𝑥𝑥𝑣𝑥𝑥𝑑𝑥+ 𝛼

∫︁
R
(𝐼 − 𝜇𝜕𝑥𝑥)−1(𝑢)𝑣𝑑𝑥

− 𝛼
∫︁
R
𝑢𝑣𝑑𝑥+ 𝛿

∫︁
R
(𝐼 − 𝜇𝜕𝑥𝑥)−1𝜃𝑥𝑥𝑣𝑑𝑥

+ 𝛿
∫︁
R
𝜃𝑥𝑣𝑥𝑑𝑥+ 𝛿

∫︁
R
𝑣𝑥𝑥𝜃𝑑𝑥− 𝑘

∫︁
R
𝑞𝑥𝜃𝑑𝑥− 𝑘

∫︁
R
𝜃𝑥𝑞𝑑𝑥−

∫︁
R
𝑞2𝑑𝑥

= 𝛿
∫︁
R
𝜃𝑥𝑣𝑥𝑑𝑥− 𝛿

∫︁
R
𝑣𝑥𝜃𝑥𝑑𝑥+ 𝑘

∫︁
R
𝜃𝑥𝑞𝑑𝑥− 𝑘

∫︁
R
𝜃𝑥𝑞𝑑𝑥−

∫︁
R
𝑞2𝑑𝑥

= −
∫︁
R
𝑞2𝑑𝑥 ≤ 0.

provando que o operador 𝐴 é dissipativo em H. ■

Lema 3.1.2. 𝐴 é um operador maximal em H.

Demonstração. Queremos mostrar que dado [𝑓, 𝑔, ℎ, 𝑝]𝑇 ∈ H, ∃ [𝑢, 𝑣, 𝜃, 𝑞] ∈ 𝐷(𝐴), tal que

(𝐼 − 𝐴)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑢

𝑣

𝜃

𝑞

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑓

𝑔

ℎ

𝑝

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

Ou seja,

𝑢− 𝑣 = 𝑓 (3.7)

𝑣 + (𝐼 − 𝜇𝜕𝑥𝑥)−1𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝛼(𝐼 − 𝜇𝜕𝑥𝑥)−1𝑢+ 𝛿(𝐼 − 𝜇𝜕𝑥𝑥)−1𝜃𝑥𝑥 = 𝑔 (3.8)

𝜃 + 𝑘𝑞𝑥 − 𝛿𝑣𝑥𝑥 = ℎ (3.9)

(𝜏 + 1)𝑞 + 𝑘𝜃𝑥 = 𝑝. (3.10)

De (3.7) 𝑣 = 𝑢− 𝑓 . Substituindo 𝑣 = 𝑢− 𝑓 em (3.8) e em (3.9) obtemos:
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⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑢+ (𝐼 − 𝜇𝜕𝑥𝑥)−1𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝛼(𝐼 − 𝜇𝜕𝑥𝑥)−1𝑢+ 𝛿(𝐼 − 𝜇𝜕𝑥𝑥)−1𝜃𝑥𝑥 = 𝑔 + 𝑓

𝜃 − 𝛿(𝑢𝑥𝑥 − 𝑓𝑥𝑥) + 𝑘𝑞𝑥 = ℎ

(𝜏 + 1)𝑞 + 𝑘𝜃𝑥 = 𝑝.

(3.11)

Da equação (3.10) obtemos:

𝑞𝑥 = 𝑝𝑥 − 𝑘𝜃𝑥𝑥

𝜏 + 1

Substituindo esse valor em (3.11) obtemos o sistema⎧⎪⎨⎪⎩𝑢+ (𝐼 − 𝜇𝜕𝑥𝑥)−1𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝛼(𝐼 − 𝜇𝜕𝑥𝑥)−1𝑢+ 𝛿(𝐼 − 𝜇𝜕𝑥𝑥)−1𝜃𝑥𝑥 = 𝑓 + 𝑔

𝜃 − 𝛿𝑢𝑥𝑥 + 𝑘( 𝑝𝑥

𝜏+1 − 𝑘𝜃𝑥𝑥

𝜏+1 ) = ℎ− 𝛿𝑓𝑥𝑥

ou equivalentemente

⎧⎪⎨⎪⎩(1 + 𝛼)𝑢+ 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝛿𝜃𝑥𝑥 = 𝑓 + 𝑔 − 𝜇𝑓𝑥𝑥 − 𝜇𝑔𝑥𝑥

𝜃 − 𝑘2𝜃𝑥𝑥

𝜏+1 − 𝛿𝑢𝑥𝑥 = ℎ− 𝑘𝑝𝑥

𝜏+1 − 𝛿𝑓𝑥𝑥.
(3.12)

Consideremos agora a aplicação 𝑎 : [𝐻2 ×𝐻1] × [𝐻2 ×𝐻1] −→ R definida por

𝑎

⎛⎝ ⎡⎣𝑢
𝜃

⎤⎦ ;
⎡⎣𝑢
𝜃

⎤⎦ ⎞⎠ = (1 + 𝛼)(𝑢, 𝜙) + (𝑢𝑥𝑥, 𝜙𝑥𝑥) − 𝛿(𝜃𝑥, 𝜙𝑥) +

+ (𝜃, 𝜓) + 𝑘2

𝜏 + 1(𝜃𝑥, 𝜓𝑥) + 𝛿(𝑢𝑥, 𝜓𝑥).

Observemos que a aplicação 𝑎 é bilinear, contínua e coerciva.
De fato,

𝑎

⎛⎝ ⎡⎣𝑢
𝜃

⎤⎦ ;
⎡⎣𝜙
𝜓

⎤⎦ ⎞⎠ = (1 + 𝛼)(𝑢, 𝑢) + (𝑢𝑥𝑥, 𝑢𝑥𝑥) − 𝛿(𝜃𝑥, 𝑢𝑥) + (𝜃, 𝜃) + 𝑘2

𝜏 + 1(𝜃𝑥, 𝜃𝑥) + 𝛿(𝑢𝑥, 𝜃𝑥)

= (1 + 𝛼)
∫︁
R
𝑢2𝑑𝑥+

∫︁
R
𝑢2

𝑥𝑥𝑑𝑥+
∫︁
R
𝜃2𝑑𝑥+ 𝑘2

𝜏 + 1

∫︁
R
𝜃2

𝑥𝑑𝑥

≥ ||𝑢||2𝐻2 + 𝐶1||𝜃||2𝐻1

≥ 𝐶2||𝑢, 𝜃||2𝐻2×𝐻1

onde 𝐶1 = 𝑚𝑖𝑛{1, 𝑘2

𝜇(𝜏+1)} e 𝐶2 = 𝑚𝑖𝑛{1, 𝐶1}.
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Assim, 𝑎 é coerciva.

Consideremos agora a forma linear

𝑇 : 𝐻2 ×𝐻1 −→ R

[𝜙, 𝜓] −→ 𝑇 ([𝜙, 𝜓])

definida por

𝑇 ([𝜙, 𝜓]) =
∫︁
R
(𝑓 + 𝑔)𝜙𝑑𝑥− 𝜇

∫︁
R
𝑓𝑥𝑥𝜙𝑑𝑥+ 𝜇

∫︁
R
𝑔𝑥𝜙𝑥𝑑𝑥+

∫︁
R
ℎ𝜓𝑑𝑥+

+ 𝑘2

𝜏 + 1

∫︁
R
𝑝𝜓𝑥𝑑𝑥− 𝛿

∫︁
R
𝑓𝑥𝑥𝜓𝑑𝑥.

Afirmação. T é contínua.

De fato, utilizando a desigualdade de Cauchy - Schwarz, obtemos

|𝑇 ([𝜙, 𝜓])| ≤
∫︁
R

|𝑓 + 𝑔||𝜙|𝑑𝑥+ 𝜇
∫︁
R

|𝑓𝑥𝑥||𝜙|𝑑𝑥+ 𝜇
∫︁
R

|𝑔𝑥||𝜙𝑥|𝑑𝑥+
∫︁
R

|ℎ|||𝑑𝑥

+ 𝑘2

𝜏 + 1

∫︁
R

|𝑝||𝑥|𝑑𝑥+ 𝛿
∫︁
R

|𝑓𝑥𝑥|||𝑑𝑥

≤ ||𝑓 + 𝑔|| · ||𝜙|| + 𝜇||𝑓𝑥𝑥|| · ||𝜙|| + 𝜇||𝑔𝑥|| · ||𝜙𝑥|| + ||ℎ|| · |||| + 𝑘

𝜏 + 1 ||𝑝|| · ||𝑥||

+ 𝛿||𝑓𝑥𝑥|| · ||||

Observemos que

||𝜙|| ≤ ||𝜙||𝐻2 ; ||𝜙𝑥|| ≤ ||𝜙||𝐻2 ; ||𝜙|| ≤ ||𝜓||𝐻1 ; ||𝜓𝑥|| ≤ ||𝜓||𝐻1 .

Assim,

|𝑇 ([𝜙, 𝜓])| ≤ [||𝑓 + 𝑔|| + 𝜇||𝑓𝑥𝑥|| + 𝜇||𝑔𝑥||]||𝜙||𝐻2

+ [||ℎ|| + 𝑘2

𝜏 + 1 ||𝑝|| + 𝛿||𝑓𝑥𝑥|| · ||𝜓||𝐻1 ]

≤ 𝐶3(||𝜙𝐻2 + ||𝜓||𝐻1)

≤ 𝐶3||[𝜙, 𝜓]||𝐻2||×𝐻1

onde
𝐶3 = 𝑚𝑎𝑥{[||𝑓 + 𝑔|| + 𝜇||𝑓𝑥𝑥|| + 𝜇||𝑔𝑥||; [||ℎ|| + 𝑘

𝜏 + 1 ||𝑝|| + 𝛿||𝑓𝑥𝑥||]}.

Logo, 𝑇 ∈ (𝐻2 ×𝐻1)′ . Do do teorema de Lax - Milgran, existe um único [𝑢, 𝜃] ∈
𝐻2 ×𝐻1, tal que

𝑎

⎛⎝ ⎡⎣𝑢
𝜃

⎤⎦ ;
⎡⎣𝜙
𝜓

⎤⎦ ⎞⎠ = 𝑇 (𝜙, 𝜓)
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isto é

(1 + 𝛼)(𝑢, 𝜙) + (𝑢𝑥𝑥, 𝜙𝑥𝑥) − 𝛿(𝜃𝑥, 𝜙𝑥) + (𝜃, ) + 𝑘2

𝜏 + 1(𝜃𝑥,𝑥 ) + 𝛿(𝑢𝑥,𝑥 ) =

(𝑓 + 𝑔, 𝜙) − 𝜇(𝑓𝑥𝑥, 𝜙) + 𝜇(𝑔𝑥, 𝜙𝑥) + (ℎ, 𝜓) + 𝑘2

𝜏 + 1(𝑝,𝑥 ) − 𝛿(𝑓𝑥𝑥, 𝜓). (3.13)

Fazendo 𝜓 = 0 em (3.13) obtemos

(1 + 𝛼)(𝑢, 𝜙) + (𝑢𝑥𝑥, 𝜙𝑥𝑥) − 𝛿(𝜃𝑥, 𝜙𝑥) = (𝑓 + 𝑔, 𝜙) − 𝜇(𝑓𝑥𝑥, 𝜙) + 𝜇(𝑔𝑥, 𝜙𝑥).

Para 𝜙 ∈ 𝐷(R), temos que

(1 + 𝛼)𝑢+ 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝛿𝜃𝑥𝑥 = 𝑓 + 𝑔 − 𝜇𝑓𝑥𝑥 − 𝜇𝑔𝑥𝑥

em 𝐷′(R).

Como 𝑓 ∈ 𝐻2, 𝜃 ∈ 𝐻1, 𝑢 ∈ 𝐻2 e 𝑔 ∈ 𝐻1 segue que 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ 𝐻−1 =⇒ 𝑢 ∈ 𝐻3.

De (3.7)
𝑣 = 𝑢− 𝑓 =⇒ 𝑣 ∈ 𝐻2(R).

De (3.9)
𝑞𝑥 = (ℎ

𝑘
+ 𝛿

𝑘
𝑣𝑥𝑥 − 𝜃

𝑘
) ∈ 𝐿2(R) =⇒ 𝑞 ∈ 𝐻1(R)

concluindo a prova de que 𝐴 é maximal.

■

Teorema 3.1.3. A parte linear da equação 𝑑𝑈
𝑑𝑡

= 𝐴𝑈 , com 𝐴 dado anteriormente, é
governada por um semigrupo de contrações de classe 𝑐0 sobre H

Demonstração. Temos que 𝐷(𝐴) é denso em H. Além disso, pelos lemas (1) e (2) segue
que 𝐴 é um operador maximal - dissipativo sobre H.
Segue do teorema de Lummer - Phillips que 𝐴 é gerador infinitesimal de um semigrupo
de classe 𝐶0 sobre H. Como queríamos. ■

A seguir vamos analisar a parte não linear do modelo (). Para isso, primeiramente
vamos mostrar que o operador 𝑁(𝑢) definido em () é localmente Lipschitz.

Seja
𝑁 : 𝐻2 −→ 𝐿2

deffinida por
𝑢 −→ 𝑁(𝑢) = 𝑀

(︂∫︁
R
𝑢2

𝑥𝑑𝑥
)︂
𝑢𝑥𝑥.
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Queremos mostrar que 𝑁 é localmente Lipschitziana. Para isso, sejam 𝐶 > 0, 𝐶 ∈
R, 𝑢, �̂� ∈ 𝐻2 tais que

||𝑢||𝐻2 ≤ 𝐶; ||�̂�||𝐻2 ≤ 𝐶

Vamos mostrar que⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑀
(︂∫︁

R
𝑢2

𝑥𝑑𝑥
)︂
𝑢𝑥𝑥 −𝑀

(︂∫︁
R
�̂�2

𝑥𝑑𝑥
)︂
�̂�𝑥𝑥

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝐿2(Ω)

≤ 𝐶||𝑢− �̂�||𝐻2 .

Lema 3.1.4. Sejam 𝑁 = 𝑁(𝑢) e 𝑀 definidos como anteriormente. Então, a aplicação
𝑁 : 𝐻𝑚+2(Ω) −→ 𝐻𝑚(Ω) 𝑚 ≥ 0 satisfaz a seguinte condição:

||𝑁(𝑢) −𝑁(𝑣)||𝐻𝑚 ≤ 𝐿𝐶1||𝑢− 𝑣||𝐻𝑚+2

sempre que

||𝑢||𝐻𝑚+2 ≤ 𝐶1; ||𝑣||𝐻𝑚+2 ≤ 𝐶1, com 𝐶1 > 0 e 𝐿𝐶1 = 𝐿(𝐶1) > 0.

Demonstração. Notemos que:

||𝑁(𝑢) −𝑁(𝑣)||2𝐻𝑚 =
(︂∫︁

R
(1 + |𝜉|2)𝑚|�̂�(𝑢) − �̂�(𝑣)|2𝑑𝜉

)︂

onde �̂� é a transformada de Fourier de 𝑁 e 𝜉 ∈ R.

Pela desigualdade triangular:

|�̂�(𝑢) − �̂�(𝑣)| =
⃒⃒⃒⃒
𝑀
(︂∫︁

R
𝑢2

𝑥𝑑𝑥
)︂

|𝜉|2�̂�−𝑀
(︂∫︁

R
𝑣2

𝑥𝑑𝑥
)︂

|𝜉|2𝑣
⃒⃒⃒⃒

=
⃒⃒⃒⃒
𝑀
(︂∫︁

R
|𝜉|2|�̂�|2𝑑𝜉

)︂
|𝜉|2�̂�−𝑀

(︂∫︁
R

|𝜉|2|𝑣2|𝑑𝜉
)︂
𝜉|2𝑣

−𝑀
(︂∫︁

R
|𝜉|2|�̂�|2𝑑𝜉

)︂
|𝜉|2𝑣 +𝑀

(︂∫︁
R

|𝜉|2|𝑣|2𝑑𝜉
)︂

|𝜉|2𝑣
⃒⃒⃒⃒

≤ 𝑀
(︂∫︁

R
|𝜉|2|�̂�|2𝑑𝜉

)︂ ⃒⃒⃒
|𝜉|2�̂�− |𝜉|2𝑣

⃒⃒⃒
+
⃒⃒⃒⃒
−𝑀

(︂∫︁
R

|𝜉|2|𝑣|2𝑑𝜉
)︂

+𝑀
(︂∫︁

R
|𝜉|2|�̂�|2𝑑𝜉

)︂⃒⃒⃒⃒
|𝜉|2|𝑣|

≤ 𝑀
(︂∫︁

R
|𝜉|2|�̂�|2𝑑𝜉

)︂
|𝜉|2|�̂�− 𝑣|

+
⃒⃒⃒⃒
−𝑀

(︂∫︁
R

|𝜉|2|𝑣|2𝑑𝜉
)︂

+𝑀
(︂∫︁

R
|𝜉|2|�̂�|2𝑑𝜉

)︂⃒⃒⃒⃒
|𝜉|2|𝑣|.

Por hipótese 𝑀 ∈ 𝐶1(R), logo teorema do valor médio, temos que existe 𝜒 ∈
(0, 𝐶1), tal que

−𝑀
(︂∫︁

R
|𝜉|2|𝑣|2𝑑𝜉

)︂
+𝑀

(︂∫︁
R

|𝜉|2|�̂�|2𝑑𝜉
)︂

= 𝑀 ′(𝜒)
∫︁
R

|𝜉|2(|�̂�|2 − |𝑣2|)𝑑𝜉.

Logo⃒⃒⃒⃒
−𝑀

(︂∫︁
R

|𝜉|2|𝑣|2𝑑𝜉
)︂

+𝑀
(︂∫︁

R
|𝜉|2|�̂�|2𝑑𝜉

)︂⃒⃒⃒⃒
≤ max

0≤𝑠≤𝐶1
|𝑀 ′(𝑠)|

⃒⃒⃒⃒∫︁
R

|𝜉|2(|�̂�|2 − |𝑣2|)𝑑𝜉
⃒⃒⃒⃒
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Pela desigualdade de Hölder temos que⃒⃒⃒⃒∫︁
R
(|𝜉|2|�̂�|2 − |𝜉|2|𝑣|2)𝑑𝜉

⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒∫︁
R
(|𝜉||�̂�| + |𝜉||𝑣|)(|𝜉||�̂�| − |𝜉||𝑣|)𝑑𝜉

⃒⃒⃒⃒

≤
(︂∫︁

R
(|𝜉||�̂�| + |𝜉||𝑣|)2𝑑𝜉

)︂ 1
2
(︂∫︁

R
(|𝜉||�̂�| − |𝜉||𝑣|)2𝑑𝜉

)︂ 1
2

≤
(︂∫︁

R
(|𝜉|2(|�̂�| + |𝑣|)2𝑑𝜉

)︂ 1
2
(︂∫︁

R
(|𝜉|2(|�̂�| − |𝑣|)2𝑑𝜉

)︂ 1
2

≤
(︂

2
∫︁
R
(|𝜉|2|�̂�2 + |𝜉|2|𝑣|2)𝑑𝜉

)︂ 1
2
(︂∫︁

R
(1 + |𝜉|2)𝑚+2|(�̂�− 𝑣)|2𝑑𝜉

)︂ 1
2

≤
√

2
{︃(︂∫︁

R
|𝜉|2|�̂�|2𝑑𝜉

)︂ 1
2

+
(︂∫︁

R
|𝜉|2|𝑣|2𝑑𝜉

)︂ 1
2
}︃

(︂∫︁
R
(1 + |𝜉|2)𝑚+2|(�̂�− 𝑣)|2𝑑𝜉

)︂ 1
2

≤
√

2
{︃(︂∫︁

R
(1 + |𝜉|2)2|𝑢|2𝑑𝜉

)︂ 1
2

+
(︂∫︁

R
(1 + |𝜉|2)2|𝑣|2𝑑𝜉

)︂ 1
2
}︃

(︂∫︁
R
(1 + |𝜉|2)𝑚+2|(�̂�− 𝑣)|2𝑑𝜉

)︂ 1
2

=
√

2(||𝑢||𝐻2 + ||𝑣||𝐻2)||𝑢− 𝑣||𝐻𝑚+2

≤
√

2(𝐶1 + 𝐶1)||𝑢− 𝑣||𝐻𝑚+2 = 2
√

2𝐶1||𝑢− 𝑣||𝐻𝑚+2 .

Utilizando os fatos anteriores temos:

||𝑁(𝑢) −𝑁(𝑣)||2𝐻𝑚 =
∫︁
R
(1 + |𝜉|2)𝑚(|�̂�(𝑢) − �̂�(𝑣)|)2𝑑𝜉

≤
∫︁
R
(1 + |𝜉|2)𝑚

(︂
𝑀
(︂∫︁

R
|𝜉|2|�̂�|2𝑑𝜉

)︂
|𝜉|2|�̂�− 𝑣|

+ max
0≤𝑠≤𝐶1

|𝑀 ′(𝑠)|2
√

2𝐶1||𝑢− 𝑣||𝐻𝑚+2 |𝜉|2|𝑣|
)︂2
𝑑𝜉

≤ 2
(︂

max
0≤𝑠≤𝐶1

𝑀(𝑠)
)︂2 ∫︁

R

(︁
1 + |𝜉|2

)︁𝑚
|𝜉|4|�̂�− 𝑣|2𝑑𝜉

+16𝐶2
1

(︂
max

0≤𝑠≤𝐶1
|𝑀 ′(𝑠)|

)︂2
||𝑢− 𝑣||2𝐻𝑚+2

∫︁
R

(︁
1 + |𝜉|2

)︁𝑚
|𝜉|4|𝑣|2𝑑𝜉

≤ 2
(︂

max
0≤𝑠≤𝐶1

𝑀(𝑠)
)︂2 ∫︁

R

(︁
1 + |𝜉|2

)︁𝑚+2
|�̂�− 𝑣|2𝑑𝜉

+ 16𝐶2
1

(︂
max

0≤𝑠≤𝐶1
𝑀 ′(𝑠)

)︂
||𝑢− 𝑣||2𝐻𝑚+2||𝑣||2𝐻𝑚+2

≤ 2
(︂

max
0≤𝑠≤𝐶1

𝑀(𝑠)
)︂2

||𝑢− 𝑣||2𝐻𝑚+2 + 16𝐶4
1

(︂
max

0≤𝑠≤𝐶1
|𝑀 ′(𝑠)|

)︂2
||𝑢− 𝑣||2𝐻𝑚+2 .

Com isso tem-se:

||𝑁(𝑢) −𝑁(𝑣)||𝐻𝑚 ≤
√

2
(︂

max
0≤𝑠≤𝐶1

𝑀(𝑠)
)︂

||𝑢− 𝑣||2𝐻𝑚+2 + 4𝐶2
1

(︂
max

0≤𝑠≤𝐶1
|𝑀 ′(𝑠)|

)︂
||𝑢− 𝑣||2𝐻𝑚+2 .
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Considerando 𝐶2 = 𝑚𝑎𝑥{
√

2 max
0≤𝑠≤𝐶1

𝑀(𝑠), 4𝐶2
1 max

0≤𝑠≤𝐶1
|𝑀 ′(𝑠)|} temos

||𝑁(𝑢) −𝑁(𝑣)||𝐻𝑚 ≤ 𝐶2||𝑢− 𝑣||𝐻𝑚+2 + 𝐶2||𝑢− 𝑣||𝐻𝑚+2

= 2𝐶2||𝑢− 𝑣||𝐻𝑚+2 = 𝐿𝐶1||𝑢− 𝑣||𝐻𝑚+2

onde 𝐿𝐶1 = 2𝐶2 > 0.

■

Lema 3.1.5. Sejam 𝐴 e 𝐹 conforme definidos anteriormente onde 𝑀 satisfaz a con-
dição (1.6), então se {𝑢0, 𝑢1, 𝜃0, 𝑞0} ∈ H4 × H3 × H2 × H2 existe uma única 𝑢(𝑡) =
{𝑢(𝑡);𝑢𝑡(𝑡); 𝜃(𝑡); 𝑞(𝑡)} e 𝑇𝑚𝑎𝑥 tal que 𝑈 ∈ 𝐶([0, 𝑇𝑚𝑎𝑥); H4×H3×H2×H2) ∩ 𝐶1([0, 𝑇𝑚𝑎𝑥]; H2×
H1 × L2 × L2).

Demonstração. Primeiramente, observemos que 𝐷(𝐴) = H4 × H3 × H2 × H2 Sabemos
do teorema 3.1.3 que 𝐴 é um gerador infinitesimal de semigrupo de contrações, digamos
{𝑆(𝑡)}𝑡≥0 de classe 𝐶0 em H2 × H1 × L2 × L2.

Provemos que a aplicação 𝐹 : H4 × H3 × H2 × H2 −→ H4 × H3 × H2 × H2 de-

finida por 𝐹 (𝑢) = �̂�𝑈 com 𝑈(𝑡) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑢(𝑡)
𝑣(𝑡)
𝜃(𝑡)
𝑞(𝑡)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ é localmente Lipschitiziana.

Com efeito, sejam 𝑈 = [𝑢, 𝑣, 𝜃, 𝑞] e 𝑉 =
[︁
�̂�, 𝑣, 𝜃, 𝑞

]︁
∈ H4 × H3 × H2 × H2 tais que

||𝑈 ||H4×H3×H2×H2 ≤ 𝐶3 e ||𝑉 ||H4×H3×H2×H2 ≤ 𝐶3 com 𝐶3 > 0. Daí utilizando o lema
3.1.4 obtemos

||𝐹 (𝑢) − 𝐹 (𝑣)||H4×H3×H2×H2 = ||�̂�𝑈 − �̂�𝑉 ||H4×H3×H2×H2

= ||𝑁(𝑢) − �̂�(�̂�)𝐻2

≤ 𝐿𝐶3||𝑢− �̂�||𝐻4

≤ 𝐿𝐶3(||𝑢− �̂�||𝐻4 + ||𝑣 − 𝑣||𝐻3 + ||𝜃 − 𝜃||𝐻2 + ||𝑞 − 𝑞||𝐻2

= 𝐿𝐶3||𝑈 − 𝑉 ||H4×H3×H2×H2

onde 𝐿𝐶3 é uma constante positiva.

A aplicação direta do teorema 2.11.3 (com 𝑋 = H2 × H1 × L2 × L2 e 𝐷(𝐴) =
H4 × H3 × H2 × H2) completa a demonstração do lema, como queríamos. ■
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3.2 Existência e unicidade da solução global

Teorema 3.2.1. (Solução Global) Suponhamos que 𝑀 satisfaça a condição (1.6). Se
{𝑢0, 𝑢1, 𝜃0, 𝑞0} = 𝑈0 ∈ H2 × H1 × L2 × L2, então o problema (1.4) admite uma única
solução fraca 𝑈 = {𝑢(𝑡);𝑢𝑡(𝑡); 𝜃(𝑡); 𝑞(𝑡)} satisfazendo

𝑈 ∈ 𝐶([0,+∞); H2 × H1 × L2 × L2)

Demonstração. Segue do lema 4.2.2 existe uma terna de funções {𝑢, 𝑣, 𝜃, 𝑞}, com 𝑢 ∈
𝐻4, 𝑣 ∈ 𝐻3, 𝑢𝑡 ∈ 𝐻3, 𝑢𝑡𝑡 ∈ 𝐿2, 𝜃 ∈ 𝐻2, 𝜃𝑡 ∈ 𝐿2, 𝑞 ∈ 𝐻2 e 𝑞𝑡 ∈ 𝐿2 que é solução de (3.1) em
[0, 𝑇𝑚𝑎𝑥), para algum 𝑇𝑚𝑎𝑥 > 0.

Queremos mostrar que 𝑇𝑚𝑎𝑥 = +∞. Para isso, suponhamos que 𝑇𝑚𝑎𝑥 < +∞.

Nesse caso, pelo item (i) do teorema 2.13.3 devemos ter

lim
𝑡→𝑇𝑚𝑎𝑥

(||𝑈(𝑡)||𝐻2×𝐻1×𝐿2×𝐿2) = +∞. (3.14)

Seja 0 ≤ 𝑡 < 𝑇𝑚𝑎𝑥. Utilizando as equações do sistema (3.1), temos que

𝑑

𝑑𝑡
{𝐸(𝑡)} = −

∫︁
R
𝑞2𝑑𝑥, (3.15)

com
𝐸(𝑡) = 1

2

∫︁
R

(︁
𝑢2

𝑡 + 𝜇𝑢2
𝑡𝑥 + 𝑢2

𝑥𝑥 + 𝑢2 + 𝜃2 + 𝜏𝑞2
)︁
𝑑𝑥+ 1

2�̂�
(︂∫︁

R
𝑢2

𝑥𝑑𝑥
)︂

onde �̂�(𝜆) =
∫︁ 𝜆

0
𝑀(𝑠)𝑑𝑠 para qualquer 𝑡 ∈ [0, 𝑇𝑚𝑎𝑥) com 𝜇 e 𝛼 maiores do que zero.

Segue de (3.15) que

𝐸(𝑡) ≤ 𝐸(0) ∀ 𝑡 ∈ [0, 𝑇𝑚𝑎𝑥).

Da estimativa acima garantimos que

‖𝑢‖2
𝐻2 ≤ 2𝐸(0), ‖𝑢𝑡‖2

𝐻1 ≤ 2𝐸(0), ‖𝜃‖2
𝐿2 ≤ 2𝐸(0) e ‖𝑞‖2

𝐻1 ≤ 2𝐸(0) ,∀ 𝑡 ∈ [0, 𝑇𝑚𝑎𝑥),

provando que ||𝑈(𝑡)||𝐻2×𝐻1×𝐿2×𝐿2 < +∞ ∀ 𝑡 ∈ [0, 𝑇𝑚𝑎𝑥).Mas isso contraria (3.14), logo
𝑇𝑚𝑎𝑥 = +∞, provando a existência de solução global única para o modelo (3.1).

■
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4 Considerações finais

O estudo da condução de calor é algo que chama atenção dos cientistas a muitos
séculos. Fazer o estudo de algo tão complexo pode ser uma tarefa árdua e igualmente
prazerosa. Em nosso trabalho, os aspectos físicos foram acompanhados por equações e
sistemas de equações diferenciais parciais que são essenciais na pesquisa em matemática.

Pudemos observar que a busca de soluções fracas com a utilização de semigrupos
é uma técnica bastante eficaz na solução de equações de evolução com fronteira limitada,
como no caso em estudo ou com fronteira ilimitada como nos trabalhos de [5] e [16].

Para trabalhos futuros podemos destacar a parte numérica desse sistema. Ainda
está totalmente em aberto as estimativas numéricas utilizando diferenças finitas e o mé-
todo dos gradientes conjugados para esse modelo termoelástico e termoviscoelástico. Em
suma, modelos físicos precisam passar pela prova numérica para poderem ser mais dis-
cutidos e com isso, passarem a ser mais utilizados pelos cientistas em geral em modelos
voltados para a indústria.

Ainda há de se frizar que em espaços de Besov e Triebel-Lizerkin não consegui-
mos, ainda, mostrar a existência de soluções fracas para tal sistema. Isso pode motivar
trabalhos futuros e fazer com que o modelo seja ainda mais refinado.
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