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RESUMO

Tese de Doutorado
Programa de P6s-Graduacdo em Administracéo
Universidade Federal de Santa Maria

RISCO DO DESVIO DA PERDA: UMA ALTERNATIVA A
MENSURACAO DO RISCO

AUTOR: MARCELO BRUTTI RIGHI
ORIENTADOR: PAULO SERGIO CERETTA
Data e Local da Defesa: Santa Maria, Julho de 2015.

Esse trabalho apresenta o Risco do Desvio da Perda (Shortfall Deviation Risk — SDR), uma
medida de risco que representa a perda esperada de resultados que ocorrem com determinada
probabilidade penalizada pela dispersdo de resultados piores que essa expectativa. O SDR
combina a Perda Esperada (Expected Shortfall — ES) com o Desvio da Perda (Shortfall
Deviation — SD), introduzido nesse trabalho, de modo a contemplar os dois pilares
fundamentais do conceito de risco, que sdo a possibilidade de eventos ruins (ES) e a
variabilidade sobre uma expectativa (SD), além de levar em conta resultados extremos. Neste
estudo € demonstrado que o SD é uma medida de desvio generalizado, ao passo que o SDR é
uma medida de risco coerente. A representacdo dual do SDR € obtida, e questdes como sua
representacdo por meio de uma ponderacdo da ES, conjuntos de aceitacdo, convexidade,
continuidade e relagdo com dominancia estocastica sao discutidas. llustracbes com simulacéo
Monte Carlo e dados reais indicam que o SDR oferece maior protecdo na mensuracao do risco
que outras medidas, especialmente em momentos de turbuléncia.

Palavras-Chave: Risco do Desvio da Perda, Gestdo de Risco, Medidas de Risco, Medidas
Coerentes de Risco, Medidas de Desvio Generalizado.
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We present the Shortfall Deviation Risk (SDR), a risk measure that represents the expected
loss of results that occur with certain probability penalized by the dispersion of results worse
than such expectation. The SDR combines the Expected Shortfall (ES) and the Shortfall
Deviation (SD), which we also introduce, contemplating the two fundamental pillars of the
risk concept—the probability of adverse events (ES) and the variability of an expectation
(SD)—and considers extreme results. We demonstrate that the SD is a generalized deviation
measure, whereas the SDR is a coherent risk measure. We achieve the dual representation of
the SDR, and we discuss issues such as its representation by a weighted ES, acceptance sets,
convexity, continuity and the relationship with stochastic dominance. Illustrations using
Monte Carlo simulation and real data indicate that the SDR offers greater protection to
measure risk than other measures, especially in turbulent times.

Key words: Shortfall Deviation Risk, Risk Management, Risk Measures, Coherent Risk
Measures, Generalized Deviation Measures.
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1 INTRODUCAO

Risco esta entre 0os conceitos financeiros mais importantes, talvez o principal pela
influéncia que tem sobre os demais. Toda vez que uma turbuléncia financeira ocorre, tal como
crises e colapsos no sistema financeiro, o foco na gestdo de risco aumenta. Um aspecto
fundamental de uma correta gestdo de risco € a mensuracao, especialmente a previsdo de
medidas de risco. A superestimacdo do risco pode levar um agente a reter capital que poderia
ser aplicado em investimentos lucrativos, ao passo que subestimar o risco pode resultar em
perdas muito grandes sem o agente estar preparado.

Apbs o trabalho marcante de Markowitz (1952), o risco de uma posi¢do financeira
passou a ser tratado de forma mais cientifica. Desse ponto se consolidou o0 uso de medidas de
variabilidade, como variancia, semi-desvio e desvio padrdo para representar o risco. Com a
evolucdo e integracdo dos mercados financeiros, bem como a ocorréncia de eventos criticos,
surgiu a necessidade de outro tipo de mensuracdo, baseado nas perdas maiores e menos
provaveis, conhecidas como riscos de cauda. O marco nesse sentido foi o produto comercial
RiskMetrics, introduzido pela companhia JPMorgan no inicio da década de 1990, onde a medida
de risco € baseada no quantil da distribuicdo dos resultados, conhecido como o Valor em Risco
(Value at risk — VaR). De modo menos formal, o VaR representa uma perda que s € superada
dado um nivel de significancia durante certo periodo. Desde que o VaR foi sancionado pelo
comité da Basileia, que é uma entidade que funciona como conselho de praticas para gestdo de
risco em instituicdes financeiras, ele se tornou a medida padrao para risco financeiro. Trabalhos
gue apresentam o VaR em detalhes incluem Duffie e Pan (1997) e Jorion (2007), por exemplo.

Apesar deste amplo uso pratico, havia uma falta de estudos que definissem quais
caracteristicas uma medida de risco desejavel precisaria ter. Nesse sentido, surgiu toda uma
corrente na literatura que discute, propde e critica as propriedades tedricas que determinada
medida de risco deve cumprir. Visando contornar essas deficiéncias, emerge a classe de
medidas de risco coerentes, introduzidas por Artzner et al. (1999), que apresentam axiomas que
uma medida de risco deve atender para que possa ser utilizada. Discussdes teoricas sobre
medidas de risco comecgaram a ter espaco na literatura, ndo se tendo mais analises apenas sob
uma perspectiva empirica. Outras classes de medidas de risco surgiram, como as medidas

convexas, apresentadas simultanemanete por Follmer e Schied (2002) e Frittelli e Gianin



(2002), medidas espectrais, propostas por Acerbi (2002), e medidas de desvio generalizado,
introduzidas por Rockafellar et al. (2006), para citar as de maior destaque.

Com base nos axiomas de coeréncia, e de outras classes de medidas de risco, 0 uso
indiscriminado do VaR passou a sofrer fortes criticas, pois esta medida ndo € convexa,
implicando em o risco de uma posigéo diversificada ser maior que a soma dos riscos individuais.
Além disso, o VaR ignora completamente o potencial de resultados além do quantil de interesse,
0 que pode ser muito perigoso. A esse respeito, uma linha de estudos aborda a questdo da falta
de coeréncia do VaR, apresentando alternativas que atendem aos axiomas. O valor esperado de
perdas que superam o VaR passou a ser defendido como medida de risco a ser utilizada.
Diferentes autores propdem conceitos muito semelhantes sob nomes diferentes na literatura,
uma vez que havia uma lacuna a ser preenchida. Acerbi e Tache (2002a) apresentam a Perda
Esperada (Expected Shortfall — ES), Rockafellar e Uryasev (2002) e Pflug (2000) introduzem
0 Valor em Risco Condicional (Conditional Value at Risk — CVaR), Artzner et al. (1999)
argumentam em favor da Expectativa Condicional da Cauda (Tail Conditional Expectation —
TCE), também chamada de Valor em Risco na Cauda (Tail Value at Risk — TVaR) e a Pior
Expectativa Condicional (Worst Conditional Expectation — WCE), Longin (2001) apresenta o
Além do Valor em Risco (Beyond Value at Risk — BVaR), Follmer e Schied (2011) chamam
essa medida de Valor em Risco Médio (Average Value at Risk — AVaR).

Todos esses trabalhos apontam para vantagens no uso da medida que propdem sobre o
VaR. Embora todas essas medidas possuam defini¢oes extremamente semelhantes, em financas
a medida de risco coerente que mais tem destaque € a ES. De fato, como mostrado por Acerbi
e Tasche (2002a), essas defini¢des levam aos mesmos resultados quando aplicadas a dados com
distribuicGes continuas. Esses autores mostram que a vantagem da definicdo da ES é ser
coerente independentemente da distribuicdo subjacente, podendo ser estimada efetivamente
mesmo em casos onde estimadores do VaR podem falhar. Corroborando, Acerbi e Tasche
(2002b) discutem as propriedades de coeréncia da ES, além de comparar diversas
representacdes da medida que sdo mais apropriadas para determinadas propostas.
Complementando esta superioridade, Tasche (2002) argumenta que na busca por uma
alternativa adequada ao VaR, a ES tem se caracterizado como a mais relevante medida de risco.

Todavia, apesar das vantagens a ES ainda € menos usada que o VaR. Um dos principais
fatores para esta diferenca na utilizacédo € a ES ser mais complicada de prever, bem como avaliar
tais previsdes, devido a sua definicdo matematica um pouco mais complexa. N&do obstante,
estudos tém sido realizados de modo a comparar VaR e ES, além de outras medidas,

encontrando resultados divergentes quanto a vantagem de cada uma. As conclusdes séo de que,



embora 0 VaR seja falho em muitos casos, a ES possui dificil implementacéo ou ndo abrange
toda definicdo de risco, como argumentado em Yamai e Yoshiba (2005), Dowd e Blake (2006)
e Guégan e Tarrant (2012), ou mesmo que 0 VaR néo é tdo problematico e que usar a ES pode
levar a resultados piores, conforme encontrdo por Alexander e Baptista (2004), Dhaene et al.
(2008), Wylie et al. (2010), Bamberg e Neuhierl (2010) e Danielsson et al. (2013).

Pela ndo existéncia de consenso sobre qual medida utilizar, existe espaco para a
utilizacdo de outras medidas de risco. Algumas outras medidas coerentes surgiram na literatura,
como por exemplo o0 Valor em Risco Ponderado (Weighted Value at Risk — WVaR), proposto
por Cherny (2006), que é uma versdo ponderada de medidas como ES e CVaR. Follmer e
Knispel (2011) apresentam uma versao coerente da medida entropica, baseada numa funcéo de
utilidade exponencial. Outro exemplo é o Valor em Risco Entropico (Entropic Value at Risk —
EVaR), proposto por Ahmadi-Javid (2012), que corresponde ao limite superior mais apertado
possivel obtido por uma inequacdo entre VaR e CVaR. Jadhav et al. (2013) apresentam a Perda
Esperada Modificada (Modified Expected Shortfall — MES), que representa o valor esperado de
perdas que estdo situadas entre o0 VaR e outro quantil de interesse, sendo sempre menor que a
ES. Fischer (2003) considera medidas unilaterais, que sdo uma combinacdo entre a média e o
semi-desvio em momentos superiores, ao passo que Chen e Wang (2008) consideram medidas
bilaterais, que incorporam também semi-desvio de ganhos. Krokhmal (2007) também considera
momentos superiores para obter medidas de risco coerentes como solugdes de problemas de
otimizacdo que levam em conta, de alguma forma, a dispersdo das perdas. Ja Folmer e Schied
(2002) apresentam o Risco de Perda (Shortfall Risk — SR), que é o valor esperado de uma funcéo
de perda convexa e crescente. Por sua vez, Belles-Sampera et al. (2014) apresentam o Valor em
Risco Colado (Glue Value at Risk — GLUEVaR), que é uma combinacdo entre TVaR para dois
quantis diferentes com o VaR de um dos dois quantis. Bellini et al. (2014) defendem o uso dos
expectis, pois mostram que sdo a Unica representacdo genérica de funcBes quantilicas que
atendem as propriedades de coeréncia.

Dada a necessidade de novas medidas, até mesmo abordagens que ndo garantem a
coeréncia ou fogem dos enfoques tradicionais sdo propostas. Jarrow (2002) apresenta uma
medida baseada no prémio de op¢Oes de venda. Bertsimas et al. (2004) expde o conceito da
diferenca entre o valor esperado e a ES. Chen e Yang (2011) introduzem a Perda Esperada
Ponderada (Weighted Expected Shortfall — WES), uma versdo da ES que atribui pesos nao
lineares diferentes para resultados que representam perdas maiores que 0 VaR. Belzunce et al.
(2012) utilizam a razdo entre ES e VaR, chamando de Perda Esperada Proporcional

(Proportional Expected Shortfall — PES), a fim de ter uma medida universal para riscos de



diferentes naturezas. Pensando em extensdes para uma dimensdo multivariada, Cossette et al.
(2013) e Cousin e Di Bernardino (2013) apresentam o VaR ortante superior e inferior, que
representam o VaR maximo e minimo de um conjunto de ativos. Similarmente, Cousin e Di
Bernardino (2014) estendem o conceito de VVaR ortante superior e inferior para o caso da TCE.
De modo um pouco diferente, Prékopa (2012) define o VaR multivariado como um conjunto
de quantis de uma distribuicdo multivariada de probabilidade. Lee e Prékopa (2013)
desenvolvem a teoria e metodologia de VaR e CVaR multivariados baseados em adaptacdes de
quantis multivariados. Hamel et al. (2013) apresentam o AVaR multivariado definido em
conjuntos, ao invés de um escalar ou mesmo um vetor.

Apesar da proposicéo de outras medidas de risco para mercados financeiros, elas néo
obtiveram o mesmo sucesso que 0 VaR ou a ES, seja por serem um pouco mais complicadas,
ou mesmo por estarem demasiadamente relacionadas com a ES. O foco tem sido dado para o
valor esperado de perdas. Porém, o conceito de variabilidade, um dos pilares do conceito de
risco, é negligenciado nessa defini¢do de medida de risco. O foco central deste trabalho é propor
uma medida de risco que inclua o grau de dispersdo de uma perda extrema, além de seu valor
esperado, na mensuracdo do risco. Assim como duas posic¢des financeiras com 0 mesmo retorno
esperado podem apresentar variabilidades muito distintas considerando-se todos os dados
disponiveis, pode haver também discrepancia se apenas os valores extremos forem
considerados.

Neste estudo se considera a dispersdo mensurada pelo desvio padrdo de resultados que
representam perdas maiores que a ES. Tal desvio é chamado no presente estudo de Desvio da
Perda (Shortfall Deviation — SD). Assim, utilizando os conceitos da ES e do SD, este trabalho
tem como objetivo principal introduzir uma nova medida de risco, 0 Risco do Desvio da Perda
(Shortfall Deviation Risk — SDR), que pode ser entendido como a perda esperada, quando esta
perda supera 0 VaR, penalizada pela dispersao de resultados que representam perdas maiores
que essa expectativa. Essa caracteristica é ignorada pela ES e medidas relacionadas, mas o SDR
a contempla. Portanto, além de juntar os dois conceitos fundamentais de risco em uma Unica
medida, possibilidade de resultados ruins (ES) e variabilidade sobre um resultado esperado
(SD), o SDR leva em conta as caudas, que representam momentos criticos, justamente onde a
correta gestdo de risco é mais necessaria. E possivel entender o SDR como sendo uma medida
mais completa neste sentido. De fato, 0 SDR domina a ES no sentido de apresentar valores
maiores devido a penalizagdo pela disperséo, podendo funcionar como uma barreira de protecdo
mais sélida. Com base nessa perspectiva, definicdes sobre 0 SDR séo discutidas em detalhes e

suas propriedades teoricas sdo provadas. O componente SD se trata de uma medida de desvio
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generalizado, conforme proposto por Rockafellar et al. (2006), ao passo que a medida proposta
SDR é uma medida de risco coerente no sentido de Artzner et al. (1999). Assim, além de
concreto senso pratico em sua definicdo, o0 SDR possui sélidas propriedades teodricas que
garantem sua utilizagcdo sem violar pressupostos axiomaticos. Uma ilustracdo com simulacoes
e dados reais apresenta de maneira mais pratica 0s conceitos propostos.

O presente trabalho contribui tanto para a academia como para a inddstria financeira
porquanto propde uma nova medida de risco, 0 SDR. O conceito de dispersdo na cauda nao é
novo, uma vez que a variancia, e consequentemente o desvio-padrdo, de uma distribuicao
truncada € um conceito bem estabelecido. Todavia, trabalhos como Wu e Xiao (2002) e Bali et
al. (2009) ndo discutem nenhuma propriedade tedrica para dar sustentacdo a sua utilizacdo. J&
Valdez (2005) e Furman e Landsman (2006a) discutem propriedades teoricas da variancia na
cauda, porém nao a encaixam em classes de medidas de risco. Todos esses estudos consideram
avariancia truncada pelo VaR e néo pela ES, de modo a penalizar de forma igual perdas maiores
e menores que a ES. Como a ideia € justamente penalizar o risco medido pela ES, considerar a
dispersdo de resultados que representam perdas maiores que a ES tem mais sentido. Ainda,
Wang (1998) apresenta um desvio na cauda que é a diferenca entre expectativas distorcida e
n&o distorcida, discutindo suas propriedades. Sordo (2009) considera mais formas de disperséo
na cauda, além do desvio-padréo. O presente trabalho avanca porquanto apresenta de maneira
mais completa as caracteristicas do componente SD como sendo uma medida de desvio
generalizado.

Mais além, Fischer (2003) e Chen e Wang (2008) consideram juntar média e semi-
desvios em diferentes poténcias para formar uma medida de risco coerente. Todavia, a medida
SDR ¢é definida para as caudas, enquanto aquelas propostas por esses autores ndo. Além disso,
esses autores consideram semi-desvio, enquanto no presente trabalho o foco é no desvio padrédo
condicional, que leva a penalizacdes maiores. Krokhmal (2007) estende o conceito da ES,
obtida como solucdo de problema de otimizacdo, para casos com momentos superiores,
mostrando que sdo medidas de risco coerentes e possuem relacdo com medidas de desvio
generalizado. Contudo, as medidas obtidas pelo método proposto por esse autor ndo tém um
significado financeiro explicito, como é o caso do SDR, de tal modo que nédo se pode definir de
modo intuitivo o conceito por trds do valor obtido. Furman e Landsman (2006a, 2006b)
propdem uma medida semelhante ao SDR, que pondera média e dispersdo na cauda truncada
pelo VaR, discutindo algumas propriedades teéricas. O SDR, porém, considera para
penalizacdo perdas maiores que a ES, o que implica em melhores propriedades, como por

exemplo que posi¢cdes com perdas maiores apresentem maior risco, ao contrario da medida
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apresentada pelos autores. Ainda, o esquema de ponderacdo da dispersdo do SDR ¢é diferente,
garantindo maior penalidade pelo desvio em quantis mais extremos. Dessa maneira, a medida
SDR se diferencia por ter mais propriedades teoricas, bem como sua classificagdo como
medidas de risco coerentes demonstrada.

O restante deste trabalho, além desta secdo inicial que configura uma introducdo ao
tema, bem como apresentacao do objetivo e contribuigdo, esté estruturado da seguinte forma: a
secdo 2 apresenta a literatura da teoria de medidas de risco em finangas, a fim de oferecer
melhor compreensdo de determinados temas contidos no restante do trabalho; a secdo 3
representa a principal parte do trabalho e sua contribui¢do, uma vez que é onde se apresenta a
medida SDR proposta, bem como provas de suas propriedades teoricas; a secdo 4 expde
ilustracbes compostas por simulacbes e dados reais, com o intuito de exemplificar como a
medida se comporta em termos praticos e em relacdo as medidas de risco mais utilizadas na
literatura; a secdo 5 apresenta as conclusées do estudo, além de defender a aplicacdo do SDR
para diferentes campos em finangas.

1.1 Notacao bésica

Devido ao carater técnico do trabalho, € necessario definir alguns termos. A menos que
seja explicitado de modo diferente, o conteldo se baseia na seguinte notacdo. Considere um
mercado de periodo Unico, o que significa que existe a data atual 0 e uma data futura T.
Nenhuma transacdo € possivel entre 0 e T. Considere o resultado aleatério X de algum ativo ou
portfélio, definido em um espaco de probabilidade (2, F, P) sem atomos (atomless), onde 2 é
0 espaco amostral, F é o conjunto de eventos possiveis em 2, e P é uma medida de
probabilidade definida em £ dos eventos contidos em F. Dessa forma, Ep[X] é 0 valor esperado
de X sob P. Ainda, P = {Q|Q «< P} é um conjunto ndo vazio, pois P € P, que representa

medidas de probabilidade Q definidas em £ que sdo absolutamente continuas em relacéo a IP.

aQ

Nesse sentido, —
dP

¢ a densidade de Q relativa a P, conhecida como derivada de Radon-

Nikodym. Todas as igualdades e desigualdades séo consideradas como quase certas em P, ou
[P a.s. (almost surely — quase certamente). Tem-se que Fy € a funcdo de probabilidade de X e
Fy ! suainversa. Como (12, F, P) ndo tem atomos, € possivel assumir Fy como sendo continua,

e é esta suposicdo que ¢é feita ao longo do trabalho. Seja LP = LP (12, F, IP) o0 espago de variaveis
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aleatorias do qual X € um elemento, com 1 < p < oo, definido pelanorma [[X]||,, = (Ep[lxlp])%
com p finito, e [|X||, = inf{k : [X| < k} para p infnito. X € L? significa que || X]|, < oo, ou
seja, 0 mddulo de X & poténcia p é limitado e integrdvel. Nesse contexto, medir risco é
equivalente a estabelecer uma fungdo p : LP? — R, ou seja resumir em um numero o risco da

posicao X.
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2 MEDIDAS DE RISCO

Esta secdo visa apresentar de forma abrangente a literatura que da suporte teérico aos
estudos referentes & mensuracéo de risco em financas, expondo as distintas classificacdes de
medidas de risco, bem como trabalhos que discutem essas questdes de ordem mais teorica. O
foco dos trabalhos apresentados € para pesquisas que apresentem contribuicdo tedrica. Estudos
que focam em contribuigdes empiricas, como estimacao e aplicacfes, foram evitados devido a
limitac&o de contribuicdo que poderiam representar, além da necessidade de se manter o escopo
do trabalho. A divisdo feita aqui visa contemplar as principais classes de medidas de risco
presentes na literatura. Assim, essa secdo € subdividida em: i) Medidas de risco coerentes; ii)
Medidas de risco convexas; iii) Medidas de risco espectrais e de distorcdo; iv) Medidas de
desvio generalizado; v) Outras classes de medidas de risco. Para cada classe, o foco é na teoria

basica e em extensdes a essa estrutura fundamental.

2.1 Medidas de risco coerentes

2.1.1 Teoria bésica

O primeiro trabalho sobre axiomas de medidas de risco em financas foi o realizado por
Artzner et al. (1999). Neste trabalho seminal, o termo apresentado pelos autores é o de
coeréncia. Segundo esta classificagdo, uma medida de risco coerente deve satisfazer quatro
axiomas. Dessa forma, temos por definicdo que uma medida de risco coerente, no sentido de

Artzner et al. (1999), satisfaz os seguintes axiomas:

Invariancia de Translacdo: p(X + C) = p(X) —C,YX € LP,C € R.

Subaditividade: p(X +Y) < p(X) + p(Y),VX,Y € LP.

Monotonicidade: se X <Y, entdo p(X) = p(Y) ,V X,Y € LP.
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Homogeneidade Positiva: p(1X) = Ap(X),VX € LP,A1 > 0.

O primeiro axioma quer dizer que se for adicionado um ganho certo a uma posic¢éo, o
risco da mesma deve diminuir nessa exata quantidade. O segundo axioma implica em o risco
de uma posi¢do combinada ser menor que a soma dos riscos individuais, seguindo o principio
da diversificacdo. O terceiro axioma exige que se uma posi¢do tem sempre resultados piores do
que outra, entdo o risco da primeira deve ser maior que o da segunda. O quarto axioma é
relacionado ao tamanho da posicdo, isto €, posicbes maiores aumentam o0 risco
proporcionalmente, devido a problemas de liquidez e custos de corretagem.

Artzner et al. (1999) ainda consideram mais um axioma, além dos quatro que definem

0 conceito de coeréncia. Este axioma € o de relevancia, como mostrado a seguir:

Relevancia:se X < 0e X # 0entdo p(X) >0,V X € LP.

Tal propriedade, semelhante a monotonicidade, mostra que se uma posi¢ao sempre gera
resultados negativos (perdas), entdo seu risco é positivo, isto é, existe risco.

Esta definicdo de medida de risco coerente esta intimamente ligada a questdo da
regulacdo de uma instituicdo, porquanto é vinculada com o que Artzner et al. (1999) definem
como sendo 0 conjunto de aceitagdo. Essa questdo vem diretamente do axioma de invariancia
da translagéo, implicando em uma medida de risco coerente indicar quanto de capital deve ser
adicionado a uma posic¢do a fim de torna-la aceitavel. Dada uma medida de risco p, o conjunto

de aceitacdo definido como 4, = {X € LP : p(X) < 0}, isto &, os resultados que levam a uma

situagdo que ndo ocorram perdas, ou seja, sem risco positivo. Seja L-. o cone de elementos ndo
negativos de L?, e LP sua contraparte negativa. Artzner et al. (1999) argumentam que todas as

medidas de risco p plausiveis tem um conjunto de aceitagdo A, que satisfaz as seguintes

propriedades: contém L%, ndo tem intersecgdo com LP, e é um cone CONvexo.

Dessa forma, Artzner et al. (1999) formalmente definem que dado um conjunto de
aceitacdo A, a medida de risco associada a esse conjunto é p(X) = inf{m : X + m € 4,}, isto
é, 0 minimo de capital que precisa ser adicionado a posicdo X para torna-la aceitavel. Um
regulador deveria escolher um conjunto de aceitacdo e a medida de risco informaria quanto de
capital é preciso ter em reserva para evitar desastres. Vale ressaltar que os autores demonstram

que se um conjunto de aceitacdo preenche as propriedades definidas anteriormente, entdo a
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medida de risco associada a esse conjunto é coerente. Da mesma forma, se uma medida de risco
é coerente, entdo o0 conjunto de aceitacdo vinculada com essa medida preenche as propriedades
exigidas. Artzner et al. (1999) mostram que toda medida de risco coerente pode ser expressa

por uma representacdo dual da forma p(X) = sup Eg[—X], podendo ser entendida
QEP,

financeiramente como o pior resultado esperado de X dentre os cenarios Q € 7, € P, para

espacos de probabilidade discretos.

2.1.2 Extens0es: expansao na representacao

Com a consolidacdo dessas propriedades teoricas, o sucesso dos axiomas de coeréncia
se tornou ainda maior. Conforme tais axiomas foram sendo mais estudados, novas discussdes
foram surgindo. Sobre extensdo na representacdo, Delbaen (2002) apresenta todo o corpo
tedrico de medidas de risco coerentes para espacos gerais de probabilidade, ndo apenas os
discretos. Os resultados séo derivados para o espacgo de variaveis limitadas, isto é, L, assim
como para o espaco de todas as variaveis aleatdrias, ou seja, L°. Axiomas, conjunto de
aceitacdo, representacdo dual, e todas as caracteristicas presentes em Artzner et al. (1999) sao

generalizados. Esta extenséo € possivel com base na caracterizacdo p(X) = sup Eg[—X], onde
QePs

Pr = {Q € P : Eg[X] < oo} séo espagos convexos fechados de medidas de probabilidade que
satisfazem a propriedade de que toda varidvel aleatoria X é integravel para pelo menos uma
medida de probabilidade Q € 2,. O autor mostra que tal representacdo € equivalente a medida

de risco coerente p apresentar a propriedade de continuidade de Fatou, ou seja, se {X,}n=1 C

P
L™ é uniformemente limitado, e X,, - X, isto é, converge para X em probabilidade, entdo

p(X) < lim infp(X,,). Inoue (2003) estende a teoria de medidas de risco coerentes para
n—->oo

espacos mais gerais LP, com 1 < p < oo, ndo considerando os espagos L° e L*. O autor supde

que as medidas coerentes p sdo continuas, chegando na representacdo dual p(X) =

sup Ep[(—X)g], onde G ={g: g = 0,Ep[g] = 1,1Igll; < o}, com %+%: 1. G pode ser
geaG

entendido como conjunto de medidas de probabilidade P; = {Q € P n L9}. Por sua vez,

Kountzakis (2009) considera medidas de risco coerentes para posi¢oes X definidas em espacos
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vetoriais ordenados com norma. O autor adapta axiomas, conjuntos de aceitacéo e representacéo
dual para o caso analisado.

Outra extensao é referente a questdo da taxa de juros utilizada. No trabalho seminal de
Artzner et al. (1999), tem-se que p(X) = inf{m : X + m € A,} € uma medida de risco definida
com base no conjunto de aceitagdo A,. Se existisse apenas uma taxa de juros r, considerando
posicOes futuras se teria p,.(X) = inf{m : X + mr € A,}. Artzner et al. (2009), visando
elucidar a ligacéo entre mensuracao de risco e eficiéncia de capital, introduzem a nogéo de custo
minimo para uma posi¢do tornar-se aceitdvel quando existem diversas taxas de juros no
mercado. A motivacao € que podem existir no mercado posi¢6es que utilizam taxas de juros
domésticas e estrangeiras, como no caso de investimentos internacionais. Assim, o conceito de
representagdo fica sendo da forma pg(X) = inffm: X+ S € A,,5 € §,5, = m}, onde S sdo
portfolios compostos por diferentes taxas de juros e S é o subconjunto de L° que contém valores
futuros de S. Sob certas suposi¢fes, 0s autores mostram que essas medidas de risco tem
propriedades similares as de coeréncia.

Dando sequéncia, se tem na literatura de medidas de risco coerentes a proposi¢do de
algumas representacdes, sem necessariamente debater novos axiomas. Tais representacdes
podem ser entendidas como subclasses de medidas de risco coerentes. Sobre esse respeito,
Follmer e Knispel (2011) estudam uma versdo coerente de medidas entropicas, tanto em
situacBes de invariancia de lei como de ambiguidade de modelo. Tais medidas entrdpicas

coerentes tém representacdo na forma p(X) = sup Ep[—X], P. ={Q € P : H(Q/P) < c},
QeP¢

onde H(Q/IP) representa e entropia relativa de Q em relacdo a IP. Em particular, os autores
discutem o comportamento dessas medidas no caso de riscos independentes e sua conexao com
limites. Para exercer melhor controle na cauda inferior e facilmente descrever a atitude em

relagdo ao risco por parte do investidor, Chen e Wang (2007) propde uma nova classe de

1
medidas coerentes de risco minimizando p-normas, (Ep[|X?|])?, das perdas mais relevantes,

dado um nivel de significancia «, com relacdo a algum ponto de referéncia s. Essas medidas

1
{Ep[(X-9))P}P

. s |. Os autores demonstram que essa nova classe

tem a forma p, ,(X) = igﬂg
S

de medidas tem propriedades matematicas satisfatorias, e que resultados empiricos suportam as
conclusbes tedricas e a praticidade do uso dessas medidas. O uso mais comum quando do
desenvolvimento de uma classe de medidas coerentes é a alocagdo de recursos em uma carteira

de investimentos.
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Nesse sentido, Fischer (2003) propde propriedades de diferenciacdo para medidas de
risco que garantem sua utilizacdo em estratégias de portfélio. O autor mostra que essas
propriedades séo atendidas por uma ampla classe de medidas de risco coerentes baseadas em
semi-desvios, diferentemente do que ocorre com 0 VaR. Tais medidas, se valendo do conceito
de p-norma e com 0 < a < 1, possuem uma representacdo matematica com forma p, ,(X) =
—Ep[X] + al]lmax(0, Ep[X] — X)||,,. Inserido neste escopo, Chen e Wang (2008) constroem
uma classe de medidas de risco coerentes bilaterais em que desvios baseados no conceito de p-
normas positivos e negativos sdo considerados simultaneamente, conforme p,,(X) =
—Ep[X] + al]lmax(0,X — Ep[X]D]l; + (1 — a)llmax(0, Ep[X] — X)||,. Essa inovacdo torna
simples descrever e controlar assimetrias e caudas pesadas, que sdo caracteristicas de retornos
financeiros, permitindo descrever corretamente a atitude em relacdo ao risco do investidor.
Também com foco em p-normas, porém analisando valores nas caudas, Krokhmal (2007)

apresenta medidas de risco coerentes para momentos maiores como solucdes de problemas de

otimizacéo do tipo p,,(X) = inf {l X —n)~Il, — n}, comp=>1e0<a<1 O autor
! neR \a

mostra que o CVaR é um caso especial dessa definicdo, e que sua utilizacdo em problemas de

alocacdo de recursos é vantajosa. Complementando, Dentcheva et al. (2010) derivam

representagdes de medidas de risco coerentes com lei invariante de ordens maiores. Dessa

forma, uma representacdo dual é obtida conforme p(X) = sup folAVaR“(X)Q(da), onde
QEPq

1| r1Q(dt)]4 1\4 1.1
?q :{QEP(OJ] :J‘O |fa _t | ddS(;) }, Com;-i‘g:l.
2.1.3 Extensdes: novos axiomas

Uma corrente tedrica que ganha corpo é a inclusdo de outros axiomas para medidas de
risco coerentes. Talvez o axioma de extensdo que tem maior destaque na literatura seja o de
Invariancia de Lei, proposto por Kusuoka (2001). Seja Fy a lei (ou funcéo) de probabilidade

gue governa X. Tal axioma €é definido como:

Invariancia de Lei: se Fy = Fy, entdo p(X) = p(Y),VX,Y € LP .
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Esse axioma garante que duas posi¢des que tém a mesma lei ou funcdo de probabilidade
possuem riscos iguais. Tal caracteristica € muito importante na mensuracdo de risco na pratica,
quando dados reais que dependem de uma lei que os governa séo utilizados. O autor mostra que

toda medida de risco coerente com lei invariante que possui a propriedade de Fatou pode ser

representada, para X € L, conforme p(X) = sup folAVaR“(X)Q(da), Ou seja, como uma
QEP(0,1]

combinagdo da ES, onde P, ;1 sdo medidas de probabilidade definidas em (0,1]. O autor ainda
prova mais resultados, relacionando com conceitos de comonotonicidade e VaR. Inoue (2003)

estende essa representacdo para X € LP, com 1 < p < oo, supondo continuidade. Assim, a

representacdo dual fica sendo p(X) = sup folAVaR“(X)@(da), com M = {Q € Po1] ¢
QeM

q
fol |f: Q(ft)| da < oo}, com %+ % = 1. Noyan e Rudolf (2014), considerando espagos com

atomos, estendem os resultados de Kusuoka (2001) utilizando a no¢do de medidas de risco
funcionalmente coerentes, que possuem ligacao com alguma medida coerente em um espaco
sem atomos. Resultados provando que tais medidas possuem representacao como combinagédo
da ES, além de uma extenséo para fung¢des cumulativas de probabilidade, sao apresentados.

Alguns estudos ampliam os resultados sobre o axioma de Invariancia de Lei, como
Leitner (2005), que prova um resultado que garante que medidas de risco coerentes com a
propriedade de Fatou sdo lei invariantes se e somente se preservam a dominancia estocastica de
segunda ordem. Por sua vez, Shapiro (2013) discute representacdes de medidas de risco
coerentes com lei invariante como integrais da ES, mostrando que essa representacao existe se
e somente se 0 conjunto da representacdo dual é gerado por um de seus elementos. Essa
representacdo é definida de forma Unica. Porém, a usual representacdo como o supremo dessas
integrais ndo é Unica. Ziegel (2014) investiga uma propriedade mais estrita do que Invariancia
de Lei, a Elicitabilidade. Elicitabilidade é a propriedade de previsbes serem avaliadas e
classificadas. Autores mostram que medidas com Aditividade Comondtona ndo tem essa
propriedade, com excecdo para o negativo da média. Além disso, € provado que as Unicas
medidas coerentes com lei invariante que possuem elicitabilidade s&o os expectis.

A questdo de continuidade e obtencdo de limites para medidas de risco coerentes é
também um campo que apresenta evolugéo, e é diretamente ligado com a questéo da Invariancia
de Lei. Sob esse prisma, Konovalov (2010) obtém limites e uma analogia com a lei de grandes
numeros para medidas de risco coerentes. Com base em suposi¢Ges do tipo propriedade de

Fatou, convergéncia dominada, monotoniciadade dominada, entre outros, o autor chega aos
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. A _ . Sn) _ . Sn—Ep[Snl\ _
seguintes resultados: Al_r)rolop(Xn) = p(X), Tlll_r& (n) = — Ep[X4], € 7lll_r)rolop (—U(Sn) ) =p(e),

onde S, =X; + X, e e~N(0,1). Assim, algumas caracteristicas, bem como testes de
hipoteses em amostras convergentes se tornam possiveis. De forma semelhante, Konovalov
(2011) estuda essa convergéncia para o caso em que o foco € na contribuicdo ao risco de X de

determinado Y. Os resultados de convergéncia anteriores sdo praticamente 0s mesmos para a

representacdo p(X|Y) = sup Eq[—X], onde P|Y = {Eg[ |Y]: Q € P}.
QeP|Y

Dhaene et al. (2002), estuda o conceito de Comonotonicidade, que pode ser entendida
como sendo dependéncia positiva perfeita entre variaveis. Essa propriedade leva a medidas de

risco que respeitam o axioma de Aditividade Comonotdnica, definido como:

Aditividade Comonoténica: p(X +Y) =pX) +p(Y),VX,Y €LP com X e Y

comonatonos.

Esse axioma de Aditividade Comonotdnica pode ser entendido como o pior caso para
medidas que possuem o axioma de Subaditividade.

Stoica (2006) introduz o axioma de Relevancia em um espaco vetorial, estendendo o
axioma de Relevancia comum, mostrando que este é equivalente a condi¢do especial de ndo
arbitragem. Tal axioma esta ligado com medidas de probabilidade. Com base na notacdo
estabelecida no presente trabalho, o axioma de Relevancia proposto tem a seguinte

representacéo:
[P-Relevancia: se p(X) < 0e p(—X) < 0, entdo Ep[X] = 0.

O autor ainda apresenta uma solucdo para o problema de hedging no preco e estuda o
relacionamento WCE e VaR. Por sua vez, Leitner (2004) apresenta o axioma de
Monotonicidade Dilatada, estendendo o axioma de Monotonicidade comum para medidas de
risco coerentes que possuem a propriedade de Fatou. Seja G € G, onde G é a familia de todos
0s subespacos de eventos possiveis F. Pode se dizer que Y é uma dilatacdo balayage de X,

X <2 Y,seexiste F € G de tal modo que Ep[X|F] < Y. Assim, se tem 0 axioma:

Monotonicidade Dilatada: se X sg Y,entdo p(X) = p(Y),VX,Y € LP.
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A extensdo se da pelo condicionamento a um subespago de eventos possiveis F, e ndo
mais a todo o espaco F. Esse axioma implicaem p(X) = p(Ep[X|73]), ou seja, o risco de uma
posicdo ndo € menor que o risco de seu valor esperado. Complementando, Grigoriev e Leitner
(2006) apresentam alguns resultados relacionando medidas coerentes que possuem propriedade
de Fatou com os axiomas de Aditividade Comonotona e Monotonicidade Dilatada. Os autores
mostram que se uma medida coerente com propriedade de Fatou respeita 0s axiomas de
Aditividade Comondtona e Monotonicidade Dilatada, entdo ela deve respeitar o de Invariancia
de Lei, podendo ser representada conforme p(X) = —yessinfX + (1 — y)p.(X),0 <y < 1,
onde p. é uma medida coerente continua com axiomas de Aditividade Comondtona e
Monotonicidade Dilatada.

A inclusdo de axiomas pode também ser necessaria quando outro enfoque € dado ao
problema. Nessa perspectiva, Jarrow e Purnanandam (2005) estendem o conceito de medida de
risco coerente de modo a torna-lo mais consistente com a perspectiva da firma, e ndo do
regulador. Para isso, eles excluem o axioma de Invariancia de Translacdo e incluem os axiomas
de Relevancia e Caminho Mais Curto, considerando que a medida de risco s6 pode assumir

valores ndo negativos. Esse ultimo axioma mantém que:

X*-X
llx*—x|’

Caminho Mais Curto: p(X +A1-u) =p(x) — 4, 0<A<pX),u= p(X*) =

O,VX,X"€LP.

Esse axioma exibe redugéo de risco de forma linear ao longo do caminho mais curto
para o conjunto de aceitacdo da medida. Ainda, o ativo u adicionado a posicdao ndo precisa ser
capital, mas qualquer investimento de risco. Desse modo, 0 conjunto de aceitacdo é adaptado

para A, = {X € LP : p(X) = 0}. Ainda, os autores mostram que medidas que satisfazem esse

conceito tem a forma p(X) = inf {lIX — X*|I3, com LS sendo o conjunto de todas as variaveis
Xx*eLl

ndo negativas.

2.1.4 Extensdes: abordagem multivariada
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Outra possibilidade de extensdo de medidas coerentes ¢ levar a defini¢do para o campo
multivariado. A esse respeito, Jouini et al. (2004) definem medidas de risco como sendo funcoes
p(d,n) : LE —> R™ que satisfazem versdes vetoriais dos axiomas de coeréncia. O argumento
para a utilizacdo destas medidas é que questdes como taxas de cambio e custos de transacéo séo
relevantes em grandes portfolios, mas desprezadas na versdo padrdo de medidas de risco
coerentes. Questdes como conjuntos de aceitacao e representacdo dual dessas medidas vetoriais
sdo expostos como extensdes do caso padrdo de medidas coerentes de risco. O caso de
agregacao de risco, onde d < n, é discutido, onde condi¢Bes necessarias e suficientes para
coeréncia sdo apresentadas. Complementando essa extensdo multivariada, Kulikov (2008)
define também medidas de risco coerentes vetoriais, mas permitindo que os custos de transacdo
e taxas de cambio sejam estocasticos. Os axiomas, conjuntos de aceitacdo e representacdo dual
sdo também estendidos com base em teoremas. Exemplos de aplicacdo com versdes
multivariadas do TVaR e WVaR séo investigados e problemas de alocacdo e contribuicdo de
risco séo analisados.

Ainda com foco multivariado, Cascos e Molchanov (2007), considerando uma estrutura
topoldgica de cones e conjuntos, definem medidas de risco vetoriais. A relacdo dessas medidas
com regides truncadas é feita, com exemplos para VaR, ES e perda maxima. Molchanov e
Cascos (2014) apresentam medidas de risco coerentes multivariadas definidas em conjuntos
vetoriais com base em selecdes, isto €, posicdes que sdo aceitaveis em todas as marginais.
Resultados de defini¢bes, continuidade e representacdao sdo provados, assim como extensdes
para os casos de mercado cnico e nimeros reais sao apresentadas. Ainda, estabelecimento de
limites e modos de computar tais medidas sdo apresentados. Focando em medidas coerentes
com lei invariante, Ekeland et al. (2012) propem uma extensdo multivariada como funcdes de
correlagdo maxima, que é uma adaptacdo da noc¢do de comonotonicidade. Os autores
generalizam ent&o a questdo de coeréncia com lei invariante e aditividade comondtona para o
que chamam de coeréncia forte. Uma medida de risco p : L3 -» R tem a caracteristica de
coeréncia forte se, além de continua e convexa, ela satisfaz a igualdade p(X) + p(Y) =
sup{p(X +¥) : Fg = Fx,Fy = Fy,VX,Y € L4}. Os autores estendem alguns resultados de

Kusuoka (2001) para o caso multivariado.

2.1.5 Extensdes: abordagem dinamica
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Uma abordagem é considerar a coeréncia em medidas de risco que véao além da estrutura
de periodo Unico. Cvitani¢ e Karatzas (1999) estudam medidas dindmicas de risco no sentido
de mercados completos, incorporando uma filtragdo em LP, ou seja, LP(2,F;F;, P) ou
LP(F,) comF, = (Xq,++, X)), t =1,--+, T. Esse tipo de medida é definido sobre uma estratégia
de otimizacdo max-min sobre distribuicdo de probabilidades e carteiras aceitaveis compostas

por ativos negociaveis em um intervalo de tempo, conforme a representacdo p(Xy) =

. X\~ . . .
sup inf Eg [max (—T) ] com r sendo o valor da taxa de juros. Tal classe de medidas é
QeP XEAp rr

dindmica no sentido de que acompanharia a evolucao dos precos dos ativos em questao. Outro
estudo sobre medidas de risco coerentes dindmicas € o realizado por Siu e Yang (1999), onde,

primeiramente, uma representacdo dual é apresentada conforme a formulacdo p(X;+1|F;) =

alég {EQ[— le |7—‘t]}, mostrando que tal medida é coerente. Em seguida, considerando a

perspectiva bayesiana uma definigdo subjetiva para a medida é apresentada, em que formulas
fechadas para alguns casos podem ser obtidas. Mazzoleni (2004) mostra como elementos
unilaterais e intertemporais tem que ser explicitamente incluidos na definicdo de uma medida
de risco, a fim de proporcionar instrumentos flexiveis para gestores de risco. Uma nova medida
dindmica unilateral € definida de acordo com um relaxamento das condi¢des de coeréncia, com

L(=X;)
Tt

+
representacdo p; (X;) = sup E[( ) ], onde L € uma funcéo de perda.
Xt

Também sobre medidas dinamicas, Riedel (2004) argumenta que para esta classe de
medidas o axioma de Invariancia de Translacdo deve ser adaptado para levar em conta a
chegada de nova informagdo. Em adi¢cdo aos axiomas de coeréncia, esse autor acrescenta o

axioma de Consisténcia Dinamica, representado como:

Consisténcia Dinamica: p(X.11) = p(Y;41) implica em p(X,) = p(Y:),V X, Y; €
LP(Fp);

Tal axioma requer que julgamentos baseados em uma medida de risco ndo sejam
contraditérios ao longo do tempo, ou seja, se duas posi¢des possuem 0 mesmo julgamento sobre
todos os cenarios possiveis no futuro, entdo o risco delas hoje deve ser o mesmo. Uma medida

de risco com essas propriedades deve possuir uma representacdo dual baseada em valores
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T Xs
S=U(149)s-t

futuros de X com a forma p,(X) = sup Eq[— |F:], onde r é uma taxa de juros de
QeP

desconto.

De forma um pouco distinta, Artzner et al. (2007) abordam a questdo de multiperiodos,
ao invés da relacdo dindmico/estatico. Os autores estendem a teoria de medidas de risco
coerentes para um processo ao inveés de um Unico periodo, abordando questdes de recursividade
e consisténcia dindmica. De modo complementar, Roorda et al. (2005) estendem a teoria de
medidas de risco coerentes para o caso multiperiodo com base no axioma de Consisténcia
Dinamica. Axiomas, conjuntos de aceitacdo e representacdo dual sdo adaptados para a estrutura
proposta pelo autor. A utilizacdo de combinacdo multiplicativa de medidas de probabilidade é
utilizada. Delbaen (2006) relaciona tal questdo com base na estabilidade de medidas de
probabilidade. Assim, o autor apresenta conjuntos de probabilidade em que densidades relativas
sdo multiplicaveis para formar informacdo acerca de tempos intermediarios. A relacdo desses
conjuntos com medidas de risco dinamicas € estabelecida de modo a respeitar axiomas de
Consisténcia Dinamica e Recursividade. De modo mais detalhado, Roorda e Schumacher
(2007) diferencia defini¢cdes de consisténcia sequencial, condicional e dindmica. Para o autor,

tem-se que:

Consisténcia Sequencial: p(Xyy5) = (<)0 implica em p(X;) = (2)0,VX; €
LP(F.),s = 0;

Consisténcia Condicional: p(X,) = p(Ep[p(Xe4s) |Fe), V X, € LP(F,),s = 0;

Consisténcia Dinamica: p(X,ys) = p(Yeys) implica em p(X,) = p(Y,),V X, Y; €
LP(F.),s = 0;

Com base nesses axiomas, os autores derivam resultados para medidas de probabilidade
com estabilidade que satisfazem a usual representacdo dual. Ainda, os autores estudam o TVaR,
adaptando sua definicdo dual para cada caso de consisténcia, restringindo seu conjunto de
medidas de probabilidade para satisfazer as propriedades desejadas. Complementando, Katsuki
e Matsumoto (2014) estudam medidas de risco coerentes considerando um esquema
multiperiodo. O papel do axioma de Consisténcia Dindmica é investigado e tido como
fundamental no trabalho. Todavia em sua forma estrita tal axioma penaliza muito o risco,

medido pelo TVaR, entdo formas mais amenas sdo apresentadas pelos autores. Ja Kusuoka e
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Morimoto (2007) apresentam medidas de risco coerentes multiperiodo que s&o lei invariante.
Com suposi¢Oes de movimento browniando e demais restricbes, uma representagéo dual e
propriedades de recursividade sdo provadas, por meio de equacdes diferenciais parciais.
Diversas propriedades da classe sdo provadas, embora sem intui¢do financeira. Por sua vez,
Tahar e Lépinette (2014) estendem a representacdo de medidas coerentes multivariadas de
Jouini et al. (2004) para o caso multiperiodo, considerando tempo continuo. Com base na
Consisténcia Dinamica, os autores derivam teoria para 0s axiomas, conjuntos de aceitacédo e

representacdo dual.

2.2 Medidas de risco convexas

2.2.1 Teoria bésica

O conceito de medidas de risco convexas foi proposto de forma concomitante por
Follmer e Schied (2002) e Frittelli e Gianin (2002). Esses autores introduzem a nogéo de medida
de risco convexa como uma extensdo do conceito de coeréncia de Artzner et al. (1999). O
argumento é que em muitas situacdes o risco de uma posi¢cdo pode aumentar de maneira nao
linear com o tamanho do portfolio. Por exemplo, um risco de liquidez adicional pode surgir se
uma posicdo é multiplicada por um fator de aumento. Os autores em questdo sugerem relaxar
os axiomas de Homogeneidade Positiva e Subaditividade por um axioma mais fraco de
Convexidade. Se tem por definicdo que uma medida de risco convexa no sentido de Follmer e

Schied (2002) e Frittelli e Gianin (2002) satisfaz os seguintes axiomas:

Invariancia de Translacdo: p(X + C) = p(X) —C,VvX € LP,C € R.

Monotonicidade: se X <Y, entdo p(X) = p(Y) ,V X,Y € LP.

Convexidade: p(AX + (1 - DY) < 1p(X)+ (1 - Dp(Y), VX, Y ELP,0< 1< 1.
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Convexidade significa que diversificacdo ndo aumenta o risco, isto é, o risco de uma
posicdo diversificada € menor ou igual & média ponderada dos riscos individuais. A questdo do

axioma de Normalizacdo também é apresentada. Esse axioma garante que:
Normalizacédo: p(0) = 0

Em termos de representacdo dual, os autores mostram que medidas de risco convexas

podem ser apresentadas conforme p(X) = sup(Eg[—X] — a(Q)), onde a : P — (—o0, 0] é
QeP

uma funcéo de penalizacdo convexa e inferiormente semi continua, com a(Q) = —p(0). Essa

funcdo de penalizacdo pode ser representada matematicamente como a(Q) = sup (EQ[—X]),
X€Ap

onde A, = {X € LP : p(X) < 0} € um conjunto de aceitacdo similar a aquele definido para as
medidas coerentes de risco. Assim, 4, contém L, ndo tem intersecgdo com LP, e é convexo.

Como Subaditividade e Homogeneidade Positiva implicam Convexidade, toda medida de risco

coerente € uma medida de risco convexa, embora o contrario ndo seja verdadeiro.
2.2.2 Extens0es: expansao na representacao

Assim como o ocorrido com o conceito de coeréncia, a definicdo de medidas de risco
convexas também teve extensfes discutidas na literatura. A definicdo padrdo garante que
medidas de risco convexas podem ser representadas por medidas de probabilidade Q se a
medida respeitar certas propriedades de continuidade (propriedade de Fatou). Kratschmer
(2005) prova em seu trabalho o caminho contrério desse resultado, se medidas de risco
convexas podem ser representadas por medidas de probabilidade entéo essas medidas de risco
convexas possuem certas propriedades de continuidade. O autor consegue isso com uma forma

de representacdo dual menos restrita, conforme p(X) = sup (Ep[—X] — a(Q)), onde P* é um
QeP*

conjunto que permite medidas de probabilidade Q com propriedades menos restritivas de
continuidade. O autor verifica que se a medida convexa possui representacdo dual entdo ela é
continua acima, ou seja, {X,, }n=; 4 X, isto é, converge para X por valores maiores, entdo p(X) =

lim inf p(X,,). Ainda, 0 autor prova que se a medida convexa é continua abaixo, isto &, {X,, }o=1
n—->0o
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T X, ou seja, converge para X por valores menores, entdo p(X) = lim inf p(X,,), e as medidas
n—-oo

de probabilidade utilizadas na representacdo dual possuem funcdo de penalidade que sao
préprias.

Ainda sobre a representacdo de medidas de risco convexas, Kaina e Rischendorf (2009)
investigam em detalhes a questdo da continuidade e propriedades dessa representagdo em

espacos gerais de probabilidade, isto é, LP, com p finito. Os autores encontram que a

representacdo dual tem a forma p(X) = sup (Eg[—X] — a(Q)), com P, = {@ EP: % € Lq},
QeP,

1 1 . . . . . -
onde ;+;= 1, além de verificar verificam que as diversas propriedades de continuidade

podem ser interpretadas como propriedades de robustez sendo Uteis para aplicacfes. Mais
especificamente, se a medida convexa é finita, entdo ela é continua no sentido de Lipschitz, ou

seja, existe constante C tal que |p(X) — p(Y)| < C||X — Y|, é continua no sentido de Fatou, é

P
continua no sentido de Lebesgue, ou seja, se {X;, };=4 € uniformemente limitado e X,, — X, entdo

p(X) = lim inf p(X,,), é continua acima, é continua abaixo e é sigma (LP, L?) inferiormente
n—-o0o

semicontinua. Ainda nesse tdpico, Delbaen (2009) mostra que se uma medida de risco convexa
é definida em um espaco solido e invariante de variaveis aleatorias, entdo tal medida possui a
propriedade de continuidade inferior e 0 espaco é composto por varidveis aleatérias integraveis.
Como consequéncia, medidas de risco para determinadas distribuicdes podem precisar assumir
valores infinitos.

Ainda sobre extensdes na representacdo, Cheridito e Li (2009) estudam medidas de risco
convexas, com coerentes como caso especial, quando retornos incertos sdo modelados por
variaveis aleatorias limitadas em espacos definidos por coragdes de Orlicz, ligada com a questao
de variaveis ndo limitadas de espacos L,. Os autores provam que medidas convexas

representadas nesses espagos admitem uma representacdo robusta com respeito a diferentes

medidas de probabilidades, conforme p(X) = sup (EQ[—X] — a(P)), com P¥ sendo um
QeP¥

coracdo de Orlicz. Cheridito e Li (2008) expandem esses resultados apresentando condicdes
para que medidas de risco convexas definidas nesses espacos apresentem propriedades de
continuidade, monotonicidade e convexidade estritas, bem como relagdes de dominancia
estocéstica. Tais condi¢Bes sdo baseadas na representacdo dual e na fungdo de penalidade.
Complementando essa representacdo, Orihuela e Galan (2012) apresentam um resultado que
mostra que uma representacdo robusta para medidas de risco convexas em espacos de Orlicz

garante a propriedade de Fatou e continuidade. Biagini e Frittelli (2009) estendem o teorema
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de continuidade de funcOes lineares e crescentes (Namioka-Klee) para medidas de risco
convexas, além de mostrar que a representacdo dual é mantida se tais medidas tiverem a
propriedade de Fatou. Extensivo estudo em espacos de Orlicz é apresentado, relacionando com
conjuntos de aceitacédo, através de uma propriedade de convergéncia de sequéncias convexas.

Filipovi¢ e Kupper (2007), considerando espacos vetoriais, apresentam resultados para
fungBes convexas serem monotonas e com invariancia de translacdo, logo medidas de risco
convexas. O resultado principal é que, dada qualquer funcéo f, os autores apresentam a maior
funcdo que serve como medida de risco convexa que é majorada por f. Resultados para tipos de
medidas bastante consideradas, mas que ndo respeitam as propriedades sdo mostrados,
explicitando intervalos em que tais medidas sdo convexas. Por sua vez, Fertis et al. (2012)
definem o conceito de medida de risco convexa robusta quando as medidas de probabilidade da
definicdo padrdo ndo sdo totalmente conhecidas. Para tanto, é acrescentado na defini¢do de
medidas de risco convexas um conjunto de medidas possiveis onde as probabilidades podem
ser representadas. Os autores estudam como essas medidas se relacionam com o0s conceitos
previamente apresentados, introduzindo uma versdo robusta do CVaR e da medida entropica.
De maneira parecida, Bion-Nadal e Kervarec (2012) consideram um espaco onde ndo ha medida
de probabilidade de referéncia para representar medidas de risco convexas com base num
conjunto de medidas de probabilidades de um espaco Borel. Essa discussdo é feita através do
conceito de capacidades, inclusive fazendo uma aplicacdo para g-expectativas. Nao obstante,
Vicig (2008) em seu trabalho generaliza definicBes de classes de medidas ja existentes,
discutindo suas propriedades de consisténcia através do conceito de probabilidades imprecisas.
Segundo o autor, medidas de risco podem ser entendidas como limites superiores ou inferiores
de previsdes. Dessa forma, considerando previsdes convexas, medidas de risco convexas sao
generalizadas, inclusive para 0s casos condicionais.

Corroborando com extensdo de medidas de risco convexas, Laeven e Stadje (2013)
introduzem medidas de risco convexas entropicas. Diferentemente da versdo classica que
computa o risco baseada na expectativa probabilistica de perda, a versao entropica considera a

expectativa normalizada de perda. Essa subclasse pode ser representada como p(X) =

sup{C,(X,Q) — 8(Q)}, com C,,(X, Q) =y log(Eg[—X/y]), 0 <y < o, e 6 é uma funcdo de
QeP

penalizacdo definida para medidas de probabilidade Q. Se 6 for uma funcéo indicativa de Q €
P’ c P, entdo a medida se torna coerente entropica. Os autores provam outras propriedades
desse tipo de medida, como sua relacdo com axiomas ja mencionados e conjuntos de aceitagao,

bem como sua relacdo com questdes de tomada de decisdo e aversdo ao risco. Frittelli e
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Scandolo (2006) propdem uma generalizagdo com base em um novo formato do requerimento
de capital como medida de risco conforme p, ¢, (X) = min{n(Y) e R: Y € M,X +Y € A},
onde M representa todas as posi¢Ges possiveis de serem obtidas com heding, m representa o
custo inicial de um elemento Y € M, e A € um conjunto de aceitacdo. Nesse contexto, uma
alteracdo no axioma de invariancia de translagdo é apresentada como p(X + z) = p(X) — n(2).
Resultados para representacdo dual sdo obtidos dividindo a fungdo de penalizacdo em duas
partes, uma para A e outra para M e m. Esse arcabouco é adaptado a um contexto com varios
periodos, tornado, de certa forma, a abordagem dinamica. Farkas et al. (2014a) generalizam
essa representacdo composta do requerimento de capital considerando que o conjunto M é
composto por posicBes possiveis de serem obtidas se utilizando multiplos ativos de referéncia.
Se tal conjunto for composto por apenas 1 ativo, entdo a representacdo volta a ser aquela
proposta em Frittelli e Scandolo (2006). Toda teoria de medidas convexas € apresentada para
essa estrutura, desde a relagcdo dos axiomas com espacos de aceitacédo e representacéo dual.
Um item que muitas vezes é deixado subentendido é a taxa de juros. Konstantinides e
Kountzakis (2011) usam ferramentas da teoria de espacos lineares regulados parcialmente
ordenados, principalmente cones, para estender resultados sobre medidas de risco coerentes e
convexas. O foco principal é substituir a taxa de juros livre de risco por algum ponto pertencente
ao cone do espaco de ativos com risco. Ainda a esse respeito, Filipovi¢ (2008) mostra que
utilizar uma taxa de juros superior a aquela livre de risco ndo reduz os requerimentos de capital.
Muito embora o valor presente possa ser reduzido, devido a uma taxa maior, seu maior risco
compensa a diferenca. De fato, o autor mostra que, sob algumas condicGes, ndo existe taxa de

juros 6tima no sentido de levar a menores requerimentos de capital.

2.2.3 Extensdes: novos axiomas

De forma mais conceitual, EI Karoui e Ravanelli (2009) relaxam o axioma de
Invariancia de Translagdo para uma forma subaditiva, com o intuito de verificar o risco de uma
posicao futura. Autores argumentam que quando ha incerteza sobre taxas de juros, o axioma de
Invariancia de Translagdo se torna problematico. Assim, a verséo relaxada do axioma, com Sy

sendo a taxa de jurosem T, é:
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Transalagdo Subaditiva: p(X — CSy) < p(X) +C,VX € LP,C € R.

A logica dessa relacdo € que uma posi¢do descontada de um valor futuro ndo pode ter
seu risco atual aumentado em mais que este valor. Exemplos sdo apresentados para situacdes

onde o axioma de Invariancia de Translacdo padrdo nao é aplicavel. A representacdo dual tem

a forma p(X) = sup {EQ[—X] — a(Q)}, com P/ ={Q € P : Q é fintamente aditivo}, e
Qepf

funcdo de penalidade a(Q) = sup {EQ[—X] — p(X)}. Ainda, exemplos para o caso dindmico
X€eLP

S80 expostos.

Corroborando, Cerreia-Vioglio et al. (2011) argumentam a favor desse relaxamento
subaditivo da translacdo, mas mostram que a equivaléncia entre convexidade e diversificacao
ndo se mantém. Apenas a relacdo entre diversificacdo e quase convexidade, isto é,
p(AX + (1 —A)Y) <sup{pX),p(Y)}VX,Y € LP,A € [0,1] é que fica garantida. Os autores
estudam medidas que respeitam o axioma de quase convexidade no caso da versdo subaditiva
do axioma de translacdo. Assim, 0s autores provém uma representacdo dual para este tipo de

medida da forma p(X) = %S%R(EQ[—X],Q), onde R: RX P — [—o0,00], com R(t,Q) =

inf{p(X) t EglX] = t}, é um funcgdo semi continua superior que é crescente e ndo expansiva no

primeiro componente, de tal modo que }:Qﬂg R(t,”) é constante. Os autores estabelecem condic¢des

necessarias para o axioma de Invariancia de Lei, e o relacionamento com outros axiomas de
medidas de risco. Drapeau e Kupper (2013) analisam a pluralidade de interpretacdes da nogéao
subjetiva de risco, através de uma representacdo que permite uma interpretacdo diferenciada
dependendo do contexto. Essa representacdo permite entender o efeito de varidveis aleatorias,
percepcao de risco e risco do modelo. Tal representacdo tem a forma matematica conforme

p(X) = sup R(Q, Eg[—X]), com R(Q,s) = min{m € R: s < a(Q,m)}, onde a fungdo de
QeP
penalidade é a(Q, m) = sup {EQ[—X]}. Autores mostram que a percepc¢do de risco pode ser
XeAP

vista como risco de escolher a distribuicdo Q errada.

Complementando, Frittelli e Gianin (2011) focam em uma interpretacéo alternativa para
a funcédo de penalizagdo na representacdo dual, baseada na quase convexidade. Além disso,
propriedades de continuidade de medidas de risco convexas comondtonas sdo investigadas, de
modo que se verifica que devido a perda de convexidade, continuidade local e global ndo séo
mais equivalentes. Desse modo, muitas propriedades que sdo verdadeiras para medidas de risco

convexas deixam de ser validas. Farkas et al. (2014b) consideram o caso em que taxas de juros
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sdo levadas em conta de um periodo para o outro, oferecendo uma variedade de resultados de
finitude e continuidade, conforme o espaco de varidveis e conjunto de aceita¢do utilizado. Nessa

situacdo, a medida de risco convexa fica definida pelo conjunto de aceitacdo como p(X) =
inf{m X + SEST € Ap}, onde S, e S s@o os valores da taxa de juros em 0 e T. Ainda, uma
0

versao diferente do axioma de Invaridncia de Translagdo é dado, conforme p(X + CS;) =
p(X)—CSy, VX € LP,C € R. Exemplos com VaR e TVaR sao apresentados. Casos em que a
taxa de juros € um titulo de divida ou um ativo com baixa liquidez sdo expostos. O caso da
Translacdo Subaditiva é considerado, e uma representagdo dual é fornecida.

Da mesma forma que para medidas coerentes, 0 axioma de Invariancia de Lei € bastante
estudado na literatura de medidas de risco convexas. O conceito foi adaptado para essa classe
de medidas por Frittelli e Gianin (2005), os quais mostram que a adaptacédo se da pela inclusédo

de uma funcdo e penalidade na representacdo original. A representacdo fica sendo p(X) =

S0 {1 AvaR“ca — 6 (42)) onde G+ 14 . com 016 (49) = 0 ¢ 6 (4) -

alég {% (-X) —p(X)}. Complementando esse resultado, Jouini et al. (2006) mostram que

medidas de risco convexas com lei invariante, definidas em espacos padrdo, possuem
automaticamente a propriedade de continuidade de Fatou. Os autores provam alguns resultados
para a propriedade de Lebesgue. Visando unificar esses resultados, Kusuoka (2007) apresenta
uma prova simples da representacéo de medidas de risco convexas com lei invariante juntando
as provas de Kusuoka (2001), Frittelli e Gianin (2005) e Jouini et al. (2006). Svindland (2010)
generaliza o resultado de Jouini et al. (2006), que mostra que medidas de risco convexas com
lei invariante tem a propriedade de Fatou, relaxando a suposicao que o espaco de probabilidade
é padrdo, mantendo apenas a necessidade de ser ndo atdbmico. Ainda, o autor leva o resultado
para medidas de risco quase convexas.

Complementando, Filipovi¢ e Svindland (2012) estabelecem uma correspondéncia entre
medidas de risco convexas com lei invariante em L® e L. Autores provam que 0O espaco
candnico para esta classe de medidas é L!, isto é, com valor esperado finito. Svindland (2009)
apresenta um subgradiente (conjunto de medidas de probabilidade que otimizam a
representacdo dual) generalizado para medidas de risco convexas com lei invariante fechadas
em L. Resultados relacionando esse subgradiente com outras representacdes sao apresentados,
implicagdes para alocagfes e exemplos de medidas especificas s&o dados. Estendendo,
Angelsberg et al. (2011) consideram a classe de medidas de risco convexas com lei invariante,

no caso em que a fungdo de ponderacdo é continua e pode ser computada de diversas maneiras.



31

A representacdo dual tem a forma pp, ,(X) =  sup fol[AVaR“(X)Q(a) — QP (a)h(a)]da,
QEPNLP(h)

onde h : (0,1] = (0, 00) é uma funcéo positiva e estritamente decrescente, e 1 < p < 0. Os
autores provém condicdes necessarias e suficientes para que uma posicao seja representada por
essa classe de medidas, além de fornecer dois exemplos de medidas nessas classes. Drapeau et
al. (2011) apresentam representacdes robustas para medidas de risco quase convexas com lei
invariante que respeitam o axioma de Monotonicidade, mostrando que essas medidas possuem

a propriedade de Fatou. A representagdo dual obtida tem a forma matematica p(X) =

sup {[ AVaR“(X)Q(da) = min(@)},  COM (@) = sup {[ AVaR*X)Q(dar) -
QeP* QEP®

p(X)}, P = {Q EP: fol(@(a)da <1,Pé limitado} e X € L”. Extensdo para 0 caso

dindmico com Consisténcia Dindmica € apresentado, bem como exemplos.

Bduerle e Muller (2006) utilizam o conceito de Invariancia de Lei para estabelecer
relacdo entre medidas de risco e ordens de dominancia estocastica. Autores mostram que
medidas de risco com axiomas de Monotonicidade e Invariancia de Lei, definidas em espacos
padrdo respeitam a dominancia estocastica de primeira ordem, ou seja, se X <;54 Y, entdo
p(X) = p(Y). Ainda, medidas de risco com axiomas de Monotonicidade, Convexidade e
Invariancia de Lei, além de possuir a propriedade de Fatou, definidas em espacos padrao
respeitam a dominéncia estocastica de segunda ordem, isto é X <, Y implica em p(X) >
p(Y). Assim, para medidas de risco convexas com lei invariante se t que p(Ep[X|Y]) < p(X).
Complementando, Cherny e Grigoriev (2007) mostram que toda medida de risco convexa,
definida em espaco de probabilidade ndo atdmico, com axioma de Monotonicidade Dilatada é
lei invariante e vice-versa. Nesse caso, medidas convexas com lei invariante respeitam a
dominancia estocéastica de segunda ordem. Também relacionando com o axioma de Invariancia
de Lei, Acciaio e Svindland (2013) mostram que a propriedade de convexidade, que é tdo
desejada para medidas de risco, ndo é interessante quando se consideram as distribuicdes de
probabilidade na definicdo das medidas, uma vez que € a concavidade de distribuicdes é que
esta conectada com a convexidade das medidas. Resultados nesse sentido sdo provados num

contexto de invariancia de lei, inclusive para o caso comonatono.

2.2.4 Extensdes: abordagem multivariada
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Trazendo a discussdo para o campo multivariado, Hamel e Heyde (2010) apresentam
defini¢cdes, axiomas, conjuntos de aceitacao e representacdo dual de medidas de risco convexas
no LY com resultados vetoriais, semelhantes ao de Jouini et al. (2004) para o caso de medidas
coerentes. De forma complementar, Hamel et al. (2011) abordam o mesmo problema, porém o
caso estudado é o de mercados conicos considerando a atualizacdo de informacdo de forma
dindmica. Por sua vez, Labuschagne e Roux (2014) estendem a teoria de medidas de risco
convexas multivariadas considerando produtos de espagos vetoriais, ao invés do espago L}. A
questdo de axiomas, representacdo dual e conjuntos de aceitacao € estabelecida e propriedades
de continuidade determinadas. Ja Ekeland e Schachermayer (2011) apresentam resultados de
representacdo de medidas de risco convexas multivariadas com lei invariante no espago Lj,
através de defini¢cbes de comonotonicidade e coeréncia forte.

De modo um pouco diferente, Burgert e Riischendorf (2006) apresentam resultados para
medidas de risco convexas multivariadas que resultam em um ndmero e ndao um vetor,
considerando posigdes do tipo X = (X; + -+ Xy) € LX. Os auotres apresenta definicdo de
composicao com base nos riscos marginais, esclarecendo a relagcdo com axiomas, conjuntos de
aceitacdo e representacdo dual de medidas convexas. Em seguida, abordam a questdo de
invariancia de lei e continuidade de Fatou para determinar resultados de dominancia. De modo
complementar, Ruschendorf (2006) adapta os resultados de medidas convexas com lei
invariante para o caso multivariado. Com base no conceito de medida de risco de méaxima
correlagéo, representacdo dual de medidas convexas com lei invariante sdo determinadas, do
mesmo jeito que sdo baseadas no AVaR para o caso univariado. Wei e Hu (2014)
complementam essa abordagem considerando casos independentes de modelo, convertendo

axiomas, conjunto de aceitacdo e representacdo dual.

2.2.5 Extensdes: abordagem dinamica

Assim como ocorre com medidas coerentes, também existe uma corrente de estudos que
leva as medidas de risco convexas para uma estrutura dindmica. A raiz desse conceito é o de
risco condicional. A esse respeito, Ruszczynski e Shapiro (2006) derivam os resultados de
medidas de risco convexas (coerentes) condicionais a informacéo anterior, adaptando todos 0s

resultados conhecidos. A questdo da multiplicidade de medidas de probabilidade é abordada
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para obter muitos dos resultados. Representagdo em fungdo de expectativas condicionais,
exemplos de medidas condicionais e sua utilizacdo em problemas de otimizacao sdo discutidos.
Kovacevic (2012) apresenta resultados sobre medidas de risco convexas condicionais em
espacos L! generalizados. Todo o corpo é baseado na representagdo dual, se valendo da questdo
de composicgdes atraves da juncdo de medidas de probabilidade. Medidas dindmicas sdo entdo
compostas por medidas estaticas. Cheridito et al. (2004), considerando espacos de processos
cadlag (continuos a direita e limitados a esquerda) com tempo continuo, estendem a teoria de
medidas de risco convexas. Resultados para processos limitados R s&o a base do estudo, mas
uma extensdo para espacos RP é apresentada. Teoremas similares a aqueles tradicionais em
espacos LPsdo apresentados, estabelecendo resultados para a relacéo entre axiomas e conjuntos
de aceitacdo, bem como representacdo dual. Complementando, Cheridito et al. (2005)
generalizam todos os resultados para o espaco de processos cadlag ilimitados, ou seja,
consideram o espago R°. Resultados para o espaco L° sdo generalizados, e exemplos s&o
fornecidos. Estendendo, Penner e Réveillac (2014) consideram medidas de risco convexas para
processos cadlag, incorporando maiores detalhes nas medidias de probabilidade da
representacdo dual e incerteza de taxas de juros, e relaxando o axioma de Invariancia de
Translacdo para a Transalacdo Subaditiva. Adaptacdo para o conceito de g-expectativas com
equac0es diferenciais estocasticas recursivas também ¢é feita, se valendo dos detalhes da etapa
anterior.

Por sua vez, Frittelli e Maggis (2014) estudam medidas de risco quase convexas

condicionais definidas em mddulos do espaco L°, obtendo a seguinte representacdo dual

p(X) = sup R(EQ[—X|g],(@), onde PY = {Q EP:Ep 4 |g] = 1} e a funcdo de perda tem
QeP§ dP
aformaR(Y,Q) = fEiLr;EQ){p(E): Eol—X|g] = Y}. No caso de Translacdo Subaditiva, a funcao

muda para R(Y,Q) =feiLr;§g){p(E):EQ[—X|g] > Y}. Filipovi¢ et al. (2012) consideram

medidas condicionais oriundas de espacgos LP ou baseadas em modulos para definir medidas de
risco convexas com invariancia ou subvariancia de translacdo. Representacdo dual com base
em teoria convexa € o centro do trabalho. De modo analogo, Guo et al. (2014) apresentam
resultados tedricos de como relacionar as definicdes de medidas de risco convexas condicionais
definidas em espagos LP ou em modulos. Tal relacdo se da pela concatenacdo do envoltério
convexo de espagos LP, de tal modo que € possivel unificar as defini¢fes. A representacao dual

baseada na teoria de convexidade é o centro do trabalho.
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De modo a trazer para o campo dinamico, Detlefsen e Scandolo (2005) abordam um
contexto em que informacédo adicional é disponivel, caracterizando essas medidas através de

conjuntos de aceitagdo. A representacdo dual tem a forma p(X) = ess.sup(Eq[—X|G] —
QE?Q

a(@)), com P, ={Q€eP:P=QemgG}, sendo g S F. Nédo obstante, um axioma de
regularidade é discutido. Seja I, uma funcdo indicadora se determinado elemento pertence ao

conjunto A. Tal axioma diz que:
Regularidade: se X1, = Y1, entdo p(X)I, = p(Y)I,,VX,Y € L, A € G.

Tal axioma implica em VX,Y € L®, A€ G, p(XL) =pX), e p(XI, +YI,c) =
p(X)I, + p(Y)I,c, onde A¢ é o complemento de A. Ainda, os autores mostram que medidas
convexas dindmicas sdo cunhadas como uma sucessdo de medidas convexas condicionais
utilizando uma filtracdo F, = @, satisfazendo axiomas de Consisténcia Dindmica (no sentido
de Riedel (2004)), Recursividade e Supermartingale. Os dois ultimos axiomas podem ser

entendidos como:
Recursividade: p(X;) = p(—p(X¢11)),V X € L*(Fp).
Supermartingale: p(X;) = Ep[p(Xi11)|F:], ¥V X; € L% (F)).

Recursividade implica em se poder obter o risco atual através do risco futuro, enquanto
Supermartingale faz o risco atual ser maior que o risco esperado do periodo seguinte, dada a
informacdo atual.

Kovacevic e Pflug (2009) discutem o axioma de Consisténcia Dindmica de medidas de
risco convexas, levando em conta os resultados da literatura. A relagdo com outros axiomas
como Recursividade e Monotonicidade de Informacdo é investigada em um arcabouco

multiperiodo. Para o autor, tais axiomas sdo definidos como:

Consisténcia Dinamica: p(X;y1|Frs1) = (L)p(Yey1|Fry1) implica em p(X¢|F.) =

Sp(Ye|Fe), VY Xe, Yy € LP(Fy).

Recursividade: p(X;|F;) = p(=p(Xe41|Fer1)|Fe), ¥ X € LP(Fy).
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Monotonicidade de Informacdo: se G, S F., entdo p(X:|G:) = p(X¢|Fp),V X, €
LP(G) S LP(Fy).

Monotonicidade de Informagdo implica em um volume maior de informacgdo néo
aumentar o risco em relacdo a um volume menor de informacéo. Resultados obtidos pelos
autores mostram que a Consisténcia Dindmica pode ser conflitante com a Monotonicidade de
Informagéo.

Cheridito et al. (2006) derivam resultados de axiomas, conjuntos de aceitacdo e
representacdo dual para medidas de risco convexas dinamicas a tempos de parada de processos
estocasticos. Esses conceitos sao baseados na colagem de medidas estaticas condicionais e seus
conjuntos de probabilidade da representagcdo dual. Isso € realizado devido ao axioma de

Consisténcia Dinamica exposto, que possui a forma:
Consisténcia Dinamica: p(X.7) = p (Xt,s — p(XS,T)),VXt €LP(F),t<s<T.

Diversos resultados séo provados com base nessa nogéo. Acciaio et al. (2012) ampliam
esses resultados utilizando uma estrutura em que a incerteza advém da medida de probabilidade
e da taxa de juros. Os autores apresentam um corpo tedrico para medidas de risco convexas
dindmicas, apresentando toda a questdo de axiomas, espacos de aceitacdo e representacdo dual.
O caso de translacdo subaditiva é investigado e exemplos para AVaR e medida entrépica séo
analisados.

Ainda sobre medidas convexas dindmicas, FOllmer e Penner (2006) apresentam
defini¢cdes e conceitos com base em resultados oriundos do axioma de Consisténcia Dinamica
no sentido de Riedel (2004). Fundamentalmente, os autores apresentam resultado que mostra
que a evolucdo conjunta da medida de risco e sua funcdo de penalidade formam um
supermartingale sob as condi¢fes de Fatou e de Consisténcia Dinamica. Por sua vez, Jobert e
Rogers (2008) analisam medidas de risco convexas dinamicas através da nogdo de uma familia
de operadores concavos que satisfazem axiomas, ao invés da usual abordagem de conjuntos de
aceitacdo. Ja Kloppel e Schweizer (2007) apresentam resultados para medidas de risco
convexas dinamicas com algumas diferencas sobre outras abordagens existentes, como a
generalizacdo da representacdo dual, espagos de aceitagdo e Consisténcia Dindmica, ndo

exigindo o tradicional axioma de Normalizagéo.
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Tutsch (2008) discute como atualizar medidas de risco convexas, classificando a
questdo de Consisténcia dindmica em forte e fraca, de modo a provar alguns resultados. Ainda,
uma ordem reversa de consequéncia é apresentada, similar a implicacdo contraria do axioma de
Monotonicidade de Informacdo. Resultados provados mostram que nem sempre tal ordem
reversa coincide com a Consisténcia Dindmica comum. Stadje (2010) estende medidas de risco
convexas dindmicas de tempos discretos para continuos, utilizando equagdes diferenciais e
tomando limites de diferencas entre um periodo e outro. Resultados de representacées dual séo
demonstrados e discutidos, com exemplos de algumas medidas como VaR. Ainda sobre esse
topico, Cheridito e Kupper (2011) apresentam medidas de risco convexas dindmicas com o
axioma de Consisténcia Dindmica como composi¢do de medidas estaticas através de uma
funcdo dindmica geradora. Bion-Nadal (2008) apresenta resultados para medidas de risco
convexas dinamicas com base na propriedade de estabilidade de medidas de probabilidade,
refletidas na estabilidade das funcbes de penalizagdo. O autor chama essa estabilidade de
condigdo co-ciclica. Com base nessa condigdo, o autor constroi medidas de risco dindmicas
através de martingales. Ja Bion-Nadal (2009) apresenta uma representacdo de composicao de
funcbGes de penalidade que leva a Consisténcia Dinamica de medidas de risco convexas
continuas acima. A relacdo dessa propriedade com outros axiomas, como outras versfes da
Consisténcia Dinamica e Regularidade € investigada. Construgdes de familias de medidas desse
tipo sdo também feitas com martingales.

Uma corrente de estudos visa definir medidas de risco utilizando expectativas nédo
lineares, uma vez que toda medida de risco é de certa forma uma expectativa em relacdo a uma
medida de probabilidade (representacdo dual). Nesse sentido, Gianin (2006) utiliza g-
expectativas, que sdo baseadas em funcdes ndo lineares de equacgdes diferenciais estocasticas,
para definir medidas de risco convexas estaticas e dindmicas. Por meio de correspondéncias
entre axiomas das g-funcbes e axiomas de medidas de risco, os resultados habituais sobre
axiomas, conjuntos de aceitacdo e representacdo dual sdo provados. A questdo da Consisténcia
Dinamica é debatida em detalhes. Complementando, Jiang (2008) estende os resultados da
relagdo entre g-expectativas e medidas de risco convexas, com resultados sobre Convexidade,
Subaditividade e Invariancia de Translagdo sem supor necessariamente a continuidade da
funcdo geradora g. Delbaen et al. (2010) apresentam representacGes para a funcéo de penalidade
no caso de medidas convexas dinamicas considerando g-expectativas sob uma série de
suposi¢des. As representagdes sdo obtidas para tempo continuo, verificando axiomas e conjunto
de aceitacdo. Mais além, Xu (2014) estende g-expectativas condicionais para 0 caso

multivariado, obtendo medidas de risco convexas multivariadas dindmicas. Resultados para
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axiomas, conjunto de aceitacédo e representacdo dual sdo apresentados, bem como aplica¢oes
para problemas financeiros. Kromer e Overbeck (2014) consideram g-expectativas, vinculadas
com equac0es diferenciais estocasticas recursivas, em problemas de alocagdo, mostrando que
sdo diretamente ligadas com medidas de risco. Rerpesentacdo dual para medidas de risco
convexas € apresentada, com medidas coerentes como caso especial. Exemplo da medida
entropica dindmica é investigado para ilustragéo.

Por sua vez, Weber (2006) caracteriza conjuntos medidas de risco convexas com lei
invariante por medidas de probabilidade, que sdo do tipo © : P(R) — R, com P(R) sendo o
conjunto de medidas de probabilidade definidas na reta dos numeros reais. O autor mostra a
relacdo entre esse conceito e o habitual para variaveis aleatorias, conforme p : LP - R, é
p(X) = @(Q(X)), com Q € P(R). Ainda, é provado que essas medidas estdo relacionadas com
a nocdo de utilidade, possuindo caracterizacdo dual ligada e conjunto de aceitacao ligado a uma
funcdo de perda convexa ¢, com a forma Ag={QeP(R):0(Q)<0}={QE€
P(R): [ £(—x)Q(dx) < z € R}. O autor define uma caracterizagdo axiomatica para o caso
dindmico, apresentando propriedades de Consisténcia Dinamica. O autor mostra que medidas
dindmicas desse tipo podem ser representadas por vetores de medidas estéticas, dadas algumas
condigdes. Kupper e Schachermayer (2009) mostram que se uma medida de risco tem
propriedade de Fatou, é continua, e possui axiomas de Normalizacdo, Invariancia de Lei e
Monotonicidade, entdo ela é um equivalente certo negativo. Assim, tal medida tem a forma
p(X) —uloEp[u(X,)], onde u é uma funcdo continua, estritamente crescente.
Complementando, a Unica medida de risco dindmica com axiomas de Invariancia de Lei,
Relevancia e Consisténcia Dinamica é a entropica, sendo convexa ou coerente conforme o valor
assumido pelo parametro de aversdo ao risco. De forma complementar, Follmer (2014)
confirma resultados de que medidas convexas com axiomas de Invariancia de Lei e
Consisténcia Dindmica sdo entropicas. Resultados para o caso espacial, quando o
condicionamento é por etapa numa rede ao invés do tempo, sdo apresentados.

Feinstein e Rudloff (2013) estendem a teoria de medidas de risco convexas
multivariadas definidas em conjuntos vetoriais para 0 campo dindmico. Extensdes de axiomas,
conjunto de aceitacdo e representacdo dual sdo deduzidas em detalhes. Especial atencédo é dada
para a Consisténcia Dinamica. Alguns exemplos védo ilustrando a abordagem ao longo das
etapas do trabalho. Ja Feinstein e Rudloff (2014) apresentam um corpo tedrico para medidas de
risco convexas multivariadas vetoriais definidas em conjuntos que sdo consistentes no tempo.

Axiomas, conjuntos de aceitacdo e representacdo dual sdo expostos em detalhes, mostrando que
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a questdo da consisténcia dinamica, ligada com recursividade, é baseada na representacao das
funcdes de penalizagéo e sua propriedade de co-ciclicidade. Para o caso coerente, representacéo

dual € baseada na colagem de medidas de probabilidade.

2.3 Medidas de risco espectrais e de distorc¢ao

2.3.1 Medidas de risco espectrais

Outra categoria de medidas de risco sdo as medidas espectrais. Ao contrario de outras
classes de medidas de risco, as medidas espectrais levam em conta a fungéo de aversao ao risco
de cada individuo. Mais especificamente, a ES pondera todos os cendrios igualmente, ao passo
gue medidas espectrais tendem a dar mais peso para piores cenarios. O conceito de medidas
espectrais de risco é proposto por Acerbi (2002). A ideia fundamental é que toda medida de

risco coerente pode ser representada por uma soma ponderada convexa de medidas de risco
coerentes. Nesse contexto, considere uma medida do tipo p(X) = — fol Fyl(a)¢p(a)da, onde

Fy ! é afuncéo inversa da distribuicdo de probabilidade de X, representando o quantil dos dados
e ¢ é uma funcdo de ponderacao definida do agente com dominio sobre toda amplitude de
probabilidades cumulativas 0 < a@ < 1. p define a classe de medidas de risco baseadas em
quantis, e cada medida de risco individual nessa classe é caracterizada por sua prépria funcéo
de ponderacdo ¢. Um agente que € avesso ao risco pode preferir trabalhar com uma medida de
risco que considere sua aversdo. Exatamente neste ponto que se encaixam as medidas de risco
espectrais. ¢ reflete a aversdo ao risco do agente.

Acerbi (2002) define que medidas de risco espectrais, sdo aquelas medidas que possuem
funcbes geradoras ¢ que atendem as propriedades, para 0 < a < 1, de ndo negatividade
(¢ () = 0), normalizagdo (folqb(a)da =1) e ndo crescimento (¢'(a) < 0). A primeira
propriedade requer que 0S pesos sejam ndo negativos, garantindo o axioma de Monotonicidade
da medida, ao passo que a segunda exige que as pondera¢Ges somassem a unidade, garantindo

0 axioma de Invariancia de Translacdo. Mas a propriedade chave € a terceira, que requer que

0s pesos atribuidos a maiores perdas ndo seja menor que 0s pesos atribuidos a perdas menores,
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a fim de refletir a aversdo ao risco. Por depender diretamente da fungéo de probabilidade dos
dados, essa classe de medidas possui automaticamente o axioma de Invariancia de Lei.
Complementando, Inui e Kijima (2005) mostram que qualquer medida de risco
espectral que seja coerente € uma combinacdo convexa da ES, e que a ES fornece o valor
minimo de risco entre a classe de medidas coerentes. Kusuoka (2001) mostra que essa

representacdo é valida para medidas de risco coerentes com axiomas de Invariancia de Lei e
Aditividade Comonotdnica, coincidindo com p(X) = folAVaR“(X)@(da), com Q € P,q)-
Cherny (2006), chamando esse tipo de medidas de WVaR, mostra que esse tipo de medidas

possui boas propriedades, sendo estritamente subaditiva, isto €, p(X +Y) < p(X) + p(Y) se X

e Y ndo sdo comonotbnicos. A conexdo entre essas representacdes é pela igualdade ¢(a) =
1 . . . N . . ~ -

Efoa Q(da). Pichler (2013) cria uma norma associada & medida de risco em questéo, definida
como || X[, = p(|X]), e geraum espago LPonde a medida € continua com respeito a essa norma.

Tem-se que L* c LP c L, de modo que considerar espagos maiores que 0 € espagos maiores
que o L! néo faz sentido. Tal caracterizacdo se da conforme o espaco onde a funcéo espectral é
definida. Resultados comprovando a ideia séo apresentados, bem como espacos duais sdo
derivados.

Conforme apontado por Dowd et al. (2008), um ponto fraco dessa definicdo € a terceira
propriedade, pois ela ndo exclui medidas que sdo neutras ao risco. Esse autor citacomo exemplo
a ES, que se encaixa nas condi¢cbes mas ndo acomoda essa aversao crescente. Para eliminar
esses casos, Dowd et al. (2008) substituem a terceira propriedade por algo mais forte, o
decrescimento (¢'(a) < 0). Essa nova condicdo garante que 0s pesos aumentam conforme as
perdas aumentam. Dessa forma, se nota que VaR e ES ndo sdo medidas espectrais no sentido
estrito, porquanto a ponderacdo deles &, respectivamente, todo o peso no valor do quantil e
igualmente ponderado entre todos os valores apds o quantil. Demais valores possiveis assumem
peso zero. Em casos bem comportados, 0s autores esperariam que 0s pesos aumentassem de
forma suave ao passo que aumentariam de forma mais brusca para individuos muito avessos ao
risco. Essa classe de medidas, com a propriedade de decrescimento, conforme Acerbi (2002),
n&o é atrativa apenas porque leva em consideragédo a aversao ao risco do individuo, mas também
porque tais medidas séo coerentes no sentido de Artzner et al. (1999).

Csoka et al. (2007) mostram que uma medida de risco é coerente com axiomas de
Invariancia de Lei e Aditividade Comondtona se e somente se ela for uma medida de risco
espectral no sentido estrito, respeitando a propriedade de decrescimento. Entretanto, apesar

dessas propriedades tedricas interessantes, ainda resta um grande problema para aplicacOes
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praticas: a escolha da funcéo ¢. Ndo ha como estimar o modo que um individuo reage ao risco
com precisdo, caindo em um problema muito semelhante com o de fungdes de utilidade. Ainda
assim, Dowd et al. (2008) investigam situacGes com funcGes exponenciais e de poténcias. Os
seus resultados indicam que embora essas funcbes tenham caracteristicas interessantes, tais
como suavidade na evolucdo do grau de aversao, elas podem levar a resultados indesejados
dependendo da parametrizacao escolhida. Todavia, Brandtner (2014) rebate essas criticas feitas
em relagdo a funcbes espectrais exponenciais e de poténcias, mostrando que elas levam a

respeitar graus de aversdo ao risco.

2.3.2 Medidas de risco de distor¢éo

Intimamente relacionada com o conceito de medidas espectrais esta a classe de medidas
de distor¢éo, introduzidas por Wang (1996) visando problemas de seguros, que podem ser
definidas basicamente como o retorno esperado sob uma transformacdo da funcdo de
probabilidade, nomeada funcdo de distor¢do. Tal funcdo de distorcdo g : [0,1] — [0,1], com

g(0) =0¢e g(1) =1, é crescente, definindo as medidas de distorcdo como sendo p(X) =
fol F-#(u)dg(w). Como é originalmente para seguros, se trabalha com perdas, ou seja, - X ao

invés de X. Wang et al. (1997) discute as medidas de risco de distor¢do, argumentando em favor
de questBes de continuidade e mostrando que as propriedades da medida sdo intimamente
ligadas com as da funcdo g. Assim, a escolha dessa funcdo de distorgéo vai definir a medida de
risco e suas propriedades. Wirch e Hardy (2000) mostram que medidas de distor¢do com funcéo
g cbncava sdo coerentes, e respeitam a dominéncia estocastica de segunda ordem se e somente
se forem estritamente concavas.

Gzyl e Mayoral (2008) estabelecem relacionamento direto entre medidas de risco de
distor¢do e medidas de rico espectrais atraves da relacdo g'(a) = ¢(a), se g for concava.
Assim como as medidas espectrais, as medidas de distor¢cdo caem no problema da definigéo de
g. Assim, para g concava, as medidas de risco de distor¢do sdo coerentes e possuem axiomas
de Invariancia de Lei e Aditividade Comonotona. Nesse sentido, Pflug (2006a) mostra que

medidas de distor¢do podem ser representadas como combinagGes da ES, de modo similar a
representacdo de Kusuoka (2001). Tal representacéo é da forma p(X) = folAVaR“(X) g(da).

Pode se estabelecer que existe uma conexao direta entre medidas de distorcdo com fungéo g
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concava, medidas espectrais e medidas coerentes com axiomas de Invariancia de Lei e

Aditividade Comondtona com base no integrador da representacdo dual conforme g'(a) =

$(@) ==, Qda).

Song e Yan (2009a) apresentam em maiores detalhes as representacdes duais destes e
de outros tipos de medidas de risco. Dhaene et al. (2012) discutem a questéo da representagéo
de medidas de distor¢do por quantis, com teoremas que mostram que cuidado precisa ser
tomado na defini¢do de quantil usada no caso de distribuicdo de probabilidade ndo continua.
Por sua vez, Belles-Sampera et al. (2013) mostram que ordenadores de ldgica fuzzy sdo
intimamente ligados com o conceito de medidas de distorcdo devido a integral de Choquet na
sua representacdo dual. Resultados nesse sentido sdo provados e exemplos para VaR e TVaR
sdo oferecidos pelos autores. Balbas et al. (2009) estudam propriedades que uma medida de
risco deve satisfazer a fim de evitar escolhas de portfdlio inadequadas. Duas novas propriedades
sdo apresentadas, a completude, que exige que a medida use toda a informacdo sobre a
distribuicdo dos dados, e a adaptabilidade, que forca a medida a usar a informacao
adequadamente. Autores mostram que essas propriedades séo satisfeitas quando o crescimento
estrito da funcédo de distorcéo existe.

Uma possibilidade, assim como nas outras classes de medidas de risco, é a proposi¢do
de novos tipos de medidas de distor¢do, como o trabalho de Tsukahara (2009), que introduz
familias paramétricas de medidas de distor¢do, precisamente com um pardmetro, como
extensdo da representacdo da ES, investigando suas propriedades e discutindo seu uso. A
derivacdo dessas medidas é baseada na representacdo de medidas de risco coerentes com
axiomas de Invariancia de Lei e Aditividade Comondtona. A abordagem do autor é visando
comparagdes com a ES por meio de exemplos numéricos, discutindo sua estimagdo empirica e
sua utilizacdo na gestdo de risco. J& Hurlimann (2006) apresenta uma classe de medidas de
distorcao, ndo necessariamente coerentes, que sdo potencias de potencias do valor esperado de
diferencas de uma posicao distorcida X9 com relacdo a algum limiar, conforme a expressédo
p(X) = Ep[|X9 — b|*]%, onde a,§ >0 e L < b < U, com L e U sdo limiares. A variancia é
um caso especial dessa subclasse, por exemplo. Propriedades e representacdo da subclasse sdo
apresentadas.

Zhu e Li (2012) introduzem o conceito de medida de risco de distor¢do na cauda, para

verificar riscos de perdas excedentes ao VaR. Tais medidas tém representacdo conforme
p(X|X > VaR?%) = fol F(‘_1X|_X>VaRa)(u)dg(u), ou seja, apenas se adapta a distribuicdo de

probabilidade para captar informagdo da cauda. Ainda, os autores derivam relacGes lineares



42

assintéticas com o VaR para casos de distribuicdes com caudas pesadas. Exemplos envolvendo
distribuicOes invariantes a localizacdo, escala e formato sdo apresentadas para ilustrar a
abordagem. Fasen e Svejda (2012) estendem o conceito de medidas de risco de distor¢do para
0 campo dindmico. Para tanto, os autores utilizam os conceitos de Roorda e Schumacher (2007)
para defini¢cbes de Consisténcia Sequencial, Condicional e Dindmica para medidas de risco de

distor¢do dinamicas, as utilizando em resultados que ligam axiomas e representacao dual.

2.4 Medidas de desvio generalizado

2.4.1 Teoria bésica

As classes de medidas de risco apresentadas até aqui sao diretamente ligadas com o
valor esperado ou monetario de uma posicao. Porém, em muitas situacdes héa interesse em tratar
0 quanto um ativo fica longe de seu valor esperado ao invés de quanto ele excede algum limite
proposto. E nessa lacuna, de variabilidade, que se encontram as medidas de desvio
generalizadas. Essa classe de medidas de risco é proposta por Rockafellar et al. (2006). Uma
justificativa dada pelo autor por seu interesse em criar tais medidas, é a limitacdo de medidas
de dispers@es habituais serem simétricas, isto €, considerarem ganhos e perdas como desvios
similares.

Mantendo a notacdo empregada inicialmente, apresentamos formalmente o que
Rockafellar et al. (2006) define como sendo uma medida de desvio. Assim, D : L? - R, é uma

medida de desvio se atente aos seguintes axiomas:

Insensibilidade a Translacdo: D(X + C) = D(X),VX € LP,C € R.

Homogeneidade Positiva: D(0) = 0e D(AX) = AD(X),VX € LP,1 > 0.

Subaditividade: D(X +Y) < D(X) + D(Y),VX,Y € LP.

Né&o Negatividade: D(X) = 0,V X € LP, com D(X) > 0 para X ndo constante.
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O primeiro axioma indica que o desvio em relagdo ao valor esperado ndo muda se for
adicionada uma constante. O segundo axioma é a Homogeneidade Positiva, ao passo que 0
terceiro é a Subaditividade. Esses dois juntos implicam que uma medida D de desvio é convexa.
O quarto axioma € similar ao conceito de relevancia, que indica que gqualquer posi¢cao nao
constante apresenta desvio, e este ndo é negativo. Dessa forma, se tem que D captura o grau de
incerteza em X, atuando como se fosse uma norma em LP, exceto por ndo exigir simetria. Um
outro axioma que é apresentado neste trabalho, é o de Dominancia de Amplitude Inferior,

definido como:
Dominancia de Amplitude Inferior: D(X) < E[X] —inf X,V X € LP.

Em seu trabalho, Rockafellar et al. (2006) apresentam alguns exemplos de medidas de
desvio e exploram suas propriedades, como a variancia e o semi-desvio. Os autores derivam
ainda uma representacdo dual para as medidas de desvio generalizado, que possui forma

matematica da ordem D(X) = Ep[X] — Qirﬁ;PfD Eq[X], com PP € I? sendo um conjunto n&o
€

vazio, fechado e convexo, de tal modo que para cada X ndo constante, existe Q € PP com

Eq[X] < Ep[X]. Dessa forma, € possivel representar tal conjunto como PP = {Q EP:

Ep [%] = 1,D(X) = Ep[X] — Eg[X],VX € LP}. Se D possui 0 axioma de Dominéncia de

Amplitude Inferior, entéo Z% > 0,vQ € PP. O conjunto PP unicamente definido para uma
medida de desvio generalizado D é chamado envelope de risco. Com base nessa notacao,
resultados mais gerais sobre operacGes com envelopes de risco sdo apresentados, bem como
representacdes para diversos exemplos de medidas de risco.

Outra propriedade fundamental de medidas de desvio é que, conforme provado pelo
autor, elas estdo diretamente ligadas com medidas de risco coerentes no sentido de Artzner et
al. (1999), e vice-versa. Formalmente, a relacdo entre essas duas classes de medidas é

apresentada abaixo.
DX) = p(X — Ep[X]).

p(X) = Ep[-X] + D(X).
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Essa relacdo se mantém desde que D(X) < Ep[X] — inf X, isto é, a medida de desvio
generalizado possua 0 axioma de dominancia de amplitude inferior e p(X) > Ep[—X] sejauma
medida de risco coerente limitada pela expectativa. Os autores mostram que, em termos de

representacédo dual se tem p(X) = sup Eg[—X].
QepPD

2.4.2 Extensdes gerais

Pflug (2006b) investiga a relacdo entre a representacdo de subgradientes e as
propriedades de medidas de desvio. Em particular, o autor mostra como propriedades de
monotonicidade sdo refletidas pela representacdo de subgradiente. Mais além, o autor apresenta
um corpo de representacdes duais para medidas de risco monetarias e de desvio, modificando
em termos de notacdo aquelas representacdes classicas propostas nos artigos seminais de cada
classe de medidas. Uma lista de exemplos é fornecida. De maneira mais completa, Rockafellar
e Uryasev (2013) apresentam um quadrangular teérico ligando medidas de risco, medidas de
desvio, medidas de arrependimento e medidas de erro, através do que os autores chamam de
uma estatistica geradora. Conexdes tedricas entre 0s quatro conceitos sao propostas, bem como
sua utilizacdo em problemas de otimizacéo e representacdo dual. Uma grande lista de exemplos
é apresentada.

Assim como nas outras classes de medidas de risco, é possivel estender a teoria principal
para 0 axioma de Invariancia de Lei. Grechuk et al. (2009), considerando espacos LP a0 inves

de L?, fazem essa expanséo da teoria. O axioma diz que:
Invariancia de Lei: se Fy = Fy,entdo D(X) =D(Y),VX,Y € LP .

Assim como no caso das outras classes de medidas, 0 axioma implica em posicoes
financeiras com a mesma distribuicdo de probabilidade terem o0 mesmo risco. Além disso, é
possivel estimar as medidas de desvio generalizado a partir de dados reais. Mais além, os
autores apresentam diversas representacdes duais equivalentes, inspiradas naquelas de medidas

coerentes com Invaridncia de Lei, medidas espectrais e medidas de distorgdo. Tais

representacdes sdo conforme as formulagdes matematicas D(X) = sup [ 01 7.(Q) g (X) da,
1-QePD
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DX) = sup [ ¢(@)q.(X)da, DX) = sup [ AVaR*(X — Ep[X]) d(v(a)), DX) =
P(a)EA P(a)eA

sup folg(a)d(qa(X)), onde A é um conjunto de funcBes ndo crescentes ¢(a) € L9,
g(@)eG

fold)(a) da = 0, %+

positivas g : (0,1) » R, g'(a) = —¢(a). N&o obstante, os autores mostram que as fungdes

1

ph 1, ¢(a) =%f0“1/;(da), G ¢é uma colecdo de funcdes cdncavas

g : (0,1) - [0, ) formam o envelope maximo de D lei invariante. Tal envelope méaximo tem
aforma G, = {g(a) €EG: folg(a) d(q,(X)) <DX), VXY €LF } onde ® é o conjunto de

funcdes concavas g : (0,1) - [0,00) e LF < L* é o espaco de variaveis finitas. Ainda, os

autores apresentam o axioma de Aditividade Comonoténica, como sendo:

Aditividade Comonoténica: D(X+Y) =DX)+D(Y),VX,YE€L? com X e Y

comonatonos.

Da mesma forma que para o0 caso das outras classes, esse axioma representa 0 caso
extremo da Subaditividade quando ndo ha reducdo do risco pela diversificacdo quando duas
posicOes tém associacdo positiva perfeita. As representacfes duais para medidas de desvio
generalizado com axiomas de Lei Invariancia e Aditividade Comonotona sdo as mesmas para
0 caso nao comonotono aditivo, porém sem os operadores de supremo.

Trazendo para a 6tica multivariada, Balbas et al. (2012) apresentam versdes vetoriais de
medidas de desvio generalizado, seguindo a abordagem de Jouini et al. (2004), bem como sua
conexdo com medidas coerentes vetoriais. Questdes referentes aos axiomas e representacdo
dual séo debatidas. Ja no caso dindmico, Pflug (2006c) utiliza medidas de risco que consideram
a informacdo multiperiodo. Tais medidas sdo compostas por um termo de expectativa e outro
de desvio com base na medida de desvio generalizado CVaR*(X — Ep[X]). Os axiomas e

representacdo dual do termo de desvio sdo ajustados para o caso dindmico.

2.5 Outras classes de medidas de risco

Existem algumas outras classes de medidas de risco com menor destaque na literatura
de financas do que aquelas anteriormente apresentadas. Joaquin (2009) identifica trés axiomas

que se aceitos em conjunto levam a aceitagdo do VaR como medida de risco. O autor argumenta



46

que o VaR deve refletir fraca aversao a perdas, considerar apenas perdas realmente capazes de
ocorrer, além de ndo ser afetado por possibilidades de ganhos. De forma complementar,
Chambers (2009) caracteriza fun¢des quantilicas como o VaR em um espaco de funcbes de
distribuicdo de probabilidade. Dessa forma, o VaR deve respeitar axiomas de Covariancia
Ordinal, Monotonicidade com respeito a dominancia estocastica de primeira ordem e
semicontinuidade inferior. Ja Frittelli et al. (2014), tentando se valer do conceito do VaR,
determina medidas de risco definidas com fungbes de probabilidade nos numeros reais, da
formap: P > R, p(Q) = —supim e R: Q € A%}, com A® ={Q € P : Fy < F,}, onde
F,: R—[0,1]. Essas medidas tém axiomas de Monotonicidade, Quase Convexidade,
Invariancia de Lei, e uma variante da Invariancia de Translacao. Representacdo dual é obtida

conforme p(Q) = sup R(J fdQ, f), com C, sendo o conjunto de fungdes continuas e
fecy

limitadas, e R : R x C, » RU {—o0,00} tem a forma R(¢, f) = é&‘%{p(@) : [ fdQ = t}.

Com foco maior para seguros, cabe citar também a abordagem de limites markovianos
de Goovaerts et al. (2003), que deriva medidas de risco baseadas na minimizacéo de um regime
markoviano para uma probabilidade na cauda. Uma abordagem mais flexivel é adotada por
Goovaerts et al. (2004a), que argumentam que ndo ha conjunto de axiomas que defina
perfeitamente uma medida de risco. Os autores discutem medidas de risco de melhores praticas
ou medidas de risco consistentes, onde cada situacdo deve ser analisada de forma a considerar
suas necessidades e peculiaridades. Goovaerts et al. (2004b) apresentam uma classe de medidas
de risco que sdo aditivas para riscos independentes. Tais medidas possuem axiomas de
Invariancia de Translacdo e Monotonicidade com respeito a ordens de relacdo estocastica, além
de propriedades de continuidade. A novidade é o axioma de Aditividade Independente,

representado como.

Aditividade Independente: p(X +Y) =pX) +p(Y), VX, Y €LP com X e Y
independentes.

Tal axioma garante que posi¢Oes independentes tem seu risco somado, como €é 0 caso
da variancia e de certos prémios exponenciais para seguros. Rela¢cdes com conjuntos de axiomas
para medidas aditivas comonotonas sdo apresentados. Ainda focando em seguros, Sordo (2008)
considera medidas que generalizam o desvio de cauda proposto em Wang (1998). Essas
medidas sdo a diferenca entre expectativas distorcida e ndo distorcida de uma variavel, ou seja,

p(X) = Ep[X9] — Ep[X] onde X9 é uma posic¢do X distorcida pela funcéo de distorcdo g. Esse
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tipo de medida possui axiomas de Insensibilidade a Translagdo, Homogeneidade Positiva, Ndo
Negatividade e Aditividade Comonotonica, além de respeitar dominancia estocastica de ordens
dispersa e valor excedente. Sordo (2009) considera medidas de cauda do tipo p, (X) =
Eplo(X — Ep[X|X < Fx1(@)])|X < Fy'(a)], onde ¢ é uma funcdo convexa. A CTE e a
variancia na cauda sdo casos especiais. Autor mostra que esse tipo de medida respeita a
dominancia estocéstica de ordem de valor excedente.

Kou et al. (2013) apresentam as medidas de risco naturais, que incorporam a robustez
com respeito a erros de especificacdo de modelo e pequenas mudancas nos dados. O conjunto
de axiomas dessa classe de medidas ndo exige a Subaditividade estrita, de tal modo que medidas
de requerimento de capital que sdo baseados no VaR sdo incluidos. Os axiomas que essa classe
de medidas deve respeitar, além dos usuais de Homogeneidade Positiva e Monotonicidade, séo

0s seguintes:
Translacdo Escalonada: p(X + C) = p(X) —sC,VX € LP,C € R,s > 0.

Subaditividade Comonoténica: p(X +Y) < p(X) +p(Y),VX, Y EL?P com X e Y

comonatonos.

Invariancia de Lei Empirica: Fx = Fy, entdo p(X) = p(Y),Fz = Fy, Fg = Fy,VX,Y €
LP.

O primeiro axioma é uma versdo escalonada da Invariancia de Translacdo. O segundo é
um relaxamento da Subaditividade comum, exigindo respeitar o principio de diversificacao
apenas no caso de varidveis comonotonas. O terceiro axioma € uma versao empirica da

Invariancia de Lei, abrangendo qualquer permutacdo nos dados utilizados. Essa classe de

medidas possui representacdo dual da forma p(X) = sup{— Z}l:lex(j)}, com W c R™ um
wWew

conjunto de vetores de pesos do tipo W = (wy, -, wy), onde Xos = (x(1), -, %) S0
estatisticas de ordem de X = (x4,-+, x,,). Complementando, Ahmed et al. (2008) mostram que
p(X) é uma medida de risco natural se e somente se p’(X,s) € uma medida de risco coerente.
Ainda, esses autores apresentam condi¢des para que W seja convexo e fechado. Assa e Morales
(2010) estendem a teoria de medidas de risco naturais para o espago de sequencias infinitas, ou

seja, quando ha infinito dados para computacdo. Para tanto, uma extensdo vetorial da teoria
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padrdo para espacos com dimensao infinita € feito atraves das ponderacdes W € W. Resultados
para representacdo dual sdo provados, além de alguns exemplos fornecidos.

Ainda sobre esse tipo de medidas de risco, Tian e Suo (2012) estende a teoria de
relaxando a Subaditividade Comonotonica por Convexidade Comonotonica. Representacao

dual é apresentada e analisada, como tendo a forma p(X) = sup{— D=1 WiX(j) — y(W)},
wew

onde y : W — [—oo,4+00) é uma funcdo de penalizagdo. Mais além, Tian e Jiang (2014)
estendem essa definicdo de medidas de risco naturais mudando a Subaditividade Comonoto6nia
para uma Quase Convexidade Comonot6nica. Com isso, é obtida a seguinte representagdo dual

p(X) = sup {R(— X}y wjx(;y, W)}, onde R : R™?* - (—o0,+00] é uma fungdo conforme
wew

R(t, W) = irxlf{p(X) N A = t}. Outras representacfes nesse sentido para 0s casos

coerentes e convexos com Invariancia de Lei Empirica, bem como naturais com Subaditividade
e Convexidade Comonoto6nicos sdo apresentados.

Por sua vez, Song e Yan (2009b) apresentam classes de medidas que ndo apenas séo
comonotoénicas subaditivas ou convexas, mas também respeitam a dominancia estocastica de
primeira ordem. Os autores introduzem representacGes para essas medidas em termos de
probabilidades distorcidas, mostrando que tais medidas tém lei invariante. A representacao para

0 caso subaditivo € p(X) = sup(geP)(—X), com g ={g€g:(geP)(—X) <
gegr

p(X),vX € LP}, onde g é o conjunto de todas as fun¢des de distor¢do g. Para 0 caso convexo

a representacao fica p(X) = sup {(g o P)(—X) — a(g)}, com g = {g € g: g é concava} e
gegpc

fungdo de penalidade a(g) = sup (g o P)(—X). Autor mostra ainda que, no caso de 2 nédo
p(X)=0

ter &tomos, essas defini¢Bes coincidem com as de medidas de risco lei invariantes coerentes ou
convexas.

Outra abordagem é a de Chen e Yang (2011), que propde uma classe de medidas de
risco que satisfazem os axiomas de Convexidade e Monotonicidade. Essas medidas podem ser
representadas como uma Perda Esperada Ponderada (Weighted Expected Shortfall — WES),

definida como WES?* = —ifoaw(Fx_l(u))Fx_l(u)du, onde w é uma funcdo definida

monotonicamente ndo crescente, sendo positiva e convexa para X < 0, e ndo negativa e concava
para X < 0. Através de uma ponderac¢do ndo linear, essa classe de medidas pode flexivelmente
refletir o grau de aversdo ao risco do investidor, estabelecendo inclusive um modelo realista de
selecdo de portfolio. Resultados empiricos mostram que esse tipo de medida consegue refletir

melhor as restricdes do mercado, superando portfélios construidos com base na ES. J& Eichorn
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e ROomisch (2005) apresentam a classe de medidas de risco poliédricas que servem para a
solucdo de problemas de otimizacao estocasticos. Representacdo dual para essas medidas e sua
relacdo com espacos de aceitacdo € apresentada. Propriedades para garantir que sejam convexas
ou coerentes sdo introduzidas, e relagdes com o CVaR sdo expostas. A extensdo para 0 caso
multiperiodo é abordada, bem como a questdo tedrica de sua utilizagdo em problemas de
otimizagdo. Roorda e Schumacher (2011) apresentam uma classe de medidas de risco que,
dentre um conjunto de medidas de risco, uma combinacdo que escolhe a mais otimista €
apresentada. Embora ndo garanta convexidade, a medida € monetaria e possui 0 axioma de
Consisténcia Dindmica no caso multiperiodo.

Cont et al. (2010) introduzem medidas que s6 consideram perdas, € ndo ganhos, da
forma p(X) = p(min(X,0)) e tem axioma de Monotonicidade e Normalizacdo. Versdes
convexas sdo também expostas, e a relagdo com medidas convexas tradicionais é apresentada,
bem como a ligacdo com a Subaditivade de Translacdo. Representacdo dual e 0 caso com
Invariancia de Lei sdo estudados de modo a adaptar os resultados usuais de medidas de risco
convexas. Staum (2013) introduz o axioma de Invariancia do Excesso para medidas de risco,
que implica em insensibilidade a quantidade que o valor de uma carteira excede seu benchmark.
Esse axioma substitui o de Invariancia de Translacdo. Mais formalmente, o axioma proposto

pelo autor exige que:

Invariancia do Excesso: se X~ =Y, entdo p(X) = p(Y) VX, Y € LP.

Em outras palavras, 0 axioma garante que o risco de duas posi¢oes € igual se sua perda
em relacdo ao benchmark for igual, independentemente da relagdo entre X* e Y*. Com base
neste axioma, o autor define ainda uma classe de medidas de risco de perda que sao Uteis quando
risco é associado apenas a resultados ruins, ignorando retornos excedentes positivos. Tais
medidas possuem, além do axioma de Invaridancia de Excesso, propriedades de
Monotonicidade, N&o-Negatividade e Normalizagéo.

Medidas de risco dindmicas permeiam todas as classes de medidas de risco. O trabalho
que iniciou essa corrente foi o elaborado por Wang (1999), que estende o VaR para uma
abordagem multiperiodo criando uma classe de medidas de risco que respeita axiomas de
Consisténcia Dindmica e Recursividade, além de outras propriedades técnicas. Alguns teoremas
de representagdo sdo apresentados, bem como argumentacdo em favor de sua utilizag&o.
Também com dtica dindmica, Pflug e Ruszczynski (2005) apresentam medidas multiperiodos

para entradas de dinheiro como problemas de otimizacéo, considerando a diferenca entre perdas
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maximas de processos obtidos com informacdo ex-ante e ex-post. Sob certas situacdes, tais
medidas de risco sdo coerentes, mas no geral ndo precisam ser. Ampliando esse resultado,
Bduerle e Mundt (2008) estendem essa medida de risco para entradas de dinheiro obtida como

otimizacdo incorporando a ambiguidade na definicdo com cenarios bayesianos.
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3 DESENVOLVIMENTO TEORICO

Nesta secdo séo apresentados aspectos do SD e da medida de risco proposta SDR. Dessa
forma, se busca exprimir tanto o conceito, como propriedades teoricas. Visando facilitar a
compreensdo, o contetdo da secdo foi subdividido em duas partes: i) definicBes e resultados
auxiliares, que compreendem conceitos e sustentacdes da literatura utilizados para contruir este
desenvolviento teorico; e ii) os principais resultados tedricos deste trabalho, onde propriedades
do SD e da medida de risco proposta SDR sdo provados. O corpo textual dessa secdo €
basicamente composto por definicdes, teoremas e observagdes, como é tipico para trabalhos

tedricos com fundamentacdo matematica.

3.1 Definicdes e resultados auxiliares

Como o intuito principal desta secdo é demonstrar as propriedades tedricas do SDR
como medida de risco, sdo expostos definicdes e resultados que permitem desenvolver o corpo
tedrico da medida proposta. Inicialmente, sdo definidos, além do SD e SDR, os conceitos do
VaR e da ES, fundamentais para o entendimento da medida proposta. A classe de medidas de
risco em que 0 SDR se encaixa é a de medidas de risco coerentes, propostas por Artzner et al.
(1999). Como a medida SDR é uma composi¢do entre ES e SD, antes de demonstrar suas
caracteristicas o primeiro passo € entender as propriedades tedricas do SD, uma vez que a ES
ja é bem definida na literatura. Por se tratar de um coeficiente de dispersdo o SD se acomoda
mais diretamente dentro do conceito de medidas de desvio generalizado, no sentido proposto
por Rockafellar et al. (2006). Assim, definicdo formal sobre essa classe de medidas € exposta.

Além dos axiomas, sdo definidas propriedades de continuidade, uma vez que medidas
de risco séo basicamente funcGes e necessitam de tais propriedades para terem certos resultados
garantidos. Dadas propriedades de continuidade, é possivel representar uma medida de risco
coerente como o pior resultado esperado possivel de X dentre os cenarios gerados pelas medidas
de probabilidade @ € P. Artzner et al. (1999) apresentam este resultado para espacos L
discretos. Delbaen (2002) generalizam para espacos L* continuos, e Inoue (2003) considera

espagos LP,1 < p < co. Também é possivel representar medidas de desvio generalizado de



52

maneira similar, porém com alguns ajustes, conforme demosntrado por Rockafellar et al.

(2006). Resultados que garantem formalmente tais representacées séo apresentados.

3.1.1 Definigéo: VaR, ES, SD e SDR

Definigdo 1. Dado um nivel de significAncia 0 < a < 1:

VaR*(X) = —inf {x: Fy(x) = a} = —Fy }(a) = —q,(X). (1)
ES*(X) = —Ep[X|X < qo(X)] = —eq(X). (2)
SDU(X) = (Ea[(X — Ea[XIX < ea(OD2IX < e (OD2. 3
SDR*(X) = ES*(X) + (1 — a)#SD*(X), = 0. (4)

Observacdo 1. O VaR é o quantil g, de X, ajustado pelo sinal negativo, e representa
uma perda entre 0 e T que s0 é superada com probabilidade a. O VaR néo considera informacéo
apos o quantil de interesse, apenas o ponto em si. A ES supera essa dificuldade, pois representa
a expectativa de X, ajustada pelo sinal negativo, uma vez que X represente uma perda maior que
0 VaR, ou seja, uma perda extrema. E proposto no corrente trabalho que a dispersdo truncada
pela ES seja considerada como um termo de penalidade. Essa medida é precisamente o SD, que
é 0 desvio padrdo de resultados que representam perdas maiores que a ES. Outras formas de
desvio acima da ES poderiam ser consideradas, como o semi-desvio considerado em Fischer
(2003), Krokhmal (2007) e Chen e Wang (2008). Todavia, o semi-desvio leva a valores
menores de penalizacdo que o desvio padrdo. Além disso, o desvio-padrdo possui um melhor
sentido intuitivo devido sua ampla utilizacdo no campo financeiro. Com base nessas definicdes,
é possivel pensar numa medida que ajuste o risco de perdas extremas esperadas através da sua
dispersdo. Mais além, duas posi¢des podem apresentar a mesma perda esperada na cauda,
porém diferentes dispersGes. Enquanto uma leva a uma perda esperada de modo certo, outra
pode apresentar dispersao de tal modo que perdas muito maiores possam ocorrer. Com esse

raciocinio em mente surge o SDR.

Observagéo 2. O SDR contempla simultaneamente os dois pilares da defini¢éo de risco,

pois considera a possibilidade de resultados ruins extremos, bem como a incerteza em relacéo
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a um valor esperado. O termo (1 — a)# representa quanto da dispers&o deve ser incluida como
penalizagdo da ES, o que pode funcionar como uma protecdo. Naturalmente, valores menores
de B levam a penalizacdes maiores, com o caso minimo de (1 —a)? =0, com S = oo,
recuperando o valor original da ES, e caso maximo quando (1 —a)® =1, com B =0,
incorporando todo o SD. Ainda, a escolha de valores para 8 permite incorporar questdes
subjetivas como o grau de aversdo ao risco do agente. Posteriormente é provado que o SDR
leva a valores superiores em relagdo a ES e VaR, e inferiores a perda méaxima sup —X, bem

como é ndo crescente em ¢, de modo que o risco aumenta em quantis mais extremos.

3.1.2 Definicdo: medida de risco coerente

Definigdo 2. Uma funcéo p : LP — R é uma medida de risco coerente se atende aos

seguintes axiomas:

Invariancia de Translacdo: p(X + C) = p(X) —C,vX € LP,C € R.
Subaditividade: p(X +Y) < p(X) + p(Y),VX,Y € LP.
Monotonicidade: se X <Y, entdo p(X) = p(Y) ,VX,Y € LP.
Homogeneidade Positiva: p(1X) = Ap(X),VX € LP,A1 > 0.

Ainda, uma medida de risco coerente pode respeitar os axiomas:

Relevancia: se X < 0eX # 0entdo p(X) >0,VX € LP.
Perda Estrita: p(X) > —Ep[X],V X € LP.
Invariancia de Lei: se Fy = Fy, entdo p(X) = p(Y),VX,Y € LP.

Observagéo 3. O primeiro axioma garante que se for adicionado um ganho certo a uma
posicao, o risco da mesma deve diminuir nessa quantidade. O segundo axioma implica em o
risco de uma posi¢do combinada ser menor que a soma dos riscos individuais, seguindo o
principio da diversificacdo. O terceiro axioma exige que se uma posi¢do tem sempre resultados
piores do que outra, entdo o risco da primeira deve ser maior que o da segunda. O quarto axioma

é relacionado ao tamanho da posicao, isto é, o risco aumenta proporcionalmente ao tamanho da
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posicdo. O axioma de relevancia garante que se uma posi¢do sempre gera resultados negativos
(perdas), entdo seu risco € positivo. A Perda Estrita garante que a medida é conservadora o
bastante, superando a expectativa comum da perda. A Invariancia de Lei, apresentada para
medidas de risco coerentes por Kusuoka (2001), garante que duas posi¢fes que possuem a
mesma funcdo de probabilidade possuem riscos iguais. Tal caracteristica € importante na
mensuracao de risco na pratica, quando dados reais que dependem de uma lei que 0s governa

sdo utilizados.

Observacdo 4. Dada uma medida de risco coerente p, Artzner et al. (1999) definem o
conjunto de aceitagdo como A, = {X € L? : p(X) < 0}, isto é, as posi¢des que levam a uma
situagdo que ndo ocorram perdas. Seja L%, o cone de elementos ndo negativos de LP, e LP sua
contraparte negativa. Todas as medidas de risco coerentes p tem um conjunto de aceitagcdo
A, que satisfaz as seguintes propriedades: contém LF, ndo tem intersecgdo com LP, é um cone
convexo. Por outro lado, a medida de risco associada a esse conjunto é p(X) =
inf{m : X + m € A,}, isto é, 0o minimo de capital que precisa ser adicionado a posi¢do X para
tornéa-la aceitavel. Artzner et al. (1999) demonstram que se um conjunto de aceitagdo atende as
propriedades definidas anteriormente, entdo a medida de risco associada a esse conjunto é
coerente. Ainda, se uma medida de risco é coerente, entdo o conjunto de aceitacdo vinculada

com essa medida atende as propriedades exigidas.

3.1.3 Definicdo: medida de desvio generalizado

Definicdo 3. Uma funcdo D : LP —» R, é uma medida de desvio generalizado se atende

aos seguintes axiomas:

Insensibilidade a Translacdo: D(X + C) = D(X),VX € LP,C € R.
Homogeneidade Positiva: D(1X) = AD(X),V X € LP,1 > 0.

Subaditividade: D(X +Y) <D(X) + D(Y),VX,Y € LP.

N&o Negatividade: D(X) = 0,V X € LP, com D(X) > 0 para X ndo constante.

Ainda, uma medida de desvio generalizado pode respeitar os axiomas:
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Dominancia de Amplitude Inferior: D(X) < Ep[X] —infX,V X € LP.
Invariancia de Lei: se Fy = Fy,entdo D(X) = D(Y),VX,Y € LP .

Observagéo 5. O primeiro axioma indica que o desvio em relacéo ao valor esperado ndo
muda se for adicionada uma constante. O segundo axioma afirma que o risco de uma posicéao
financeira aumenta proporcionalmente com o seu tamanho. O terceiro axioma garante que 0
principio de diversificacdo é captado pela medida. O quarto axioma é similar ao conceito de
Relevancia, que indica que qualquer posicdo ndo constante apresenta desvio, e este ndo €
negativo. Dessa forma, se tem que D captura o grau de incerteza em X, atuando como se fosse
uma norma em LP, exceto por ndo exigir simetria. O axioma de Dominancia de Amplitude
Inferior restringe a medida de desvio a ser ndo maior que a amplitude entre o valor esperado e
0 minimo da posicdo X. O axioma de Invariancia de Lei implica em posic¢des financeiras com
a mesma distribuicdo de probabilidade terem o mesmo risco, além de tornar possivel estimar

medidas de desvio generalizado a partir de dados reais.

3.1.4 Definicdo: propriedades de continuidade

Definigdo 4. Seja {X,}n=1 € LP. Uma medida de risco p : LP — R € dita:

Continua no sentido de Lipschitz se existe constante C > 0 tal que |p(X) — p(Y)| <
ClX = Yll,.

Continua acima se X, | X, isto é, X,, converge P a.s. para X por valores maiores,
implicaem p(X) = 7llz_r)(r)10 p(X,).

Continua abaixo se X,, T X, isto é, X,, converge P a.s. para X por valores menores,
implicaem p(X) = TlllI{)lo p(X,).

Continua no sentido de Fatou se | X, | <Y e X,, = X, isto é, X,, é limitado e converge PP

a.s. para X,comY € LP, entdo p(X) < lim infp(X,).
n—o0o

Continua no sentido de Lebesgue se |X,,| < Y e X, — X, isto é, X,, é limitado e converge

P a.s. para X, comY € LP, entdo p(X) = lim p(X,,).
n—00



56

3.1.5 Teorema: representacao dual de medida de risco coerente

Teorema 1. Delbaen (2002), Inoue (2003). p : LP — R é uma medida de risco coerente
continua no sentido de Fatou se, e somente se, ela pode ser representada conforme p(X) =

sup Eq[—X], onde F, € um subconjunto fechado e convexo de P, de tal modo que 7, = {Q €
QEP,

(40 g1 1 d0 ag] _
?.dPEL,p+q—1,dP20,Eﬂ»[dP]—1}.

3.1.6 Teorema: representacao dual de medida de desvio generalizado

Teorema 2. Rockafellar et al. (2006). Uma funcdo D : LP —» R, é uma medida de desvio
generalizado com a propriedade de Fatou se e somente se pode ser representada conforme
D(X) = Ep[X] — Qienj)f Eq[X], onde Pp € um subconjunto ndo vazio, fechado e convexo de L7,

D
onde para qualquer X ndo constante existe Q € Pp com Eg[X] < Ep[X], de tal modo que Pp, =
, dQ 1,1 _ dQl _ -
{per:Ze 19,242 =1,Ep 52| = LDWX) = Ep[X] - Eq[X], VX € LP}. Afinitude de D
é equivalente a limitacdo de Pp. Mais além, D possui 0 axioma de Dominancia de Amplitude
Q

. d . . ..
Inferior se e somente se T > 0,VQ € Pp. O conjunto Pp unicamente definido para uma

medida de desvio generalizado D é chamado envelope de risco.
3.2 Principais resultados

Se valendo dessas definicOes e resultados auxiliares, se busca provar axiomas da classe
de medidas de risco coerentes para 0 SDR, além de outras propriedades, e também
caracteristicas como conjuntos de aceitacéo e representacdo dual. Para tanto, sdo antes provados

axiomas e representagdes do SD como uma medida de desvio generalizado. Como o SDR €
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uma combinacéo entre ES e SD, sdo utilizadas as propriedades ja conhecidas das duas medidas
para provar 0s axiomas para 0 SDR. Questdes como representacdes e implicagcdes com relacdo
a outros resultados tedricos da literatura sdo feitos.

Dessa forma, além de significado intuitivo financeiro e econdémico, é provado que 0
SDR possui solidas propriedades tedricas. Sustentando-se nessa estrutura, é possivel
argumentar que o SDR é uma medida de risco segura para utilizacdo em problemas financeiros,
como mensuracdo pratica do risco, requerimento de capital, alocacdo de recuros e tomada de
decisdo, bem como em outras areas do conhecimento. Na proxima secdo sdo apresentadas
ilustracdes com dados simulados e dados reais, visando expor caracteristicas praticas do SDR
em relacdo as principais medidas de risco utilizadas na literatura.

3.2.1 Teorema: resultados tedricos do SD

Teorema 3. A funcdo SD?:L? - R, definida em (3) é uma medida de desvio

generalizado que possui axiomas de Dominancia de Amplitude Inferior e Invariancia de Lei,

SDY(X) > (@ _

- _ ., 4Q _ ;2 dQ [@ —
com envelope de risco Pspa = {Q EP: - € L o 2 0,Ep | = 1, o0 29\

1),vx € LZ}.

Prova. Primeiramente é preciso provar que o SD respeita 0s axiomas. Assim, sao
provados um a um. Com base nos axiomas e nos resultados anteriores, o envelope de risco é
obtido.

i) Insensibilidade a Translagéo. Sabendo que q,(X +C) = q,(X) + Cee, (X +C) =
e, (X) + C, se obtém:

SD*(X +C)=(Ep[(X+C—Ep[X+C|IX+C<e,(X+O)D}X+C<e(X+ C)])%
= (Epl(X + C — Ep[X + C|X < e CODIX < e (X)])2

= (Epl(X — Ep[X|X < eqCODIX < eq(O])2 = SD(X).

i) Homogeneidade Positiva. Sabendo que q,(1X) = 1q,(X) € e, (A1X) = Ae,(X) para

A > 0, se obtém:
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SDY(AX) = (Ep[(AX — Ep[AX|AX < e, (AX)DZIAX < e, (AX)])
= (EplA2(X — Ep[X|X < ea()D?IX < ea(X)])2

= A(Epl(X — Ep[XIX < ea(COD2IX < e (N)])E = ASD(X).

iii) Subaditividade. Para esta demonstracdo se utiliza a notacdo Ep[X|X +Y < e, (X +

Y)] = Ep[Xx4y]. Assim, tem-se:

(SDE(X + 1)) = Ep [((X +¥) = Eg[(X + V)xar]);, |

X+Y

=Ep [((X — Ep[Xxiy]) + (Y — EP[YX+Y]))2 ]

X+Y

= Ep[(X — Ep[Xx+yDz+v] + Ep[(Y — Ep[YxsyDi4v] +

2¢0r (Kyays Vi) Epl(X = EplXay Dy Epl(Y = EplVyay Dy D)2
1 1\ 2
< ((Bpl(X = Ep[Xxay D3y D2 + (Bpl(Y — EplYyry D34y ?)
= (SD*(Xyay) + SD*(Vyay))’

Assim, SD*(X +Y) < SD*(Xx4y) + SD*(Yy,y). Para completar a demonstracdo é preciso
que SD*(Xx4y) + SD*(Yy,y) < SDY(X) + SD%(Y). Para tanto, ha que se considerar que
valores mais extremos ocorrem quando a variavel € condicionada a si prépria e ndo na sua
combinagdo com outra variavel. Nesse ponto o argumento é financeiro, pois a dispersdo tende
muito fortemente a aumentar com perdas mais extremas. Assim, é muito razoavel supor que
SD*(Xx,y) < SD*(X). Cabe ressaltar que, mesmo em casos que SD*(Xx,y) > SD*(X), 0
mesmo teria que acontecer com Y, além de cor(Xx .y, Yx+y) Ser muito proxima da unidade para

que isso represente uma violacao a subaditividade.

iv) Nao Negatividade. Como por definicdo o SD é a raiz quadrada de um valor
quadratico, ele s6 pode assumir valores ndo negativos. Para a positividade estrita no caso de X
ndo constante, ha que se perceber que dado o conjunto de valores x = {X; € X : X; < e, (X)},
X ndo serd constante se 3IX; € x: X; # Ep[X|X < e, (X)]. Dessa forma, I X; € x:
(X; — Ep[X|X < e, (X)])? > 0, e pela definicdo SD*(X) > 0.

v) Dominancia de Amplitude Inferior. Considere a sequéncia de inequacdes Ep[X] —

infX > e, (X) —infX > |Ep[X|X < e,(X)] — X|X < e, (X)]. Sabendo que (E[p[(C)Z]ﬁ =C

para constante C > 0, e que realizar essas operacdes em ambos os lados ndo alteram a
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inequacdes pois ambos o0s termos sdo ndo negativos, tem-se que e, (X) —infX >

(Epl(X = Ep[XIX < e, COD?|X < e, ()] = SDZ(X). Logo, SD*(X) < Ep[X] — inf X.

vi) Invariancia de Lei. Supondo Fy = Fy, tem-se:
1
2

sD*(x) = (Es [(x — Ep[X|X < Ep[X|X < Fx_l(a)]])z‘X < Eo[X|X < Fx—l(a)]])

N|R

= (B |(v = BelY[Y < BelYIY < ' @I])’|¥ < Bel¥lY < Fy (@)

= SD*(Y).
Assim, SD*(X) = SD*(Y) para Fy = Fy.

vii) Representacdo dual. Como o SD é convexo, uma vez que satisfaz axiomas de
Subatividade e Homogeneidade Positiva, o fato de também respeitar o axioma de Invariéncia
de Lei implica em possuir a propriedade de Fatou, conforme provado em Jouini et al. (2006)
para um espaco sem atomos. Dessa forma, pelo Teorema 2 é possivel caracterizar o SD
conforme a representacdo dual. Como o SD é um desvio padrdo, ele esta intimamente ligado

com ||:||,, e portanto L? é o espago apropriado para considerar posicdes onde o SD é valido. O
espaco conjugado de L? é ele mesmo, pois % + % = 1.Logo p = q = 2. Assim, é preciso definir
0 envelope de risco formado pelas medidas de probabilidade Q € 2P, tal que SD*(X) >
Ep[X] — Eg[X] = Ep [X (1 - %)] Como  Ep[XY] = Ep[X]Ep[Y] + o (X)a(Y)cor(X,Y),
tem-se SD*(X) = Ep[X]Ep [1 — —] + a(X)a(l — —) cor(X,1— —) Como, pelo Teorema
2, Ep [%] =1, além de cor(X,M(X)) = 1, onde M é uma funcéo de X, se obtém SD*(X) >

o(X)o (%—1), e logo %20(%—1). Uma vez que o SD possui 0 axioma de

Dominancia de Amplitude Inferior, pelo Teorema 2 tem-se que % > 0. Portanto, se obtém a

representacdo dual SD*(X) = Ep[X] — 0l mf Eq[X], onde o envelope de risco tem a forma
SD&

Pope={QeP 2202 e B[] =120 >0 (2 -1), wx e 17} 0

Observacgéo 6. Grechuk et al. (2009) mostra que uma medida de desvio generalizado

com o axioma de Invariancia de Lei pode ser representada como D(X) = sup fol(ES“(X) —
d(a)eA
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Ep[X]) d(y(a)), onde A é um conjunto de fungBes ndo crescentes ¢(a) € L9, %+%= 1,

f ¢(a)da =0, p(a) = q, (dQ) = %foalp(da). Essa representacdo € inspirada naquelas de
medidas coerentes com Invariancia de Lei e medidas espectrais, propostas por Kusuoka (2001)

e Acerbi (2002), respectivamente. No caso do SD, tem-se que A={¢>(a): ¢(a) €

12, [, p(a) da = 0,$(a) = qq (7)1 — @ € Pspa}.

3.2.2 Teorema: resultados teodricos do SDR

Teorema 4. A fungdo SDR® : L? - R definida em (4) é uma medida de risco coerente
que possui axiomas de Relevancia, Perda Estrita e Invariancia de Lei. Mais além,sup —X >
SDR* > ES“ > VaR%e SDR*é ndo crescente em a e . Ainda, sua representacdo dual é da

forma SDR® = sup {E¢[—X]}, onde:

Q€Pgsppra
dQ dQ, . dQ _
Pspre ={Q € P: 2 = d—H; +52—1,Q € Ppse,Q; € :P(l_a),;wa},
dQ’ dq’
Poapspe = {QEP R =[1- (1~ )f]+ A -a)f L DLep,.),

Ppse = {Q € P20, [E] =12 <2}

Prova. Primeiramente é preciso provar que o SDR respeita 0s axiomas. Com base nos
axiomas e nos resultados anteriores, a relagdo com outras medidas, seu ndo crescimento nos

parametros e a representacdo dual sdo demonstrados.

i) Invariancia de Translacao. Sabendo que a ES possui esse axioma e que o SD respeita
ao axioma de Insensibilidade a Translagéo, tem-se:
SDR*(X +C) =ES*(X+C)+ (1 — a)PSD*(X + C)
= ES*(X) + (1 — a)#SD*(X) — C = SDR*(X) - C

il) Subaditividade. Como tanto a ES como SD s&o subaditivos, se verifica que:
SDRX +Y) =ES*(X+Y)+ (1 — a)PSD*(X +Y)
< ES*(X) + ES*(Y) + (1 — a)P[SD*(X) + SD*(Y)]
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= ES*(X) + (1 — a)PSDY(X) + ES*(Y) + (1 — a)BSD*(Y)
= SDR%(X) + SDR*(Y)

iii) Monotonicidade. Supondo X <Y, existe Z > 0, de tal modo que X + Z = Y. Devido
ao axioma de Dominancia de Amplitude inferior do SD, Z>0e 0 < (1 —a)? <1, tem-se
que (1 — a)?SD%(Z) < —ES*(Z). Logo, SDR*(Z) < 0. Pela subaditividade do SDR tem-se
que SDR*(Y) = SDR*(X + Z) < SDR*(X) + SDR*(Z) < SDR*(X).

iv) Homogeneidade Positiva. Como ambos ES e SD possuem esse axioma, para A = 0
se obtém:
SDR*(AX) = ES*(AX) + (1 — a)#SD*(1X)
= AES“(X) + (1 — @)PSD*(X)] = ASDR*(X).

V) Relevancia. Como a ES possui esse axioma, ja que é uma expectativa, e SD possui
axioma de N&o Negatividade, para X < 0 e X # 0 se obtém que 0 < ES*(X) < ES*(X) +
(1 - a)PSD*(X) = SDR*(X). Logo, SDR*(X) > 0.

vi) Perda Estrita. Por definicdo, ES = —Ep[X]. Como a ES é decrescente em a e 0 €
SD possui axioma de Ndo Negatividade, tem-se que —Ep[X] < ES* < ES*(X)+ (1 —
a)PSD*(X) = SDR*(X). Logo, SDR*(X) > —Ep[X].

vii) Invariancia de Lei. Como ES e SD possuem esse axioma, supondo Fy = Fy, tem-se
que SDR*(X) = ES*(X) + (1 — a)PSD*(X) = ES*(Y) + (1 — a)PSD*(Y) = SDR*(Y).

viii) Relagdo com outras medidas. Como a ES é uma expectativa que considera
informacdo do VaR em diante, é direto que ES*(X) = VaR*(X). Como o SD possui 0 axioma
de N&o Negatividade tem-se que SDR*(X) = ES*(X) + (1 — a)#SD%(X) > ES%(X). Ainda,
pelo axioma de Dominancia de Amplitude Inferior SDR*(X) = ES*(X) + (1 —
a)PSD*(X) < —infX = sup —X. Logo, sup —X > SDR*(X) = ES%(X) = VaR*(X).

ix) N&o crescimento nos parametros. Como (1 — a) < 1, pelas propriedades da funcéo
exponencial (1 — a)#é ndo crescente em . Para provar 0 mesmo para a, suponha o oposto, ou

seja, SDR*1(X) > SDR%*2(X) para a; > a,. Dessa forma tem-se que SDR*(X) > SDR°(X),
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pois a = 0. Porém, SDR°(X) = ES°(X) + (1 — a)#SD°(X) = —inf X, 0 que resulta em
SDR*(X) > —inf X, ou seja, um absurdo, pois SDR*(X) < —inf X.

X) Representacdo dual. Como o SDR é convexo e respeita 0 axioma de Invariancia de
Lei, ele possui a propriedade de Fatou, conforme provado em Jouini et al. (2006). Dessa forma,
pelo Teorema 1 é possivel caracterizar o SDR conforme a representacdo dual. Assim, € preciso
definir o subconjunto formado pelas medidas de probabilidade Q € P. Conforme Rockafellar
et al. (2006), medidas de desvio generalizado do tipo AD(X), com A = 0, possuem envelope de

. _ LdQ _ dQ’ dq’ . . dQ
rsco Pyp = {Q € SD.E =1-21)+ lﬁ'ﬁ € PD}. Assim, P _pspa = {Q € ?'E =

[1-(1-a)f]+1-a)f %,% € :PSDa}. Delbaen (2002) mostra que ES*(X) =

JSuP Eq[~X], Ppse = {Q € P2 > 0, Ep || = 1,52 < -} Dessa forma, tem-se que:
€ E_ga'

SDR*(X) = ES*“(X) + (1 — a)PSD*(X)
= sup Eg,[-X]+ Ep[X]— inf Eg,[X]

Qlej)Esa zep(l—a)ﬁSDa

= sup {Eq,[—X] — Ep[—X] + Eq,[—X1}
QlE:PESa’QZE?(l—a)BSDa

= ol e[ (-1

QlE:PESa'QZE:P(l_a)BSDLZ

= sup {Eo[—X]}

E:PSDRIZ

aQ; , dQ
——+—=—1,Q; € Ppse,Q; € ?(1—6!)‘35’3“}' Para

— .4Q _
Onde ?SDRIZ — {Q E:P.d]P —_— AP dP

mostrar que Pspra € composto por medidas validas basta ver que, para Q € Pgpra, Q; € Pgsa,

Q] _ dQ, dQ, _ , . dQ ]
Q; € P(y_gyBspas Ep [d—P] = Ep [d—P] + Ep [d—P] — Ep[1] = 1. Além disso = 0, pois

- . dQ dQ _ g [ aQ,
supondo o contrario se terlaﬁ < 0, e portando Epp [E] < 0. Logo, 2 = Ep [ dp] + Ep dp] <

Ep[1] = 1, ou seja, um absurdo. O

Observagéo 7. O axioma de Invariancia de Lei é fundamental pois implica em a medida
de risco poder ser estimada por meio de dados reais, isto é, pode ser utilizada para mensuragéo
pratica do risco. Kusuoka (2001) mostra que uma medida de risco coerente com axioma de

Invariancia de Lei e continua no sentido de Fatou pode ser representada conforme p(X) =

sup fol ES%(X)m(da), onde P, ) sdo medidas de probabilidade definidas em (0,1]. Jouini

mE?(oyl]
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et al. (2006) mostram que medidas de risco convexas com lei invariante, definidas em espacos
padrdo possuem automaticamente a propriedade de continuidade de Fatou. Svindland (2010)
generaliza o resultado de Jouini et al. (2006) relaxando a suposi¢cdo que 0 espaco de
probabilidade é padrdo, mantendo apenas a necessidade de ser ndo atbmico. O SDR por ser
coerente e ter 0 axioma de Invariéncia de Lei pode ser representado conforme esse supremo de
combinacdes da ES. Como estamos lidando com um espago sem tomos, é possivel definir uma

variavel continua U~U(0,1), ou seja, distribuida uniformemente entre 0 e 1, de modo que

Fy'(U) = X. Também, para Q € Pspra, podemos representar % = H(U), onde H é uma
funcdo monotonicamente decrescente, pois para se obter o supremo na representacao dual @

deve ser antimondtona em relagdo a X. Fazendo H(U) = f(u e

dm(a) com m € P q) €
sabendo que para distribuicdes continuas ES*(X) = —;fo Fyl(w)du, partindo da
representacdo dual se obtém:

SDRU(X) = _sup (Eol-x1}= swp {Ex[-x])

QE€Pspra QE€Pspra
= sup {f Fxl(u)[f( 1—dm(a)]du}
mepP (o,
:ng(p ]{f(o,ll [Efoa_FX_ 1(u)du] dm(a)} ngp {f(o,llESa(X)dm(“)}'

Dessa forma, basta definir as medidas m € 73(0 1] que séo candidatas. Pela mesma logica
usada antes, tem-se que X = H, (u) = f( 1] my (), dQZ =H,(u) = f( 1 dmz(a) e

—P = H;(u) = f(ul —dms(a) = 1. Assim, convertendo as restri¢cfes se obtém os conjuntos:

Ml = {ml € ‘73(0,1] : f(ul dml(“) > O f(Ol dml(u’) = 1! f(u,l Edml(a) S ;}1
My = {m; € P(oy : Juazdmz(@) = [1 = (A= )] + (A = ) [, | =dmy(a),my €

1 1
MZ’ = {mzl € :P(O,l] : f(u_l]zdmz’(a) = OI f(u’l];dmz’(a) € Lzlf(o'l] dml(u) =

SDY(X) .
o =0 (Jrunyzdmy (@) —1),vX € 17};

M3 = {mg € “P(O,l] : ful]idm3(a) = 1}

dQ dQ dQ dQ
Como — = —1+—2— 1, Q € Pgse, Qp €P(_gypspa, Se Obtém que — = H(u) =

)

f(u 1 —dm(a) com dm(a) = dm,(a) + dm,(a) — dms(a). Assim, se chega na expressao
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SDRY(X) = sugl {f(o 1 ES“(X)dm(a)}, onde M= {m € P11 ¢ dm(a) = dm,(a) +
me !

dmy(a) — dms(@),my € My, m, € My, m3 € Ms}.

Observacdo 8. Como o SDR é uma medida de risco coerente, € possivel estabelecer,
conforme Artzner et al. (1999), um conjunto de aceitagio que contém L%, ndo tem interseccio
com LP e é um cone convexo. Tal conjunto tem a forma Agpre = {X € LP : SDR*(X) < 0},
com SDR*(X) = inf{m : X + m € Aspra}. ESse conceito é intimamente ligado com a questdo
da regulacéo de capital, pois permite verificar quanto recurso € necessario manter para evitar a
perda medida pelo SDR, isto &, para tornar a posicdo aceitavel, pois SDR“(X + SDR“(X)) =
0. Caso o valor seja negativo, ele representa 0 montante de capital que pode ser retirado sem a
posicao deixar de ser aceitavel. A l6gica do conjunto de aceitacdo vem do axioma de Invariancia
de Translacdo. El Karoui e Ravanelli (2009) relaxam o axioma de Invariancia de Translacdo
para uma forma subaditiva para lidar com incerteza sobre taxas de juros. Esse axioma diz que
p(X—C)<pX)+C,VvXE€ELPC e R. Naturalmente a Invariancia de Translacdo é um caso

especial, de modo que o SDR respeita tal axioma na forma subaditiva.

Observacdo 9. Por ser corente, 0 SDR também faz parte da classe de medidas de risco
convexas, proposta por Féllmer e Schied (2002) e Frittelli e Gianin (2002). Essa classe relaxa
os axiomas de Homogeneidade Positiva e Subaditividade, os trocando por um axioma mais
fraco de Convexidade. Tal axioma significa risco de uma posicao diversificada € menor ou igual
a média ponderada dos riscos individuais, ou seja, p(AX + (1 —A)Y) <Ap(X) + (1 —
AMDp(Y),VX,Y € LP,0 < A1 < 1. Em termos de representacdo dual, medidas de risco convexas

podem ser definidas conforme p(X) = sup(Ep[—X] — a(Q)), onde @ : P — (—oo0, ] é uma
QeP

funcdo de penalizacdo convexa e inferiormente semi continua, conforme a(Q) =

sup (Eg[—X1), com a(Q) = —p(0). Para o caso do SDR se tem que SDRY(X) =

X€A,

sup {Eq[—X] — a(Q)}, com a(Q) = L Sup (Eq[—X1) = 0. A convexidade é crucial para

QEPgpra €Aspra

problemas de otimizagdo, como praticamente todos relacionados para alocagdo de recursos.
Assim, o SDR é uma medida valida para ser considerada dentro de aplicacdes de alocacdo de

recursos.
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Observacdo 10. Como o SDR é basicamente uma funcdo, propriedades de continuidade
se tornam interessantes. Como comentado na prova do Teorema 4, por ser convexo e ter axioma
de Invariancia de Lei, o resultado de Jouini et al. (2006) garante que o SDR € continuo no
sentido de Fatou. Ainda, devido aos axiomas de Invariancia de Translacdo e Monotonicidade,
Y <X+|Y-X]|l, implica em SDR%(Y)=SDR*(X)—|lY — X||,. Logo, SDR*(X) —
SDR*(Y) < ||Y — X]|,,. Invertendo os papéis de X e Y se obtém que SDR*(Y) — SDR*(X) <
|IX —Y||,,. Juntando as duas inequagdes se conclui que [SDR*(X) — SDR*(Y)| < [|X —Y]|,.
Portando, o SDR é continuo no sentido de Lipschitz. Mais além, conforme resultado provado
por Kratschmer (2005), por se encaixar na classe de medidas convexas e ter representacao dual,
0 SDR é continuo acima. Ainda, como estamos considerando apenas valores finitos, pelo
resultado demostrado em Kaina e Ruschendorf (2009) para medidas convexas finitas, o SDR é
continuo abaixo e no sentido de Lebesgue.

Observacdo 11. Uma questdo fundamental é a utilizacdo de medidas de risco para a
tomada de decisdo. Nesse sentido, é importante que medidas de risco respeitem ordens de
dominancia estocastica. Com base em resultado provado por Leitner (2005) e Bauerle e Miller
(2006), por possuir axiomas de Invariancia de Lei, Monotonicidade e Convexidade, o SDR
respeita a dominéancia estocastica de segunda ordem, ou seja, X <,sq Y implica em p(X) >
p(Y). Dessa forma, investidores que sdo avessos ao risco, isto €, possuem funcdes de utilidade
concavas, tem suas preferéncias refletidas pelo SDR. Assim, medidas de risco convexas com
lei invariante tem a propriedade de que p(Ep[X|G]) < p(X), isto é, o risco de uma posicéo é
maior que o risco de seu valor esperado condicional a qualquer G < F. Essa ultima relacdo é
vinculada com uma modificacdo do axioma de Monotonicidade, que é o axioma de
Monotonicidade Dilatada, introduzido por Leitner (2004) para medidas de risco coerentes
continuas no sentido de Fatou. Seja G < G, onde G ¢é a familia de todos os subespacos de eventos
possiveis F. Pode se dizer que Y é uma dilatagdo de X, X sg Y, se existe F € G de tal modo
que Ep[X|F]<Y. Assim, se tem o0 axioma garante que se X sg Y, entdo p(X) =
p(Y),vX,Y € LP. O SDR respeita esse axioma, pois, conforme provado por Cherny e
Grigoriev (2007), toda medida de risco convexa com axioma de Invariancia de Lei definida em
espaco de probabilidade ndo atdmico possui 0 axioma de Monotonicidade Dilatada. Com base
nessas propriedades, o SDR se torna uma medida muito interessante para aplicag0es em tomada

de decisdo, uma vez que reflete relagdes de preferéncia.
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Observacdo 12. O SDR se encaixa ainda em outras classes mais flexiveis de medidas de
risco que existem na literatura, como as medidas de risco naturais, introduzidas por Kou et al.
(2013). Os axiomas que essa classe de medidas deve respeitar, além de Homogeneidade
Positiva e Monotonicidade, sdo os de Translacdo Escalonada (uma versdo escalonada da
Invariancia de Translacdo), Subaditividade Comonotonica (subaditivade exigida apenas para
variaveis comonotonas, ou seja, com associacao positiva perfeita) e Invariancia de Lei Empirica
(uma versdo abrangendo qualquer permutacdo nos dados utilizados). Como todos esses axiomas
sdo mais fracos que aqueles provados para 0 SDR, a medida proposta faz parte dessa classe.
Ainda, se for feita a adaptacdo SDR**(X) = SDR*(min(X, 0)), a medida resultante se inclui
nas defini¢es de Cont et al. (2010) e Staum (2013), que introduzem medidas que s6 consideram
perdas, e ndo ganhos, com axiomas de Monotonicidade, Convexidade e uma adaptagdo da

Invariancia de Translacao.
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4 ILUSTRACOES

Essa secdo apresenta ilustracdes para uma melhor compreensdo dos conceitos e
resultados teoricos apresentados sobre a medida de risco proposta SDR. Com este foco, essa
secdo é subdividida em trés partes para melhor compreenséo: i) simulac6es simples, onde sdo
apresentados alguns graficos para melhor visualizacdo da definicdo da medida; ii) simulacdes
Monte Carlo, onde esse tipo de técnica é utilizado para ilustrar o relacionamento do SDR com
as medidas de risco mais utilizadas, VaR e ES, em diferentes cenérios; e iii) Dados reais, em
que a utilizacdo do SDR em comparacdo com VaR e ES ¢ apresentada para ume série empirica
real.

Vale ressaltar que o foco ndo é analisar questdes como modelagem, backtesting ou
mesmo detalhes sobre diversas aplicacGes financeiras, mas sim exemplificar como a medida
SDR se comporta em dados financeiros. Dessa forma, se utiliza nessa se¢do para estimacao das
medidas de risco analisadas o0 método empirico, mais conhecido como Simulacdo Historica
(Historical Simulation — HS). Esse método ndo paramétrico ndo possui suposi¢cdes sobre 0s
dados, além de ser o mais utilizado tanto em trabalhos académicos como na prética da inddstria
financeira. De fato, Pérignon e Smith (2010) indicam que 76% das institui¢cbes que divulgam
seus procedimentos de estimacdo de risco utilizam a HS. Apesar da HS sofrer algumas criticas,
como apontado em Pritsker (2006), cabe lembrar que o foco aqui ndo € discutir detalhes de
estimacdo ou mesmo comparar modelos. Logo, se opta pelo modelo mais utilizado, simples e
flexivel. De modo mais especifico, seja F£ a distribuicdo empirica de X, entdo os estimadores

das medidas consideradas sao conforme (6):

VaR® = —(F{)™(a),

ES® = —(Na)™* ?’:1 ({X}I1V * 1{X}11V<_VER0‘)’

1
2

SD* = [(Na)_1 i (({X}iv — e " 1{X}’1"<—E§“)] :

#Esa =-(Na)™' XX, ({X}I1V * 1{X}11V<_Ej<;a),

SDR® = ES5% + (1 — a)#SD". (5)

Em (5), N é o tamanho amostral, a € o nivel de significancia escolhido e 1, € a fungéo

de indicacdo que assume valor 1 se p é verdadeiro e 0 se p € falso. Basicamente, VaR“ é o
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negativo do quantil empirico de {X}¥, ES* é o negativo da media abaixo desse quntil, SD* é o

desvio abaixo do negativo da ES%, e SDR* é a combinag&o entre ES® e SD?.

4.1 Simulagdes simples

Como uma primeira visualizacéo, a Figura 1 apresenta a cauda esquerda de uma amostra
hipotética X~N(0,1) com os valores de VaR, ES e SDR, com sinal devidamente corrigido, para
a = 0,01 e B = 1. As medidas foram computadas com base em (5) para um tamanho amostral
de N = 10° observacdes. Fica claro que o SDR define uma protecdo superior a ES, e,

consequentemente, ao VaR.

<
R
(sp]
@
=
g .
& ©
(m)
5 'SDR*ES"  VaR"
o
S
| I I I I I I I
-35 -3.0 -25 -2.0 -15 -1.0 -0.5 0.0
X

Figural-VaR,ESeSDRcoma =0,01ef =1 paraX~N(0,1).
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Ainda com a intencdo de mostrar o0 comportamento da medida SDR, sdo expostos nas
Figuras 2 e 3 aevolucdo de VaR, ES, SD e SDR para diferentes niveis de significancia, também
computadas conforme (5). A Figura 2 representa um caso gaussiano X~N(0,1), sem caudas
pesadas, enquanto que a Figura 3 representa um caso com X~tg, isto €, com distribuicdo t de
Student com caudas pesadas, mais préximo da realidade de ativos financeiros. Também é
considerado um tamanho amostral de N = 10°. E possivel perceber que existe um fator de
evolugdo comum entre as medidas VaR, ES e SDR, uma vez que seus conceitos estdo
diretamente relacionados. Todavia, a magnitude do risco indicado por cada medida é diferente,

0 que pode representar uma segurancga maior oferecida pelo SDR em relacdo as outras duas.

— VaR*
; - - ES*
|.. o e SDa
m ——
N —
<
O —

Figura 2 — VaR, ES, SD e SDR para diferentes oo com X~N(0,1) e § = 1.
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Os graficos contidos nas Figuras 2 e 3 mostram, ainda, que as medidas obtém valores
maiores quando caudas pesadas estdo presentes. Mais além, a medida SDR esta sempre acima
da ES, que por sua vez esta acima do VaR, conforme ja explicado anteriormente. Essa diferenca
aumenta conforme se vai em dire¢do a quantis mais extremos, no caso da distribuicdo t de
Student, ao passo que comportamento contrario se observa para 0 caso gaussiano. 1sso pode ser
explicado pelo comportamento da disperséo na cauda, o SD, que aumenta em quantis extremos
no caso da distribuicdo t de Student, mas diminui no caso da distribuicdo gaussiana, devido a

probabilidade maior de ocorréncia de eventos extremos da primeira em relacdo a segunda.

Naturalmente todas as medidas tendem a valores iguais, sup —X = —infX, quando o tende a
zero.
0 - - — VaR*
; - = ES*
s SO
SDR*
CO —
X <
N —
o —

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Figura 3 — VaR, ES, SD e SDR para diferentes o. com X~tgs e f = 1.
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Mais especificamente acerca do SDR, a Figura 4 apresenta um grafico de perspectiva
tridimensional do valor obtido pela medida de risco proposta em relagdo a valores para 0 <
a<050e0<p <20, parao caso X~ts. Também se considera aqui um tamanho amostral
de N = 10°. E possivel perceber que o valor da medida SDR aumenta para valores menores de
a e B, representando quantis mais extremos e maior aversdo ao risco. A Figura 4 expde ainda
um padrdo de suavizacdo exponencial, refletindo o coeficiente de penalizacdo do SD sobre a
ES, conforme (4).

)
SRR
i

: ..‘\‘\\:\\\‘\‘\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\“““\““““I

Figura4 — SDR como funcdo de e f,para0 < a < 0,50, 0 < 8 < 20 e X~t,.

4.2 Simulagdes Monte Carlo
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Apo0s essa visualizacdo, para verificar o comportamento do SDR uma anélise mais
robusta € realizada por meio de simulacdes Monte Carlo. Desse modo, é considerado que o
resultado X é gerado por um processo autorregressivo (Auto Regressive — AR) na média
condicional e heteroscedastico condicional autorregressivo generalizado (Generalized Auto
Regressive Conditional Heteroscedasticity — GARCH) na variancia condicional AR (1) —
GARCH (1,1). Esse tipo de especificacdo é frequentemente considerado para analisar medidas
de risco em dados financeiros porque leva em conta fatos estilizados de retornos diarios, tais
como agrupamentos de volatilidade e caudas pesadas, como em Angelidis et al. (2007), entre
tantos outros. O processo é parametrizado conforme (6).

Xt = O,SOXt_1+€t, &t = O¢Zy, Zt"’tv,

o2 = o%(1 - 0,10 — 0,85) + 0,102, + 0,8502. (6)

Em (6), X;, 62, & and z, sdo, para o periodo t, respectivamente, retorno, variancia
condicional, inovagdo na expectativa e uma série ruido branco com distribuicdo t de Student
com Ep[zr] =0 e Ep[(zr)?] = 1. Ainda, 0% é a variancia incondicional (amostral). S&o
considerados quatro cenérios a fim de contemplar (v = 6) ou ndo (v = oo, isto é, distribuicdo
Normal) a presenca de retornos extremos (caudas pesadas), bem como periodos de baixa (¢ =
0,0125) e alta (¢ = 0,0220) volatilidade. Os parametros do processo de geracdo dos dados séo
escolhidos de modo a coincidir com aqueles obtidos para retornos diarios do indice de mercado
Americano S&P500 (Standard and Poor’s 500) antes e durante a crise do sub-prime. Essa
escolha é feita devido a representatividade desse indice, que também é utilizado na ilustracdo
com dados reais, além de ser sequidamente utilizado em estudos de simulacdo para medidas de
risco em financas, como em Christoffersen e Goncalves (2005), Degiannakis et al. (2013), entre
muitos outros.

Para cada cenario (distribuicdes Normal e t de Student com baixa e alta volatilidade),
sdo simuladas 10000 réplicas com tamanho amostral igual a 2000. Esse tamanho amostral, que
representa cerca de 8 anos de observagOes diarias, € o indicado em estudos que comparam
estimadores de medidas de risco, como Kuester et al. (2006), Alexander e Sheedy (2008) e
Wong et al. (2012), pois tende a levar a menores erros de estimagao. Assim, para cada amostra,
sdo estimados VaR, ES, SD e SDR através do método de HS, exposto em (5). Se considera aqui

B = 1 afim de simplificar as analises. Todos os resultados sdo feitos considerando 0,01 e 0,05
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como valores para a, uma vez que esses sdo 0s quantis mais utilizados em estudos e na pratica.
Com base nessa estutura, sdo computados os valores médios e desvio padrdo das medidas de
risco estimadas com HS para todas as amostras. Ainda, a razdo média entre cada medida e o
SDR, bem como a correlacdo de Pearson entre os valores obtidos para cada medida e o SDR
sdo também computados. Os resultados obtidos com as simulagdes Monte Carlo séo

apresentados na Tabela 1.

Tabela 1 — Média, desvio padréo, razdo e correlacdo de Pearson para com o SDR obtidos por
meio de simulacdo Monte Carlo com 10000 réplicas com tamanho amostral igual a 2000.
Distribuicdo Normal, Baixa Volatilidade
a=1% 0=5%

Média Desvio Razdo Pearson Média Desvio Razdo Pearson
VaR* 0,0352 0,0031 0,7233 0,6932 VaqR* 0,0234 0,0015 0,6181 0,6383
ES“ 0,0431 0,0052 0,8743 0,9054 ES“ 0,031 0,0029 0,8192 0,8752
SD« 0,0073 0,0046 0,1262 0,8287 SD« 0,007 0,0034 0,1904 0,8883
SDR« 0,0494 0,0071 1,0000 1,0000 Spr« 0,038 0,0043 1,0000 1,0000
Distribuicdo Normal, Alta Volatilidade
0=1% 0.=5%
Média Desvio Razdo Pearson Média Desvio Razdo Pearson
VaR* 0,0624 0,0054 0,7256 0,7025 VaqR® 0,0412 0,0031 0,6191 0,6389
ES“ 0,0766 0,0085 0,8743 0,9092 ES~ 0,0543 0,0043 0,8202 0,8787
SD« 0,0113 0,0068 0,1271 0,8341 3§D« 0,0121 0,0042 0,1895 0,8918
SDR« 0,0872 0,0122 1,0000 1,0000 $Spr« 0,0675 0,0075 1,0000 1,0000
Distribuicdo Student, Baixa Volatilidade
a=1% 0.=5%
Média Desvio Razdo Pearson Média Desvio Razdo Pearson
VaR* 0,1631 0,8683 0,5623 0,9831 VaR* 0,0666 0,1366 0,3986 0,9432
ES“ 0,2453 11,3468 0,7944 0,9952 ES< 0,1277 0,5422 0,6743 0,9978
SD« 0,0775 0,5587 0,2078 0,9711 §D« 0,0811 0,5344 0,3432 0,9972
SDR* 0,3217 1,8752 1,0000 1,0000 SpR« 0,2044 1,0461 1,0000 1,0000
Distribuicdo Student, Alta Volatilidade
o=1% a=5%
Média Desvio Razdo Pearson Média Desvio Razdo Pearson
VaR® 02792 05764 05624 0,9776 VqR* 0,1151 0,1073 10,3977 0,9274
ES“ 0,4191 1,0255 0,7942 0,9932 ES~ 0,2192 0,3922 0,6744 0,9883
SD« 0,1293 0,4596 0,2881 0,9684 3§D« 0,1391 0,4711 10,3422 0,9911
SDR* 0,5472 1,4582 11,0000 1,0000 Spr« 0,3513 0,8312 1,0000 1,0000

Os resultados contidos na Tabela 1 apontam para diferentes padrdes. Primeiramente, se
percebe que o SDR, conforme verificado teoricamente na secdo anterior, € mais parcimonioso
do que VaR e ES porquanto apresenta valores médios maiores. Tal diferenca, que se deve

basicamente pelo componente SD, aumenta nas simulagdes com distribuicdo t de Student, que
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representam cenarios com caudas pesadas, onde resultados mais extremos podem ocorrer com
maior probabilidade. Ainda, o SDR é menos sensivel ao quantil de interesse em relagéo a VaR
e ES. Muito embora o risco medido pelo SDR aumente no quantil 1%, esse aumento é
relativamente menor porque o SD ndo aumenta na mesma proporc¢do que a ES. De fato, o SD
ndo necessariamente aumenta em quantis mais extremos. Quanto ao desvio, o0 SDR apresenta
valores maiores que as outras medidas, o que é natural uma vez que este é uma composi¢do de
duas variaveis, ES e SD, absorvendo as dispersdes individuais. Mais além, de modo geral o
desvio aumenta muito para as simula¢Ges com distribuicdo t de Student, bem como para o
quantil 1%. Devido a maior presenca de valores extremos nesses casos, justamente a
informacdo utilizada para computar as medidas de risco, maiores oscilagdes ocorrem, o que
culmina em grau elevado de dispersao.

No tocante a razdo entre as medidas e 0 SDR, € natural se obter valores menores que a
unidade, pois 0 SDR domina em termos de valor obtido as outras medidas. Verifica-se ainda
que o componente SD assume valores menores que VaR e ES e, por consequéncia, possuli
menor participacdo relativa no SDR. Com relagédo aos cenarios, devido ao aumento do SDR em
relacdo a VaR e ES nas simula¢Bes com distribuicdo t de Student, a razdo diminui. Ja a razdo
entre 0 SD e 0 SDR aumenta, uma vez que o SD aumenta nessas situagcdes onde mais valores
extremos estdo presentes. Assim, considerar o termo de penalizacdo SD se faz muito
importante, especialmente em cenérios onde maior turbuléncia e possibilidades de grandes
perdas sdo maiores. Logo, o uso do SDR se apresenta como de grande relevancia na gestao de
risco em finangas. Quanto a correlacdo, basicamente a menor associacdo com o SDR é dada
pelo VaR, pois ES e SD s&o componentes diretos do SDR. Ainda, essa associagio se torna
extremamente alta nos cenarios com distribuicdo t de Student. Desse modo, nos contextos de
maior risco, mesmo as medidas captando informacdes bastante semelhantes, 0 SDR apresenta

valores maiores que ES e VaR, podendo funcionar melhor para protecao.

4.3 Dados reais

Apesar da robustez dos resultados obtidos com simulagées Monte Carlo, € interessante
observar como o SDR se comporta quando se consideram dados reais. A utilizacdo de dados
reais permite considerar eventos importantes ocorridos, tais como crises e grandes perdas.

Desse modo, se ilustra a aplicacdo do SDR em comparagdo com as medidas mais utilizadas na
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mensuracao do risco do indice S&P500 desde sua criagdo. Como ja mencionado, esse indicador
é um dos mais relvantes para mercados financeiros. A Figura 5 apresenta a evolucdo temporal
desse indicador. De modo breve, se percebe que até o final da década de 1980 o indice
apresentou um crescimento suave. A partir disso uma tendéncia de fortes altas e bruscas quedas,
ocasionadas por crises financeiras como a dot.com e sub-prime, no inicio e final dos anos 2000,
respectivamente. N&o a toa, justamente a partir dessa época que as praticas e discussdes sobre

gestdo de risco, principalmente mensuracédo do risco, foram intensificadas na area financeira.
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Figura 5 — Precos diarios do S&P500 de Janeiro de 1950 a Dezembro de 2013.

Visando manter determinado padrdo nas analises, o procedimento com os dados reais
mantém basicamente a mesma estrutura utilizada para as simulagdes. Nesse sentido, se

considera o resultado aleatorio X, como sendo a diferenca de logaritmos naturais, ou log-
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diferenca, dos precos exibidos na Figura 5. Para a estimacdo das medidas de risco, é utilizado
método HS, conforme (5), com base numa janela de estimacdo de 2000 observagdes. Assim,
para se computar as medidas para cada dia, as Ultimas 2000 observaces sao utilizadas.
Novamente, se considera aqui § =1 e 0,01 e 0,05 como valores para «a. Inicialmente, se
apresenta uma analise visual dos resultados obtidos. As Figuras 6 e 7 apresentam a evolucao
temporal dos log-retornos do S&P500, bem como as medidas de risco VaR, ES e SDR, com
sinal devidamente corrigido, para os quantis 1% e 5%, respectivamente.
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Figura 6 — Log-retornos do S&P500, VaR, ES e SDR diarios de Janeiro de 1958 a dezembro
de 2013 para a = 0,01.

Basicamente se percebe que o padrdo € muito semelhante para os dois quantis, com

diferenca na escala das medidas. Se nota que a diferenca entre 0 SDR e a ES aumenta nos
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momentos de maiores perdas ou turbuléncias. Em outras palavras, por considerar o componente
de dispersédo SD, o SDR apresenta estimativa do risco mais parcimoniosa e maior protecdo
justamente em momentos mais criticos. Tal comportamento € um claro beneficio do SDR como
medida de risco. De modo mais detalhado, a Tabela 2 apresenta resultados descritivos de média,
desvio padrdo, assimetria, curtose, minimo e méximo dos log-retornos do S&P500 e das
medidas de risco estimadas com HS. Ainda, a razdo média e a correlagdo de Pearson para com

0 SDR, sdo expostos.
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Figura 7 — Log-retornos do S&P500, VaR, ES e SDR diarios de Janeiro de 1958 a dezembro
de 2013 para a = 0,05.

Os resultados contidos na Tabela 2 confirmam que o SDR apresenta valor médio maior

gue o das outras medidas de risco, porquanto é mais parcimonioso. Naturalmente, o valor médio
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dos log-retornos do S&P500 sdo praticamente zero. Ainda, a diferenca entre SDR e ES é maior
que a diferenca entre ES e VaR, de tal modo que a penalizagcdo pelo SD representa maior
protecdo. Com excecdo do SD, as medidas de risco apresentam valores maiores para o quantil
1%, por representar perdas mais extremas. Por este motivo, 0 SDR ndo aumenta na mesma
propor¢do que VaR e ES no quantil mais extremo, o que é refletido pelo crescimento da razdo
das mesmas em relagdo ao SDR para o quantil 1%. Dessa forma, a participagdo média do SD
na composicdo do SDR diminui para o quantil 1%, porém mantém uma proporc¢éo relevante,

indicando que ndo pode ser ignorada.

Tabela 2 — Média, desvio padrdo, assimetria, curtose, minimo e maximo, além de razéo e
correlacdo de Pearson para com o SDR das medidas de risco para 0 S&P500 de Janeiro de
1958 a Dezembro de 2013.
a=1% Meédia Desvio Assim. Curtose Minimo Maximo Razdo Pearson
S&P500 0,0002 0,0100 -1,0349 30,9024 -0,2289 0,1096 0,0056  0,0096
VaR® 0,0242 0,0072 15371 4,8403 0,0158 0,0451 0,5283 0,4407
ES® 0,0346 0,0121 10,9497 25967 0,0203 0,0616 0,7137  0,7987
SD« 0,0195 0,0227 11,8176 4,7516 0,0013  0,1027 0,2892  0,9461
SDR“ 0,0539 0,0309 11,3893 3,6528 0,0227 0,1426 1,0000 1,0000
a=5% Meédia Desvio Assim. Curtose Minimo Méaximo Razdo Pearson
S&P500 0,0002 0,0100 -1,0349 30,9024 -0,2289 0,1096 0,0008 0,0092
VaR“ 0,0143 0,0034 0,7498 2,6015 0,0093 0,0224 0,4632 0,4940
ES“ 0,0212 0,0058 11,0308 3,2346 0,0143 0,0356 0,6699 0,7144
SD“ 0,0196 0,0227 18176 4,7516 0,0013 0,1027 0,4709 0,8681
SDR“ 0,0343 0,0154 11,1129 2,7992 0,0188  0,0674 1,0000 1,0000

No que se refere a dispersdo das estimativas, se verifica que os valores aumentam para
o0 quantil 1%, como ja observado nos resultados obtidos com as simulacdes Monte Carlo. Esse
padrdo é mantido pela amplitude (diferenca entre os valores maximo e minimo). Também se
verifica aumento das curtoses no quantil 1%, com excec¢do da ES, porém este aumento é mais
suave. Cabe ressaltar que as curtoses sao proximas daquelas esperadas para dados mesocurticos,
embora existam alguns desvios. Essa relacdo entre a dispersdo, amplitude e curtose € natural
pois sdo conceitos correlatos. Em relacdo aos log-retornos do S&P500, as dispersdes das
medidas s&o maiores, porém as amplitudes e curtoses sdo muito menores, 0 que € natural pois
0s retornos podem assumir qualquer valor dentro da distribuicdo empirica de probabilidade dos
dados, ao passo que as medidas consideram apenas 0s quantis extremos.

Sobre a assimetria observada nos dados, se verifica que os log-retornos apresentam valor
negativo, o que € um fato estilizado para dados financeiros, ao passo que as medidas de risco

apresentam valor positivo. Como o valor das medidas tem sinal ajustado, na realidade é possivel



79

considerar que os valores de assimetria para 0 S&P500 e para as medidas de risco contém o
mesmo indicativo de que perdas maiores ocorrem com maior frequéncia que ganhos maiores.
Ja no tocante as correlacdes, se verifica que ndo ha associacao linear entre S&P500 e SDR, pois
0 primeiro leva em conta todas as possiveis variacbes e o ultimo apenas aquelas na cauda.
Quanto as outras medidas, a associagdo com o VaR é moderada e se reduz suavemente no
quantil 1%, ao passo que aquela para com ES e SD é muito alta, ja que essas duas medidas
compde o0 SDR, e aumenta suavemente no quantil 1%.

Dessa forma, os resultados obtidos com os dados reais se assemelham bastante com
aqueles verificados com simulagdo Monte Carlo. Como a amostra utilizada é bastante longa e
heterogénea, um efeito de suavizagdo para perdas extremas e volatilidade é observado, de tal
modo que aspectos dos diferentes cenarios simulados sdo encontrados nos resultados para 0s
dados reais. Assim, a ilustracdo da utilizacdo do SDR mostra que a medida apresenta maior
protecdo que a ES especialmente em momentos ou cenarios de maior turbuléncia, precisamente
quando é mais necessario