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RESUMO
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No presente trabalho, utilizando o Método das Caracteristica e recursos numéricos,
apresenta-se uma solucao para a Equacao de Evolucao Espectral de Densidade de Energia
Cinética Turbulenta para uma Camada Limite Convectiva (CLC) no periodo da manha.

Apresenta-se trés modelos para a evolucao espectral da densidade de energia. O pri-
meiro modelo, baseado na suposi¢ao de um regime de turbuléncia isotrépica, considera apenas
termos de transferéncia de energia inercial e de dissipacao viscosa. O segundo modelo adici-
ona o termo de producao de energia devido o inicio da ag¢do do parametro de fluxo de calor
na superficie, porém considera-se um termo de transferéncia de energia inercial anisotropico.
O terceiro modelo emprega uma configuragao mista dos dois modelos anteriores, admitindo,
desta forma, regioes distintas de atuacgdo para os termos de transferéncia inercial.

Os resultados obtidos modelaram a evolucao da CLC. Neste caso, o crescimento do
espectro de energia modelado se deu pela insercao de energia na regiao de baixos niimeros de
onda, regiao em que o termo de transferéncia de energia anisotrépico nao consegue transferir
a energia inserida pelo termo de producao de energia. Observa-se que em uma regiao de
numero de onda mais alto existe uma estabilizacao da variacdo do parametro temporal sobre
as curvas caracteristicas planas (CCP), indicando que a varia¢ao do niimero de onda governara
a evolucao do espectro de energia. Fato que estabelece um tipo de critério de estacionariedade

para de regimes de escoamento turbulento.

Palavras-chave: Equacao da Energia Cinética Turbulenta; Método das Caracteristicas; Teo-
rema de Cauchy-Kowalevsky; Modelo Tridimensional de Kristensen para o Espectro de Ener-

gia Cinética Turbulenta.
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In this study, using the Method of Characteristics and numeric resources, presents
a solution to the equation Spectral Density Evolution of Turbulent Kinetic Energy for a
Convective Boundary Layer (CBL) in the morning.

It presents three models for the evolution of spectral energy density. The first model,
based on the assumption of a system of isotropic turbulence, considering only terms of energy
transfer inertial and viscous dissipation. The second model adds the term energy production
due to the onset of action of the parameter of heat flux on the surface, but consider it a term
of energy transfer inertial anisotropy. The third model employs a mixed configuration of the
two previous models, assuming thus distinct regions of operation to inertial transfer terms.

The results shaped the evolution of the CLC. In this case, the growth of the energy
spectrum is modeled by inserting energy in the region of low wave numbers, a region in which
the term of anisotropic energy transfer can not transfer the energy introduced by the energy
production term. It is observed that in a region of wave number higher there is a stabilization
of the parameter variation temporal on the plane characteristics curves (PCC), indicating
that the variation of wave number govern the evolution of the energy spectrum. This fact

establishes a kind of criterion for stationarity of turbulent flow regimes.

Keywords: Turbulent Kinetic Energy Equation; Method of Characteristic; Cauchy-Kowalevs-

-ky Theorem; Tridimensional Kristensen Model for Turbulent Kinetic Energy.
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1 INTRODUCAO

A idéia de elaboragao de um modelo fisico que descreva a evolucao da energia cinética
turbulenta (ECT) no periodo da manha baseado na hipétese de convergéncia para um regime
de turbuléncia bem desenvolvida, abrange diversos argumentos relacionados a fenomenologia
do sistema fisico.

Tal modelo deve proporcionar uma base tedrica para a interpretacao e extrapolagao
dos dados envolvidos no fendmeno natural. A génese de tal modelo, necessariamente, sera cal-
cada na percepcao dos elementos e fatores envolvidos na evolucao do processo natural. Neste
ponto, devido a complexidade de qualquer fend6meno natural, faz-se necessario uma represen-
tagao idealizada. Esta aproximacao se da através da confecgao de parametros relacionados ao
evento. Estes parametros sao expressoes e/ou equagoes substitutas dos termos desconhecidos
envolvidos no processo, e neles reside a confiabilidade do modelo. Basicamente, neste tipo de
descricao, estabelece-se um modelo quando constréi-se um equacionamento que relacione os
parametros envolvidos e sua evolugao durante o processo.

O modelo de evolucao espectral de densidade de energia num periodo tipico de cresci-
mento da camada limite convectiva (CLC) esta baseado num sistema de equagoes diferenciais
parciais conhecidos como Equagdes de Navier-Stokes (HINZE, 1975). Este modelo prediz a
evolucao da energia cinética turbulenta na CLC a partir da parametrizacdo das formas de
produgao, dissipagao e transferéncia de energia. O modelo resultante é uma Equacao Dife-
rencial Parcial (EDP) de primeira ordem. O método para a obtengdo de solugoes adotado
é o Método das Caracteristicas. Justifica-se a escolha deste método por nao ser um método
restritivo, isto ¢, ele aplica-se a qualquer EDP de primeira ordem e, ainda, permite o emprego
de técnicas numéricas que sao facilmente incorporadas pelo método.

Ainda, trabalhos classicos sobre a evolucao espectral da ECT abordam o problema
em situacoes de quase-estacionaridade, admitindo um estado de equilibrio e independéncia
temporal dos parametros que descrevem a estrutura da CLP (Goulart et al. (2007) apud
Driedonks e Tennekes (1984), apud Kaimal et al. (1976) e apud Caughey (1982)). Em seu
trabalho Kristensen et al. (1989) constréi espectros de densidade de energia 3D a partir de es-
pectros unidimensionais que descrevem situagoes de escoamento turbulentos nao-isotropicos.
Como ja citado, Hinze (1975) fornece uma dedugao para uma equagao que descreve a evolugao
temporal do espectro de densidade de ECT em funcao dos termos de producao ou consumo

de energia cinética turbulenta (Goulart (2001) apud Batchelor (1953)), de produgao de ener-
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gia por efeito mecanico (Abentroth (2007)), de transferéncia inercial de energia cinética e de
dissipacao de energia por viscosidade molecular (ver Pao (1965), Yeh e Atta (1973), Goulart
et al. (2003)). Também, é apresentada em Hinze (1975), assim como em Tennekes e Lum-
ley (1972) e em Pao (1965), uma solugao para a evolucdo do espectro 3D para o intervalo
universal. Trabalhos recentes, como Goulart et al. (2003), Goulart et al. (2007) e Goulart et
al. (2008), utiliza-se desta equacdo de evolugao temporal do espectro de densidade de energia
para sugerir modelos tedricos (semi-numéricos) para a obtencao de expressoes que descrevam
o comportamento da fungdo espectral de ECT para todo o intervalo de nimero de onda,
seja para situagoes tipica de decaimento (Goulart et al. (2003) e Goulart et al. (2008)) ou
crescimento (Goulart et al. (2007)) da energia cinética turbulenta na CLC. Outros modelos,
como LES, também sao empregados para descri¢ao, e comparagao com modelos espectrais, da
evolugao do espectro de densidade de ECT (para o decaimento da CLC citam-se: Nieuwstadt
e Brost (1986) e Sorbjan (1997)).

Neste trabalho, apresenta-se trés modelos para a evolucao espectral da densidade de
energia cinética turbulenta para um periodo tipico de crescimento da CLC. O primeiro, base-
ado na suposi¢ao de um regime de turbuléncia isotrépica, considera apenas termos de trans-
feréncia de energia inercial e de dissipagao viscosa. O segundo, adiciona o termo de fonte de
energia devido a insercao do parametro de fluxo de calor na superficie, porém considera-se um
termo de transferéncia de energia inercial anisotrépico. O terceiro, emprega uma configuragao
mista dos dois modelos anteriores, admitindo, desta forma, regioes distintas de atuagdo para
os termos de transferéncia inercial.

O trabalho esta estruturado em cinco capitulos. O segundo capitulo fornece as funda-
mentacoes fisicas e matematicas relacionados ao modelo construido. Na parte fisica expdem-se
as contas e metodologia desenvolvido por Kristensen et al. (1989) para a construgao do es-
pectro 3D a partir de espectros unidimensionais da energia cinética turbulenta e, também,
reproduz-se a deduc¢ao da equagao de evolugao espectral de densidade de energia. Na segunda
parte fundamenta-se o método matematico para a obtencao da solucao. O terceiro capitulo
apresenta uma breve descricao dos parametros utilizados na elaboracao dos trés modelos de
evolucao espectral, juntamente com a construgao e andlise das solucoes encontradas. O quarto
capitulo encerra as conclusdes e o quinto capitulo apresenta possiveis encaminhamentos de

trabalhos futuros.



2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Nesse capitulo serao estabelecidos os conceitos, as equagoes, os parametros e o mé-
todo a serem utilizados no decorrer desse trabalho. Inicia-se com a construgao do espectro
de densidade de energia cinética turbulenta tridimensional a partir de espectros unidimensio-
nais, conforme o procedimento desenvolvido por KRISTENSEN et al., 1989. Segue-se a deducao
da Equac@o Dinadmica do Espectro de Densidade de Energia (ou simplesmente, Equacao Di-
namica do Espectro de Energia), baseado no desenvolvimento encontrado em HINZE, 1975.
A fundamentacao matematica, em um primeiro instante, consiste na exposicao do Método
de Cauchy — o Método das Caracteristicas, no enunciado dos teoremas de existéncia e uni-
cidade de solugoes classicas e sua aplicabilidade as Equacgoes Diferenciais Parciais — EDP’s

(FOLLAND, 1995).

2.1 Espectro de Densidade de Energia Tridimensional

O comportamento observado do espectro de energia turbulenta pode auxiliar de ma-
neira decisiva na escolha de escalas tipicas de de velocidade e comprimento, fundamentais na
obtengao dos parametros turbulento (Degrazia e Goulart (2005)). A forma geral do espectro
de energia de uma turbuléncia bem desenvolvida esta representado na Figura 2.1.

O espectro apresentado na Figura 2.1 apresenta trés regides caracteristicas: a primeira
corresponde aos baixos nimeros de onda (baixas frequéncias); a segunda inicia em ko e vai
até os comprimentos de onda da ordem da microescala de Kolmogorov e a terceira aos altos
nimeros de onda (altas frequéncias).

O intervalo que inicia préximo de zero e se estende até o nimero de onda k; corresponde
aos grandes turbilhdes de carater permanente, que nao possuem a maior parcela de energia
turbulenta total. O intervalo entre k; e ko corresponde aos turbilhGes mais energéticos, ou
seja, aos que contém a maior parcela de energia turbulenta total. Na primeira regiao é que
se da a entrada de energia, através de fontes mecanicas, pelo cisalhamento do vento médio,
bem como, por fontes térmicas, que produzem uma instabilidade térmica. Nela, os turbilhoes
sao nao-isotrépicos e suas propriedades dependem da forma como foram gerados. Além disso,
nesta regiao é que os grandes turbilhdes interagem com os contornos, superficie e camada de
inversao na CLP.

No subintervalo inercial, que corresponde ao intervalo dos ntimeros de onda ks a ks,

a turbuléncia é isotrépica ou proxima da condicao de isotropia. Neste intervalo a energia
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nao ¢ gerada nem consumida, apenas ¢ transferida dos maiores turbilhdes para os menores
a uma taxa e por unidade de massa. A turbuléncia nesse intervalo tem carater estacionario
e é inteiramente determinada pela taxa e (KOLMOGOROV, 1941), consequentemente pode-se

aplicar a lei dos (—5/3) de Kolmogorov dada por:
E (k) = a3/ (2.1)

em que « é a constante de Kolmogorov e E (k) é a densidade espectral de energia.

Na terceira regiao as forgas viscosas de origem molecular dissipam a energia cinética

turbulenta (ECT).

Espectro Tridimensional

18 reqiao

1.0

2P reqgido Fregiao

o] . s
= 7 Maiores turbilhdes

- Subintervalo inercial
o
E
— D
o]
g
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©COntém a maior
= : -
=t . parte da energig
L]
o
T T I:<1 T K T T K, 1 |
0.001 000z 0010 0050 0100 0500 1.000
logik){ m™)

Figura 2.1: Forma caracteristica de um espectro tridimensional para uma turbuléncia bem
desenvolvida. Figura adaptada de: Medeiros (2005).

2.1.1 A Funcao Espectro de Energia

Seja um campo de velocidade turbulento homogéneo. para este campo a média da

velocidade é constante no espago e o tensor autocorrelagao é dado em Kristensen et al. (1989)
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€ expresso por

Ri; (7) = ((ui (7)) (u; (£ +7))) (2.2)

Admitindo R;; é simétrico ', isto é,
Rij (—=7) = Ry (7) = Ry; (7) (2.3)

Isto significa que R;;. Assume-se que o campo seja isotrépico, no sentido de que nao
ha uma direcao preferencial no espaco. Ainda, desde que assume-se homogeneidade em todas
as direcgoes, o vento de cisalhamento pode ser desconsiderado.

Por convencao, caracteriza-se o vetor unitario i;, como sendo o componente ao longo
da direcao do vento médio, o vetor unitario iz, corresponde ao componente vertical e o vetor
unitario iy é definido como i; = i3 X ij.

Nas condigoes estipuladas acima, uma forma apropriada para o tensor espectral,

@, () = 8; [ O:o [ O:o L O; R, (7) exp (—ik - 7)d’r, (2.4)

com d3r = dry dry drs, é

3
- kik; kik;
®, ; (k) = ZH A; (k) {5” - } {&j - } : (2.5)

com A; (k), As (k) e As (k) sendo funcdes reais de k, com k = | k| e k 6 o vetor ntimero de
onda.

Da integracao do espectro de densidade de energia referido na Secdo 2.2.4 e definido
pela expressao, E (k) = ; / dA (k) ®,, (E) e integrando o traco do tensor espectral no espaco

do nimero de onda sobre uma superficie esférica de raio k = constante, isto é,

]{;2 m 2w 3
Bk =% [ /0 ;cp (r,6, ) sen¢dd do. (2.6)

A dupla integracao é facilmente calculada, obtendo

= 41;3

E (k) = -

[Ay (k) + Ag (k) + A3 (k)] . (2.7)

nvariancia frente reflexdes e translacées.
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De fato, a expressao para ®;; (k) é dada por:

N kk; 1°
%4@:;;&ww%_k;]

(2.8)
kik;

k2

koki
k2

] + Asz (k) [531'—]{;3]%] ;

]+Aﬁmkm— o

;m@ﬂ%—

s RS Faki]” kok;]? kks

kRS kgk;:]

k2 k4 k4 k4
2k Kk} K2Kk? K2k —2k2 ki R2K? K2k2
AQ(k)[ k22 +k%+ 241 4 ]2{43‘| Ad(k)[ 3 =+ 3 + 31 + 32

Ay (K) + Ay (R) + Ay (F)+ A (k) [

k2 k4 k4 k4
(2.9)

Substituindo a Equagao (2.9) na Equagao (2.6), e lembrando que em coordenadas

esféricas,

ki = kseng cos 0, (2.10a)
ko = ksengsenf, (2.10b)
ks = kcos b, (2.10c)

os termos dentro dos colchetes podem ser reescritos, mediante a mudancga de coordenadas, da

seguinte maneira:

o kR

2ot oo —2sen’¢ cos” § + sen¢ cos” O+

sen’ cos? fsen®d + sen’¢ cos® ¢ cos? 0, (2.11a)
_Iik 2 + Z% kilz% + kiljg = —2sen’®¢psen’d + sengsend+

sen’¢ cos? fsen?d + sen’¢ cos® psen?6, (2.11b)
_;kg ]]ﬁ kilﬁ + /{:ilzg_ = —2cos? ¢ + cos* ¢ + sen?¢ cos? ¢ cos? O+

sen®¢ cos? gsen?d, (2.11c)
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daf 2

m rom 3
I= /0 /O > @i (r,0,0) sengdf do
T 2w
— [A1 (k) + As (k) + As (k)] / / sen¢dfds
0 Jo
T pr2m o

+ Ay (k) / / —2sen®p cos? 0 + sen’¢ cos® O + sen’p cos? fsen’d + sen®p cos? ¢ cos? 9} dfde

o Jo

T 2T
+ Ay (k) / / —2sen’¢sen?6 + sen®¢sen’d + sen’d cos® fsen?d + sen’¢ cos? gbsenQO} dfdo
o Jo L

T 2T
+ As (k) / / —2sen¢ cos” ¢ + seng cos? ¢ + sen®¢ cos® ¢ cos? O + sen®p cos? qbsenz@} dbdo
o Jo L

2 g [Ay () + Ay (B) + As (0] — Ay (k) — Ay () = = Aq (8
= 8; [Ay (k) 4+ Ay (k) + Ag ()]

Portanto

2
E(k):k U

5 5 (AL (k) + A2 (k) + A5 (k).

: (2.12)
- gkﬂ [Ay (k) + Az (k) + As (k)] .

As fungdes reais A (k), As (k) e Az (k) serao determinadas a partir dos espectros unidi-
mensionais F, (k) (componente longitudinal da velocidade), Fr (k) (componente transversal
da velocidade) e Fy (k) (componente vertical da velocidade). O espectro unidimensional
F’ (k) com o vetor nimero de onda na diregao longitudinal pode ser derivado a partir de

D, (E) como sugerido por Lumley e Panofsky (1964),

Fj; (k) = /OO dks /00 dk3®;; (@ - (2.13)

Sendo que as componentes do tensor espectral no espaco do niimero de onda sao dadas

2Foram usados os resultados:

™ 4 27 27
1./ sen®¢ dp = — 2./ sen’0dfd = 3./ cos* 0 db = 37
0 3 0 0 4

™ 16 27 2
4./ sen®f df = 5./ cos’0df == 6./ sen2f cos? 0 df = =
0 15 0 0 4
T 9 4 oy 3r T 9 2
7. sen’¢ cos” ¢ dp = — 8. sin® 0 df = — 9. seng cos” ¢ dp = —
10. / seng cos* ¢ do = 2
0 5
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por:

k22 k232 k2k2
By (k) = A, (k) ( - k;) + Ay (k) ]1542 + As (k) ]1{;43, (2.14a)

K2k K2\ K2k
%ﬂm:Amm;j+AmoG—é>+Aﬁmij, (2.14b)

k2k2 k2k2 K2\
%Mm:Am@;j+Aﬂ@zj+Agm<—%$. (2.14c)

Usando coordenadas polares em k e w, como segue
ky = K cosw, (2.15a)
k3 = K senw, (2.15b)
]{?1 = ]Cl, (2150)
E* = ki + K2, (2.15d)
obtém-se
K2 2 k?Kk? cos® w k? k?sen’w
Py 1 (k,w, k) = Ay | —5—r L + Ag2 , 2.16a
k) = |+ A A -
k2 K2 cos® w K2 cos?w ]’ k*sen’w cos? w
Q) W k) = A — l— 2.16b
2,2 (/f w 1) 1 (k% I 52)2 2 [ (k% + H2)] 3 (k% 4 ﬁ2)2 ( )
k? k2sen’w r*sen’w cos? w r2sen?w 1

By g (k,w, k) = A — + l— —— 2.16¢
23 2 Y22 T (k2 4 k) ’ [ (kf + 52)] (2169

para Al = Al (H, ]{1), A2 = AQ (I{, kl) (§] Ag = Ag (/i, k’l)
Substituindo Equagao (2.16a) na Equagao (2.13), para i = 1, tem-se

Fu (k) =Fh (k) = [ dks [ dkg@i (F)

oo 2 2 2 2 9 9 9 9 )

:/ / Kk dk dw < Ay [2%2] +A2k1"f cos ¢2U+A3/€1/<9 sen(,;

v (ht +#7) (k+r2)7 7 + R2)
oo 3

]432 3 k2 3
= 27‘(’/ |f41 " 5 +A2 L7 D) +A31H2‘| dk
0 (k? + K2) 2 (k? + K2) 2 (k? + K2)
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Fazendo a seguinte mudanca de variavel:

K*=ki+r* = 2KdK =2kdk
Kk— 00 = K — o

k— 0= K—k

_ > 2 12)? ki (.90 9 kv /5 o\ dAK
Fr (k1) —27r/kl [Al (K) (K* = k) + Ay (K) (K? = k}) + As (K) 5 (K —k:1>] =
Chamando k; = k, obtém-se o espectro unidimensional longitudinal,
By (b) = Fly () = 2 [ (K2 = #2) [(52 = 1) Ay (K) + 202 (40 () + 44 (5) )| 55
11 & 2 K3’
(2.17)

lembrando que k corresponde a componente longitudinal do vetor niimero de onda.
De maneira similar obtém-se os espectros unidimensionais transversal e vertical dados,

respectivamente, por

Fr (k) = FL (k) = 7 /:O (k2 (K — #7) A, (K)

+ i (3K +2K2k? + 3k*) Ay () + i (K2 - k2)2 As (K)] ig, (2.18)
(§]
Fy (k) = FL, (k) = = /:O (2 (K> = 1) Ay (K)
+ i (K2 - k2)2 Ay (K) + i (3K*+2K2k? + 3k") A3 (K)| ig. (2.19)

Se a turbuléncia é isotropica existe duas relagoes entre as componentes unidimensionais
e a derivada primeira da componente longitudinal do espectro F/ (k): Fr (k) = Fy (k) e
2Fr (k) = Fr (k) — kF, (k) (ver PANOFSKY; DUTTON, 1984). Embora o caso que se esteja

analisando é nao-isotrépico, pode-se usar estas relagoes e definir os resultados,

H (k) = Fr (k) = Fv (k) (2.20)

J(k) =Fy (k) — kF, (k) — (Fr (k) + Fy (k). (2.21)
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Substituindo as Equagoes (2.18) e (2.19) na (2.20), da seguinte maneira:

H (k) = Fr (k) — Fv (k)

- /:o (K2 (K2 — k) Ay (K) + i (3K + 2Kk + 3k%) Ay (K) + i (K* = 1) A3(K)] ig
—7r/:o [ (K2 — 1) A4, (K) + ( K? 1) Ay (K) + i (3K? + 2Kk + 3k*) A, (K)}‘g
:w/’:o(AQ( ) — A3 (K H 3K2+2K2k2+3k4)—i(K /gZ)]‘[Zg
o [ () — Ay () (2 82) O
Consequentemente
= () — a4y () (K7 4 82 C[lg (2.22)
Agora, substituindo as Equagoes (2.17), (2.18) e (2.19) na (2.21),
J(k) = Fp (k) = kF, (k) = (Fr (k) + Fy (k) )
— o /:O { (K? = k?) (K?+ 3k%) Ay (K) + [—l{; (K? = #?) + k”‘] A, (K)
+ [—kj (K*— k) + kﬂ A; (K) }‘[lg
“li2(r2 2 Lia | a4 Lya | a4 dK
—27r/k [k (K2 = ) Ay () + 5 (K k) Ag () + 5 (K ),413,(}()}[(3
— o /k - [<K2 — 1) (K* + 21 Ay (K) — ; (K2 — k2) (K2 + 2k2) Ay (K)
L) (1 ) (K)] K
O que resulta em
J (k) = 27 /:O [Al (k) — 225 ;A?’ (K)] (K> = 12) (K2 + 22 ig. (2.23)

Portanto, conhecendo os espectros unidimensionais é possivel determinar duas relagoes
entre A; (K), As (K) e A3 (K) a partir das Equacao (2.22) e Equagao (2.23).

A obtencao dessas relagoes sao feitas mediante a introdugao novas variaveis,

s=k72 (2.24a)

t=K7? (2.24b)
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f(s)=H (s_%) s?, (2.25a)
g(s)=7(s72) s (2.25D)
a(t) =m[As (t72) — A5 (t72)], (2.26a)
B(t) = | A (173) - <A2 () ;A‘“’ (“))] , (2.26D)

A partir das novas varidveis pode-se reformular as equagoes (2.22) e (2.23), como segue

1) =3 [Pl - (] (G 3) S
Bt = [ o[ () -]

dai
f(s):i/()s(s+t)2a(t)g. (2.27)
E
1 0 oy A () A ()] 1 1y /1 2y —dt
O e A ](t_s)<t )
_1 Ay (t72) + Ay (t2 s—1t)(s+2t)dt
:OTFAl(t2)_ ( )2 ( )]( )3(2 )t2
I(s78) 8 = Osﬁ(t)(s—t)(s—l—Zt)Q
g(s):/os(s—t) (s+2t)5(t)f§. (2.28)

3

Derivando a Equacgao (2.27) trés vezes ° em relagao a s,

FG) YO of (x,€) db (§) da (£)
3 7 = T
- /a@ (@6 da /a@ petdn £ (0.6) T~ f(0.9)




24

o) =1 [[GH0tamn’
F)= g [[G+0RatG
3 i UOSQ(S—I—t)a(t)gjLéla(s)] :
" (s) = i;i [/()52(3+t)a(t)(g+4a(s)]
3 i l/os2a(t)f§+4ais) —i—o/(s)] :
0 = i | [ 20 G+ )
3 n o (S) la (8)
Satls)+ s 2§27
segue a equagao diferencial ordinaria,
" 1 / 1 _m 2 99
a’(s) + -a'(s) = g5a(s) = f7(s) (2.29)

Utilizando o mesmo procedimento acima, isto é, derivando a Equagao (2.28) trés vezes

em relacao a s, como segue

s d
96) = [[s=0s+2050%,
d s d
g )= [s=0s+1)50)%
s d
2 [ @s+50)%,
y dt
9" (s) = s Jo (25+t)5(t)t7
3 [° dt 30 (8)
- 0 2ﬂ (t) tig s )
d s dt 3
g5 =L [ @4 20
3 _58(23) n 35;(3)’
obtém-se a seguinte equacao diferencial ordinaria,
25 (5) — 58(s) = 4" (5). (2.30)

Resolve-se as equagoes (2.29) e (2.30) através de técnicas classicas. Usa-se a variacao
de parametros e Equagao de Euler para resolver a Equacao (2.29) e fator integrante para a

Equagao (2.30) (KRISTENSEN et al., 1989; BOYCE W. E., 1999).
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Segue o procedimento para resolver Equacao (2.29):

A equagao homogénea associada a Equagao (2.29) é dada pela Equagao de Euler:

o’ (s) + io/ (s) — 1

supondo a = s", e entao substituindo na equacao acima

1
s" T(T—1)+T—§ =0

1
T(T—l)—f—’r’—§:0
1 V2
2
—=-=0 = r=£—
"o T
logo
NG}
a1 =82,
_2
Qg =S8 2,

dai a solugdo homogénea é:

ap (8) = azs

A solucao particular, associada a parte nao-homogénea, ¢ calculada pela técnica de

variagao dos parametros, dada por:

f/// _7 s 5 f///( )
/ ds+s 7 _Q ds

o JETIO SE Lty

sendo que

oy (s) as(s 2 2 2
W (o, o) 1(8) a2 s) = —£5_1 + (— \/_> st = —i. (2.31)
oh(s) ah(s)]| 2 : ;
Com os resultados anteriores, obtém-se a solugao geral:
V3 i 7 vz P vz
2 2 2 2
a(s) =a152 +ays 2 + /81_7 "(s) ds — /31+7 "(s) ds. 2.32
() = asF ransF 1 [ E ) ds= T [ E g 2:32)

Resolve-se Equagao (2.30), através do processo:
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25 (5)— 5B (5) =g (5)
F(5) = 5-8(5) = 30" (5),

o fator integrante associado é:

segue que
d 1 S _1
[T E)] = 50" (5) 57
logo
B(s) = % sig"” ds+ c s3 (2.33)

Com o proposito de obter solugoes definidas, Kristensen et al. (1989) consideraram que

a energia turbulenta

£ = /OOO E (k) dk (2.34)

seja finita. Para isto, assume-se que as fungoes A; (k) com ¢ = 1,2, 3 sdo leis de poténcia no

limite £ — oo, isto é, quando s — 0. Seja

max [A; (k), Ay (k) , Ag (k)] oc k™2 (2.35)

k—o0

Usando as equagoes (2.12) e (2.35) na (2.34),

£ /0 KNk oc Tim KO- (2.36)
que ¢é finito se, e somente se,
3
3—2>\<0:>)\>§ (2.37)

Usando as equagoes (2.22) até (2.28), verifica-se que

H (k) o k21~
2.38
J (k) oc k¥ 239

flo)ocs (2.39)

g (S) x Sl+)\
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o »

Aplicando os resultados expressos pelas equagoes (2.39), (2.37) e (2.40), nas solugdes
indefinidas (2.32) e (2.33), obtém-se as seguintes solucoes definidas:

1/f
al(s 1-1/V/2 g o 1+1/\f m .
(5) = " [} 10 f / 7 (8) e 2.41)

—ﬁ TR () dt 2.42
s) = 5 ), 1Y (t)dt. (2.42)

Com as Equagoes (2.24) e (2.26), tem-se duas equagoes para determinar A;, Ay e As.

Com o auxilio da Equagao (2.17), obtém-se a terceira, mediante o processo:

dK

P () = 2m [ (07— 12) [(2 = 12) Ay () + 502 (4 () + 43 () )| 5

L [ (52 = 1) [(K? = 2) A, () + k2<A2 )+ As (K )};
iQw/:O{—4k(Kz—kz)Al(K)Jrk:(K?—Qk?)( ) (K )+A3(K)> ‘;f
1dF, = . . dK
Sl = [T ma (- ) A0+ (7 - 28) (A () 4+ A (1) )| s
£ (8) i )00 002 0+ 4|
i27r/k [81@41(]()—41{;(/12( )+ Ay (K )} k(A2<)+A3(k))
£ (1) < - LD ()
248;{2/08 {Mh ) <A2 (%) + Aq (£73) >B ( - (k))
22:6"‘;’# 01/k2ﬁ(s)ds+<A2 (k) + A, (k;)),
logo .
A+ a0 = o (G0 - [ s as (2.3

Substituindo a Equagdo (2.42) na intergal da Equagao (2.43), tem-se

1/k> 1/k% [ g1/3
/ B (s)ds = / l / 123" )dt} ds.
0 0
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Fazendo a integracao por partes, mediante a substituicao:

s 31/3
u= / t3¢" (t) dt dv = ?ds
0
4/3
du 2197 (5) ds v="r
/ s)ds = 2 — t23¢" (t) dt — f/ s2g" (s) ds
0 4 0 4 Jo
3 1 2 1 1/k2 2 m
=1t ) 1), 9 ds
Ay (k) + A (k))
3 T ( 2 3 1 s
=—— | A — _ 2
dail
AR2 1)k 423 (Az (k) + As (k)> Ak21 s
[ B(s)ds = =2 Ay (k) — - [ a
T Jo T 4k 2 T 4 Jo

™s JOo

=3A; (k) — 2<A2 (k) + A; (k)) L / t2g" (t) dt.

Assim, substituindo o resultado acima na Equagao (2.43), resulta:

kod (1dF, 3 .
Ay (1) + Ay (B) = -2 (kdk) 340 (0) + 5 (Aa () + As () ) + — ["#2g" (1) .
Portanto
<A2 (k) + As (k?)> k d [1dF -1 s
_ v e el n 37 2 m
34, (k) 5 - (k dk>+ - /Otg (t) dt. (2.44)

Reescrevendo a Equagao (2.26b) da seguinte forma,

Ay (t—%) + Ay (t—%)

L) - (1) = —( : )

e usando os resultados (2.42) e (2.24), obtém-se

S [ oy - - (A A,

combinando este dltimo resultado com a Equagao (2.44), obtém-se a seguinte equagao para
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kE d (1dF L[ sH3 s
Av(k) = 1= (kdk:L>+27r[S 1/0 29" () dt — - /0t2/3g (t)dt]. (2.45)

Subtraindo as equagoes (2.26a) e (2.26b), e usando (2.24) tem-se

a(s) pB(s)

2 T

(k) = Ay (k') )

Pelas equacgbes (2.45), (2.41) e (2.42), segue que

Ay (k) =5_

™
+£i ldF7L +i S—l/ t2 ///( )dt—/s/ t2/3 ///( )dt
Amdk \ k dk 2m 0 3 Jo

Consequentemente,

kod (1dF.) 1 S/ s
A k - a T 71/ t2 " dt—i/ t2/3 " ¢ dt
2 (k) = 4wdk<kdk>+2w[$ p L9t == | PR

sl/V2 s~ UV2 s
/ PR (g gt — 5 /O FIHVE () dt]. (2.46)

V2 s
1 |: gl/v2 / 1= 1/ff///( )dt— / t1+1/ff///( )dt] 133/ / t2/3g”/ (t) g
0

Substituindo as equagoes (2.45) e (2.46) na Equagao (2.44), obtém-se Az (k), que é
dada por

k d 1dFL 1 _1 52 31/3 52
As(k)= —— | —" | — — | — /t "E) dt —/t/3’”tdt
3 (F) 47rdk:<k:dk:> zw[ ST, 9T dtd o ()

V2 s —1/V2 s
+S\/§ i VR () dt—sﬁ/o VR () dt]. (2.47)

Finalmente, substituindo as Equagoes (2.45), (2.46) e (2.47) em (2.7), obtém-se a
seguinte expressao para o espectro de energia em termos da derivada segunda do espectro

longitudinal e de uma funcao que é definida para uma turbuléncia homogénea e nao-isotrépica,

d (1dF 1/k? 14 1/k?
E(k) = K2 ( - dkf) +ok? /0 st (s) ds — k*/* /0 /3¢ (s) ds. (2.48)

No caso de uma turbuléncia homogénea e isotrépica, a equacao para o espectro tridi-

mensional possui apenas o termo da derivada segunda do espectro longitudinal, isto é,
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E (k) = k?’di (;f}f) : (2.49)

2.1.2  Espectro Tridimensional Escrito em Funcao dos Espectros Unidimensionais

Seguindo Degrazia et al. (2000), e outros trabalhos similares como Buligon et al. (2008),

pode-se escrever os espectros Eulerianos unidimensionais em funcao da frequéncia dado por

COmo:
\2/3
n S (n) B 1,06 c; f 3 (2) (2.50)
2L \5/3 o |
W (fm)i/ [1 +1,5 ((J”Ti)z)}
com:
o ¢ = q;ay (27r/-i)_2/3; a; é derivado experimentalmente a partir do espectro para cada

componentes de direcao do vento, e vale 1, % e % para u (componente longitudianal),v

(componente transversal) e w (componente vertical), respectivamente; e a,, = 0,5£0, 05

(CHAMPAGNE et al., 1977; SORBJAN, 1989) e k = 0,4 ¢ a constante de von Karman;

nz
[ ] = —
velocidade média do vento horizontal e n é a frequéncia;

¢ a freqiiéncia reduzida onde z é a altura acima do solo e U(z) = U ¢é a

€% D . . -
® Y. = % é a taxa de dissipagao adimensional, €, = = (wi’ / z,)
é a taxa média de dissipacao térmica do ECT (CAUGHEY; PALMER, 1979; H¢pJSTRUP,
3/2

—_ 2 —-2/3
1982; WILSON, 1997); com = = [(1 -2 (z) T+ 0,75} (HeJSTRUP, 1982) ou

(MOENG, 1984);

(co)
== 0,081 +0,335exp | —i=es

z € a altura acima do solo;

z; € 0 topo da camada limite convectiva;

é a freqiéncia reduzida do pico espectral convectivo, onde (A;,);, é o

o (fm)i= o)

comprimento de onda associado ao méaximo do espectro vertical (KAIMAL et al., 1976;

CAUGHEY, 1982; DEGRAZIA; ANFONSSI, 1998), com:

(Am)y = (Am),, = 1,52

4
Z) — 10,0003 exp (82)] ,
Zi 2

(Am), =1,8% [1 — exp (
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o \1/3 . .
o w, = (u), (W) é a escala de velocidade convectiva;
e [ é o comprimento de Monin-Obukov;

o (u.), ¢ a velocidade de friccao na superficie;

2

Os espectros unidimensionais em funcao de n e k com k = %n’ estao relacionados

U

pela equagao F; (k) = Q—SZE (n), portanto
v
Q;
Fi(k) = —, (2.51)
(1+ bk)3

1 . 5/3 1
com a; = éOG Ol (zz) w2 [(f2))7°, b = = <Z> 5 [(fr)] ei=uvew.
™ i

€ m o 2 m

O objetivo é obter um modelo para o tensor espectral a partir dos trés componentes
do espectro, calculados em um tnico ponto. Para isso, utiliza-se os resultados « (s), 3 (s) e
Ay+ As, dados, respectivamente, pelas Equagoes (2.41), (2.42) e (2.43), em termos do espectro
unidimensional Equagao (2.51). Porém, deve-se antes, calcular f” (s) e ¢ (s).

Relembrando as Equacao (2.20) e (2.21) escritas mediante as novas variaveis Equagao

(2.24) e (2.21), segue que,

comm; =2emg=mg= —1.

Definindo f; (s) = s°F; (s_%) tem-se

f(s)=fo(s) = fu(s) e (2.53a)
g(s) = ; m;fi (). (2.53b)

Substituindo k& = s~/ em Equacio (2.51), obtém-se

fi(s) = Diim (2.54)
(1B

wlu

com D; = aiZfS/3 e B, = bi_z.

)

A derivada terceira de Equagoes (2.54) é:
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2 C,D,B*s" 5
OS> LR (2.55)
n=0 (1 —+ \/ BzS) 3

_93% . _ 315 _ 13
com 00—216,01—108802—216. E

g" (s) = zmif’” (s), (2.56)

Inserindo a Equagao (2.56) na Equagao (2.48), obtém-se

d [1dF 3 2 14
E() =132 (100 D, B2 <2k4]~—k4/3l ) 9.
( ) dk (k’ dk>+lz:1mz znz::oon i 17 9 21 | ( 57)
com
1/k2 3n+11
I = / SN E— (2.58a)
0 (1 + vV BzS) N
1/k2 ol
Iy = / 2t s (2.58b)
0 (]_ + v BZS) s
(§]

s d (1 dFu> _ Saybuk (3 + 11b,k) (2.59)

dk \k dk 9 (1+b,k)'7

Resolve-se numericamente as integrais da Equagao (2.58) através do algoritmo de Rom-

berg (BURDEN; FAIRES, 2003) e da linguagem de programagao FORTRAN. Os espectros sao
mostrados nas Figuras (2.2), (2.3) e (2.4).

Na se¢ao seguinte, apresenta-se a um método de interpolacao para a curva do espectro

tridimensional valido para turbuléncia nao-isotrépica.
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2/2i=0,8 ===~ -
2/2i=0,5 -------- .
2/zi=0,2 ----eee
Isotrépico i

Figura 2.2: Espectro tridimensional calculado a partir da Equagao (2.57) para os caso nao-
isotrépico e Equacao (2.59) para o caso isotrépico. A fungdo = é sugerida por Moeng (1984).

KE(k) (m%/s)
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1.1
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0.2
0.1

Espectro Tridimensional

ot
et

2/2i=0,8 ===~ -
2/2i=0,5 -------- 1
z/z2i=0,2 oo i
Isotrépico

10
kz;

Figura 2.3: Espectro tridimensional calculado a partir da Equacao (2.57) para os caso nao-

isotropico e Equagao (2.59) para o caso isotrépico. A fungao

(1982).

= ¢é sugerida por Hejstrup
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| | | o Z/'Zi=0,2 '
2/zi=0,5 ==~ -
2/7i=0,8 --------

KE(k) (m%/s)

0.01 - : — : — : —
10 1000

Figura 2.4: Espectro tridimensional calculado a partir da Equagao (2.57) para os caso nao-

isotropico. A fungao = é sugerida por Moeng (1984).

2.1.3 Interpolacao Polinomial para o Espectro Tridimensional Valido para uma Turbuléncia

Nao-Isotropica
A interpolacao do espectro tridimensional valido para turbuléncia nao-isotrépica, é
feita mediante a aplicacdo do método numérico de Spline Chibico, o algoritmo pode ser en-
contrado no livro dos autores Burden e Faires (2003).
O spline cibico interpolador S para a funcao E (k,), definida nos ntimeros

keo < ki1 < ... < kup e satisfazendo S” (ko) = S"(kwn) = 0, para k.; < k. < k.j+1, sendo que
7=1,...n—1ek, =k z; tem a forma de polindbmios escritos como:

S(ke) = S(kej) = tuj + baj (ke = ki) + g (ke = ke)” + duj (ke = ki),

sendo que a,, by, ¢4 € dy; sao constantes.
Assim para 1 < k, < 100, tem-se os seguintes polindmios interpoladores:



z
Tabela 2.1: Constantes do polinémio interpolador para — = 0, 2.

<

’ /{Z*j <k < k*j+1 ‘ Q. ‘ b, Cy d,
1<k <1,5 93,194 | 57,558 0,000 | —21,953
1,b<k.<2 |119,228| 41,093 | —32,930 | 12,882

2<k,<3 |133,153| 17,825 | —13,606 | 2,772
3<k,<b | 140,143 —1,073 | —5,292 | 0,930
5<k. <10 124,270 | —11,079 | 0,289 0,011
10 <k, <20 77,474 | —7,362 0,455 —0,013
20 < k. <40 36,530 | —2,107 0,071 —0,001
40 < k, <100 14,363 | —0,523 0,009 0,000

z
Tabela 2.2: Constantes do polinémio interpolador para — = 0, 5.

<

k*j <k, < k*j+1 Qs b, Cx dy
1<k <1,5 |117,835] 38,639 | 0,000 | —20,772
1,6<k,<2 |134,558 | 23,060 | —31,158 | 14,534

2<k,<3 140,115 2,803 —9,357 2,226
3<k,<5h 135,787 | —9,232 | —2,678 0,590
5<k, <10 111,331 | —12,865 0,861 —0,030
10 <k, <20 64,797 | —6,495 0,413 —0,012
20 < k, <40 29,399 | —1,758 0,061 —0,001
40 < k, <100 11,325 | —0,409 0,007 0,000

z
Tabela 2.3: Constantes do polindmio interpolador para — = 0, 8.

Zi

k*j S k* S k*j+1 Ay b* Cy d*
1<k <1,5 84,851 | 32,925 0,000 | —16,126
1,6 <k, <2 99,298 | 20,831 | —24,189 | 10,841

2 <k, <3 105,022 | 4,774 | —7,926 | 1,811
3<k, <5 103,680 | —5,648 | —2,495 0,510
5 <k, <10 86,486 | —9,506 | 0,566 —0,016
10< k., <20 | 51,062 | —5,072 | 0,321 | —0,009
20 < k., <40 | 23,339 | —1,385 | 0,048 | —0,001
40 < k, <100 9,024 | —0,328 | 0,005 0,000

35



Tabela 2.4: Analise de Erro do polinémio interpolador para L 0,2.

24

|k | E(k) | S(h) [[E(k)—S(k) ][]

1,2 | 104,529 | 105,364 0,835
1,7 126,232 | 125,992 0,239
2,5 139,009 | 139,133 0,124
4,0 | 134,707 | 134,332 0,375
7,0 | 103,354 | 102,937 0,416
15,0 | 50,433 51,293 0, 860
30,0 | 21,485 21,510 0,025
55,0 | 8,289 8,998 0,709
] Erro Quadréatico Médio = 0,403

Tabela 2.5: Analise de Erro do polindmio interpolador para - 0,5.

Zi

[k | E(k) | S [[E(K) —S(k)]]

1,2 | 125,396 | 126,331 0,934
1,7 | 138,039 | 137,769 0,270
2,5 | 139,455 | 139,581 0,126
4,0 | 124,467 | 124,126 0,340
7,0 | 88,805 88,777 0,027
15,0 | 41,176 41,828 0,651
30,0 | 16,989 17,078 0,089
55,0 | 6,561 7,054 0,493
’ Erro Quadratico Médio = 0.212 ‘

Tabela 2.6: Analise de Erro do polindmio interpolador para . 0,8.

)

|k | E(k) | S(h) [[E(k)-S(k) ][]

1,2 | 91,307 | 92,004 0,697
1,7 [ 102,583 | 102,382 0,201
2.5 | 105,653 | 105,749 0,096
4,0 | 96,047 | 95,779 0,268
7.0 | 69,606 | 69,523 0,083
15,0 | 32,592 | 33,124 0,532
30,0 | 13,537 | 13,591 0,054
55,0 | 5,216 5,626 0,410

’ Erro Quadratico Médio = 0,142

36
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2.2 Equagao Dinamica para o Espectro de Densidade de Energia
2.2.1 Dinamica da correlacao da velocidade de um ponto

A equacao dinamica para o espectro de energia é derivada do principio de conservacao
de momento, expressa pelas equagoes de Navier-Stokes (HINZE, 1975; STULL, 1988),
oU; oU; 10P n 107y

U :—51 —QZQU—* ;
ot * "oy, 903 = SCiki kT pOx;  pox

(2.60)

onde (Uy, Uy, Uz) = (U, V, W) sdo as componentes da velocidade, e (x1,x2,23) = (z,y, 2) sdo
as coordenadas cartesianas. €;; ¢ o simbolo Levi-Civita.

O primeiro e o segundo termo do lado esquerdo da Equagao (2.60) representam, res-
pectivamente, a conservagdo de momento (inércia) * e o transporte advectivo da velocidade
5. Os termos do lado direito da Equagio (2.60) representam: a agdo da gravidade somente
na diregdo vertical (primeiro termo), a influéncia da rotagdo da Terra (efeito de Coriolis
[segundo termol), a aceleragao causada em um elemento de fluido devido ao gradiente de
pressao® (terceiro termo) e o tensor tensdo (quarto termo).

O tensor tensao para um fluido Newtoniano é dado por,

ou, ou, 2
Tit = M (axl + o §5ilv : U) ) (2.61)

sendo p a viscosidade do fluido, d; é o delta Kronecker (1, i = [; 0, i # [) e os termos:

ou; ou, 2 . . : . -
. a—l e §5HV - U representantes dos efeitos de pressao, de viscosidade e de dilatacao,
I ZT;

respectivamente, exercidos sobre um elemento de fluido.

Utiliza-se a Equagao (2.61) no quarto termo da Equagao (2.60),

1 071-1 12 82UZ 0 aUl 2 0
— == — == =)= (V-U);, 2.62
pox; p { oz} + Ox; | Ox; <3> Yo, ( ) (2.62)
. L . . . . oU,
sendo v = % a viscosidade cinematica. Ainda, assumindo incompressibilidade, — =0 a
T
Equagao (2.62) reduz-se a
1 8@; 82UZ
— = ) 2.63
p Oy Y ox? (2.63)

4Corresponde a variacao Euleriana de velocidade, ou seja, a variacio temporal da velocidade em um tnico
ponto do campo de velocidade.
SA d doi ival iaca 1 1d de velocidad iagao La-
soma desses dois termos equivale a variagdo temporal total do campo de velocidade ou variacdo La
grangiana deste campo.
50 sinal negativo indica que a aceleracio causada é sempre contraria ao gradiente de pressdo ou seja, a
forca devido a este termo tem sentido que aponta da regido de alta para baixa pressao.
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Com os componentes do vetor velocidade angular da rotacao da Terra {2, dados por
(0, w cos ¢, wseng), sendo ¢ a latitude e w a velocidade angular da Terra. Frequentemente,
usa-se a expressao f.€;3Uk, onde f. = 2wsen¢g é o parametro de Coriolis em vez do termo
—QEZ‘kakU ge
Com os resultados acima e assumindo a aproximacao de Boussinesq’, podemos rees-

crever Equagao (2.60) como:

Gask N

1—— g0 c€iksUp — — ;
O, 90i3 + fe€inzUs ,0033¢+V3$l2

O O ( (2.64)

e S 10P 92U,
ot F

sendo © a temperatura potencial.
Desprezando o efeito da rotagao da Terra, e assumindo um escoamento turbulento, as
variaveis velocidade, temperatura e pressao podem ser escritas na forma de uma quantidade

média mais parte turbulenta, isto é:

Ui = Ui + w;,
P=P+p, (2.65)
0=0+40

Substituindo na Equacao (2.64),

a@ng+WHWQ8@;70 _<P«@+®)5 19(P+p)

ou

ﬂ¥%ﬂT@ﬁ%i+ ﬂ+m
ot ot K al‘k 8xk b 8xk (9xk

€] 0 10P 10
— g0i3 + () 90i3 + () 90iz — -— 2y

VP _10p (T 0
©g pOx; pOx;

w%+&ﬁ) (2.67)

U
Utilizando a incompressibilidade do fluido, a—k = 0, multiplicando por u; temos
Ty,

"Essa aproximacido despreza as variacdes na densidade de fluido, exceto aquelas associadas com os termos
de flutuabilidade da Equacao de movimento Equagio (2.64). Fisicamente, ela despreza a compressibilidade
elastica do meio, sendo as variagdes de densidade resultantes da variacdo de temperatura. [Stull (1988) e
Lemes e Moura (2002).]



0 ou; 0 (u;
uiﬁ = 0, somando nas Equagoes (2.67) e observando que u; i + ug Y _ (u uk), tem-se
ou;  ou;  ——0U; —0Ou, ou;, 0 (uy
“ + Uy + Uy ¢ + up + <u Uk> =

ot + ot 8xk 8xk 8xk 8ZEk

€] 0 10P 10p
— g0; — ] 94 — 90z — 5 — —
93+<@0>9 3+<®0>93 0, paxﬁ

327Z- 02ui

Aplicando o processo de decomposicao de Reynolds® e suas propriedades nas Equacoes

(2.67), (STULL, 1988; SORBJAN, 1989) obtém-se,

ou, —_0U; 0O (uuy) ¢} 1 0P 9%*U;
U — g0+ | — | g0 — = g 2.69
ot om0z 9% =+ (@0)9 3" pon, U oa (2.69)
Subtraindo (2.68) e (2.69),
e — T = [ = , 2.

2.2.2 Dinamica da correlagao da velocidade entre dois pontos

Seguindo Hinze (1975), toma-se a Equacao (2.70) em um ponto genérico A e multipli-

cando, esta, por (u;), a componente da velocidade em um ponto genérico B,

+ (u5) g (ur) 4 (gg’:) —

(2.71)

De maneira similar, toma-se a Equagao (2.70) em um ponto genérico B e multiplica-se

80 processo de decomposicio em uma parte média e outra turbulenta, como indicado no Sistema (2.65),
objetiva a redugdo do amplo intervalo de escalas e de frequéncias encontrado nas equagbes que modelam
escoamentos turbulentos. Essa reducdo basea-se na observacdo que as escalas temporais caracteristicas das
componentes médias e turbulentas sejam distintas, isto é, existe uma falha espectral (Stull (1988) e Lemes
e Moura (2002)) e, ainda, em um regime de escoamento turbulento estacionario e homogéneo, sob o qual,
pode-se admitir que é indiferente utilizar um operador média temporal, ou espacial ou sob ensemble (hipdtese
de ergodicidade) para o tratamento das propriedades médias dos componentes turbulentos.
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por (u;) 4,a velocidade em um ponto genérico A,

0 (%) (), (22) + s (22)

(0 [ oy =)+ () a8y (52) o (52)

DY ity () s s+ () (L) | hatw)s. @73)
\Gr) o (o) o)+ {(357), (3),)

Devido a nao homogeneidade da turbuléncia, os valores médios de varios produtos das

velocidades turbulentas que aparecem na Equacao (2.73) sdo fung¢oes ndo somente da distancia
entre os pontos A e B, mas também da localizacao destes pontos no campo turbulento. Com
o objetivo de fazer a distin¢ao entre distancia e localizacao, introduzem-se as novas variaveis

independentes (HINZE, 1975),

&= (zr)p — (T1)4 © (2.74a)

()4 = 3 ()4 + (). (2.74)

A Equacao (2.73), que originalmente era fungao de (xy) 4 e (x1) 5, apés a mudanga de variavel

Equagoes (2.74) serd funcao de & e (xy) 45, sendo que

(2 (L), 2 2 00
aZL‘k A 8xk AB 8(xk)A 8§ka<l’k)A

(2 ()
amk B 8l‘k AB a(Ik>B 8€k8<$k)3

9, 9,
<8xk> o R (2.75a)

0 0
S 2.75b
(axk>AB Ok ( )

1
2
1
2
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02 0? 02 0 0
“ 7 (Z) = 2.
<a$l2>A <8:vl ) i O} <8xk’>AB O (2:762)
HZ) el 2
81‘1 8512 6:1:k AB 8&’
0? o I 0?
— — | === 2—. 2.76b
<axl2>,4+ <83712>B 2 <a$12>AB+ 0} ( )
Assim, substituindo os resultados (2.75) e (2.76) na Equagao (2.73), tomando a média

em relacao do tempo, e definindo os tensores de correlacao velocidade-velocidade, pressao-

velocidade e temperatura-velocidade,

('leanxfﬂ?glagQaf?n ) = (uz)A (uj> (277&)
K («T17$2,I3,£1,£2,€3, ) - (uz)A (uj)B (uk)B7 (277b)
k.j ($ $2,$3,£1,§2,€3, ) = (UJ)B (U’L)A (uk)Av (277C)
D,J ('T x?ax37£1a§2a€3vt> = PA (UJ>B7 (2 77d)
K 1,D ('T T2, 1'3,51, §2a€37 t) =PB (uz)A7 (2 776)
Ty (1,2, 23,61, 82,63, 1) = A(uj)B7 (2.77f)
Tz@ ($1,$2,x3,51,£2,£3, ) - B (uz)A7 (277g)
obtém-se,
oU; oU; 1 /— - o
Qu +Qy; <k>,4 + Qix <8xk>3 t3 [(Uk)A + ( k)B} <<9$k>AB Qi;
__ —_ 0 1/ 0
+ [(Uk>B - (Uk’)A] aikafL i — [523T9j + 5]3T7, 9] @go 5 <axk> (Sz kj + Szk ])
AB
0 1 0 0
- N S S K. . - K
Ok (it = Sikg) p [(axl)AB cal <85’7j>,43 Zp]
110 0 1 0? 0?
+ ; [%KP:J — aé_jKi’p] + §V (ax%>AB (th7 + ZVTJ:ZQQ,LJ (278)

A Equagao (2.78) é a completa equacao dindmica para a correlagao dupla da velocidade
(Qi7j)A,B7 sendo valida para o caso de uma turbuléncia nao homogénea, nao-isotrépica, mas
sujeita a forga da gravidade e a uma forca de empuxo. Ainda, esta equacao é aplicada para a
baixa atmosfera e em escalas, sob as quais a forca de Coriolis pode ser desprezada. O termo

de empuxo se deve ao aquecimento ou resfriamento da superficie da Terra.
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2.2.3 'Turbuléncia Homogénea

Se considerarmos um escoamento turbulento homogéneo, as derivadas da correlagao
em relacdo a (xy) 45 desaparecem, sendo assim o sistema representado pela Equagao (2.78)

reduzem-se a

B ou; oU; - 1 0
79 (3,) + e (3), + [0, - )] g

g 9 1[0 0 2

0
—= [52‘3']:‘97]‘ + (5‘7‘3T1‘79] @0 - 87& (SL]U - S’Lk,j) - ; aingi’p - %Kp,]‘| + QV@Q%] (279)

Somente existe turbuléncia homogénea e com cisalhamento se o movimento médio do
escoamento tiver diregao, sentido e velocidade constante, e um gradiente lateral constante
através de todo o campo (HINZE, 1975).

Sem perda de generalidade, segundo (HINZE, 1975), pode-se descrever a os efeitos
médios da turbuléncia em um sistema de coordenadas tal que o principal escoamento paralelo é
ao longo de uma das coordenadas do sistema de referéncia. Assim, assume-se que o movimento
¢ na dire¢do x1, que existe um gradiente constante da velocidade na direcao x5 e que nao

existem movimentos médios nas diregoes x5 e x3, hipdteses expressas matematicamente por

U, = f (952)
U,=Us=0
dU,
—— = constante
dxg

Com estas condigoes a Equagao (2.79) pode ser reescrita como segue,

0

5 (Sikj — Sik,)

9, dU, g 0
Q;; + <5i1Q2,j +01Q; 0 + fz%Qi,J) o [0i3Tg,; + 03T 4] o, %,

1/ 0 0 0?
— ; (%Ki’p — %Kp’j> + QVTCE%QL]' (2.81)

Neste caso, ao considerar turbuléncia homogénea e um especial sistema de coordena-
das, as propriedades da turbuléncia nao serdo modificadas se o sinal das coordenadas forem
modificadas simultaneamente, entao substituindo & por —&;, & por —&; e &3 por —&3. Isto é,

o ponto & = 0 é o centro da simetria para este tipo de descri¢ao de escoamento turbulento.
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Considerando a propriedade de invariancia sob translagdo de um campo turbulento

homogéneo, obtém-se as relagoes,

()4 () ) (61,60, &) =
(i) () () 5] (61,60, 65) =
(i) q () 4 () ] (61,60, 68) = |

[pa (7)) (61,6, 85) =

[p5 (wi)4] (61,60, &) =

104 () 5] (1,60, 6) =
( )

51752753

Ui) A (u])B} (=61, —&2,—&3),
(ur) g (%‘)B} (=&, =&, —&),
() 4 () 5] (=61, —€2, =&3) |

Uy

A ()4
:PA(UJ)B]( &1, =62, =€3)
P (W) 4] (—&1,—62,—&s),
04 () 5] (=61, =60, &),
05 () 4] (=61, =6, &)

Para um campo turbulento homogéneo a propriedade de invariancia frente a reflexao

também deve ser satisfeita, com isso os tensores devem satisfazer as relagoes:

(i) s ()] (61,60, 6) =
(i) (ur) () ] (61,60, 65) = =
(i) a ()4 () 5] (61,6, 6) = —

[pa (4)) 5] (61,6, ) =
5 () 4] (&1,82,65) = —
(04 ()] (61,60, 6) = —
105 () 4] (61,6, 6) =

{( i) (j)B] (=&, =&, —&),

(i) 4 (un) g () ] (=61, =2, =),
(i) 4 (i) o (1) | (=1, =62, —Es),
— [pa ()] (=61, =6, —&),
P ()] (=1, =&, —&),
04 () 5] (=61, =&, =),
:93 (ul)A}( &1, =&, —&3)

Combinando as expressoes obtidas acima, segue que:

Q,; (€1,62,83) = Q;; (=&, =62, —83) = Q;, (1,62,83) (2.84a)
Sikj (§1582,83) = =Sk (=81, —&2, —&) = —Skja (61, &2, 8), (2.84b)
Sik,j (§1,€2,&3) = —Sik; (&1, =62, —&) = =S (&1, 62, &), (2.84c)
K, (6,6,8) = —Kp; (=&, =&, &) = —Kj, (6. £.6), (2.84d)
Kip (§1,6,8) = —Kip (=&, =&, &) = —K,pi (6,8, 8) (2.84e)
To; (€1,2,83) = =T (=&1, =82, —&3) = =T (€1,2,&3), (2.84f)
Ty (§1:62:8) = —Tig (=1, =&, —&) = =T (61,6, &) - (2.84g)
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No que se refere a simetria para correlagoes tripla da velocidade pode-se trocar a ordem
de dois indices correspondentes ao mesmo ponto, o que nao altera em nada as componentes

do tensor. Entao

Sikj = Sijks (2.85a)
Sikj = Skij- (2.85b)

Pode-se reescrever alguns termos de Equacao (2.81), utilizando as relagoes (2.84) e

(2.85), termos como

0 0
_37@ (Si,kj - Sik,j) = 37& (Sjk,i + Sz‘k,j) Sijk = Sijs (2.86a)
0 0 0 8

—K,,-—K,, = —K =P, 2.
aéj P afz p.J ag] 1p+ agl 4,7 ( 86b)

e substituindo tais relagoes nos termos correspondentes a Equagao (2.81),
dU, 1 0?

0 0
in,j+<5i1Q2,j +0:Q; 0 + fQ%Qi,j> dy = 03T + 63T, 9] @0 +S;; ;Pi,j‘le/aixlei,j

(2.87)

A Equagao (2.87) descreve a variagdo no tempo da correlagao entre dois pontos das

componentes turbulentas da velocidade em um campo turbulento homogéneo.

2.2.4 A Equacao Dinamica para o Espectro de Energia

A equacao dinamica para o espectro de energia é obtida a partir das seguintes trans-

formadas de Fourier,

Q. (€1 —/_O:O /_Z/_O:OEJ (k) exp (ik - €) &k, (2.884)
S, (€:1) :/_o:o /_O;/_O:OWJ (k) exp (i - €) &k, (2.88b)
P,, (£1) —/_o:o /_O;/_O:OF] (k) exp (ik - €) &k, (2.88¢)
To, (€1) :/_Z/_Z/_ZHQJ(E t) exp (ik - €)d°, (2.884)
T, (€.1) —/_o:o/_o:o _O;Hz,a(“ t) exp (ik - €) Pk, (2.88¢)

onde € = (£1,6,&3), k = (k1. ko, ks) e d®k = dkydksdks.
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Para determinar a transformada de Fourier do termo §——Q, ;, utiliza-se expressao

96

dada por (2.88a), seguido da sua respectiva derivada em relagdo a componente £, obtendo,

assim, com a multiplicacao de &, o resultado

525 i Et / / / §2 ky By kt)exp(zk f)d?’ (2.89)

Fazendo a integracao por partes em relacao a ks e, simultaneamente, assumindo que

lim E;; =0,

ko—o00

(‘3E” k: t -
5265 i f t / / / s ) exp (zk: . g)d?’k. (2.90)

De maneira semelhante, obtem-se que a transformada de Fourier dos termos 5 52 QZ g

agQQ,j ft / / / ‘]{’2 irj kt)exp(zk g)d?’ (291)

Com as equagoes (2.88a)-(2.88e), a Equacao (2.90) e a Equagao (2.91), obtém-se a
equacao dinamica para o espectro de energia em fun¢do do nimero de onda ke do tempo t

escrita a seguir,

0

— W,
ot + Wiy

0 dU,
E;; + <5nE2,j +01Ei2 — ki~ E; ) - = [0:3Hyp ; + 5j3Hi,9]

Oks dxs SN
1

- *Fi,j — 2V| E |2Ei,j- (292)
P

Para obter uma equagao para o espectro de energia, o qual é obtido a partir do trago do
tensor E; ;, multiplica-se a Equagao (2.92) por d;;, resultando na contragao dos indices i e j. No
entanto, para turbuléncia homogénea, segue da equagao da continuidade que P;; (5 t) =0,
pois 6852 ip (5 t) = 0, isto é, quando assume-se a contracao o termo de pressao desaparece.

Lembrando, ainda, que E; ; = E;;. Sendo assim,

dU, -
;E“ + <2E1 o — k15— 0 E; > % = [Hps+ Hjo| = J +W,, —2v|k ’2Ezz (2.93)

Oks dzo Oo

Em turbuléncia isotrépica é possivel expressar as fungoes correlagoes e as fungoes
espectrais em termos de um tnico escalar, isto é, ou a distancia r, ou o nimero de onda k,

respectivamente.
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Batchelor (1953) sugere fazer o mesmo procedimento para turbuléncia nao-isotrépica
porém homogénea pela média das fungoes correlagao e espectral sobre todas as direcoes de r e
k nos correspondentes espagos. Entao, tomando a média destas fungoes sobre uma superficie

esférica de raio r = constante e k = constante, respectivamente. Por exemplo,

PT‘l

E., (k.t :ng/d (k,1), (2.94a)
Q. ( )= — — [aam) Q, (é’,t). (2.94b)

ml

A relagao entre E;; (lg, t) e Q,; (5, t) ¢ dada pela transformada inversa da Equacao
(2.88a) (HINZE, 1975 pp.204), isto é,

E,, (F.t) 8W3/ / / Q,; (€:t) exp (—ik - €)d’, (2.95)
com d3¢ = de, dé, dé.

Em coordenadas esféricas,

E;; (E, t) = 817r3 /OOO dk /027T dy /O7T doQ;, (é t) r?senf) exp (—ikr cos6),
dai,
E;; (k.t) = 217T2 /0 " dr Serz(f” Q. (£1), (2.96)
ou,
Qi (5, t) =47 /OOO dr r? Ser;;fr)Em (E, t). (2.97)

Da mesma forma que é feito para o caso isotrépico ((HINZE, 1975) pp.195), define-se
as fungoes correlagao e espectrais através das fungoes dependentes do tempo e de r ou k nos

correspondentes espacos.

E(k,t) = 27k*Ey; (K, t), (2.98a)

M (k,t) = —21k> [QEL2 (.t) - kl(,;ZE@ (F, t)} flgl (2.98b)
2 2

H (k,t) = 21k® [Hm (F,t) + Hag (F, t)] : (2.98¢)

W (k,t) = 27k*W; (. 1), (2.98d)
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Com o conjunto das definigoes (2.98), reescreve-se a Equagao (2.93) como segue,

9 9

—E (k,t) = H(k,t) o T M (k,t) + W (k,t) — 2vk°E (k, 1) . (2.99)

ot

A Equagao (2.99) descreve a dindmica do espectro de energia tridimensional. Os termos
que compoem esta equacao representam a variagao temporal da func¢ao espectro de energia
(primeiro termo); a produgdo ou consumo de energia cinética turbulenta (ECT [segundo
termo]), a producao de energia por efeito mecanico (terceiro termo); a transferéncia inercial
de energia cinética, que se da na direcao dos maiores para os menores turbilhoes, o que
caracteriza o efeito cascata (quarto termo) e a dissipac¢ao de energia por viscosidade molecular

(quinto termo), respectivamente.

2.3 Equacgoes Diferenciais Parciais — EDP’s.

A Equagao (2.99) obtida anteriormente descreve a evolu¢ao temporal do espectro de
densidade de energia relacionados com os termos de produgao e/ou consumo de energia por
efeito térmico e efeito mecénico, transferéncia inercial de energia e dissipagao molecular de
energia, excetuando este ultimo e aquele primeiro, todos os demais termos requererao uma
parametrizacgao.

Como sera descrito adiante, o modelo a ser resolvido neste estudo toma a forma de
uma EDP de 1* ordem. Sob essa consideracao, nas secoes abaixo estabelecera-se a notacao,
classificacdo e o Método das Caracteristicas para a resolucao de uma EDP 1* ordem, bem

como os enunciados dos teoremas de existéncias e unicidade local da solucao.

2.3.1 Conceitos Gerais e Notagao

Uma EDP geral de ordem k pode ser representada como
F (x,(0°) k) = 0. (2.100)

sendo F' e u fungoes das varidveis x € Q e (uy)

R"(Folland (1995)). °

la|<k € CN(k), com §) um conjunto aberto em

9Esta notacdo, a principio um tanto insélita - porém recorrente em trabalhos e livros da &rea equivale &
representacao classica para uma EDP geral:

F (x, u, 01, . . ., Opu, Ou, . . . (’ﬂfu) =0. (2.101)

No Apéndice C, a equivaléncia entre as notagoes usadas nas equagoes (2.100) e (2.101) é exemplificada para
uma EDP “geral” de 2% ordem (k = 2) via a notagdo multi-indicial.
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A fungao u = u(x) em Q é uma solucao cldssica da Equacao (2.100) se as suas derivadas
0%u, ocorrentes em I, sejam continuas em € e satisfacam F (x, (ao‘u(x))‘a|§k) =0,Vx e
(Folland (1995)). Neste trabalho buscaré-se solugoes classicas.

Ainda, o conceito de solugdo em EDP’s pode ser extendido para solugoes fracas e/ou
solugoes generalizadas. As primeiras representam funcgoes solugdes nao-suficientementes dife-
renciaveis, a ponto que nao possam ser substituida na EDP (por exemplo, que satisfagam a
lei de conservagao integral mas nao a sua equivalente diferencial , e as segundas generalizam
o proprio conceito de fungao via Teoria de Distribuigoes, as fungoes generalizadas (Ver Iério
e Iorio (1998), Braga (2006) e Cardaro e Kawano (2002)). Cabe salientar que toda solucao
fraca ou classica é uma solucao generalizada.

Classificam-se EDP’s quanto a sua linearidade ou nao-linearidade. Uma EDP ¢é dita

linear quando pode ser escrita como

> aa(x)0%u = f(x), (2.102)
la|<k
e uma EDP ndo-linear tem sua forma representada, de maneira geral, pela Equagao (2.100).
A parte da equagdo que contém as derivadas de maior ordem determina, em muitos casos,
propriedades relativas as solucoes; essa parte é chamada parte principal da EDP. As equagoes

nao-lineares com parte principal linear nomeiam-se quasilineares e sao da forma:

> <X, <8ﬂu)ﬁ|gk1) 0%u = b(x, (aﬁu)|5|§“> , (2.103)

o=k
dentro desta classe de EDP’s, quando a, = a, (x), diz-se que a EDP é semilinear.
Se, na Equagao (2.100), Equacao (2.102) e Equacao (2.103) acima, f = b = 0, dizemos
que a EDP é homogénea, caso contrario nao-homogénea. Ver I6rio (2001) e Folland (1995).
A forma equivalente, como EDP 1% ordem, a Equagao (2.100), & Equagao (2.102) e a

Equacao (2.103) sdo, respectivamente,
F (X, (aau)wgl) = F(21,...,%Zn,u,01u,...,0,u) =0, (2.104)

D an(x)0% = f(x) & Y a;j(x)0u + c(x)u = b(x) (2.105)

la|<1
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D aa(x,u)0% = b(x,u) & > a;(x,u)du = b(x,u). (2.106)

|a|=1
2.3.2 O Método das Caracteristicas

O Método das Caracteristicas aplica-se na resolucao de EDP’s de primeira ordem,
além de fornecer uma base tedrica as questoes de existéncia, de unicidade e de propriedades
das solugoes - que sera tratado na proxima secao. Nesta secao tratar-se-a4 da aplicagao do
método para a obtenc¢ao das solugoes. Para isto toma-se como exemplo a Equacdo de Advecgao

unidimensional:

ug + cuy =0, (2.107)

em que ¢ uma constante real. A unidimensionalidade, aqui, é relativa a variavel espacial
(no caso x € R), porém a fungao-solugao é de duas variaveis (a saber, u = u(zx,t)); ainda,
conforme as definigoes acima, a Equagao (2.107) é uma EDP de primeira ordem, linear e
homogeénea. Sua solucao sera construida a partir de “consideragoes” geométricas, e as questoes
de existéncia, unicidade e propriedades serao postergadas nesta abordagem.

Inicialmente, suponha existir a solu¢ao u da Equagao (2.107). O grafico associado a
u é o conjunto S = {z,t,u(x,t)}, e em cada ponto (z,t) o valor do vetor normal (fi) de S é
conhecido: i = (g, up, —1).

Da Equagao (2.107), extrai-se o vetor V = (1,¢,0) (o campo de dire¢oes associado a
EDP) e observa-se que: V - fi = 0, para i - o vetor normal & S, grafico da solugdo u. Portanto,
(1,¢,0) é perpendicular & (ug,u;, —1) em cada ponto (z,t,u(z,y)), e (1,¢,0) estd no plano
tangente a S (ver Figura 2.5-a); logo, esta serd a dica para a construgao de u: procurar S tal
que em cada ponto (z,t, z) de S, o vetor (1, ¢, 0) pertenga ao plano tangente de S em (z,t, 2)
e z = u(z,t) (Levandosky (2002), John (1982) e Biezuner (2007)).

Cabe destacar que a Equagao (2.107) é um caso particular da EDP linear de primeira
ordem:

a(x, t)uy, + b(x, t)uy = c(x, t), (2.108)

onde a(x,t) = ¢, b(z,t) =1 e c¢(x,t) =0.
Deseja-se que V = (a(x,t),b(z,t),c(x,t)) esteja contido no plano tangente de S em
cada ponto (z,t, z) de S. Paraisto, construir-se-4 uma curva integral C, ou curva caracteristica

da Equagao (2.108), associada ao campo vetorial V; tal curva é parametrizada por r e, em
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cada ponto da curva C , o vetor (a(z(r),t(r)),b(z(r),t(r)), c(z(r),t(r))) serd tangente a C (ver
Figura 2.5-b)), logo C deveré satisfazer o sistema de EDO’s:

dx

W a(elr) 1)),

;Zi =b(z(r),t(r)), e (2.109)
dz

= clalr). 1)

em posse de todas as curvas caracteristicas associadas a Equacao (2.108), se admite que a
unido destas formardo a superficie S, denominada superficie integral para V (Levandosky
(2002) e John (1982)). Ainda, nao pode-se afirmar que S é a superficie solu¢io de Equa-
¢ao (2.108), para isto é necessario que S possa ser descrita como o grafico de uma fungao
z =u(z,t),¥(x,t) € Q.

Para a Equagao (2.107), o sistema caracteristico associado é dado por:

=1, — =0. (2.110)

de_ i
dr_c’dr " dr

A idéia geométrica do método é construir a superficie integral S, de tal modo, que
contenha & curva I’ := {z,0, ¢(z)} = {7, #(x)}'°, e a partir dela obter as curvas caracteristicas
que montam S; para isto considera-se o ponto de intersec¢ao de C e I', a saber (zg,0, ¢(xg))

(ver Figura 2.5-c)), logo pode-se tomar

z(0) = o,
t(0) =0, (2.111)
2(0) = ¢(wo),

como condigoes iniciais para o Sistema (2.110). A principio, zo é qualquer, o que valida
considerar o eixo-r como uma curva auxiliar e, algebricamente, representa o parametro s,
com o qual parametriza-se a curva inicial . Assim, obtém-se o Sistema Caracteristico, com

condicoes iniciais dadas:

10~ ¢ a projecdo plana da curva inicial T,
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%(s,r) =c, x(s,0)=

%(S7T) = 17 t(S,O) = ’ (2112)

L) =0, 2(s,0) = (s)

cuja solucao é:

satisfazendo

b)

curvas caractetisticas
pls.nas

Figura 2.5: a) Esbogo geométrico da relagao do campo vetorial V e o vetor normal fi de S
(V C Plano Tangente a.5). b) Representagao geométrica da curva integral C . ¢) Concepgao
geométrica da construcao da superficie integral, candidata a superficie solu¢do do Problema
de Cauchy. d) Superficie solugio gerada pela curva inicial T' e suas curvas caracteristica C .
Figura modificada a partir de figuras de Levandosky(2002) - Fig. 2.1-a) a Fig. 2.1-c); e Iério
(2001) - Fig. 2.1-d).
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2(s,0) = ci(s) = s,
t(s,0) = ca(s) = 0,
2(s,0) = cs(s) = ¢(s),

e finalmente, obtém-se

z(s,r)=cr+s
t(s,r)=r : (2.113)

2(s,7) = ¢(s)

O sistema acima representa a superficie integral S constituida da unidao de todas as
curvas caracteristicas, parametrizadas pelas equagoes contidas no Sistema (2.113), que inter-
ceptam a curva inicial I'. Porém, a solucao esta dada nos parametros r e s! E o interesse
é obté-la nas variaveis x e t. Para isto, resolve-se as duas primeiras equagdes do Sistema

(2.113), tal que se obtenha r(z,t) e s(x,t). Em particular, obtém-se

s(x,t) =x —ct (2.114)

r(z,t) =1
Conseqiientemente, estabeleceu-se uma transformagao biunivoca entre os sistemas de
coordenadas (z,t) e (r,s). Quando esta transformagcao satisfizer o Teorema da Aplicagao
Inversa, a mudanca de varidveis é de classe C' e que é verificada para este exemplo, pode-se
garantir localmente a existéncia e unicidade da solugao; logo, a superficie integral é a propria
superficie solugao

u(z,t) = z(s(x,t),r(x, 1)) = ¢(x — ct). (2.115)

O Sistema (2.114) representa a proje¢ao das curvas caracteristicas encontradas num
aberto 2 C R? (onde v C ), neste caso as curvas caracteristicas planas (Ver Figura 2.5-d).

A Solucao (2.115) ¢é solugao de uma EDO e, de certa forma, pode-se sintetizar que
o Método das Caracteristicas transforma um Problema de Valor Inicial para EDP’s num
Problema de Valor Inicial para EDO’s via um difeomorfismo !

Como ilustragao (Figura 2.6), representa o gréafico da solugao da Equagao de Difusao

HSejam U e V abertos do espaco euclidiano. Uma bijecio f : U — V, chama-se difeomorfismo de U sobre
V quando f é diferencidvel e sua inversa f~':V — U também o é (Lima (2000) pg. 277).
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=== Curva Inicial e sua projecéo

Curva Caracteristica e sua
projecéo

Superficie Solugio

Figura 2.6: Representacao grafica da solu¢ao da Equagao (2.107), de sua curva inicial, de sua
curva caracteristica e das respectivas projecoes planas.

2
Unidimensional (Equagao (2.107)) para ¢ = 2, zp = —155 e ¢(x) =1+ exp (108600>, no
dominio (z,t) € Q:=R x (0, 00).

As consideragoes desta secao sao, basicamente, uma mescla de abordagens e expo-

sicoes do método das caracteristicas para EDP’s de primeira ordem retirados das seguintes

bibliografias: Levandosky (2002), Biezuner (2007) e I6rio (2001).

2.3.3 Condicao Nao-Caracteristica

Basicamente, a idéia do método apresentado na se¢do anterior reside numa condicdo
de transversalidade para a condigao inicial I' := (v, ¢), onde diz-se que v é ndo-caracteris-tica;
isto ¢, condiciona-se que a condicdo inicial ndo deva ser uma hipersuperficie caracteristica?,
ou seja, que os vetores do campo de direcoes em um ponto P da hipersuperficie v, ndo sejam
tangentes a v em P (Folland (1995)).

A EDP de primeira ordem dada pela Equagao (2.107) é a situagao mais simples possivel
(linear, homogénea e com coeficientes constantes), mesmo assim evidéncia a dependéncia da
existéncia, da unicidade e das propriedades sobre a solugao em relagao aos dados iniciais; a

analise das seguinte situagoes se dara via comparagao das projegoes das curvas caracteristicas

12Na secdo 2.2 a curve caracteristica era construida como a curva pela qual os vetores do campo de direcoes
(campo vetorial) eram tangentes a ela.
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e da curva inicial ~:

1.

ii.

A curva inicial é uma curva caracteristica.
Neste caso, v =z —ct =0= (cs,s), s € [ CR. Considerando (por ora, deixa-se a

parte a obtencao deste sistema) a solugao do sistema:

z(r,s) =cr+c(s), x(r=0,s) =cs

t(r,s) =r+ca(s), tir=0,8) =s

¢é dado por

x(r,s) =cr+cs
t(r,s) =r+s,

afim de obter a bijecao, resolve-se 1 e s em funcao de (z,t), porém o sistema nao permite
esta inversdao. Dele se obtém, apenas, que x—ct=0, e logo, de z = ¢(s) a projecao da
solugado ¢é a prépria curva caracteristica plana, que é a prépria curva inicial projetada
e fora dela ndo ha nenhuma informacao sobre a solugao. Ainda, z = ¢(0) é constante,
logo h& uma infinidade de solugdes possiveis ao problema; se a ci: ¢(s) = ¢(s), com ¢

nao-constante o problema nao admite solu¢ao. (Ver Iério (2001).)

v com wvetores tangentes paralelos aos vetores tangentes da curva caracteristica plana.
. . c c

Seja, ¢i = x — 5152 =0= (532, s),s€I CR. Em s =1 os vetores tangentes a curva

caracteristica e a curva inicial sd@o paralelos. Nesta situagao, obtém-se uma solugao para

r e para s, sob a forma:

2 2
s=1+/1+—-(x—ct) e r=t—1F 1+ —-(x—ct),
c c

c
desde que x — ¢t > —5 assim, z = ¢(s) terd restri¢goes em seu dominio, e se a diferenci-
abilidade de z for procurada ha de se restringir, ainda mais, o dominio de validade para

c
a solucao (para 2z € C! deve-se ter z — ct > —5 13,

Estas “situacoes anomolas” decorrem do fato de que curvas carcateristicas planas'* e

v possuam vetores tangentes paralelos em seus dominios de validade; assim, uma situagao

13N#o0 é regra geral a perda da diferenciabilidade para este tipo de situacio, ver em I6rio (2001) os exemplos
1.2 e 1.3 (pgs 42-44); e hé outras situagoes que exijam condi¢oes de compatibilidade para que z possa existir
(pgs 17-20).

14Nas situacdes acima analizou-se apenas as projecdes das curvas caracteristicas e vy, e como se verd isto é
suficiente para determinar a Condicdo Nao-Caracteristica.
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6tima seria evitar tal fato. Isto se daria, quando a condigdo inicial satisfazer a Condigao
Nao-Caracteristica.

Para definir esta condigao, observa-se que (a luz das consideragoes logo acima) -y nao
tenha vetores tangentes as curvas caracteristicas projetadas em qualquer ponto destas; logo,

os vetores tangentes em questao sao linearmente independentes. Considerando a Equacao

((5) a(m(s), (s
(2.109), equivaleria a dizer que "(s) @ (nls)nals)) £ 0, isto é, os vetores tangentes de

%(5) b (m(s),72(s))
~ nao sao paralelos aos vetores projetados do campo de dire¢ao (que formam as curvas ca-

racteristicas) definidos sobre um ponto P em I'; logo nao pertencem ao plano tangente de
v em P,. Mas, se nao pertencem ao plano tangente de v em P,, necessariamente se tem
(a (71(s),72(5)) b('yl(s),'yg(s))> : (— 'y;(s),v;(s)) # 0, que equivale dizer que o vetor (a,b)
ndo é ortogonal ao campo normal de vy em P,. '

Para o caso geral, a generalizagao ¢ imediata

VF (1) 2(9(8) - N(3(9) # 0 (2116)
)
B 28 (0(s),6(4(5)) 2 (4(9))
: : : £ 0, (2.117)
DB 2 (5(5),0(1(s) 5 (1(5)

onde N(v(s)) representa o campo normal da hipersuperficie inicial 7, de dimensao n. E suas
respectivas variacoes'® para os Problemas de Cauchy relativos a Equagao (2.106) e & Equagao

(2.105) sao

fu G gy (y(s), ¢ (7 (s)))
: : : #0, (2.118)
Do D g (y(s), 6 (7 (s)))
o I gy (y(s))
# 0. (2.119)
P Il g (y(s))

15Para as situagdes acima, bastaria tomar v = (s,0) como na Secdo 2.2.2,

(1,¢) - (~0,1) = Hé iH —c#0,VreICR.

E conseqiientemente seria garantida a Condi¢cio Nao-Carteristica.
16Ver final da Secdo D.2.1.
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2.3.4 Consideracoes

Nao é recomendado aplicar o Método das Caracteristicas para EDP’s de ordem supe-
riores a 1 para a determinagao da solugao, salvo algumas excecoes com especificas condigoes
iniciais ou de contorno (ver I6rio (2001) - Capitulo 5). Porém, dentro da classe de EDP’s
Semi-Lineares de 2* Ordem (ou maior), a sua aplicagdo permite descrever a EDP em sua
forma canodnica, onde as curvas caracteristicas fornecem uma expressao mais simples da EDP
em questao, via uma mudanca de coordenadas adequada. Ha muito mais a ser dito sobre este
assunto, mas este néo é o objetivo do presente trabalho!.

Mas, sua aplicacdo a EDP’s de primeira ordem permite a quebra da EDP em um
sistema de EDO’s de primeira ordem, sobre o qual, na variavel que descreve as curvas ca-
racteristicas os termos derivativos parciais de v sao condensados em uma derivada total em
relacao aquela variavel. Sendo assim, a EDP ¢é substituida por uma EDO. E esta ¢ a sinopse
da Método das Caracteristicas.

A descri¢ao acima, caracteriza o método pela simplicidade inerente a construgao, ou
nao-construcao, da solugao; o qual, fornece o proprio caminho de demonstracao para os teore-
mas de existéncia e unicidade local para solugdes de EDP’s de ordem 1. Além disto, permite
um entendimento global (mesmo simplificado em relagdo a EDP’s de ordem superiores a 1)
do papel das condigoes iniciais ou de contorno para a questao da existéncia, unicidade e
propriedades da solugao (Ver Apéndice D).

Outro destaque do método é o paralelo geométrico via interacao das propriedades geo-
métricas de superficies (ou hiperficies) e dos vetores do campo vetorial associado a EDP. Fato
que permite, em R?, uma visualizacdo da interacio dos entes geométricos envolvidos, bem
como suas condicoes de aplicabilidade e propriedades que, os entes, devam cumprir para de-
terminar a solugao. Indiscutivelmente, uma vantagem a favor da compreensao e manipulagao

do Método das Caracteristicas (Ver Segao D.2.1).

1"Para maiores detalhes, ver I6rio (2001), Iério e Iério (1998), John (1982), Machado (2004).



3 MODELOS DE EVOLUCAO ESPECTRAL DA DENSIDADE
DE ENERGIA PARA A CAMADA LIMITE CONVECTIVA -
CLC.

It is impossible to explain honestly the beauties of the laws of nature without

some deep understanding of mathematics.
Richard Feynman

Admitido que a Equagao (2.99) governa a evolugao temporal do espectro de densidade
de energia, basta agora a descricao das equagoes constitutivas. Posto a forma desses parame-
tros mais a insercao de uma condicao inicial — c.7., obtém-se um Problema de Valor Inicial —
PVI ! e, consequentemente, elabora-se um pretenso modelo que descreva tal evolucao.

Esse capitulo, em um primeiro momento, apresentara as parametrizagoes para os ter-

mos de

e convecgao térmica @iH (k,t);
0

e producao de energia mecanico M (k, t);
e transferéncia de energia cinética por efeito inercial W (k, t);

além de uma adimensionalizacdo das variaveis ¢ e k, bem como dos parametros envolvidos no
modelo.

Em posse dessas equagoes constitutivas, sdo apresentados trés modelos (desconsidera-
se o efeito de produgao de energia mecénica, M (k, t), neste primeiro estudo) para a evolugao
da densidade espectral de energia. No primeiro desses modelos considera-se uma turbulén-

cia globalmente isotrépica e sem o termo Iy (k,t), porém considerando a sugestao de Pao

S

(1965) para o termo W (k,t). Em um segundo momento, utiliza-se o termo de transferéncia

1Seja v uma hipersuperficie (Um subconjunto v C R é chamdado de de hipesuperficie de classe C* (1 <
k < o0) se para cada xo € v ha um conjunto aberto V C R" contendo x¢ e uma funcio real ¢ € C*(V)
tal que V¢ estd definida em yNV = {x € V : ¢(x) = 0}, Folland (1995)) de classe C*. Se u é uma fungio
de classe C*~!, os valores de u, d,u, ... ﬁff‘lu sobre 7 definem as condigoes iniciais, chamadas condi¢cées de
Cauchy para u (9, é a derivada normal sobre v (Para 7, V, ¢ acima, o vetor V¢(x) é perpendicular & v em
x para cada x € yU V. Com isto, define-se o vetor unitario normal a v em cada ponto x € v, o qual varia

Vo(x)

continuamente com x, dado por v(x) = im. Uma hipersuperficie definida sob estas condigoes é dita
X

orientdvel (Folland (1995)). Neste trabalho serdo consideradas somente hipersuperficies orientéveis.) ; ainda,
sempre considerar-se-4 possivel parametrizar v contendo a origem, onde v L x,, = 0, Folland (1995)). Ao
impor condigoes iniciais determina-se um problema de valor inicial ou problema de Cauchy.
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de energia para a turbuléncia anisotrépica sugerido no trabalho de Goulart (2001), Aben-
troth (2007), Goulart et al. (2003) e Goulart et al. (2007); mais o termo convecc¢ao térmica
éqOH (k,t) (BATCHELOR, 1949). Finalmente, sera construido um modelo misto para a evo-
lugdo temporal do espectro de densidade de energia, considerando a atuacao dos diferentes
termos W (k, t) (propostos por Pao (1965) e Goulart (2001)) em regides de niimero de onda
distintos. Esse modelo reproduz as carecteristicas de estacionaridade e quase-estacionaridade

para a regiao de numeros de onda altos devido a atuacao do termo de transferéncia de energia

inercial de Pao (1965).

3.1 Parametrizagoes e Adimensionalizagoes

Seguindo Goulart (2001), utilizam-se os pardmetros de adimensionamento:

Wyl
ty = -, (3.1a)
R, = “’VZ (3.1b)
Ve = Zg (3.1c)
K = kz (3.1d)
(§]
n U
S(Z)::¢KZ (3.2)

sendo w, a escala caracteristica de velocidade convectiva [m/s], z; a altura da CLC [m], Re o
ntmero de Reynolds (v — coeficiente de viscosidade molecular [m?/s]), 1. a taxa de dissipagao
térmica adimensional, € a taxa média de dissipacao térmica da ECT [m?/s%], u, a velocidade
de cisalhamento [m/s], ¢,, a taxa de dissipagdo mecéanica adimensional, S(z) a variacdo em

z da velocidade média [s7] e k a constante de von Karmam.

3.1.1 Termo de Conveccao Térmica

No termo de produgao ou perda de energia cinética por convecgao térmica na Equagao
(2.99) assumir-se-a que H (k, t) pode ser decomposto no produto entre um termo que depende

apenas do numero de onda e outro que depende apenas do tempo, isto é,

I H(k,t) = L Hy(k)T(2), (3.3)



29

em que 7'(t) é uma funcdo que descreve o crescimento temporal do fluxo de calor na superficie
e Hy(k) depende somente das condigoes caracteristicas da CLP em um regime de turbuléncia
bem desenvolvido.

Na determinagao de Hy(k) serd considerada a hip6tese de Batchelor (1953), que assume
que a transferéncia de energia do fluxo médio para o fluxo turbulento ocorre de forma con-
tinua. Tal andlise nao considera qualquer escala de tempo caracteristico na parametrizacao.
Considerando-se que Hy(k) depende do gradiente de temperatura potencial (na camada bem
misturada sera substituido pelo termo de contragradiente .), do nimero de onda k, da razao
de dissipacao de energia cinética €, e da intensidade da energia cinética centrada em torno do
niumero de onda k, isto é, kEq(k), sendo que Eqy(k) é a densidade espectral tridimensional da
camada limite convectiva bem desenvolvida (ver Secao 2.1), dessa forma escreve-se através de

uma analise dimensional o seguinte resultado:
9 _9 ~1/37.-2/3
Ho(k,z) = =rec1e Pk~ "Eqy(k, 2) (3.4)
B9 B9

em que ¢; é uma constante a ser determinada a partir das condigdes iniciais (Apéndice A).

A partir da definicao de velocidade convectiva obtém-se

o f(wg)o (3.5)

em que (w), é o fluxo de calor na superficie, w, é a velocidade convectiva e z; é a altura da
(STULL, 1988).
Para a fungao T'(t), que descreve o crescimento no tempo de H (k, t), serd considerado

a equacao sugerida por Sorbjan (1997), escrita como:
T(t) = sen(t) (3.6)

em que €2 é a fréquencia angular.
Substituindo as Equagoes (3.4), (3.6) e (3.5) em Equagao (3.3), obtém-se a seguinte

formulacao para o termo de producgao ou perda de energia devido ao empuxo térmico:

3

@iH (k,t) = %(we)o%cle—l/%—z/?’Eo(k;)sen(m) (3.7)
0 [

Efetuando o adimensionamento
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@TH (k. 1) goHo(k)T( )

3 2/3 ,
= }07*89 e V3ETBE (k). 2 G w*) X (sen <t*zzﬁ>)
Zi *

(w&)ozz 0z Wy
w? 06 2/3 Ws 203
|Gy o o1 (k)2 S 2B x<sen =, )

= @g)@zcl(k/)—z/a o E)1/3E0(/’<: )) X (sen <Zi2t*> )
)

- (;Uj)zclzﬁ 3y 2/3E0(k:’)> x (sen (ZQt>

[ * <7 0 zQ *
— | = Q e, AR 2P (K Jsen | 2=t ) | ==
(wg) 0z Wy 2
— [Ho(W)T ()] 25 = H (K, £,) 2
y Zi

3.1.2 Termo de Transferéncia de Energia Cinética por Efeito Inercial

Um fluxo turbulento é composto de turbilhoes de diferentes tamanhos ou comprimen-
tos de onda. Os pequenos turbilhoes ficam expostos ao campo de tensao gerado pelos grandes
turbilhoes. Este campo de tensao aumenta a vorticidade dos pequenos turbilhoes e, conse-
quentemente, sua energia cinética. Desta forma ha uma transferéncia de energia cinética dos
grandes turbilhdes para os turbilhoes cada vez menores, até que seja alcancada a microescala
de Kolmogorov e a energia seja dissipada em forma de calor. Este processo esta representado
pelo termo W (k, t) na Equagao (2.99) (Trecho retirado da bibliografia:(GOULART, 2001)) .

Ainda, em (GOULART, 2001), sugere-se o uso da expressao sugerida por Pao (1965),

para um fluxo turbulento isotrépico, dada pela seguinte equagao:

W, (k,t) = —gk a7 BEE (k1)) (3.9)

Efetuando a derivada e o adimensionamento:
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Wa<k,t) :—%

- _ a1€1/32k2/3E (k,t) . a71€1/3k5/3

_ alel/gng/?’E (kt) x 2 — o lel/315/3

=— ga_l(ezi)l/g(kzi)z/?’E (k. t) — x — — ™! (ez)'* (kz)

5 (ezi)l/?’

:—7a_

3
o
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[a‘lel/3k5/3E (k, t)}
OE (k,t)

ok
P OE (k,t) P

208 ok P

1

[ OE (k,t) _ 2"

- a‘lel/3§(kzi)2/3E (o t) e — a1 (s, )1 « G

2 ok 22

1w, 5/3 aE(k’,t*)ix%
Zi W, Yok 22T w,

Wy _ (ez)'3 OE (K, t.) w,
. (kz)*°E (k',t*)?i—oz ! . (kzi)‘f’/?’iak, =

5/38E (K t.)| we

(3.10)

=— |50 KPR (K 1) + o7 P (W) 2 () =

3

ok’ Zi N ¢

)

O termo de transferéncia inercial de energia relacionado para uma turbuléncia homo-

génea mas nao-isotropica, uma situagao de existéncia do termo de fonte de energia convectiva

H (k,t), é representado pela expressao Wy, (k,t); em (GOULART, 2001) é sugerida a seguinte

expressao para Wy, (k, t)

W, (k,t) = —gk L}cze?/%l/?’E (k, 1) . (3.11)

Efetuando a derivada e o adimensionamento:

W, (k1) = — 2 [6262/3/&/?@ (k,t)}

|

W, (K, t.) =
Z.

% Wy L5

C2 2/3& 1/3

oo E°E (k. 1)]

2 23 1 —2/3 1/3M
w*zie lBk E (k,t)+ k %

2/3 9o 1/3 9o
C2 (—:2/31(/’{;)’2/3E (k,t) x i W, G2 62/3]{:1/3813 (k) o Zi Wi
wez; 3 25/3 w2 w,.z; Ok 22,1/3 w? z;
W, (€z)¥3

ca (e2)*/* ~2/3 130E (K t)  w,
3wz ) B e (k)

/
U PIB (K, 1) — cas?l (k)R T t*)] B

Co

3

Zi

)

(3.12)

Em seu trabalho (GOULART, 2001), utiliza-se da coexisténcia destes termos de trans-
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feréncia de energia, isto é:

W (k,t) = W, (k,t) + W, (k. 1) . (3.13)

W (k1) = W, (k1) + Wy (B, 1) = [Wo (K 1) + W, (K1) = = W (K, £.) —.  (3.14)
i Zi
3.1.3 Termo de Producao de Energia por efeito Mecanico
Este termo é tomado como em Abentroth (2007)
M (k,t) = cnS(2)e 3k 3E (k, t) (3.15)
e adimensionalizando:
2
o3
M (k,t) =c,S(2)e 3k 3E (k,t) x =5
z?
=cpS(z)e 3 (kzz)_% E (k,t) x z,zi_l/?’%
Wi
Wy _2 Zi
2,2
:Cm¢mu*w;1/3k'/72/3E (K, t.) Fi % wf;%
Kz Wy 27 w?
2 ~1/3
— cmzl—?;*%k"?/?’E K, t)| & =M (&, t,) .2
wy KZ 2 %

3.1.4 Adimensionamento dos termos de Dissipacao de Energia por Viscosidade Molecular e

Variacao temporal do Espectro de Densidade de Energia

O termo de dissipacao de energia é dado por

“OUK?E (k,1) (3.17)
com,
22w,
—2k’E (k,t) = — 2vK°E (k,t) x 5 —
22w,
y ¢ w 9 w (3.18)
=—2 kz)’E (K t,) — = ——E*E (K t,) —
w*zig(z) (K, )Zi R ( )Zi

e a variagao temporal de energia:
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OE (k,t
(0 o9
com adimensionalizacao,
OE (k,t) OE(k,t) L G
o 0ot 2 Wy

_OE (K, t,) w,
= 3(%t) ; (3.20)
_OE (K, t) ws

3.1.5 A Equacgao de Evolucao para o Espectro de Densidade de Energia Turbulenta Adimen-

sionalizada

Com as expressoes acima, obtém-se:

OE (K',t.)

2
o =M (K, t,) +W (K. t,)+H(F, t,) - —Kk*E (K, t,). (3.21)

R,
3.2 Modelo Isotrépico

Em um fluxo turbulento isotrépico a equacao dindmica para a funcdo espectro de
densidade de energia é obtida desprezando-se? os termos de producao de energia por efeito
mecanico M (K, t,) e o de produgao ou perda de energia por efeito térmico H (k',¢,), assim a

Equacao (3.21) pode ser escrita da seguinte forma:

OE (K',1.) 2
TEVS) oy, (K1) — —KPE (K L) . 3.22
o (K1) = 7 KB (K.t (322)

Substituindo W, (¥, t.), dada pela Equacao (3.10), na Equacao (3.22) tem-se a equagao

adimensional,

OE (K',t.)

o OE (K1) /5
1,,1/377.\5/3 )
o T vl +<

( 2
- oLl + Rk’2> E(K,t.)=0. (3.23)

Tomando como condicao inicial®:

E, (k) = E (K, 1), (3.24)

2Esses termos atuam em determinadas faixas de nimero de onda, fato que acarretaria a quebra da hipétese
de isotropia global.
30bserve que a c.i. deve satisfazer a EDP acima.
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obtém-se um PVL
Resolve-se a Equacao (3.23) pelo método das caracteristicas (ver Segao 2.3.2).

Para obter a mudanca de varidvel adequada(IORIO, 2001), resolve-se a EDO:

3
1-dk' — A(K)Pdt, =0 & cte = At, + §(k’)‘2/3

3

3572/3, obtém-se

com A = a~')}/3. Mudando a varidvel ¢, para o pardmetro r e cte =

T =1,
—3/2
E = (52/3 — ?)AT) / .
A mudancga de variavel procurada é:
r =1, te =1
T : 9 —3/2 < Til : 9 —3/2 (325)
5= (k"2/3 4 At*) % (5—2/3 - 3Ar>
Sendo que,
d(s,r) Sk St. 2
= = K23 4 ZAt, #£0. (3.26)
o (K, t.) e T 3
Esta mudanca de varidvel permite escrever: E (k' t,) = V (s,r), de fato:
oV OE OE
— = Ak 3.27
T TR T (3.27)

Efetuando a transformada para as novas variaveis, tem-se a equagao diferencial ordi-

naria e, a respectiva condic¢ao inicial, ambas nas variaveis s e r:

5) 2
sendo que B = ga_lgbel/?’ eC = o
Resolvendo o problema de Cauchy Equagao (3.28) (BOYCE W. E., 1999), obtém-se a

solugao final:
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/ 1—2/3 2 —8/2 / —2/3 2 2 o
E(K,t,) —E (k: +3At*> . (k + 3At*) -
(3.29)

3C "4/3 ( 1—2/3 % )2
exp{ 1A lk: k + 3At* )

Na Tabela 3.1 apresenta-se os parametros meteorologicos calculados para a CLC. Dados

obtidos a partir do experimento B de Moeng e Sullivan (1994), Moeng e Sullivan (1989) e

Nieuwstadt e Brost (1986).

Tabela 3.1: Parametros meteorolégicos para a CLC.

Zi (T%) % Q Us Ug Vg v Ye % Je
m | mK/s s ! m/s | m/s | m/s m?/s K/m|K/m| s!
1100 | 0,06 | —18 | 7,27 x 107° | 0,56 | 10 10 [1,5x107°| 1072 | 1073 | 10~*
1 T T T
0.1
N/-\
£
Al
£ oo
<
o
X
0.001
1 10 100 1000
0.0001 L — — —
10 100 1000

1
kz;

Figura 3.1: Espectro de energia tridimensional calculado a partir da 3.29. O espectro inicial
¢ dado pela Equacao (2.59) e a funcao = é a sugerida por Moeng (1984).

Como uma ilustragao, construi-se a Figura 3.1 que representa-se o espectro de energia
tridimensional calculado a partir da Equagao (3.29). O espectro inicial é dado pela Equagao

(2.59) e a fungao = (ver péagina 30, Secao 2.1) é a sugerida por Moeng (1984).



66

Na Figura 3.2 apresenta-se os mesmos espectros que os da Figura 3.1, no entanto,
compara-se com a expressao sugerida por Kolmogorov Equacao (2.1), nela se observa uma
disparidade no decaimento dos espectros obtidos admitindo como condigao inicial a Equagao

(2.59). Isso ocorre devido ao fato de que a Equagao (2.59) nao satisfaz a Equacao (3.22).

NA
o
[qV]
£
3
L
x “ﬂ .-'-
0.01 | |
=0,0 s
t*=0;1 .......... - -
=05 -r-ro- )
t*=1,0 __________
t*=2,0
Kolmogorov
0.001 L—ns — 00 T
1 10 100 1000

Figura 3.2: Comparaciao entre a lei dos k=53 de Kolmogorov e o espectro de energia tridi-
mensional calculado a partir da 3.29. Espectro inicial dado pela Equagao (2.59). A fungao =

¢ sugerida por Moeng (1984).

3.3 Um Modelo Anisotrépico

Para um escoamento turbulento anisotrépico a equagao dinamica para a funcao es-
pectro de densidade de energia é obtida desprezando-se o termo de producao de energia por

efeito mecénico M (k',t.), e considerando o termo W, a Equacao (3.21) pode ser escrita da
seguinte forma:

OE (K, 1)

2
5 =H (K t,)+ W, (K,t,) — —Kk°E (K, t,), (3.30)

R

isto é,
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OE (K',t.)
o,

OE (K',t.)
ok’

1/3(k/)—2/3E0<k/)Sen <Zz’

9
k’Q)E Kot =
Re ( ) )

Qt*> | (3.31)

*

+ (et ()7
wez; 00
(u6), ="

+ (Zorruw) e

com condicdo inicial®:

E (K, t, =0)=0. (3.32)

Resolve-se a Equacao (3.31) pelo método das caracteristicas (ver Segao 2.3.2). A
mudanga de variavel 6tima é dada pela solugao do Sistema Caracteristico (IORIO, 2001), com

condicoes iniciais dadas:

dtelsir) — q tu(s,r=0)=0
dr ’ ¥\
) (3.33)
dk/éf,r) _ Alkll/?,’ k/<877, — 0) —
cuja solucao é:
to(s,r) =,
3.34
K (s,r) = (32/3 + 2A )3/2 .
9 - 3 1r 9
com A; = 0?3 e ¢y é dado no Apéndice B.
A mudanca de variavel procurada é:
=1, ty =1
T : 32 & T 3/2 (3.35)
12/3 2 / 2/3 2
s= |k — *Alt* kK=1{s + *AlT’
3 3
desde que,
d(s,r Sk St 2 vz
a((k,t>) _ _ (k’2/3 _ 3A1t*> KU £, (3.36)
VU T T,

A mudanga de varidvel permite escrever: E (k' t,) = V (s,7) e efetuando a transfor-

mada para as novas variaveis®, tem-se a equacao diferencial ordindria e, a respectiva condicao

4Significa que na origem da evolucdo temporal da CLC é considerado nula a densidade de energia em
qualquer nimero de onda.

53(k',t,) € Q tal que ndo garantird a bijecio entre T e T~ !, as consequéncias disto estdo delineadas na
Secgao 2.2.4.
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inicial, ambas nas variaveis s e r:

ov 2 -1 2 3
a(i’r) + [Bl <52/3 + 3A17’> +C (32/3 + 3A1r> ] Vi(s,r) =
2 -1 Q
D (32/3 42 Alr) F, sen (2 7,) , (3.37)
3 Wi
Vi(s,r=0) =0,
A 2 * <7 — 7 ~ :
sendo que B; = ?1, C = o D = (wégeclzﬁe 13 ¢ ¢, é calculado no Apéndice A. A
e w Z
0

funcao Fy corresponde ao termo de fonte e esta relacionada com o espectro tridimensional
E (k") sugerido por Kristensen et al. (1989).
Resolvendo o problema de Cauchy (Equagdo (3.37)) numericamente® pelo algoritmo

de Runge-Kutta de quarta ordem (BURDEN; FAIRES, 2003). Apresentam-se os espectro de

energia tridimensional calculados a partir do sistema (3.37) para: - 0,2 ( Figura 3.3),
>

7
z

_ = 0,5 (Figura 3.4) e zi = 0,8 (Figura 3.5), respectivamente. A funcao = é a sugerida por
Nioeng (1984). Z

Para zi =0,5e zi = 0, 2, nos espectros mais energéticos verifica-se um ponto de inter-
seccao entre ozs espe(:trosZ de 4 e 6h. Este fato é um indicativo que os termos de transferéncia
de energia, W, (K, t,), e/ou H (K, t,), da forma pela qual foram parametrizados, nao sejam
adequados; salienta-se, ainda, que ambos termos sao sensiveis a variacao dos valores das cons-
tantes multiplicativas’ contidas em suas expressoes. Um outro fator de sensibilidade se d4 na

assuncao de valores para o termo de fluxo de calor na superficie, (w@o).

6Optou-se pela solugdo numérica pois, embora, o PVI (3.37) seja uma EDO linear de primeira ordem e sua
solucédo obtida via fatores integrantes (BOYCE W. E., 1999), transformando o problema numa resolu¢io de uma
integral, a qual, neste caso, ndo possui uma antiderivada numa forma fechada e analitica. Ficando, assim, a

4

DFy(s) cap (35 (% + 3r)")
= //L(’I‘) - sen (cte ) - 7
w(r, s) (s2/3 + %7‘)_ /

24 \/? 24 \*

"Os Apéndices B e C, apresentam o célculo dos valores numéricos destas constantes baseados em argu-
mentos de Goulart (2001).

solugdo (V (s,r) = E (K',t.)) na forma: V (s,7)
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Figura 3.3: Espectro de energia tridimensional calculado a partir da solucdo da Equacao
(3.37) para = = 0,2. A fungao = ¢ sugerida por Moeng (1984).
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Figura 3.4: Espectro de energia tridimensional calculado a partir da solucdo da Equacao
(3.37) para = =0,5. A funcdo E é sugerida por Moeng (1984).
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Figura 3.5: Espectro de energia tridimensional calculado a partir da solucdo da Equacao
(3.37) para = = 0,8. A funcdo = ¢ sugerida por Moeng (1984).

3.4 Modelo Hibrido

O modelo anisotrépico acima nao apresenta o comportamento tipico da lei de —5/3
no subintervalo inercial, onde espera-se um comportamento de quase-estacionaridade (KOL-
MOGOROV, 1941). E desejavel que qualquer modelo que pretenda descrever a evolucao da
energia turbulenta reproduza tal comportamento. Ainda, o termo W, utilizado acima para
representar a transferéncia de energia inercial num escoamento turbulento anisotrépico apre-
senta a peculiaridade de se tornar positivo para determinados niimeros de onda, como exibe a
Figura 3.6. Nota-se, também, a disparidade das magnitudes de W, e H para baixos niimeros
de onda, fato que acarreta em um excedente de energia na atmosfera, caracteristica desejavel
para descrever o fendomeno de crescimento da CLC. Aliado a estes fatos, percebe-se que o
termo W, é efetivo na transferéncia de energia para o subintervalo inercial (Pao (1965) o
formulou para este fim).

Das consideragoes acima, parece natural intuir um modelo hibrido que represente a
dindmica espectral de energia. Tal modelo apresentaria caracteristicas anisotropicas para
baixos nimeros de onda (regido de atuagdo de W) e caracteristicas isotropicas no intervalo
universal (regido de atuagao de W,,), evitando a assun¢ao de uma hipdtese de coexisténcia

local de turbuléncia isotropica e anisotrépica.
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Figura 3.6: Representacao grafica dos termos H, W;,, W, e W, + W,,.

A construcao deste modelo hibrido baseia-se na capacidade do método das caracteris-
ticas em revelar as propriedades intrinsecas do sistema estudado (quando modelados por uma
EDP). A andlise abaixo demonstra essa “aptidao” natural do método.

A Figura 3.7 representa o campo de direcoes associados a EDO:

/
CU{C(;’M = AP K (s,r =0) = 58,

Observa-se que para baixos valores de nimeros de onda é possivel caracterizar um
comportamento assintético para as curvas caracteristicas planas, isto é, para qualquer valor
de do parametro r, sem perda de generalidade — rgpe., havera uma curva caracteristica plana se
aproximando assintoticamente a reta (k, 7espec)’. Percebe-se que, embora a variagao temporal
exista, para um determinado valor de k; esta variacao torna-se insignificante e praticamente

constante. Como este parametro r estd diretamente relacionado com a variacao temporal

pode-se considerar que nessa regiao o modelo é estacionario.
dk'(s,r)

= Ay k"3 (Ver Figura
,

Diferentemente do que revela o campo de diregoes de
3.8.).
De posse destas constatacoes, o modelo hibrido ¢ construido da jun¢ao dos dois mo-

delos anteriores, basicamente, considerar-se-a que o termo de produgao (ou perda) de energia

8 Associado ao modelo isotrépico, e sua solucdo gera as curvas caracteristicas planas.
9Esta peculiaridade causaria complicacdes numa tentativa de resolucdo numérica do PVI, pois para cada
curva caracteristica plana haveria uma barreira assintética.
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por conveccao térmica atuard em todo o dominio de nimero de onda. Assim, no dominio
D :={(1,k;) x [0,40]}'° utiliza-se o método de resolu¢iao do PVI (3.37). A solugdo obtida

servira de condicdo inicial & EDO':

530E (K, t.)

2
A-(K) BT +(B (K3 4 C- k’Q) E (K,t,) = D-(K)"*3Fy(k)sen (Z t*> . (3.38)
Wy
2 «Zi _ -
com A=a '3 B= §a_1¢€1/3, C=—,D= w,iz@clgbe 1/3 ¢ Fo(k') segue a definicio
3 Re <w€>0 0z

anterior.
2A
A condigao inicial tera que satisfazer: Vro = k; = ko + ?7’0, logo
2A
E(kﬁz) = EWb (k?o + 3T0> .
Montando o PVI'2:

W (5 . (k’)_l + g . k:’l/?’) E (K t.) = Z . (k')_7/3Fo(k')sen (Zth*>

3 A w.
(3.39)
2A
E(k) = Ew, (ko + 3To> 7
cuja solucao é:
D / 22 ,
B, ) — b Felen (5] e (el 1)
10 / k2/3
1) § (3.40)
—|— E(/{;, 7‘0) . k;; . exp (3 . g<k14/3 _ k/4/3>>
v k! 4 AN ,
com p(r) = (¥)""* - cap (- iw)“”).

Os resultados apresentados nas Figuras 3.9, 3.10 e 3.11 forneceram as caracteristicas
esperadas e parametrizadas para a evolucao espectral da densidade de energia, uma vez que
para baixos nimeros de onda verifica-se uma insercdo efetiva de energia liquida na CLC
possibilitando o crescimento desta, e ao tomar nimeros de ondas maiores a curva de densidade

de energia reproduz o comportamento padrio da lei de poténcias k=5/3.

10Valores padrdes utilizados: ¢t = 1h, k; =3;t =2h, ki =4;t=4h, k;j=Tet =6h, k; =8.

"Uma vez considerado estacionério o problema, elimina-se a variagio temporal da Equacio (3.30).

12Uma EDO linear de primeira ordem e sua solu¢io obtida via fatores integrantes (BOYCE W. E., 1999),
transformando o problema numa resolucdo de uma integral, a qual, neste caso, ndo possui uma antiderivada
numa forma fechada e analitica. Porém serd resolvida pelo Método de Integracdo de Romberg (BURDEN;
FAIRES, 2003).
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Figura 3.9: Espectro de energia tridimensional calculado a partir da solucdo da Equacao
(3.37) para = = 0,2. A fungao = ¢ sugerida por Moeng (1984).
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Figura 3.10: Espectro de energia tridimensional calculado a partir da solucdao da Equacao
(3.37) para = =0,5. A funcdo E é sugerida por Moeng (1984).
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Figura 3.11: Espectro de energia tridimensional calculado a partir da solucao da Equacao
(3.37) para = = 0,8. A funcdo = ¢ sugerida por Moeng (1984).



4 CONCLUSAO

No presente estudo, a partir das Equacoes de Navier-Stokes deduz-se uma equacao
para a evolucao do espectro de densidade de energia em um regime de escoamento de turbu-
léncia homogenea e nao-isotropica. Despreza-se o termo de convecgao mecanica e admite-se
duas parametrizagoes distintas sugeridas por Pao (1965) e Goulart (2001) para o termo de
transferéncia de energia inercial. Para o termo de producgao de energia por efeito térmico
emprega-se a parametrizacao de Batchelor (1949). Da combinagdo destas parametrizagoes,
formulou-se trés modelos de evolucao espectral de energia, todos recaindo na forma de uma
EDP de primeira ordem linear.

Para a obtencao do PVI foi admitido que o espectro de densidade de energia inicial
era nulo na origem do tempo (periodo do nascer do sol); esse fechamento garante que a curva
inicial (funcdo inicial) seja solu¢ao da respectiva EDP.

A abordagem do PVI (a obtengao de solugoes) foi feita pelo Método das Caracteristicas.
Na secao referente a fundamentagdo matematica evidencio-se o carater geométrico inerente
ao método e sua capacidade reveladora das propriedades intrinsecas do sistema modelado;
salienta-se, ainda, que a aplicabilidade é irrestrita a qualquer tipo de EDP de primeira ordem
ou sistemas de EDP’s de primeira ordem. Mesmo, quando nao é possivel uma solugao analitica
e fechada, o método mostra-se adaptavel ao emprego com técnicas numéricas.

Desde o inicio, a intencao da investigacao era elaborar um modelo hibrido que combina
regimes distintos de escoamento turbulento; esta meta sé6 foi possivel ao observar o comporta-
mento das curvas caracteristicas planas (CCP’s) nas distintas parametriza¢oes para o termo
de transferéncia de energia por efeito inercial W.

Os resultados obtidos, neste estudo foram satisfatorios, uma vez que modelou-se a
evolugao da CLC. O crescimento do espectro de energia modelado se deu pela insercao de
energia na regiao de baixos nimeros de onda, regidao em que o termo de transferéncia de
energia W, nao consegue transferir, na mesma proporgao, a energia inserida pelo termo de
fonte H. Observa em dominios de nimero de onda mais alto uma estabilizacao da variacao
do pardmetro temporal sobre a CCP (ver Figura 3.7), indicando que a variagdo do niimero de
onda governara a evolugao do espectro de energia. Neste ponto cabe salientar que as CCP’s
indicam que qualquer modelo que almeja reproduzir esse comportamento, se for modelado por
uma EDP de ordem 1, necessariamente devera apresentar esse comportamento assintético, o

que estabelece um tipo de critério de identificacao de regimes de escoamento turbulento.



5 SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Um trabalho imediato, seria, a partir dos espectros gerados pelo modelo hibrido, de-
duzir espectros de energia unidimensionais em func¢ao do tempo e a partir deles determinar
coeficientes de difusao temporais utilizados em modelos de dispersao. Porém, uma sugestao
de pesquisa na area desenvolvida neste trabalho seria uma reanalise e uma reparametrizacao
dos termos que compdem a Equagao (2.99), que descreve a evolugdo espectral de energia ci-
nética turbulenta na CLC, seja por tratamento empirico ou teérico (como o feito para W em
Yeh e Atta (1973)). Ainda, elaborar um modelo mais realistico, no qual considera a evolugao
temporal de pardmetros como a altura da CLC (z;), w, e outros. Atenta-se para a constatagao
da sensibilidade dos modelos anisotrépicos em relacao ao parametro fluxo de calor sensivel na
superficie, fato que merece uma maior atenc¢ao no desenvolvimento de modelos futuros.

Uma segunda linha de pesquisa seria aplicagdo do modelo semi-numérico para equagoes
diferenciais (ED), como ED’s estocasticas (trabalhada em Szinvelski et al. (2006)), em modelos
relacionados a EDP’s de 1* ordem. Um exemplo seria adotar hipéteses menos restritivas para
o problema de meandro desenvolvido nos artigos Degrazia et al. (2008) e Degrazia et al. (2007).
Em areas de Fisica Nao-Linear, no estudos de tépicos relacionados a Equacao de Burgers, em

Sistemas Dinamicos e em Mecanica Analitica.
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A Determinacao da constante c;

Para calcular o valor da constante ¢; considera-se a Equagao (3.4):

(;]OHO(IC, z) = @go%cle_l/sk_z/?’Eo(k, z)

e a féormula sugerida por Moeng e Sullivan (1994) para o termo de empuxo térmico (buoyancy)
na CLP,

3
9 _ W (1192
& Holk) = (1 1,2Zi) (A1)

Estas equagdes podem relacionar-se através da equagao:

g Y
%mw_A@ﬁM@% (A.2)

Resultando na equacao para c; dada por:

1—-1,22) e/3(wb
C1=( % _22i3) o (A.3)
Ve JoT k=2PEo(k, z)dk

sendo que (wh), é dado pela Equacao (3.5).
Observe que ambos, ¢, e Ey(k, 2), dependem dos valores de Z.
A partir dos dados fornecidos na Tabela 3.1 e os espectros tridimensionais E (k, z),

k/

z;)

calculados através dos polindmios interpoladores adimensionais (Se¢ao 2.1.3) com k =

obtém-se os valores para c;, mostrados na tabela a seguir:

Tabela A.1: Constante c¢;.

210,205 ] 0,8
¢ ] 0,127]0,06 | 0,007
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B Determinacao da constante c,

A determinacgao da constante ¢y é obtida a partir da componente do termo de transfe-
réncia de energia cinética, relacionado com a fonte de energia convectiva W (k,t) (Equacao
(3.11)). Supondo que o valor maximo deste termo, em médulo, seja igual ao do empuxo

térmico sugerido por Moeng e Sullivan (1994), em ¢t = 0, isto é:

I Hy(k,0) = | [W (k,0)]

o (B.1)

mAximo |
o valor maximo do segundo termo da Equacao (B.1) é calculado derivando a equagdo para
Wy (k,t) e igualando a zero, o resultado desta equagdo sdao os possiveis pontos de maximo
(SWOKOWSKI, 1994).

Substituindo as equagoes 3.11 e A.1 em B.1, tem-se a férmula para o cédlculo de ¢y

como segue
wh(1-1,2%)

e8| | o (KB (k)]

Co =

(B.2)
maximo
sendo que ¢y e Eg (k) dependem dos valores de Z.

Considerando os parametros meteorolégicos dados na Tabela 3.1 e os espectros tri-

dimensionais Eq (k), calculados através dos polindmios interpoladores adimensionais (Se¢ao

2.1.3) com k = K obtém-se os valores para ¢y, mostrados na tabela a seguir:

2

Tabela B.1: Constante c¢,.

210,205 ]0,8

Zj

ce | 0,51 10,34 | 0,06
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C Notacao multi-indicial e exemplos

C.1 Notagao multi-indicial
Seja a n-upla o = (ay, g, ..., ) de inteiros nao-negativos (Z, ), define-se:

1. Operagoes basicas sobre multi-indices.

(a) |a|=i‘1aj;

(b) a! = ajay ... ap;

(077}

(¢) % =aftay?. . . a0,

2. Aplicado ao Operador 0.
O operador 0 aplicado a uma funcgao escalar é definido como:

ou = (O1u, Oau, . .., Opu) = Vu, onde 0; = . O proprio operador Gradiente.

Ox;
Por sua vez 0% define-se como:
n aj o an a1+ Fop e
9% = II 452, — 0 - 0 — EL = o 0 .
Oz, Ox* Oz Oxf*---0xon  Oz('---Oxin

Jj=1 n

3. Ordenacao de um conjunto multi-indices.

A ordenacao de elementos multi-indices é definida como:

la| < |B] ou, se |a| =10 entao o; < [
() (i |}

n

n n n
ZO‘J‘ <Zﬁj’ ZO‘J‘ :Zﬁj (ie, @ 6 0 maior n° com a; # 3;).
j=1 J J=1 Jj=1

=1

4. A amostra a(|a| < k).
o (Ja| < k) € CV® ¢ a representacio de uma coleio de termos (@a)|q1<k € C, onde
N (k) é a cardinalidade do conjunto A := {a : || < k}. Esquematicamente,

ao (|| < k)= ((aw)l 1a|Sk7"'>(aN(k)a)| N(k)a\Sk)a para ja € A, e
j=1,...,N (k).

C.2 Exemplos

Esta secao apresentara exemplos associados aos itens 3. e 4. de B.1, além de um exemplo
que se utiliza das operagoes sobre multi-indices e derivadas para demostrar a equivaléncia entre

a Equagao (2.100) e a Equagao (2.101).
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C.2.1 Exemplo de ordenagao de multi-indices (Segao B.1 - Item 3.)

Sejam dois multi-indices dados por: a = (1,3,4) e f = (0,4,4) = || =8 = | 3| mas,

parai =2=ay;=3e, fp =4, onde ap < B e ag # By.".ax < [3.

C.2.2 Uma exemplificagao da equivaléncia entre a Equacao (2.100) e a Equagao (2.101)

Na Equacio (2.100), tem-se uma funcdo F dependente das varidveis x e u, € CV®),
onde u, ¢ uma amostra como em Item 4. - Secao B.1.

Uma exemplificacdo da equivaléncia entre a Equagao (2.100) e a Equagao (2.101), para
a situacdo simplificada de k = 2 em R?, e a, é 0 termo que acompanha a derivada, da forma
a,0%u', para um particular multi-indice a, e que obedeca as regras expostas nos Itens 1-4,

Secao B.1, logo:
1. para k=2 = |a| < 2;

2. seja (0%u), uma parte qualquer da Equagao (2.100), o multi-indice especificado repre-
senta a ocorréncia e a ordem das derivadas relativas as coordenadas do espacgo, neste

exemplo (em R?) ha 3 coordenadas (x = (21, 72, 73)), logo a = (a1, a, av3) com o € Z;

3. |a|<2=a€A onde A ={a= (o, 03),0; €Zy : || <2}, assim
1a=(2,0,0), sa=(1,1,0), za=(1,0,1), sa=(0,2,0),
A=4q5a=(0,1,1), ¢a=(0,0,2), 7ra=(1,0,0), sa=(0,1,0), ¢,
ga=(0,0,1), jpa=(0,0,0)

um conjunto de a’s possiveis para esta situacao (postos em ordem decrescente);

4. conforme o Item 2 - Se¢ao B.1, este conjunto contempla todas as situacoes de derivadas
da incégnita u para k = 2 em R3. E, em particular,
Uo = Q1,1,0) = (a(1,170))2<2 e C' 6 o termo que acompanha termo-derivada

ge _ 0% 0®
0xidxiory Oz 0y

5. a cardinalidade de A é N (k) = 10, e equivale dizer que a fungao F' na Equagao (2.100) é
uma fungao composta por uma soma de 10 elementos da forma a,0%u, onde a,(x, 9%u)
e u(x), logo é possivel escrever uma EDP associada a este conjunto, com no méximo 10

termos “derivativos”.

'Embora a Equacdo (2.100) contemple casos como exp(dyu) + sen(dau)d3u = 0 ou similares,
admitira-se, para efeito de exemplificacao e fixacao da notagdo, EDP’s da forma

Z Gy (x, (8o‘u)‘ a|§k> 0% = 0.

la|<k
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Logo, para € um conjunto aberto em R®, com x € Q e (uq) <k € CN® para k = 2,

| o

e a = (g, a9,a3),com «; € Z,, formando a seguinte Equacao Diferencial Parcial Geral de

ordem 2:

F (X, (aau)‘O['SQ) — O =
a2,0,0) (X, (0%u))0Fu + aa,1,0)(X, (0%u))0102u + ag 0,1y (X, (0%u) )0y Ozu+-
a(07210) <X7 <aau))a22u + a(O,l,l) <X7 (aau))a283u + CL(O’O’Q) (X7 (aau)>a§u+

a(1.00) (%, (0w))Oru + a(,1.0) (%, (0%u))Byu + a0y (%, (0%u))dsu + a0l =0,

2 2
onde 919 = 920.0) — 0 _ 0 92 — 9L1Lo) _ 9? _ 0?
8x%8x§263:g o0x? 732 83:{81‘%(%32 O, 8%22’
93 — 8(1,0,1) _ _ g4 — 8(0’2’0) _ _
Ox10290xy  Ox,0xy’ 0290230z  0x3’
ot 0 o° A
99 — 8(070’1) _ _ ol — 8(0’0’0) _ -1
0200290z Oxy’ 020029029 ’

e a(070,0)i = f(x,u). O que permite concluir:
F (%, (0°0) o<2) = F (X, 0Fu, 0105u, 0051, O5u, 0505, 03u, dyu, dou, dsu, 1) = 0,

analoga a Equagao (2.101), para k = 2, exceto pela ordenagao multi-indicial.
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D Resultados sobre Existéncia e Unicidade de solugao local para

EDP’s

Esse apéndice é baseado na discussao encontrada no livro: Introduction to Partial

Differential Equations, Ronald Folland (FOLLAND, 1995).

D.1 Teorema de Cauchy-Kowalevski

A EDP geral de k-ésima ordem é dada por:

F (%, (0°) o <k) = 0. (D.1)

Para definir um problema de Cauchy (um problema de valor inicial), toma-se S sendo
uma hipersuperficie de classe C*. Se u é uma funcdo de classe C*~! definida sobre S, as
quantidades u, 0,u, . . . ,8’;‘1u sobre S sao chamados de Condicoes de Cauchy de u sobre S.

Adota-se uma nova notacao , na qual entende-se R” = R""! x R e denota as coodena-
das por (x,t), com x = (x1, s, ..., T, 1). Derivadas com respeito a varidvel x serao denotadas
por J,, ou dg, com a = (a1, ..., 1), ¢ as derivadas em relacao a ¢ como ol

Essa readequacao de notacdo permite reescrever o problema de Cauchy da seguinte
forma:

Dadas as fungoes ¢q, ¢1, ..., ¢r_1 de x, resolva

F(X,t, (og00) ) =0 -
Bu(x,0) = d;(x) (0<j<h)

Se u é uma funcdo de classe C" com r > k, entdo as condi¢oes de Cauchy {¢;}
determinam todas as derivadas 0%9/u sobre S com j < ke |a|+j <7l

O tnico desconhecido na Equagao (D.2) sobre S é 0Fu. Logo o problema de Cauchy
serd bem comportado se a Equacao (D.2) pode ser resolvida para 8fu.

Para o caso geral, a equacao®

F (Xa 07 (a}o{z¢j <X))|a|+j§k,j<k ) uOk) = 07 (D3)

ugr podera ser determinada como uma funcao de x sobre S se satisfazer uma condigao nao-

De fato: 928 u(x,0) = 9L¢;(x).
2o, = ¢ (x) = OFu(x,0).
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caracteristica: ug,(x) € C* C S se F (x, 0, (0%05(%))| o 11 j<hick ,uOk(x)> =0c¢

oF
— (x, 0, (0% ¢; (x))‘ i<k i<k ,u0k(x)> # 0,Vx. Neste caso, para F' = 0 ug; pode ser escrita
Mo al+i<k,j<

como uma funcao de classe C'! para as quantidades restantes na vizinhanca de S, isto é,

Ofu =G (x,0,(0265(X)), 4 4 s<hjck » Uok) - (D.4)
Com isto o problema de Cauchy toma a forma:

ofu =G (X, 0, (0% 5 (X)) s j<k i<k >u0k>

| . (D.5)
Au(x,0) = ¢;(x) (0<j<k)

A condicao de Cauchy, {¢;}, juntamente com a Equacao (D.4) determinam todas as
derivadas de u de ordem < k sobre S 3.

Tem-se a proposigao:

Preposicao 1 Suponha que G, g, ..., 0r_1 sejam fungoes analiticas. Entao hd uma unica

fungio analitica u que satisfaz Equagio (D.4) tal que Ofu(x,0) = ¢(x) para 0 < j < k.

Demonstragcdo. Da hipotese de G, ¢y, ..., ¢r_1 serem fungdes analiticas, isto ¢é, admi-
tem uma expansao em série de Taylor em uma vizinhanca de, sem perda de generalidade,
to = 0 e que seja diferenciavel em todo o dominio de definicdo. Assim, considere que ha
uma outra fungao v que satisfaca as condigdes da proposicdo e que satisfaca a Equacao
(D.4):0fv = G (x, 0, (8§¢j(x))‘a‘+j§kﬁj<k ,U0k> e que dFv(x,0) = ¢(x), sobre S, logo

920]v(x,0) = 024;(x). Assim como u, mas pela unicidade da representagio em Série de

Taylor na vizinhanca ¢y, tem-se: u = v.
|

Através do problema de Cauchy tirad-se a unicidade da solucao, porém a existéncia
é uma outra questao. O procedimento acima aponta um caminho para a demonstracao da
existéncia de solugdo. A idéia é determinar todas as derivadas de u em torno da origem e
substitui-las na féormula de Taylor, e para completar a demonstracdo bastaria mostrar que a
série de poténcias obtida é convergente.

Para tal demonstragao é, tecnicamente, conviniente substituir o problema dado numa
EDP de ordem K por um sistema de EDP’s de 1* ordem. O teorema abaixo estabelece essa

transformacao.

3Para G suficientemente suave as derivadas de maiores ordem de u também podem ser determinadas.
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Teorema 1 O problema de Cauchy dado pelo Sistema (D.5) é equivalente a um problema de
Cauchy para o Sistema quasilinear de 1* ordem,

n—1
oY = > A;j(x,t,Y)0,,Y + B(x,t,Y),
t T J( ) ( ) (D.6)

Y (x,0) = &(x)

no senso que a solucao de um problema € a solucdo de outro modelo. Aqui Y,B e ® sdo
fungoes reais, os A;’s sio fungoes matriciais e A;, B e ® sao explicitamente determinadas

pelas fungoes em (D.5).

Demonstragdo. O vetor Y possui componentes (y,;) para 0 < |a|+j < k. Estd suben-
tendido que: 020/u = y,;. Ainda, se o é um multi-indice distinto de zero, i = i(a) denotaré
o menor numero tal que «; # 0, e 1; dentard o multi-indice com 1 na i-ésima posi¢ao e 0 nas
demais.

O sistema a ser resolvido seré:

NYaj =Ya(i+1) (Ja|+37 <k)

atyaj :axiy(a—li)(j-‘rl) (‘ O‘| +.7 = kv] < k) , (D7)
aG 8y0¢ aya
5’t3/0k :E + | Z TGjya(j—H) + Z aG] axiy(a—l)(j—i-l)

al+ji<k |a|4+j=k,j<k

e as condicoes iniciais dadas por

Yaj(X,0) =050i(x)  (j < k)

. (D.8)
yOk(X, O) =G (X7 0, (Q?@(X))\ al+ji<k,j<k >u0k>

Se u é uma solucao de Equacao (D.5) entéio as funcoes 028 u satisfaz os sistemas (D.7)
e (D.8). De maneira inversa, agora, se y,; satisfaz D.7) e (D.8), basta vereficar que u = oo
satisfaz Equagao (D.5).

A primeira equagao do Sistema (D.7) implica que
Ya(i+t) = O¥ey (J +1 <), (D.9)
e a segunda equagdo, para |a|+j=kej <k

atyaj = ataaciy(a—li)ja (Dlo)
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mediante a integragao a da equacao acima, obtém-se
Yaj (X, 1) = OnY(a—1,)5(%, 1) + Caj(x), (D.11)
para algum c,;(x), mas pela primeira equagao de (D.8):
Yaj (%,0) = 830;(x) = 0,08 ;(x) = 8y, y(a-1,;(x, 0),
logo c4j(x) = 0, e consequentemente temos:
Yoj = O Y(a—1,)>» (a|+j=Fk,j<k). (D.12)

Agora, pela terceira equagao do sistema (D.7), Equagao (D.9) e Equagao (D.12) tem-se

Yo I%f + a|+jz<:k’j<k aa?ijya(jﬂ) + a+jz::k7j<k %i@m’y(a—l)(jﬂ)
0G 0G 0Ya; 0G 0Yu;
=5+ QHEM Dy OF laHEM Dy O | D.13)
le 9G 9y,
“a " a|+jzs1c,j<k 0Yaj g’fj
=016 (%, )]

integrando em ¢

Yok = G (X7 ta yaj) + CUk(X)7

para algum cor. Mas, pela segunda equagao de (D.8),

Yok (X7 0) =G (X7 07 Yaj (Xa O)) ’

porém
9;(x) = Ofu(x,0) = 020 u(x,0) = yo
Yor(x,0) =G (x,0,4a;(x,0))  logo
=G (x,0,70;(x,0)) + cor(x)
=G (x,0,Y0;(x,0)) = cor(x) =0
e assim,

yor =G (X,t, (yaj)|a\+j§k,j<k) - (D.14)
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A Equagao (D.14) obtida é semelhante a Equagao (D.5); basta agora estabelecer uma

férmula de recorréncia para y,;, para obter yoo = u. Para isto, deve-se mostrar que

Yaj = 6xiy(a*1i)j7 (0% 7é 0. (D15)

A prova segue por inducdo sobre k — j — ||, com o passo inicial k = j + |«a| fora
estabelecido na Equacgao (D.12).
Por (D.7)(primeira equagao), (Equacao (D.9)) e a hipdtese de indugao

OYaj = Ya(i+1) = Oz,Y(a—1,)(+1) = 00z, Y(a—1,)j

assim (ao integrar),

Yaij (X> t) = aﬂ&iy(a*h)j (Xv t) + Caj (X>7

pela primeira equacao do Sistema (D.7)

Yo (X7 0) = a}o{ngj (X) = axla;):gb] (X> = 8aciy(a—1i)j (X, O)’

logo, comparando as duas tltimas expressoes: c,; = 0. Comprovando, assim, a afirmacao
(D.15).
Assim, por (D.12) e (D.15), repetidamente em y,,;:

Yoj = Q?agyoo- (D-16)

Assim, por (D.16), (D.14) e (D.8), tem-se u = ygo que satisfaz o problema de Cauchy
(D.5).

O préximo teorema proporcionara mais uma simplificagdo, a saber:

Teorema 2 O problema de Cauchy (D.6) é equivalente a um outro problema de mesma forma,

no qual ® =0 e Aq,...,A,_1, B ndo dependem de t.

Demonstragdo. Para eliminar ® basta tomar U(x,t) = Y (x,t) — ®(x). Entao Y satisfara

(D.6) < se U satisfaz

n—1

OU =Y Ai(x,t,U)0,U + B(x,1,U), U(x,0) =0,
1
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n—1

com A;(x,t,U) = A;(x,t,U + ®) e B(x,t,U) = B(x,t,U + ®) + > Ai(x,t,U + )0, P.
1
Agora, para eliminar ¢ de A; e B adiciona-se uma componente extra u’ a U que
satisfaca du’ = 1 e u°(x,0) = 0, logo u® = t. observado isto, substitui-se ¢ por u’ em A; e é,

que acarreta em uma nova equagao equagao e condigao inicial em (D.6).
|

Agora, conforme os teoremas anteriores a analiticidade é preservada e a existéncia de

solugao do problema de Cauchy D.5 reduz-se ao teorema:

Teorema 3 Suponha que B é uma funcdo analitica em RN e Ay, ..., A,_1 fungdes matriciais
reais analiticas N x N definidas na vizinhanca da origem de R” xRY . Entdo hd uma vizinhanca

da origem em R™ sobre a qual o problema de Cauchy

n—1
oYy =33 A (x,Y)0,.Y + B(x,Y
Y= A )0,y £ B -
Y (x,0) =0

tem uma unica solucao analitica.

N

mi=1- Procura-se

Demonstragcdo. Sejam Y = (y1,...,yn), B = (b1,...,bx) e A; = (a’)
=> Wz, (m=1,...,N) de (D.17).
Das condigdes de Cauchy , Y(x,0) =0« 0=">_ 22"’ como cada um dos z;’s sdo
independentes tem-se: cfno =0, Ya, m.

Para determinar ¢%/, j > 0, substitui a série de poténcias? em (D.17), isto é,

atym = Z@inl(xa Y- - 7yN)axiyl + bm(X7 Yty - 7yN)- (D18)
4Seja f(x Z aq(x — x°)* convergente para x = x” € R™. Seja,
xR —R"
& —=x(§)

e se X ¢ uma funcdo analitica, tem-se x = Zbg(g —&9P, com bsg € R™ e x(£%) = by = x°.

composta

Logo a fungao

[e3

F(&) =£( (Zbﬁf 50> Zaa(zbaf £)? Zb0§ 50>

B#0 B#0
= Z Qo (Z bg €0 - bo) = Z ny(ﬁ - 60)7
BF#0

com ¢y = Py((aq)'s, (bg)'s). Py é um polindmio universal (independendo das séries envolvidas) com «; < 7;
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segue que as séries por y;’s dentro das a;,; produz-se uma série de poténcias em x e ¢ cujo os

coeficientes sdo polindmios com coeficientes nao-negativos para ¢’ e os coeficientes da Série

' isto é, a; (X, ST, Xt )

Resumidamente, o lado direito da Equagao (D.18) é um polindémio da forma

de Taylor de a’

ZPO‘] ( ck )i<;, coeficiente de A; e B) X t] com P 9 um polinébmio com coeficientes nao-

negatlvos. No lado esquerdo da Equagao (D.18) tem-se: » (5 + 1)ceUtxops,
aj
Portanto, c?Ut!) = (j 4 1)71 P ((ck )i<;, coeficiente de A; e B), assim, se conhecido
cfl com [ < j, o valor de cfjl pode ser determinado para [ = j + 1. Por inducao, pode-se

. 1 .
determinar todos os valores de cg e, precisamente, acha-se
) = Q% (coeficiente de A; e B),

com@);? um polindmio com coeficientes nao-negativos.

Agora, supoem-se a existéncia de um outro problema de Cauchy

V=S A (x V) 0.7 + B (x.7)

B , (D.19)
Y (x,0) =0
Y € RV, com as seguintes caracteristicas
e solugao analitica conhecida préximo de (0, 0);
e as séries de Taylor de A, e B majorizam os de A; e B.
Entdo a solu¢io Y = (U1, ---,yn) deste problema é dada por: g, = ZE‘T);fxo‘tj, com
& = Q% (coﬁciente de 4; e é) Sendo @ um polindmio tal qual os anteriores. Se Q% € Z,,
segue que

| ¢ | = | Q% (coeficiente de A; e B) | < Q% (coﬁciente de A; e E) = ¢,

m

Portanto Y majoriza Y (| ym | < §m, ¥m = 1,..., N),fato que garantir a convergéncia
de Y préximo a origem.
Esse sistema que majoriza o problema de Cauchy é de facil construcao. Como se vé:

Para M > 0 suficientemente grande e r > 0 suficientemente pequeno as séries A; e B
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sao todas majoradas por séries dadas por®

Mr
r— (it 1) = (1t uN)

Assim, consideramos o seguinte problema de Cauchy: param=1,..., N,

&:ymz T_ij T [ZZG yj+1‘|

L)

Ym (x,0) =0

(D.20)

Resolve-se esse problema:
s=x1+ -+ Ty_1 € 05 =04+ -+ 0y, ,, assim y;(x,t) = u(r; + -+ ,_1) para
j=1,...,N.

Assim,
Mr
o= —" O, u+t1
t r—s—Nu ;ZJ: Lt
Mr
@u = m [(6x1u+ s +6x1U) —+ 4 (6xn71u+ s+ 8%7110) + 1} =,
M
o= ——" [N —1)du+1].

r—s—Nu
Ainda,
yi(x,t) =u(z) + - + 21, t) = O,y (%, 1)
=0, u = Oz, U - O, (1 + -+ + Tp1) -
=0y u-1=0,u

Logo, Y = (y1,...,yn) satisfaz Equagao (D.21). Mas a equagao:

Ou = M IN(n —1)0u + 1]

r—s—Nu

u(s,0) =0

, (D.21)

pode ser resolvida pelo Método das Caracteristicas. Como segue:

(r—s— Nu)dwu —mrN(n —1)0su = Mr

Mr

r—(r14 -+ xy)
{x: ma;v|x] | < r/n} Pela Séries geométricas e o teorema multinomial, a série de Taylor é dada por:

®Dados M,r > 0 a funcio f(x) =

¢é analitica no retangulo

(z1 +- + T al!

MZ n) Z OJ'T“ x%, sendo absolutamente convergente para max|x;| < r/n.
le|

Ainda, para Zaax convergente num retangulo {x:maz|z;| < R}. Entdo a série geométrica dada an-

teriormente pode ser achada tal que majorize Z AaX”
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que equivale resolver o seguinte sistema de EDO’s:

@ —p 55— Nu, t0)=0

dr
& — MrN(n—1), s(0)=o0; (D.22)
du — Mr, u(0) = 0

com solugao
t=1MrN(mn -1+ (r—o)r

s=—-MrNn—-1)Tr+o . (D.23)

u=Mrr

6

Ao reescrever nas variaveis® s e t obtém-se

(r—s)— \/(r —5)2 —2MrNnt
Nn '

u =

(D.24)

A expressao solugao é analitica para s e t suficientemente préximo da origem. Logo, a

solugao obtida u(s,t) majora a solu¢ao u procurada em torno de (0,0).

O desenvolvido acima ¢é a demonstragao do teorema:

Teorema 4 (Teorema de Cauchy-Kowalevski.) Se G, ¢y, ..., ¢r_1 sdo fungoes analiti-
cas proximo da origem, entao hd uma vizinhanca em torno da origem sobre a qual o problema

de Cauchy (D.2) possui uma unica solugio analitica.

Cabe observar que o teorema de Cauchy-Kowalevski asserta sobre a existéncia e uni-
cidade de uma solugao analitica em torno de um ponto. Dada uma hipersuperficie S, ha
uma solucao analitica préximo de qualquer ponto de S. Cabe salientar que, nao esta restrin-
gida a existéncia de outras solugdes nao-analiticas nesta vizinhanga, salvo para o caso linear,
no qual o Teorema de unicidade de Holmgren demonstra nao existir qualquer outra solugao

nao-analitica nessa vizinhanca.

6A C.I u(s,0) = 0, acarreta no sinal negativo na expressio de u(r, s).
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D.2 Resultados sobre Existéncia e Unicidade de solugao local para EDP’s de 12

Ordem.
D.2.1 Abordagem Geométrica do Método das Caracteristicas

Seja uma EDP de primeira ordem em R?, e sua forma equivalente a uma equacio em

parametros

F<x7y7u>umuy) =0 (D25)
e
F(z,y,2z,21,20) = O. (D.26)

Sendo z dado por z = u(z,y), e define-se os pardmetros como z; = u, € 22 = Uy, €
impoem-se que F € C?.

Admitindo que haja uma superficie integral S e sobre ela considera-se um ponto
Py = (x(to) = zo,y(to) = Yo, 2(to) = 20),to € I C R, neste ponto estd bem definido vetor di-
re¢ao® - Vp, associado & EDP; por By construi-se-4 a curva C = (z(t), y(t), 2(t)) C S, a qual
terd como vetor tangente em F o vetor Vp,.

Primeiramente, este vetor tangente a C (em qualquer ponto P € C, como seré provado
adiante), pertencera ao plano tangente da superficie integral S(candidata a superficie solu¢ao),

donde valera: (x(t),y(t), z(x(t),y(t)))-(2z, 2y, —1)=0, para um dado ¢t € I C R. Este plano
————

vetor normal
tangente, contendo Py = (g, Yo, 20 = up), tem a seguinte equagao:

z—20=p(x —x0) +q(y —Yo), com p=2z e q=z. (D.27)

Observe que, estes valores, p e ¢, sao desconhecidos - pois nao se sabe, a priori, qual
¢ a forma z; e a equagao acima define uma familia de planos (relativos aos pardmetros p e q)

contendo o ponto Py. Porém estes pardmetros devem satisfazer

F(.Z'[),t(), 20, D, Q) - 07 (D28)

e assim pode-se escrever ou p = p(q) ou ¢ = ¢(p). Logo, determina-se uma familia de planos

a um parametro contendo F, - incluido o plano tangente da superficie solucio em F,.

"E dificil dissociar a natureza geométrica do Método das Caracteristicas, Kiefer (1960) expoem bem esta
relagao.
8Pertencente ao campo de direcées da EDP.
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Sem perda de generalidade assume-se F, # 0 (¢ = ¢(p)), e portanto

a4
d

z—zo—p(x—:vo)JrQ(y—yo)é(:v—xo)JrZg(y—yo)—0;‘Zﬁ“iiiz
rl
F(xo,to,zo,p,q):O’/d:;\Fp—l—Fqﬁ=0=>zll]qg:—fi
:L’;pxo = y;qyo =y —yy= Fi(x—xo) em z—2y=p(x— o)+ q(y — %)
T ;pxo _ p;p;zquq’ logo " ]_;:0 _ Y ;qyo _ pFZp:LZqOFq (D.29)

define o vetor direcao ((F,, Fy,, pF, + qF},)) das retas contidas nos respectivos planos perten-
centes a familia de planos tangentes, e a unidao de todas estas retas geratrizes e o ponto P,
formam o cone de Monge (Ver Figura D.1-a)). Neste “campo de cones” (Ver Figura D.1-b)),
dentre todos os planos gerados” apenas e somente aqueles que contenham a reta definida pela
Equagao (D.29) serao os planos tangentes da superficie integral. Isto é, a superficie integral
sera tangente a um especificado cone de vértice Py com a curva, cuja reta do vetor diregao é
dado por (F,, F,, pF, + qF,) (Ver Figura D.1).

Para criar a equivalente da curva caracteristica da Secao (2.2), exigir-se-4 que'®

dx

- _F

a7

d

d% —F, e (D.30)
dz

E :pr -+ qu

Isto é, o vetor tangente a curva candidata a curva caracteristica em Py tenha direcao paralela
ao vetor direcao do cone de monge, e sobre o qual, apenas uma destas dire¢des geradas
representara o vetor tangente a C pertencente ao plano tangente a superficie integral em Fj.

As incognitas p e ¢, no Sistema (D.30), ndo possibilitam, ainda, a determinagao da
diregao caracteristica. Para isto, é necessario estabelecer sob que condigoes os valores p(ty)
e q(to) satisfarao a condigao de que o vetor (p(ty), q(to), —1) seja normal a superficie integral
(hé a necessidade de duas equagoes para completar o Sistema (D.30)).

Sobre a Equagao (D.26), toma-se a derivada em relagao a y

9E a medida que se especifica p e g forma-se um conjunto de planos que envolvem o cone de monge.
10 Aqui fica claro a forma do campo de diregoes exigida pela Equacio (D.44).
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Oy {F(z,y,2,p,q) =0} =F, + F.zy + Fyp, + Foq, =0

F602:>qz=py

= F,+qF.+q¢F,+q¢F, =0
= Fp + gy Fy = —(Fy—l—sz),

mas, se (Zo, Yo, 20) estd sobre a superficie integral segue que

d dx(t) dy(t)
"(to) = — t t = q —= = q,F F,
q'(to) = —alz(1), y(1)) e i tay— sk +q,F,
=to =to =to
logo,
q'(to) = —F, — qF%, (D.31)
e analogamente para p’
p/(to) = _FJ: _sza (D32)

como ty é qualquer ponto da superficie integral, as curvas caracteristicas serao dadas pelo

sistema caracteristico

dz

gt =Fp,

Zl; =pk, + qFy, (D.33)
(Z) =—F,—pF, e

iljf] =—F, —qF..

Este sistema contém as condig¢oes necessarias para a determinacao da curva caracteris-
tica associada a Equagao (D.26). Nota-se que na determinagao de uma destas curvas contendo
P, fora necessario estabelecer informagoes sobre o plano (que contém Fy) em que esta reside,
este conjunto - curva e plano em Py - determina uma faiza caracteristica (Ver Figura D.1-c)),
e a curva caracteristica é dita suporte desta faixa.

Semelhante ao feito na Segao (2.2), as faizas caracteristicas serdo construidas a partir
de uma faira inicial; que por sua vez, a construcao desta faixa inicial é similar ao da cons-
trucdo de uma faiza caracteristica. Primeiramente, construi-se uma curva suporte inicial,
(a(s), B(s),d(s)) - a condicao inicial parametrizada. Esta curva suporte inicial devera estar

contida por planos (Ver Figura D.1-d)), e em qualquer um destes planos terd-se como vetor
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normal: (p(s),q(s),—1), para algum particular s sobre a curva suporte; logo satisfazendo

F(a(s), B(s), ¢(s),p(s), q(s)) = 0. (D.34)
a)
A
Geratrizes do Cone de Monge
C) d) Faixas Caracteristicas

(p.q,-1)

(x(t).y(®).2(t)

" Faixa Inicial

Figura D.1: a)Cone de Monge e seus planos formadores. b) Campo de cones sobre a super-
ficie integral. c) Esbogo geométrico das propriedades da faiza caracteristica. d) Construgao
da faixa caracteristica a partir da faiza inicial e suas respectivas curvas suportes. Figura
modificada a partir de figuras de John (1981) - Fig. 2.3-a) e Fig. 2.3-b); e Nandakumaran e
Prasad (1999) - Fig. 2.3-c) e Fig. 2.4-d).

Observe que, novamente, ha uma equacao para duas incognitas. A condi¢ao auxiliar
decorrera do fato que z deva conter esta curva inicial (z(a(s), 3(s)) = ¢(s), para s € I C R),

e portanto a condicao auxiliar serd dada por

¢'(s) = zpa'(s) + 2,8/ (s) = a'(s)p(s) + B'(s)a(s); (D.35)

logo as faizas caracteristicas sao solugoes do Sistema de EDO’s de 1* ordem
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L) By (5,8) 905, 0) 2050, (5, 0) a0, 1)

WL, By (#5080, (5, 1), 25,8005, ) 1)

L) — (s, 08, (25,0, w050, (5.1, pls, 1), a(5.) o

+q(s, ) Fy (x(s,1), y(s,1), 2(s, ), p(s, 1), a(s, 1))
L) — oo, 0) = pls OF (o5, 1), (5 1) 205, 0), s, 8,5, 1)
L) — By o) — als, OF- (25,1, (5, ), 205, )., 1) (5.1
com condicdes iniciais

(s, 1) =a(s)
yls.t0) =5(9
“(5.10) =) . (0.7
F(a(s), B(s), 6(s), p(s,to), q(s, 1)) = 0
6'(5) = ' (5)pls 1) + ' (S)als, 1)

Conforme o Teorema (10.8) - pg 383 (Doering e Lopes (2005)), as hip6teses requeridas
para a existéncia e unicidade da solugdo de um sistema de EDO de 1* Ordem sao garantidas
ao supor F' € C? e conseqiientemente F, Iy, F,, F,, F,,peq € C'. Este resultado garante nao
somente a existéncia como a unicidade destas faizas caracteristicas.

Uma vez determinada as equagoes e condigoes de existéncia das faizas caracteristicas

para o caso geral, Equacao (D.33), as demais situagoes sao derivadas facilmente, como segue:

1. Caso Quasilinear. A Equacao (2.106) equivale a

F (x, (8au)|a‘§1> =Y aj(x,u)du — b(x,u) =0 (D.38)

OF OF
e conseqilentemente, — = a;(x,u) e Z g = b(x,u). Aqui, nao ha necessidade de

0z;

equagOes extras, sao independentes de z; (no sistema formado o nimero de equagoes
é 0 mesmo que o nimero de incégnitas). Para exemplificar, em R? o cone de Monge
degenera em uma linha (ver Figura D.1-b)), e o vetor diretor é dado pela equagao da

reta
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T — o _ Y —"%Yo _ Z— 20 (D39)

a(z,y,2)  av,y,2)  bx,y,z)

2. Caso linear. A Equagao (2.105) recai em uma situagao mais simplificada ainda. Pois a

dependéncia em u inexiste, portanto o sistema dado por = a;(x) j& é completo, e

02

as curvas caracteristicas sao as suas proprias projegoes caracteristicas em seu dominio

de validade €. Logo,

r1 — xlo Ly — xno
N7t I T D.40
ai(x) an(x) ( )

ja formam um sistema completo para a determinacdo do vetor diretor a curva projegao

da curva caracteristica. E assim, u é dada pela resolugao imediata de

du (x(t))

e c(x(1)). (D.41)

Os resultados e comentarios desta secao estao baseados nas bibliografias: Biezuner

(2007), Alonso (2005), Nandakumaran e Prasad (1999) e John (1982).
D.2.2 Existéncia Local e Unicidade de Solugao para uma EDP de Ordem 1: Caso Nao-Linear
Geral.

Seja a EDP de 1* ordem geral
F(xq1,...,2n,u,01u,...,0,u) =0, (D.42)

com F: Q x R x R" — R de classe C*, a principio (Evans (1997)). Sua equivalente em forma

de uma equacao de parametros é
F(xy,. T, Y, 21,5 2n) =0, (D.43)

associa-se y = u(x) e z; = 0ju, com {1 C R", um aberto que contera o dominio de solugao da
Equagao (D.42).

Conforme Folland (1995), segue que o campo vetorial associado a Equagao (D.43) é:
_dx OF _ dx;

- Vj=1,...,n),1 (D.44)

P = O
K TR P

HSeja u, solugdo da Equacio (D.42) e dada uma parametrizacio a curva: (x(t)) € Q C R". Tém-se que
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e sua solugdo ¢ uma familia de curvas cujos vetores tangentes, em qualquer ponto destas
curvas, sao dados por V,F. Além disto, ao longo destas curvas a quantidade y deve descrever
u ao longo das curvas x(t)

d7y ou dx;

oF
— J T D4

Nao pode-se definir como curvas caracteristicas pertencente a hiperficie integral - S,
as curvas que satisfacam a Equagdo (D.44) e a Equacgao (D.45); pois as incognitas z; ainda
sao desconhecidas. 2

As equagOes extras, necessarias para a determinagao dos z; (descrevem as derivadas

de u ao longo das curvas x(t)), seguem de

d 0 dn 0 [0n] 0P EE G 0 [0u] OF (0508
dt — “ Oxp dt — “ Oxy |Ox;| 0z, Oxj |Ory | Oz < Ox; 0z,
e diferenciando a Equagao (D.43) em relagao a x;,
_OF OF 0y OF 0z,  OF oF 0z, OF

0= e, Ty or, "0z 00, 0n, oy T2 0n 05

Combinando estas duas ultimas condigoes, obtém-se

dz  OF _9F

O conjunto de equagoes formado pela a Equagao (D.44), a Equagao (D.45) e a Equacao
(D.46), geram um sistema de 2n + 1 equagoes diferenciais ordinarias para as 2n + 1 variaveis
i,y e zj.

Como condicoes iniciais, assume-se uma hipersuperficie v € C*, com representacio

paramétrica local dada por: x = 7(s) e sobre esta define-se uma funcio ¢ € C* 13

Iiul, = 6ex(s,0) = (s) e y(s,0) = 6 ((s)) 1 (D.AT)
dus, = Zu dz; mas 0, {F =0} < F,. + F,u —l—ZF Uz, Uy, = 0, imediatamente percebe-se que
dt - ZTiTj dt bl Zj Zj U - UG T TG )
da:
dizg = Fy,. Na Secao 2.3, apresentou-se uma justificativa geométrica para esta formulacao em R2.
2

O problema consiste em um sistema de (n + 1) equagoes e (2n + 1) incégnitas.

13Para maior generalidade, diz-se que a v é uma variedade de dimensdo (n — 1) em R™, a qual pode ser
representada localmente como o grafico de uma funcéo f: R""1 — R.

14Sem perda de generalidade admite-se ¢y = 0.
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Novamente, requerer-se-a condigoes extras para especificar os valores z;’s sobre a hi-

persuperficie I' gerados pela Equagao (D.46). Para isto, sobre 7 observa-se que

x=y(s)T;=7;(s) Pp=u(x),xEv

oy "X 96 Ay 9, 07,
9Y = o W N, <k <n—1
05y 2 dxj Osy dxj Osy, 2% osi’ (I<k<n-1) (D.48)

F(v(s), 6 (1(s)), 2 (1(s)) ) = 0.

Estas n—equacoes em n—variaveis, 21, ..., 2,, sobre v completam as n—equagoes requeridas
anteriormente, e conseqiientemente a resolugao de um Problema de valor inicial de uma EDP’s
de primeira ordem ¢é substituido por um Problema de valor inicial para um sistema de EDO’s
de primeira ordem.

Ainda, sobre o Sistema (D.48), as z;’s determinadas por este sao dependentes da exis-
téncia e da unicidade, ou nao, da solucao deste sistema de equacoes. A priori, ndo se conhece
a forma do Sistema (D.48), e conseqilientemente, resultados definitivos sobre existéncia e uni-

cidade deverao ser verificados problema a problema, sendo validas as seguintes possibilidades:

a. z; é soluc@o tnica do Sistema (D.48), logo existe uma tnica condigao inicial associado

ao problema (e esta é a situagdo admitida no restante do texto desta segao);

b. existem multiplas z;, determinando multiplas possibilidades para a condigao inicial.
Logo, a solucgao ¢ tnica sobre cada uma destas condi¢oes iniciais, mas ha mais que uma

escolha possivel para a descri¢ao da condigao inicial;

c. nao existe z; que satisfazem o Sistema (D.48), o que expoem o fato de o Problema de

Cauchy ser um problema mal posto;

Embora o sistema formado pela Equacao (D.44), Equagao (D.45), Equagao (D.46),
Sistema (D.47) e o Sistema (D.48) acima tenha solucdo tinica para y (F € C? - ver Doering e
Lopes (2005), pois satisfaz as hipéteses do Teorema (10.8) - pg 383), a existéncia da solugao
u nao estd garantida; Pois, ainda, ndo se validou a expressao y = u(x). O primeiro passo
para esta validacao se darda ao verificar a existéncia de uma transformacao de coordenadas
(s,t) — x = x(s, ) invertivel, tal que s = s(x) e t = t(x) € C".

De fato, tal mudanga de coordenadas (nos moldes descrito acima) serd garantida medi-
ante a observagao de algumas condigoes relacionadas a condic¢ao inicial associado ao problema,
mais especificamente se v for uma Hipersuperficie Nao-Caracteristica (ver Secao 2.2.4). Logo,

para 21, ..., 2, € C! satisfazendo o Sistema (D.48) sobre vy devem satisfazer
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o g SR ((s), 0 (1(s)) 2 (1(s)))
: : : £0, (D.49)
G g B (y(s),0 (4(s)) .2 (7(s)))

e conseqiientemente vale

Oz . Oz Oz
0s1 0Sn_1 ot
: : £0, (D.50)
Ozn ., _Ozn  Ozn
0s1 O8n_1 ot

logo, pelo Teorema das Fungoes Implicitas existem as funcoes s = s(x) e t = t(x)€C", tal que
vale localmente x = x(s, t), isto é, em uma vizinhanga do ponto Py € .

Logo, o sistema:

dv; _ OF
dt N 82]-
dy Ou dr; oF
E N a.fllj dt N ZZ]aZj

de . (9F 8F
dat ox, oy
x(s,0) =1(s), y(s,0)=¢(v(s))

0
050 0t = 3500

F((s), 0 (1(s)) 2 (7(s))) = 0

permite obter x;, y and z;, como fungoes de s e ¢.

(D.51)

A Condigao (D.49) garante que o mapeamento (s, t) — x = x(s, t) possa ser invertido,
logo s e t € C! sdo fungdes de x em torno de uma vizinhanga de Py € v(O Teorema (10.8)
- pg 383 (Doering e Lopes (2005)) garante a unicidade da solugao de um Sistema de EDO’s
nesta vizinhanga de Fj).

Até o momento apenas y = y(s(x),t(x)) foi obtida. Para garantir a existéncia e uni-
cidade da solucao u da Equacao (D.42), deve-se mostrar que, agora garantida, a defini¢do
y(s(x),t(x)) = u(x) satisfaz a Equagao (D.43) e que z; = d;u(x).

De fato, pode-se escrever y = u(x) = u(s,t), logo u
i. satisfaz a condicao inicial, u(y(s)) = y(s(x),0) = ¢ (7(s)) (pela Equacao (D.47));

7. em volta de I', para algum sg, tem-se
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8tF(X(s, t),u(s,t), z(s, t)) = Fuxy + Fyug + F, 0,z

por (D.51)

com condicao inicial dada pela Equacao (D.48):
F(x(s,0),u(s,0), (s, 0)) = 0. F(x(s,1), u(s, 1), (s,t)) = 0;
Logo, se a curva caracteristica tem um ponto em comum a superficie integral, toda a

curva estara contida nesta;

e dadas uy, pela Regra da Cadeia obtém-se:

ou Oz,
oL
Us, = k=1,...,(n—1)
8% aSk
D.52
du Ox; ’ ( )
Uy =
8% ot
A matriz associada a este sistema é a propria Matriz Jacobiana,
Oy . Oz Om
0s1 0Sp—1 ot
: : © |, que devido a Condicao Nao-Caracteristica possui determi-
Ozn ., Ozn Oz
0s1 Osp—1 Ot

nante diferente de zero. Assim, o sistema acima tem solucao unica.

Agora observe que, da segunda equagao dos Sistema (D.51):

ou dxj oF
_ Bl D.
e = 83: dt Z “ 0z; (D-53)

Sobre a primeira equagao do Sistema (D.52) deriva-se em ¢

w3 %,
[usk Zzﬂsk%] =0 {usk Zzﬁskx]] -0
=0 [us, — 3 200,15 = O, [ — > 2005
=g, — 3 01205, 75 — Y 2045, T
— Ust + > 05,201 + Y 205475
=> 012051 + > 05, 20;
==Y (=00, F = 5F.) 0y + > 04,2j0-, F

3% equacéo de (D.51) 1% equagdo de (D.51)
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:Z szuaskxj—i— Z@szaskxj +Z aSijasz
Fop=)_ Fo;0s,zj+Fuus,+y  Fz;0s, 2
= Z 2 F,0s, x5 — Fyug, — Z F., 05,2 + Z 05,250, F

(Z 2j0s,; — USk)

Nomeando H(s,t) = {hs,(s,t) = {usk — " 205,25, logo a Equagdo (D.54) permite es-

(D.54)

crever o sistema de (n — 1) EDO’s sintetizados por

OyH (s, t) = —H(s,t)F, (D.55)

t
cuja solucao é H (s, t) = H(s O)exp — / F, dt'). Notar que a condicao inicial associada
¢ dada por H(s,0) = — > 7'(s)zi(s,0) = 0, logo H(s,t) =0 e é tinica. Com

isso, obtém-se

Us, =Y 205 mj, k=1,...,(n—1)

U = Z 200

Como z; é soluca@o deste sistema (pelos mesmos motivos de Equacao (D.52)), segue que

(D.56)

Zj = Uz para j =1,...,n.

Assim, u(x) = y(s(x),t(x)) satisfaz, simultaneamente, & Equagao (D.42), a Equagao
(D.43), u = ¢ em 7, Itens i, ii, e i e os Item a acima; logo é valida a existéncia e a unicidade
de u definida em um aberto 2 C R"™.

A discussao precedente é, de fato, uma demonstracao “comentada” do seguinte teo-

remas:

Teorema 5 (Existéncia Local e Unicidade de Solugao para uma EDP Geral) Su-
ponha F: QxR x R" — R de classe C%. Sejam v uma hipersuperficie de Q e ¢ : v — R de
classe C%. Se v, ¢ satisfazerem a Condicio Nao-Caracteristica (Condigio (D.49))

G et 25 (108),0 (1(9)) 2 (1()))
o . . L0,
G g 2 (1(s).0(1(9)) .2 (1(9)))

e o sistema formado pelo Sistema(D.47) e pelo Sistema (D.48), admitir solu¢io inica (Con-

digao de Compatibilidade), entdo para qualquer vizinhanga suficientemente pequena ' de ~y
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em R"™ existe uma tnica solucdo u de classe C' associada ao Problema de Cauchy

F (%, (0%) 41<1) = 0

u=¢ em v

(D.57)

D.2.3 Existéncia Local e Unicidade de Solu¢ao para uma EDP de Ordem 1: Caso Quasilinear

Uma vez estabelecido o Teorema 5 para a existéncia e unicidade de solu¢ao para uma
EDP geral de primeira ordem, as demais situagoes sao simplificadas em decorréncia da forma
do problema. Estas simplificacoes sdo observadas tanto nas condi¢des associadas e no calculo
formal requeridos, como nos entes geométricos utilizados (ver Segao D.2.1).

Seja o caso quasilinear, dado pela Equacao (2.106). Embora a idéia do procedimento
permaneca a mesma: dada a normal associada ao grafico de u(x), (u,...,0u,—1), e da
(Equagao (2.106)) tem-se o campo vetorial A(x) = (a1(X,¥),. .., an(X,y),b(x,y)) é tangente
ao grafico y = u(x) em qualquer ponto; logo as curvas integrais do campo vetorial A em R" 1,

as quais sao dadas pela resolugao das E.D.O.(s)

dz; dy

dt = aj(Xay)a E = b(X7 y)v

com x(t) as curvas parametrizadas. Ainda, se u = ¢, sobre uma hipersuperficie inicial =,
representada parametricamente pelo mapeamento: v : R"™' — R" e tomadas as coordenadas
S1,...,5,-1 em R"! satisfazendo a Condicio Nao-Caracteristica:

(02 (45),2(1(5))) - an (4(8). 6(1(5))) ) - N(v(s)) #0,
garantindo a existéncia de uma bijecao local entre (s,t) e (x), mais precisamente, vale o

teorema:

Teorema 6 (Existéncia Local e Unicidade de Solugdo para uma EDP Quasilinear)
Seja v uma hipersuperficie de classe C* em Q C R" e suponha a;,b fungoes C*(Q) reais e ¢ de
classe C' em ~. Suponha também que o vetor (a;(x,d (X)), ..., a,(x,¢(x))) € nio-tangente
iy, Vx €. Entio para qualquer vizinhanga suficientemente pequena €Y de v em R™ hd uma

dnica solugio uw € Ct de Y an(x,u)0%u = b(x,u) sobre Q que satisfaz u = ¢ sobre .

=1

Demonstragdo.(Conforme Folland (1995).)
Unicidade - Qualquer hipersuperficie v pode ser coberta por conjuntos abertos, so-
bre os quais a hipersuperficie admita uma representacao paramétrica x = 7(s), onde para

cada aberto );, suficientemente pequeno, as curvas caracteristicas sao todas distintas (isto
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é, resolvido o problema sobre cada um destes conjuntos, pela unicidade, as solugoes locais
concordarao sobre os seus dominios comuns e portanto juntas dardo a solugao para toda =),
e o grafico de u deve ser a unido das curvas integrais de A em € passando por I' = (v, ).
Existéncia - Embora, a discussao sobre unicidade fora colocada a parte, ela é decorrente
da existéncia e unicidade do P.V.I. para o sistema de EDO’s em ¢, com s € R

0
5”; (s,t)

5 (s,1)

a;(x(s,t),y(s,t)) , ;(s,0) =;(s)

: (D.58)
b(x(s,t),y(s,1)) . y(s,0) = (v(s))

com unica solugao (x,y) definida para t’s pequenos, e (x,y) sendo fungoes de s e ¢, de classe
C1, e de que u(x) = y(s(x), t(x)) em €, como sera verificado.

Primeiramente, observa-se que da Condi¢io Nao-Caracteristica, (Equagao (2.118), e
consequentemente garantida a aplicabilidade Teorema da Fungdo Implicita), garante-se que
a bijecdo (s,t) — x(s,t), é invertivel sobre uma vizinhanca €2 de 7 produzindo s e ¢ como
fungoes C! de x sobre  tais que ¢(x) = 0 e y(s(x)) = x quando x € 7; e claramente u = ¢

sobre 7y, além do mais, u satisfaz a Equagao (2.106), como segue:

" v ! Ou ds,  Ou 815) L ou I Os Ou & ot
a;0;u =) aj ——+ => — > Gj=—+— ) aj-—
"zjl ou 2”2895]8% @ = Ox; Ot _”_18787_1_@@
1 Osp 5 Ot 0wy Ot i Ot Oxy (= 0s, Ot Ot Ot
=0
ou
=0+ — 5 = b,

desde que si e t sejam funcionalmente independentes. Isto completa a prova.

D.2.4 Existéncia Local e Unicidade de Solucao para uma EDP de Ordem 1: Caso Linear

No caso linear, a terceira equagao do Sistema (D.58) é desacoplada das duas primei-
ras, fato que gerard curvas caracteristicas projetadas no dominio 2 e a validade da bije-
¢ao (s,t) — x(s,t) nao é influenciada por u, e serd dada pela Condicao Nao-Caracteristica:

(a1 (v(8)),...,an (v(s))) : N(v(s)) # 0, estabelecendo o seguinte resultado:

Teorema 7 (Existéncia Local e Unicidade de Solugao para uma EDP Linear) Su-
ponha y uma hipersuperficie de classe C' em Q, a qual é ndo-caracteristica: (al(x), . ,an(x))
¢ nao-tangente a vy, Vx € v - ver Condigao (2.119), e que a;,b, f sao funcoes reais de classe

CL(Q) e ¢ de classe C1(v). Entdao para qualquer vizinhanca suficientemente pequena de
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de v em R™ hd uma nica solugio u € C*(Q) de Zaj )0ju+ b(x)u=f em Q que satisfaz

u = ¢ sobre .

Demonstragao. As curvas caracteristicas serao dadas por

Gt (s,1) = a;(x(s, 1))
(s, 0) = 75(s)

, (D.59)

como ¢é valida a condicao Nao-Caracteristica esta garantida a bijecao diferenciavel

(s,t) — x(s, ), pois a solu¢do tnica do sistema de EDO’s acima é garantida se o determinante
0(x)
(s, 1)

u da Equagao (2.105) deve satisfazer

Jacobiano # 0 do difeomorfismo em questao; e ainda, ao longo destas curvas a solugao

dt =Y d;u da:] =Y a;0ju=f—bu (D.60)

A solugao da Equagao (2.105) equivale a solugao da EDO dada pela Equagao (D.60),
com valor inicial dado por u = ¢ sobre a hipersuperficie 7, e a existéncia e unicidade é ga-
rantida pelo Teorema de Picard (Boyce W. E. (1999)), ja que a;, b, f e ¢ s@o fungoes reais de

classe C'! e é vélida a Condigao (2.119), garantindo a bijecao acima em +.



106

Referéncias Bibliograficas

ABENTROTH, R. A. Parametriza¢io do Decaimento da turbuléncia na Camada Limite Con-
vectiva. Dissertagao (Mestrado em Engenharia) — Universidade Federal Do Rio Grande do

Sul - UFRGS, Porto Alegre, RS, Brazil, 2007.

ALONSO, 1. P. Primer Curso de Ecuaciones en Derivadas Parciales. Ed. online. Almeria,

ES: <http://www.uam.es/personal pdi/ciencias/ireneo/cursos.htm>, 2005. 334 p.

BATCHELOR, G. K. Diftusion in a field of homogeneous turbulence, eulerian analysis. Aus-
tralian Journal of Scientist Research, v. 2, p. 437-450, 1949.

BATCHELOR, G. K. The theory of homogeneous turbulence. The Theory of Homogeneous
Turbulence, Cambridge: Cambridge University Press, 1953, 1953.

BIEZUNER, R. J. Equagoes Diferenciais Parciais 1/11. Ed. online. Brasil: Disponivel em:
<http://www.mat.ufmg.br/ rodney/>, 2007.

BOYCE W. E., D. P. R. C. Equacgoes Diferenciais Elementares e Problemas de Contorno.
Brasil: LTC - Livros Técnicos e Cientficos Editora S.A., 1999.

BRAGA, C. R. Notas de Fisica-Matemdtica. Equagoes Diferenciais, Fungoes de Green e Dis-
tribuicoes. 1 ed. ed. Sao Paulo, BR: Livraria da Fisica, 2006. 195 p.

BULIGON, L. et al. Algebraic Formulation for the Dispersion Parameters in an Unstable
Planetary Boundary Layer: Application in the Air Pollution Gaussian Model. The Open
Atmospheric Science Journal, Bentham, v. 2, n. 1, p. 153-159, 2008.

BURDEN, R. L.; FAIRES, J. D. Andlise Numérica. Sao Paulo: Thomson, 2003.

CARDARO, P. D.; KAWANO, A. O Delta de Dirac. Uma Introducdo a Teoria das Distribui-
coes para a Engenharia. 1. ed. Sdo Paulo, BR: Livraria da Fisica, 2002. 78 p.

CAUGHEY, S. J. Observed characteristics of the atmospheric boundary layer. In: Nieuwstdat
F. T. M., and van Dop, H. (Eds.). Atmospheric Turbulence and Air Pollution Modelling., p.
107-158, 1982.

CAUGHEY, S. J.; PALMER, S. G. Some aspects of turbulence structure through the depth of
the convective boundary layer. Quarterly Journal of the Royal Meteorological Society, v. 105,
p. 811-827, 1979.



107
CHAMPAGNE, F. H. et al. Flux measurements, flux estimation techniques, and fine scale

turbulence measurements in the instable surface layer over land. Journal Atmospheric Society,

v. 34, p. 515-520, 1977.

DEGRAZIA, G. et al. Turbulence dissipation rate derivation for meandering occurrences in a

stable planetary boundary layer. Atmos. Chem. Phys Discussion, v. 7, p. 15251-15276, 2007.

DEGRAZIA, G. et al. Turbulence dissipation rate derivation for meandering occurrences in

a stable planetary boundary layer. Atmos. Chem. Phys, v. 8, p. 17131721, 2008.

DEGRAZIA, G. A.; ANFONSSI, D. Estimation of the Kolmogorov constant Cj from classical

statistical diffusion theory. Atmospheric Environment, v. 22, 1998.

DEGRAZIA, G. A. et al. Turbulence parameterisation for PBL dispersion models in all sta-
bility conditions. Atmospheric Environment, v. 34, p. 3575-3583, 2000.

DEGRAZIA, G. A.; GOULART, A. G. O. Aplicagbes da dindmica de fluidos em escoamentos
na camada limite planetaria. Ciéncia e Natura, Ed. Especial, p. 10-57, 2005.

DOERING, C. I.; LOPES, A. O. Equagées Diferencias Ordindrias. 1. ed. Rio de Janeiro, BR:
IMPA, 2005. 421 p.

DRIEDONKS, A. G. M.; TENNEKES, T. Entrainment effevts in the well-mixed atmospheric
boundary layer. Boundary-Layer Meteorology, v. 30, p. 75-105, 1984.

EVANS, L. C. Partial Diferential Equations - Graduate Studies in Mathematics - Volume 19.
1. ed. USA: Americam Mathematical Society, 1997. 662 p.

FOLLAND, G. B. Introduction to Partial Differential Equations. 2*. ed. New Jersey U.S.A.:

Princeton Academic Press, 1995.

GOULART, A. et al. A theorical model for the study of convective turbulence decay and
comparison with large-eddy simulation data. Boundary Layer-Meteorology, v. 107, p. 143~
155, 2003.

GOULART, A. G. et al. A new model for the cbl growth based on the turbulent kinetic energy
equation. Environmental Fluid Mechanics, v. 007, p. 409-419, 2007.

GOULART, A. G. et al. An analytical solution for the nonlinear spectrum equation by the
decomposition method. Journal of Physics A, v. 41, p. 8 pp, 2008.



108
GOULART, A. G. O. Desenvolvimento de um Modelo Espectral para o Estudo do Decaimento

da Turbuléncia na Camada Limite Convectiva. Tese (Doutorado em Fisica) — Universidade

Federal De Santa Maria - UFSM, Santa Maria, RS, Brazil, 2001.
HINZE, J. O. Turbulence. [S.1.]: Mc Graw Hill, 1975. 790pg p.

HpJSTRUP, J. Velocty spectra in the unstable surface planetary boundary layer. Journal of
Atmospheric Science, v. 39, p. 2239-2248, 1982.

IORIO, R. J.; IORIO, V. M. Equacées Diferenciais Parciais: Uma Introducio. Rio de Janeiro,
BR: IMPA - Projeto Euclides, 1998. 372 p.

IORIO, V. M. EDP. Um Curso de Graduacio. 2*. ed. Rio de Janeiro, BR: IMPA, 2001. 300 p.

JOHN, F. Partial Differential Equations. 2*. ed. New York, U.S.A.: Sprienger-Verlag New
York Inc., 1982. 259 p.

KAIMAL, J. C. et al. Turbulence structure in the convective boundary layer. Journal of
Atmospheric Science, v. 33, p. 2152-2226, 1976.

KIEFER, B. Equacées Diferenciais a Derivadas Parciais de Primeira Ordem. Porto Alegre:
Multilith, 1960. 100 p.

KOLMOGOROV, A. N. The local structure of turbulence in incompressible viscous fluid for
large reynolds number. Doklady Akademic Nauk SSSR, (reprinted in Proceedings of the Royal
Society London A 434, 9-13, 1991), v. 30, p. 9-13, 1941.

KRISTENSEN, L. et al. The spectral velocity tensor for homogeneous boundary-layer turbu-
lence. Boundary-Layer Meteorology, Springer, v. 47, n. 1, p. 149-193, 1989.

LEMES, M. A. M.; MOURA, A. D. Fundamentos da dinamica aplicados a meteorologia e
Oceanografia. Ribeirao Preto, SP: Holos Editora Ltda., 2002. 296 p.

LEVANDOSKY, J. Math 220A. Partial Differential Equations of Applied Mathematics.
Fall 2002. Ed. online. Stanford, USA: Disponivel em:
<http://www.stanford.edu/class/math220a/handouts/firstorder.pdf>, 2002.

LIMA, E. L. Curso de andlise volume 2. 6. ed. Rio de Janeiro: Instituto de Matematica Pura

e Aplicada, 2000. 557 p.

LUMLEY, J.; PANOFSKY, H. The structure of atmospheric turbulence. [S.1.]: New York
Interscience-Wiley, 1964.



109
MACHADO, K. D. Equagoes Diferenciais Aplicadas a Fisica. Ponta Grossa: Editora UEPG,
2004. 600 p.

MEDEIROS, L. E. Decaimento da Turbuléncia na Camada Superficial. Dissertacao (Mestrado
em Fisica) — Universidade Federal De Santa Maria - UFSM, Santa Maria, RS, Brazil, 2005.

MOENG, C. A large-eddy-simulation model for the study of planetary boundary-layer tur-
bulence. Journal of the Atmospheric Sciences, v. 41, p. 2052-2062, 1984.

MOENG, C.; SULLIVAN, P. Evaluation of turbulent transport and dissipation closures in
second-order modeling. Journal of the atmospheric sciences, American Meteorological Society,

v. 46, n. 16, p. 2311-2330, 1989.

MOENG, C.; SULLIVAN, P. A comparison of shear-and buoyancy-driven planetary boundary
layer flows. Journal of the atmospheric sciences, American Meteorological Society, v. 51, n. 7,

p. 999-1022, 1994.

NANDAKUMARAN, A. K.; PRASAD, P. First Order partial Differential Equations. Ed. on-
line. India: <http://www.math.iitb.ac.in/ cpde05/akn-pp-first %200rder%20PDE.pdf>, 1999.
19 p.

NIEUWSTADT, F.; BROST, R. The decay of convective turbulence. Journal of the At-
mospheric Sciences, v. 43, p. 532-546, 1986.

PANOFSKY, H.; DUTTON, J. Atmospheric turbulence. New York: John Wiley & Sons, 1984.

PAO, Y. Structure of turbulent velocity and scalar fields at large wavenumbers. Physics of

Fluids, v. 8, p. 1063-1075, 1965.

SORBJAN, Z. Structure of the atmospheric boundary layer. New Jersey.: Prentice Hall, 1989.
317 p.

SORBJAN, Z. Decay of convective turbulence revisited. Boundary-Layer Meteorology, v. 82,
p. 501-515, 1997.

STULL, R. B. An Introduction to Boundary Layer Meteorology. New Jersey: Kluwer Academic
Publishers, 1988. 666 p.

SWOKOWSKI, E. W. Cdlculo com Geometria Analitica. Volume I. 2*. ed. Sao Paulo. BR:
Makron Books, 1994. 789 p.



110
SZINVELSKI, C. et al. Semi-analytical solution of the asymptotic Langevin Equation by

the Picard Iterative Method. Environmental Modelling and Software, Flsevier, v. 21, n. 3, p.
406-410, 2006.

TENNEKES, H.; LUMLEY, J. K. A First Course in Turbulence. Massachusetts: The MIT
Press, 1972. 301 p.

WILSON, K. A three-dimensional correlation/spectral model for turbulent velocities in a

convective boundary layer. Boundary-Layer Meteorology, v. 85, p. 35-52, 1997.

YEH, T. T.; ATTA, C. H. V. Spectral transfer of scalar and velocity fields in heated-grid
turbulence. Journal of Fluid Mechanics, v. 58, p. 233261, 1973.



