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Resumo

Neste trabalho investiga-se a competi¢ao entre vidro de spin (SG), antiferro-
magnetismo (AF) e formagao de pares do tipo BCS (PARES) no espago real. O
modelo consiste em um acoplamento Ising juntamente com um termo BCS local que
favorece a dupla ocupacao dos sitios. Neste modelo composto por duas sub-redes,
o acoplamento ocorre unicamente entre spins localizados em sub-redes diferentes.
O termo que acopla os spins ¢ uma varidvel aleatéria J;; com uma distribuicao de
probabilidade gaussiana, sendo a média dada por —Jy/N e a variancia por J?/N. O
problema ¢é formulado em termos das integrais funcionais, onde as variaveis de spin
sao escritas como combinacoes bilineares dos campos de Grassmann. Utilizando
o método das réplicas e a aproximacgao estatica para as fungoes correlagao spin-
spin, obtemos o potencial grande canonico por sitio. Os resultados sao apresentados
através de diagramas de fases T'/J versus g/J para vérios valores de Jy. Em todos os
diagramas, quando g/J é suficientemente grande, as solugdes das equagdes para os
parametros de ordem indicam a presenca da fase de formacao de pares. A medida
que diminui o valor de g/J, o problema apresenta como solu¢ao antiferromagne-
tismo e/ou vidro de spin, dependendo da razao Jy/J. Para altas temperaturas e
qualquer valor de .Jy, temos solucao paramagnética, com m e ¢ nulos. Para valores
de Jy < 1,5J, aparece a solucao vidro de spin em temperatura Ty = 0,96J. No
intervalo de 1,5J < Jy < 1,7J surge uma fase antiferromagnética entre as solugoes
paramagnética e vidro de spin. Quando Jy > 1,7J a solucao vidro de spin desapa-

rece.
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Abstract

In this work the competition among spin glass(SG), antiferromagnetism (AF)
and BCS pairs formation (PAIR) in real space is investigated. The model consists
of an Ising spin glass term and a local BCS term that favors double site occupation.
This model is composed by two sublattices, but only spins in different sublattices
can interact. The Ising coupling is a random variable J;; that follows a gaussian
probability distribution with average —Jy/N and variance J?/N. The problem is
formulated in terms of functional integral formalism, where the spin operators are
written as bilinear combination of Grassmann fields. Using the replica method and
the static approach for the spin-spin correlation functions, we obtain the grand-
canonical potential. The results are presented in phase diagrams which show 7'/J
versus g/J for several values of Jy/J (where T is the temperature and g is the pai-
ring strength interaction). The order parameters solution indicate the PAIR phase
(double ocupation of sites) when g/.J is sufficiently high. As the value of ¢g/J decre-
ases, the problem presents antiferromagnetic or spin glass solution, that dependis
on the ratio Jy/J. For high temperatures and any value of Jy, we obtain paramag-
netic solution. For values of J, < 1.5J, the SG solution appears at temperature
Ty = 0.96J. In the range 1.5J < Jy < 1.7J, the AF phase appears between the
paramagnetic and spin glass solutions. The spin glass solution is not found when

Jo > 1.7J.
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Capitulo 1

Introducao

Os vidros de spin foram conhecidos de modo mais amplo depois da metade da
década de 70, devido a um conjunto de observagoes experimentais e tedricas que
sugeriram um novo e nao convencional estado magnético. O sistema vidro de spin
consiste numa rede de momentos magnéticos ou spins com interacoes de troca. O
vidro de spin mais caracteristico consiste numa liga de impurezas magnéticas diluidas
numa matriz de metal nobre, como Mn em Cu. A interagdo com os elétrons de
conducao do metal gera a interagao de troca, de longo alcance e com sinal variavel,
entre os spins localizados em posicoes aleatorias. Este tipo de sistema apresenta um
congelamento desordenado dos momentos magnéticos e um comportamento nada
convencional a baixas temperaturas (Fisher e Hertz, 1993).

Enormes esforgos foram empreendidos com o intuito de compreender e explicar
essa nova fase magnética. Através de novos experimentos procurou-se identificar e
discutir a exata natureza do comportamento observado. Por sua vez, abordagens
tedricas buscaram demonstrar, da melhor e da forma mais simples, um modelo que
descrevesse tal estado, fornecendo-nos uma quantidade de novos conceitos e teorias
para tratar desses sistemas desordenados.

Estudos experimentais mais recentes mostram a possivel existéncia de vidro de
spin num contexto ainda mais complexo. Por exemplo, supercondutores de altas
temperaturas criticas, como o LaSrCuQ), apresentam a possibilidade de ocorréncia

de fases supercondutoras, vidro de spin e antiferromagnética, sendo cada uma delas



determinadas pela concentragao da dopagem na amostra utilizada (Chou et al., 1995
e Scalapino et al., 1995). Por outro lado, a competicao entre supercondutividade e
vidro de spin também pode ser verificada em sistemas de férmions pesados (Spille
et al.,, 1988). Sabe-se também que supercondutores convencionais dopados com
impurezas magnéticas podem apresentar uma coexisténcia entre supercondutividade
e vidro de spin (Davidov et al., 1977).

Devido as evidéncias experimentais de sistemas onde as fases vidro de spin,
antiferromagnéticos e supercondutores ao observados, surgiu o interesse em elaborar
modelos tedricos para estudar mecanismos que conduzissem a uma competicao entre
estas fases.

O modelo proposto por Edwards e Anderson (EA) (1975) produziu um grande
avanco nos estudos tedricos do vidro de spin, atribuindo para a fase vidro de spin um
parametro de ordem qg4. Dando seqiiéncia a este trabalho precursor, Sherrington
e Kirkpatrick (SK) (1975), tornaram soliivel a teoria, supondo que as interagoes
possuem alcance infinito entre os spins. Na sequéncia, Almeida e Thouless (1978)
constataram que a solucao obtida pelo modelo de campo médio SK com simetria de
réplicas é instavel. Consequentemente, o ansatz ! de simetria de réplicas nao seria
suficiente para capturar a complexidade do problema.

A presenga de uma solugao vidro de spin também foi analisada no contexto da
mecanica quantica. Um primeiro estudo do vidro de spin quantico desenvolvido por
Bray e Moore (1980a) apresentou o modelo quantico de Heisenberg com interagoes
aleatorias de longo alcance, descrevendo os spins como operadores quanticos, utili-
zando o método das réplicas e a aproximacao estatica. Posteriormente, Theumann e
Vieira Gusmao (1984) introduziram uma versao fermionica para descrever o modelo
de Ising quantico para o vidro de spin SK. Utilizando o formalismo de integrais
de caminho fermionicas para tratar a funcao de particao os resultados obtidos na
aproximacao estatica concordaram de forma qualitativa com o modelo SK classico.

No intuito de entender teoricamente a coexisténcia entre supercondutividade e

vidro de spin, alguns esforgos tedricos foram feitos nos tltimos anos baseados no for-

1O termo ansatz é empregado no sentido de fazer uma tentativa.



malismo introduzido por Theumann e Gusmao. Num destes trabalhos, Magalhaes e
Theumann (1999) estudaram o vidro de spin fermionico em que existe também um
termo de interacao de pareamento BCS entre férmions localizados de spins opos-
tos no “half-filling”. Este pareamento é feito quando a ocupacao média é de um
férmion por sitio, originando uma competicao entre os ordenamentos “supercon-
dutor”?(formagao de pares de Cooper no espago real) e vidro de spin. O mesmo
problema foi analisado por Feldmann e Oppermann (1999) onde foram permiti-
das variagoes no potencial quimico. Outras abordagens tentaram aprofundar este
tipo de andlise; Magalhaes e Schmidt (2000) analisaram o modelo de Heisenberg
fermionico na presenca de um campo magnético na direcao z. Um estudo do vidro
de spin Ising fermionico com interagado BCS, na presenca de campo transverso (na
diregao x) foi realizado por Magalhaes e Zimmer (2005) no “half-filling”. No entanto,
em nenhuma das referéncias citadas anteriormente foi analisada a competicao entre
“supercondutividade”e vidro de spin com a presenca de antiferromagnetismo.

Neste trabalho apresentamos resultados obtidos em modelos quanticos de vidros
de spin fermionicos com interacao de pareamento BCS, onde os operadores de spin
sao representados por combinagoes bilineares de férmions localizados, utilizando
técnicas de integracao funcional com varidaveis de Grassmann que anticomutam.
Usaremos as técnicas e métodos encontradas nos trabalhos anteriores, buscando
encontrar diagramas de fases que nos permitam analisar a competicao que ocorre
entre as solugoes vidro de spin, antiferromagnética, paramagnética e formacao de
pares de Cooper no espaco real.

A competicao entre os efeitos é estudada em um modelo de Ising com um termo
BCS local, que possui duas subredes, onde o acoplamento aleatério J;;, definido
como uma distribuicao Gaussiana, com a média dada por —Jy/N e a variancia por
J?/N, ocorre unicamente entre spins localizados em subredes diferentes. O termo
BCS induz a formacao de pares, ou seja, a dupla ocupagao dos sitios. O propdsito
desta dissertacao é entender como ocorre a solucao vidro de spin em competicao com

as fases termodinamicas antiferromagnética e de formacao de pares, no contexto do

20 termo “supercondutor”estd entre aspas devido ao modelo se referir apenas a formacdo de
pares nos sitios da rede.



modelo previamente mencionado.

A dissertacao possui os seus capitulos elaborados da forma como segue abaixo.

Discutimos no capitulo 2 um resumo das principais propriedades experimentais e
os estudos tedricos que caracterizam o estado vidro de spin. Apresentamos, também,
um breve relato da coexisténcia e competicao entre vidro de spin, antiferromagne-
tismo e supercondutividade.

No capitulo 3 tratamos do formalismo de integrais de caminho fermionicas e sua
aplicagao nos modelos de Ising fermionico.

Através dos métodos discutidos no capitulo anterior, o capitulo 4 traz o desen-
volvimento detalhado dos calculos analiticos no tratamento do modelo de vidro de
spin fermionico com interacao de pareamento tipo BCS no espago real. Escrevendo
o potencial grande canonico do problema, obtemos os parametros de ordem, possi-
bilitando estudar os tipos de transi¢oes que ocorrem entre as solugoes encontradas.

Os resultados obtidos encontram-se no capitulo 5. E feita uma discussio e uma
analise das solugoes numéricas para o conjunto de equagoes dos parametros de ordem,
expostas através de graficos dos parametros e através dos diagramas de fases.

Por fim chegamos no capitulo 6, onde se conclui e enfatiza os resultados obtidos,
dando também uma perspectiva para futuros desdobramentos do que foi desenvol-

vido aqui.



Capitulo 2

Vidro de Spin

Vidro de spin é um tipo de estado condensado encontrado em sistemas que
¢ intrinsecamente distinto das formas convencionais de ordenamentos magnéticos
classicos. Neste capitulo faremos a apresentagao do estado magnético vidro de spin
e a sua relacao com a supercondutividade e o antiferromagnetismo, bem como da
competicao entre essas fases, tema de estudo desta dissertacao.

A organizacao deste capitulo se da de maneira que a secao 2.1 conceitua e des-
creve o sistema vidro de spin. Apresentamos na secao 2.2 uma caracterizacao experi-
mental deste estado magnético e também a teoria introduzida pelo modelo SK para
tratar o vidro de spin. A secao 2.3 aborda sistemas supercondutores que podem
apresentar o vidro de spin, exibindo alguns resultados experimentais e trabalhos
tedricos que mostram a competicao entre supercondutividade, vidro de spin e anti-

ferromagnetismo.

2.1 Definicao de Vidro de Spin

A forma mais simples de conceituar a fase magnética vidro de spin é descreve-lo
como um sistema composto por um conjunto de spins que, em estados de baixa tem-
peratura, apresentam seus momentos magnéticos congelados em alguma estrutura
desordenada, de forma tal que os spins estejam em competicao uns com os outros.

Neste congelamento nao se observa ordenamento de longo alcance, o que é dife-
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Figura 2.1: Representacao de uma unidade de rede quadrada, onde os pontos pretos
sao os sitios. A interagao entre os spins é 4+ ou —, devido a variavel aleatdria de troca
+J (ferromagnética) e —J (anti-ferromagnética), respectivamente. (a) unidade nao
frustrada; (b) unidade frustrada.

rente de qualquer tipo de modelo uniforme ou periédico que estamos acostumados
a encontrar em estruturas magnéticas convencionais, como ferromagnética ou anti-
ferromagnética. Para produzir tal estado dois ingredientes sao necessarios: ocorrer
uma competicao entre as diferentes interagoes entre os momentos magnéticos, no
sentido de que nenhuma configuragdo dos spins seja favorecida entre as demais (a
este fenomeno damos o nome de frustragao); e também, que estas interagoes devam
se dar de forma aleatodria, ou seja, a transicao do congelamento para a ordem vi-
dro de spin se d4 com um ordenamento no qual os spins alinham-se em direcoes
totalmente aleatorias.

O conceito de frustracao ou competicao entre as interacoes descreve a incapa-
cidade que o sistema apresenta em satisfazer simultaneamente todas as interagoes
que ocorrem entre os spins da rede. Para ilustrar o conceito de frustracao vamos
considerar uma unidade elementar de uma rede quadrada onde as interagoes entre
os spins sao independentes e iguais a +.J, sendo J uma variavel aleatoria. Quando
o ntmero de interagoes positivas for par (ver figura 2.1-a) é possivel encontrar al-
gumas configuracoes, onde todas as interagoes entre os spins sao satisfeitas. Isto é
observado quando se fixa um spin e se realiza um ciclo no sentido horario ao redor
da unidade para determinar os valores assumidos pelos préximos spins, nao encon-

tramos conflito nas interagoes. Por outro lado, se o niimero de interacoes positivas
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Figura 2.2: Grafico da energia livre em funcao da coordenada do espaco de fase.
O espago de fases de um vidro de spin possui estados degenerados (vales), isto é,
microestados acessiveis ao sistema (extraido de Binder e Young, 1986).

for impar (ver figura 2.1-b) e realizando o mesmo ciclo anterior com um spin fixo,
verificamos que o tltimo spin nao consegue satisfazer as interagoes a ele impostas,
caracterizando portanto a frustragao, a inabilidade do sistema em satisfazer todas
as ligacoes simultaneamente. Desse modo a unidade de rede frustrada, no estado
fundamental, tera um conjunto de estados degenerados, criando no espaco de fase
uma representagao de muitos vales, como a mostrada na figura (2.2), onde podemos
visualizar de forma qualitativa o comportamento da energia livre F.

A figura (2.2) nos mostra varios vales (estados), onde os minimos sao separados
por barreiras, que podem se tornar infinitas no limite termodinamico, tornando o
acesso a outro vale impossivel. Em cada vale podem existir ainda varios sub-vales
que determinam um minimo local para F. Sendo a barreira finita, somente o estado
com mais baixo valor de F representa um estado estavel, e os demais sao confi-
guracoes meta-estaveis da magnetizacao, ou seja, estados instaveis. Quando 17" > T
(Ty é a temperatura de congelamento), a estrutura de muitos vales desaparece, e F
passa a ter somente um unico minimo.

Classicamente os materiais que apresentam uma fase vidro de spin sao os me-

tais nobres, chamados hospedeiros, como o Au, Ag, Cu e Pt, nos quais diluimos



muito fracamente impurezas magnéticas, que sao dadas pelos metais de transi¢ao
ionicos, como Mg ou Fe. Os momentos das impurezas produzem uma polarizacao nos
elétrons de conducao do metal hospedeiro que estao ao seu redor. Esta polarizagao
serd positiva para algumas distancias e negativa para outras. O spin da impureza
sentird um campo magnético localizado, produzido pela polarizagao dos elétrons de
condugao do hospedeiro. A polarizacao é provocada pela propria impureza e o spin
tende a alinhar-se ao longo do campo. As impurezas estao dispostas, por defini¢ao,
de forma aleatoéria na rede. Onde as interagoes sao positivas o alinhamento paralelo
dos momentos magnéticos (ferromagnético) é favorecido. Onde as interagoes sao
negativas constatamos que o alinhamento dos momentos é anti-paralelo (antiferro-
magnético). Estes materiais exibem aleatoriedade e competigao entre as interagoes,

caracteristicas fundamentais na obtencao do sistema vidro de spin.

2.2 Experimentos e Teoria

Para caracterizar o comportamento dos sistemas vidros de spin experimental-
mente devemos ressaltar algumas propriedades que os destacam, como os momentos
magnéticos se congelam abaixo de uma determinada temperatura critica 7y e a
auséncia de ordenamento magnético periddico de longo alcance.

Na figura 2.3 apresentamos dados esperimentais da susceptibilidade pela tem-
peratura para diversos sistemas que possuem o estado vidro de spin. Os graficos
apresentam um pico caracteristico na susceptibilidade devido ao congelamento dos
momentos magnéticos, indicando o valor da temperatura de congelamento dos spins.
O pico observado sugere uma transicao de fase de segunda ordem entre um estado,
também desordenado, paramagnético, e o estado vidro de spin. A medida que
aumentamos a temperatura, os momentos magnéticos locais, que respondiam as flu-
tuacgoes térmicas de forma desordenada, se congelam de maneira aleatéria também
desordenada (temperatura critica T,), deixando de variar com o aumento da tempe-
ratura. Essa transicao na temperatura T, faz com que o grau de ordenamento dos

spins sofra uma alteracao sem que haja uma variacao descontinua, onde o parametro
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Figura 2.3: Susceptibilidade ac do Cu-0,1% Mn (x), Ag-0,5% Mn (e), Au-0,5% Mn
(+), Au-0,2% Cr (A) e Ag-1,0% Mn (O) em fungao da temperatura, para um campo
magnético H=20 Oe e freqiiéncia de 100 Hz (Fisher e Hertz, 1993).

magnetizacao tende continuamente a zero na temperatura de transigao. Nestes es-
tados, chamados desordenados, devemos nos ater a magnetizacao espontanea local,

dada por

que no caso do vidro de spin é diferente de zero para um dado sitio 7, mas acaba
desaparecendo quando calculamos a magnetizacao média. A evidéncia experimental
da magnetizacao espontanea por sitio nao ser nula marca a temperatura de transicao
para a fase vidro de spin, provocando uma reducao no valor da susceptibilidade.
A temperatura de congelamento é dependente da freqiiéncia do campo magnético
aplicado, sendo portanto definida no limite quando a freqiiéncia tende a zero.

O grafico da figura (2.4) nos mostra mais claramente o comportamento da sus-
ceptibilidade em termos de sua dependéncia com a freqiiencia. O pico na suscepti-
bilidade marca a temperatura 7 e, numa escala ampliada, deixa de ser tao agudo,

se tornando mais arredondado e deslocando-se para temperaturas mais baixas de
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Figura 2.4: Susceptibilidade ac em campo zero para o Cu-0,94% Mn como funcao
da temperatura, com freqiiéncias: 1,33 kHz(O), 234 Hz (o), 10,4 Hz (x) e 2,6 Hz
(A) (extraido de Mydosh, 1996).

acordo com o decréscimo da freqiiéncia. Usualmente, esta caracteristica nao é espe-
rada nem tampouco encontrada em ordenamentos de longo alcance, como nas fases
ferromagnéticas ou antiferromagnéticas.

A origem dos resultados encontrados nas medidas de suseptibilidade mostradas
nas figuras (2.3) e (2.4) estd no fato de que o vidro de spin possui muitos modos
configuracionais possiveis que se equivalem. O arranjo dos spins em um determinado
estado depende das condigoes iniciais com as quais o experimento foi realizado,
tais como a intensidade e a freqiiencia do campo magnético aplicado na amostra
e, também, no modo como a amostra foi resfriada, como por exemplo com qual
velocidade ou se foi feito em campo magnético zero ou muito intenso.

O estudo tedrico pioneiro sobre vidro de spin foi realizado por Edwards e Ander-
son (1975), com a proposta de substituir as interagoes de troca RKKY, que repre-
sentam os momentos magnéticos aleatériamente distribuidos no metal hospedeiro,

pela disposicao nos sitios de uma rede com invariancia translacional. A desordem

10



¢ representada pela interagao de troca J;; entre os spins, considerada como uma
variavel independente e aleatéria, com uma distribuicao de probabilidades que de-
pende da separacgao entre os sitios 2; — ;. Os autores propuseram para este sistema

um hamiltoniano do tipo:

H=-=Y J;SS; (2.2)
ij

onde a soma percorre os pares de vizinhos mais proximos, ou seja, para os primeiros
vizinhos J;; segue uma distribuigao de probabilidades Gaussiana e o spin S; assume
os valores +1 (tratando-se portanto de um modelo de Ising). A varidvel aleatéria
Jij acopla os spins S; no sistema estudado.

A energia livre do sistema escrita através do logaritmo da funcao de particao,

sera dada por:

F(Ji;) = —kgTn Z(J;) (2.3)

onde F(J;;) é uma varidvel extensiva, isto é, acessivel a medidas, de modo que

quando efetuada a média sobre a desordem
F= (FU), = [ d1sPURFUL) . 2.9

tendo P(J;;), descrito por uma distribui¢do de probabilidades.

O fato da fungao logaritmica da equacao (2.4) possuir uma varidvel aleatéria no
seu interior, dificulta muito os calculos da média. A técnica, chamada de método
das réplicas (Edwards e Anderson, 1975), é utilizada para solucionar a questao, e

faz uso da aproximagao
Z'=exp(nlnZ)~1+nnZ (2.5)

adequada quando n — 0, para substituir o logaritmo de Z(.J;;) pela expressao

Zn(J;) — 1
In Z(J;;) = lim 2"y =1 (2.6)

n—0 n

onde Z"(.J;;) pode ser escrito em termos de n réplicas idénticas, que descrevem o

sistema real, sendo n inteiro e positivo:

n

2"(Jy) = [[ 2a(Jij) = [ Trexp (-kBLT > H(S, Jl-j)> , (2.7)
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com a funca@o de partigdo da réplica o dada por Z,(J;;). A média sobre o sistema
original é agora a média sobre cada um dos sistemas replicados. Isto nos leva ao
acoplamento entre diferentes réplicas do sistema. Este método nos possibilita tratar
de maneira eficaz a média sobre a desordem.

E necessdrio neste ponto introduzir a nogao de parametro de ordem, com o ob-
jetivo de caracterizar o estado vidro de spin. Tal parametro serve para descrever a
termodinamica, ja que abaixo de uma temperatura critica ocorre uma transicao de
fase. Conseqiientemente, como ha duas fases diferentes, abaixo e acima da tempera-
tura critica, que sao descontinuas analiticamente, necessitamos de diferentes fungoes
de variaveis termodinamicas para descrevé-las. O parametro de ordem serve por-
tanto para caracterizar a diferenca existente entre uma fase e outra.

Todavia, antes de introduzirmos o parametro de ordem de Edwards e Anderson
(1975) para o vidro de spin, precisamos discutir a quebra de simetria sofrida pelo
sistema. Como exemplo classico de quebra de ergodicidade podemos olhar para um
ferromagneto de Ising, onde abaixo da temperatura de Curie ocorre uma magne-
tizagao espontanea. Neste exemplo o sistema encontra-se em um estado onde todos
os spins apresentam a mesma probabilidade de apontar tanto para cima como para
baixo. Em mecanica estatistica reproduzimos este comportamento restringindo o
espaco de fases, ou seja, quebrando a ergodicidade, optando por uma das duas mag-
netizacoes. Para obter este efeito aplica-se um campo H, fazendo-o tender a zero
apos aplicar o limite termodinamico. Um sistema é dito nao ergddico, e portanto
nao simétrico, quando restringimos uma parte da configuracao do espaco de fases.

Para o sistema vidro de spin, de acordo com a representacao de muitos vales,
sdo muitos os estados termodinamicos possiveis (vales), em que o sistema podera ser
encontrado. Com o intuito de projetar o sistema em um vale especifico , em mecanica
estatistica associamos a cada um dos estados termodinamicos a um apropriado peso
estatistico. Neste caso nao existe uma relacao direta entre os vales, como no caso
de um ferromagneto, pois a probabilidade ocorre de forma aleatoria. Para trabalhar
com os valores médios relacionados aos estados associados, decompomos o espacgo

de fases em micro-estados.
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No caso do parametro de ordem ¢g4, proposto no trabalho de Edwards e An-
derson (1975), o estado vidro de spin se caracteriza pelo congelamento dos spins
transcorrido um longo periodo de tempo. H4 uma probabilidade nao nula de encon-

trar os spins nas mesmas direcoes, o que é representado pela expressao

qEA = tlim lim ( (S5(0)Si(t))¢ ), » (2.8)

—00 N—o00
onde esta média ocorre sobre a desordem e estd relacionada com o tempo na forma

(S(0)S(): = / dt S(0)S(¢) . (2.9)

t Jo
Se obtemos um valor nao nulo para o parametro de ordem gga # 0, o sistema se
encontra no estado vidro de spin.

Na perspectiva da representacao de muitos vales podemos reescrever a equagao
(2.8) supondo que, no limite de N — oo, o sistema congela em um determinado
estado termodinamico [, devido ao crescimento infinito das barreiras que separam
os vales. Apds decorrido este longo periodo de tempo o sistema tera percorrido todos
os micro-estados acessiveis possiveis do vale [. Como o teorema ergddico se aplica
substituimos a média temporal pela média termodinamica do vale [. Representare-
mos qra pela média da magnetizacao espontanea ao quadrado de um vale [, onde

esta média é assumida sobre todos os vales. Temos, entao
qea = (Y PUSH? )ay (2.10)
!

onde P, é o peso estatistico presente em cada vale.

Quando invertemos a ordem nos limites da equagdo (2.8), podemos definir um
novo parametro g que ird conter as contribuicoes interativas entre os vales, devido
ao fato do limite ¢ — oo ter sido tomado antes das barreiras entre os vales cresce-
rem infinitamente (N — oo). Este parametro mede o quadrado da magnetizacao

espontanea de equilibrio e é dado por:
g = ( (S Vo, = (Q_ RSN )y - (2.11)
l

Se compararmos os dois parametros (2.10) e (2.11), vemos que eles sao iguais

quando possuirem um tnico vale. Por fim, de acordo com o método das réplicas, a
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equagao (2.11) pode ser escrita da seguinte forma
q=q"" = ((S*S)) )s, . (2.12)

com « # (3. Utilizando a simetria entre as réplicas, todos os ¢*’ sdo iguais, tornando
as equagoes (2.10) e (2.11) idénticas, caracterizando um unico estado termodinamico

e portanto,
q=(qra = (Qap; cOm a#[. (2.13)

No mesmo ano ao trabalho pioneiro de Edwards e Anderson surge uma nova
proposta para a interagdo de troca presente na equagao (2.2). Sherrington e Kirk-
patrick (SK) (1975), baseando-se na teoria de campo médio para ferromagnetos
puros. Nesta interpretacao as interagoes de troca sao de longo alcance e constantes,
atuando sobre todos os spins, mas escalonadas de acordo com o ntimero de spins do
sistema. Nesta teoria, para o hamiltoniano (2.2), é atribuida uma interagao de troca
de longo alcance J;;, que segue uma distribuicao de probabilidades gaussiana, onde
a diregao S* dos spins ¢é a unica componente levada em conta, e os somatorios sobre
os sitios i e j estendem-se a todos os pares de sitios da rede. Com o desenvolvimento
do modelo SK, que é soluvel analiticamente, grandes avangos ocorreram no estudo

do vidro de spin em uma teoria de campo médio.

2.3 Supercondutividade, Vidro de Spin e
Antiferromagnetismo

Alguns experimentos realizados na ultima década do século passado mostram a
existéncia da competicao entre as fases de ordenamento magnético e a supercon-
dutividade. Entre eles estd o estudo realizado por Chou et al. (1995) apresentado
na figura (2.5). Baseando-se em dados experimentais relativos ao supercondutor
Las_,Sr,CuO4 onde observou-se uma competicao entre as fases supercondutoras
de alta temperatura e o vidro de spin. Este material exibe uma supercondutividade
para altas temperaturas quando x > 0,05, onde neste ponto a resistividade cai para

zero. No gréfico (2.5-a) vemos o comego da irreversibilidade na temperatura de
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Figura 2.5: (a) Magnetizacao versus temperatura para Laj g6570,04CuO,4 para um
campo de 0,027 aplicado perpendicular (H||c) e paralelo (H||ab) ao plano CuOj.
As medidas feitas resfriando-se a amostra, onde se aplica um campo finito e um
campo zero, para baixas temperaturas, divergem, indicando uma irreversibilidade.
(b) Gréfico da magnetizagao remanente pelo campo magnético aplicado. A me-
dida é efetuada 1h apds ter sido desligado o campo. O grafico menor mostra a
dependéncia temporal da magnetizacao a partir do momento em que o campo foi
desligado (retirado de Chou et al., 1995).

congelamento Ty. Quando ¢ feita a medida da magnetizacao resfria-se a amostra
de T' > T} para T" < T, com campo zero; aplica-se entao um campo de 0,027
juntamente com o aumento da temperatura. Existe uma dependéncia entre o com-
portamento exibido pelo material relacionado com a prévia preparacao do mesmo
para o experimento. Neste caso as curvas de magnetizacao diferem uma da outra.
Na figura (2.5-b) estao os resultados do estudo sobre magnetiza¢do remanente para
T < T}, onde os processos de resfriamento com e sem campo sao apresentados.

O diagrama de fases experimental exposto na figura (2.6) nos mostra que este
composto Las_,Sr,CuQ, apresenta uma fase antiferromagnética para = < 0,02,
uma fase supercondutora de altas temperaturas para z > 0,05 e uma fase vidro de
spin intermediaria entre as fases.

O estudo desenvolvido por Spille et al. (1988) para o composto Ce;_,Gd,Cus2Ses
nos mostra que a coexisténcia entre supercondutividade e vidro de spin também po-
dem ser encontrada em férmions pesados, onde o pico na susceptibilidade dependente
da freqiiéncia caracteriza a fase vidro de spin.

Alguns sistemas supercondutores convencionais (SC) dopados com impurezas
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Figura 2.6: Diagrama de fases para Lay_,Sr,CuO, (retirado de Scalapino, 1995).

magnéticas apresentam uma coexisténcia entre ordem magnética e supercondutivi-
dade. O trabalho realizado por Davidov et al. (1977) que caracteriza um estado
magnético como uma fase vidro de spin, apresentou um pico similar aos da figura
(2.3) (através da andlise da susceptibilidade em funcao da temperatura), devido
a certas dopagens de impurezas magnéticas, dadas pela concentracao de x em Gd
presentes no composto Gd,Thy_,Rus. Na figura (2.7) temos o diagrama de fases
para o Gd,Thy_,Rus, onde para uma baixa concentracao de (Gd, encontramos uma
transicao da fase paramagnética para uma supercondutora. A fase supercondutora
desaparece para uma concentracao de Gd acima de 13 %, ocorrendo na temperatura
T,, que marca a transicao para o vidro de spin. Existem outros compostos como
o Gd,Cey_,Rus (Fischer e Peter, 1973), o Gd,Las_,In (Crow et al., 1966, 1967),
o Gd,Lay_, (Finnemore et al., 1965, 1968) e o Gd,La;_,Al, (Maple, 1968), que
também apresentam competicao entre supercondutividade e vidro de spin.
Podemos utilizar a teoria BCS para explicar os principais fenomenos fisicos

microscopicos associados a supercondutividade. FEsta teoria descreve, de forma
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Figura 2.7: Gréfico da temperatura de transicao para a supercondutividade, T, e a
temperatura de transicao ao vidro de spin, 7T;,,, como funcoes da concentracao de Gd
numa amostra de Gd,Th,_, Rus. Essa figura foi retirada do trabalho de Davidov et
al. (1977).

satisfatoria, os materiais supercondutores convencionais dopados com impurezas
magnéticas em temperaturas baixas. Estes supercondutores convencionais sao carac-
terizados pela formacao de pares de elétrons que interagem indiretamente via rede.
A interacao ocorre devido as vibragoes da rede cristalina, resultando na emissao de
uma particula chamada féonon. Quando um elétron se desloca na rede constituida
por fons positivos, fracamente ligados a rede, ocorre, devido a atragao coulombiana,
uma ligeira distorcao da rede nas vizinhancas do elétron. A densidade de cargas
positivas ao redor do elétron aumenta fazendo com que outro elétron que por ali
passar seja atraido. Isto devera ocorrer em um intervalo de tempo menor que o
tempo de relaxacao do sistema (que é o tempo de emissdo de um fénon). Ja que o
sistema deformado é instavel e a atracao deve superar a repulsao coulombiana entre

os dois elétrons. Portanto, a ocupacao dos orbitais nos niveis de energia, para um
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sistema de muitos elétrons com temperatura finita, deve ser ou por pares de elétrons
com spins contrarios ou permanecer vazio, sem elétrons. Esta formacao de pares de
elétrons ligados é conhecida como pares de Cooper.

Os estudos tedricos dos supercondutores (SC) de baixas temperaturas dopados
com impurezas magnéticas sao caracterizados pela utilizagao da teoria BCS, res-
ponsavel pela formacao de pares. Um modelo tedrico foi proposto por Nass et al.
(1981) para tratar os SC utilizando um hamiltoniano BCS, acrescentando entre os
spins localizados e os elétrons de condugao, uma interagao de troca s — d.

Recentemente, Magalhdes e Theumann (1999), tendo como base o modelo pro-
posto por Nass et al. (1981), estudaram a competigao entre vidro de spin e formagcao
de pares de Cooper numa visao fermionica. Magalhaes e Theumann consideraram
um hamiltoniano efetivo onde os momentos magnéticos sao representados por com-
binagoes bilineares de operadores fermionicos. Os elétrons de conducao interagem
via um termo de troca efetivo s — d (Jsq), com as impurezas magnéticas localizadas
aleatoriamente, dando lugar a uma interagao de pares efetiva BCS entre os spins
localizados, aqui representados por férmions. O modelo equivalente do problema
estd representado no hamiltoniano abaixo, dada pela interacao aleatéria entre os
spins localizados e uma interacao que favorece a formacao de pares BCS no espaco

real, ou seja, a dupla ocupacao dos sitios, entre os férmions localizados:
G629
H=-— Z JZ]SZZSJZ — N Z Cchjlcjlch s (214)
i, 2

onde c}a e ¢, a0 os operadores de criacao e destruicao, respectivamente, de férmions
localizados no sitio j que apresentam uma projecao de spin ¢. O primeiro termo
do Hamiltoniano (2.14) representa o modelo SK e responde pela fase vidro de spin,
ja o segundo termo corresponde ao modelo BCS, cuja variacao na intensidade de g
induz a formacao de pares de Cooper.

A fase antiferromagnética é uma solucao encontrada em uma classe de materiais
que nao apresenta magnetizacao macroscopica em baixas temperaturas. Esta fase se
caracteriza microscopicamente por ter seus spins ordenados num arranjo antipara-

lelo, onde os dominios sao regioes que apresentam magnetizacao em diregoes opostas
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se cancelando. Devido a aproximacao de campo médio, cada spin sofre a acao da
magnetizacao média de todos os outros spins, ou no caso do modelo de Ising, sofre a
acao dos vizinhos mais préximos. Neste caso, o termo de interacao de troca entre os
spins J;; é um termo de interagao negativa, o que favorece o alinhamento antiparalelo
dos spins que estao em subredes diferentes. Isto ocorre abaixo da temperatura de
ordenacao dos spins denominada temperatura de Néel Ty. A susceptibilidade apre-
senta um pico nao muito acentuado na temperatura de transi¢do (7 ), semelhante
a mostrada na figura (2.3).

O trabalho realizado nesta dissertacao se propoe a unir o estudo que relaciona os
estados onde ocorrem formacao de pares BCS e vidro de spin, através do hamilto-
niano (2.14), aplicando-o para o caso de duas sub-redes, com o objetivo de observar

a competicao entre as fases existentes no sistema.
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Capitulo 3

Métodos utilizados

Para alcancar os objetivos propostos na introducao utilizaremos métodos ma-
tematicos e propriedades fisicas de sistemas quanticos. Sera introduzido o forma-
lismo que trata a funcao de particao de um sistema fermionico composto de muitas
particulas idénticas. Para estes sistemas fisicos sao definidos operadores de criagao e
destruigao, os quais especificam o estado de uma particula. Os operadores do hamil-
toniano, que representa o sistema, sao expressos na forma da segunda quantizacao.

Este capitulo estd organizado de modo a apresentar na secao 3.1 o formalismo
desenvolvido para descrever sistemas formados por muitas particulas, chamado de
segunda quantizacao. Na secao 3.2 faremos um breve estudo dos autoestados dos
operadores de destruicao, denominados de estados coerentes, cuja representacao
para a mecanica quantica de muitas particulas é a mais apropriada. Estendemos seu
desenvolvimento até a formulagao das integrais de caminho fermionicas presentes na
secao 3.3. Visando melhorar a compreensao dos assuntos abordados anteriormente,
¢ importante utilizar algumas propriedades relacionadas a algebra de Grassmann,
esta algebra sera discutida em detalhes no Apéndice A. Como base bibliografica para
a primeira parte do capitulo 3 foi utilizado o tratamento de Negele e Orland (1988),
que discute os métodos tedricos e fisicos desenvolvidos para sistemas quanticos de
muitos corpos.

A técnica desenvolvida na secao 3.3 serd utilizada para caracterizar o vidro de

spin fermionico [31], e descrevé-lo detalhadmente na segdo 3.4. Baseando-se no
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método das integrais de caminho fermionicas e num modelo quantico de spins inte-

ragentes, os efeitos quanticos na transicao vidro de spin sao igualmente investigados.

3.1 Segunda Quantizacgao

Um formalismo analogo a representacao de coordenadas, para a mecanica quantica,
foi desenvolvido para sistemas quanticos de muitas particulas idénticas. Nestes sis-
temas com um numero infinito de graus de liberdade sao definidos operadores de
criacdo (c,) e destruicio (c,) que especificam o estado de cada particula. Quando os
operadores de interesse fisico sao expressos em termos destes operadores de criacao
e destruicao dizemos que sao representados em segunda quantizacao. Estes opera-
dores criam e destroem particulas em um estado especifico, que podemos chamar de
a e representam o estado do sistema. Em virtude disso, necessitamos construir uma
base onde sera desenvolvida a élgebra destes operadores, ou seja, funcoes de onda so-
bre as quais eles atuam. As funcoes de onda sao expressas como produtos tensoriais
de fungoes de ondas de particulas tnicas (Jag, g« -ay) = |ag) @ |az) @ - - R |an))
e pertencem ao espaco de Hilbert Hy (Hy = H® H® ---® H) onde H é o espago
de Hilbert para uma particula. Fisicamente, o espaco Hy é gerado por combinagoes

lineares dos produtos de funcoes de onda de particula tnica

Uy = Z ai¢a1 (F1)¢a2 (FQ) s ¢01N (FN) : (31)

i=1

O estado do sistema podera ser representado por uma combinacao linear das
funcoes de ondas nao interagentes. Sendo as particulas indistinguiveis umas das
outras e o numero total de estados ocupados igual ao niimero de particulas N do
sistema as informagoes essenciais estarao contidas no nimero de particulas que ocu-
pam cada estado.

Um férmion é uma particula com um spin semi-inteiro, como o elétron (com spin
1/2), por exemplo. Em se tratando de sistemas fermionicos, o principio de exclusao

de Pauli requer que a funcao de onda mude de sinal na troca de qualquer par de
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férmions, ou seja,
Yu(r1)Pa(7a) = =1 (72)h2 (1) - (3.2)

A consequiéncia é que nao mais que um férmion pode ocupar um dado es-
tado quantico, sendo admissivel somente que o estado esteja vazio, com uma tnica
particula, ou duas particulas com spins contrarios. O espago fermionico de Hil-
bert Fy'! é formado pelas funcoes de onda que apresentam estas propriedades de
anti-simetria.

A acdo destes operadores ¢l e c, sobre um determinado estado |a; ag - --ay)
que pertence ao espaco JFp, corresponde a uma particula no estado a;, uma no
estado am, e assim por diante até por fim uma no estado ay. E conveniente que o
estado esteja em uma base ortonormal, cujas relacoes dos operadores atuando nestes
estados é dada por

i _ o ag - --ay)  seoestado |a) € |ag -+ - ay)
cllag ...ay) { 0 se o estado |a) € |ay -+ - an) (3.3)

onde fisicamente o operador ¢/, adiciona uma particula no estado |a), no estado em

que este opera, €

Caplar -+ ay) = { g 10y ran) e |ap) € |ag - an) (3.4)

0 se lay) & log - -an)
que ao atuar em qualquer estado aniquila a particula deste estado. Na auséncia de
particulas no estado |a), ¢, sera zero.

O operador ¢, atua sobre o espago Fy1, nao operando dentro de um espago
Fn, como vé-se na equagao (3.3), conseqilentemente, definimos o espago de Fock F

como a soma direta dos espacos fermionicos:
F=FoF®  OFy O - . (3.5)

Também é 1til definirmos o estado de vécuo, denotado por |0), que representa um
estado sem particulas, sendo Fy = |0) e F; = H. Verificamos com a equagao (3.3)

que qualquer elemento da base podera ser gerado por sucessivas agoes do operador

LFNn é o espaco que contém as funcoes de onda anti-simétricas do espaco Hy, definido como
sendo simplesmente o N-ésimo produto tensorial de particula tinica no espaco de Hilbert H.
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de criagdo no vécuo, como mostra a expressao |ay as ---ay) =, ¢ -l |0).
Convenientemente utilizaremos {|0), |a;), |o; ag), -} como base para o espago
F.

As propriedades de anti-simetria dos estados de muitas particulas, ou seja, das
funcoes de onda de um sistema fermionico, impoem relacoes de anticomutacao en-
tre os operadores de criacao e destruicao, no formalismo de segunda quantizacao.
Para qualquer estado oy s -+ a,) e qualquer estado de particula tnica |a) e |3)

encontramos uma relacao cuja atuacao é vélida para qualquer estado

cL c%[@l ag ) = |lafaay o)
= C‘ﬁaal s Oén>
= ch cllog ag ---ay) (3.6)
e
Ca CHOQ ay ) = Colfar ag cap)
n
= 5015’041 %) an> +ZCZ 501041- ﬂ (651 afz an>
i=1
= daplar ag ) + ¢ CL Calon g -+ )
= (bap+ ¢l ca)lar az - ran) (3.7)
com
n
c% Colon g - ay) = ZC”l daey|B Q1 -Gy - ay) (3.8)
i=1
sendo ( = —1 para férmions, satisfazendo a equagao do operador
el CL =( cg - e
Ca CL =( cg Co + 0ap - (3.9)

Assim as relagoes podem ser satisfeitas da seguinte forma

{CL,Cg} =cl Cg —C CL ch =cl Cg —(-1) CL ch = CLCL + CgCL =0, (3.10)

{Carcp} =ca cg—( g ca =co cg— (—1) c5 ca = Catg+ cpco =0, (3.11)
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{ca, c}}} =c, CE —C cg Ca = Cq CE —(-1) CL Co = cacL + c}ca = 0ag (3.12)

levando em conta que definimos o operador ¢, como adjunto do operador ¢, sa-
tisfazendo uma relagdo adjunta a encontrada em (3.9) . A sobreposi¢ao de dois
estados fermionicos, uma base ortonormal e seu estado antisimétrico, podera, enfim,
ser calculado da forma

> (=1P(Bilag) -+ (Bnlagn) para N = M

(B1- Bnlar - -an) = » . para N 2 M ,(3.13)

onde as possiveis permutacoes sao dadas por p.

3.2 Estados Coerentes

Os estados coerentes sao definidos como auto-estados dos operadores de criacao e
destruicao. Sua base é analoga a base dos auto-estados dos operadores de posicao e
momento em mecanica quantica. Sua idéia é similar a deducao das integrais de cami-
nho de Feynman, todavia, agora determinando as integrais de caminho fermionicas
para sistemas de muitos corpos.

Para encontrar os auto-estados dos operadores de criacao e destruicao, usando
os mesmos principios das integrais de Feynman, e tratando o problema fermionico
numa abordagem de segunda quantizacao, nés podemos expandir um vetor geral do

espago de Fock, denotado por |¢), na forma

0) =" > Garealor-an), (3.14)

n=0 ai--an
onde |¢) tem necessariamente seu componente com um niimero minimo de particulas.
Ao aplicarmos o operador de criagao no vetor, o niimero minimo de particulas em
|p) é acrescido por uma particula. Assim, o estado resultante poderd nao ser um
miultiplo do estado original e, portanto, um operador de criagdo nao pode ter um

auto-estado no espaco de Fock. Por outro lado, obtemos sucesso na construcao de
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um auto-estado do operador destruicao, a acao deste operador sobre vetor (3.14)
decresce o niimero maximo de particulas por um. Como |¢) pode conter compo-
nentes com todos os numeros de particulas, a priori nada proibe a existéncia de
auto-estados do operador de destruicao. Portanto, os estados coerentes sao defini-
dos como auto-estados unicamente dos operadores de destruicao.

Os operadores fermionicos apresentam relacoes de anticomutacao que sao muito
relevantes na obtencao dos estados coerentes fermionicos, definidas nas relacoes en-
contradas nas equagoes (3.11), (3.10) e (3.12). A fim de acomodar a caracteristica
incomum de anticomutacao dos operadores precisamos introduzir variaveis antico-
mutadoras, denominadas varidveis de Grassmann (ver Apéndice A). Logo, para cons-
truir estados coerentes para férmions, que sao auto estados do operador destruicao,
é necessario usar relagoes de anticomutacao. A algebra relacionada a estas relagoes
é chamada &lgebra de Grassmann {¢,, ¢’ }, que traz a seguinte associacao entre os

operadores:

Co & Go 5 Cho@F (3.15)

[

e especificando as relacoes de comutagao para tratar expressoes contendo a com-

binacao das variaveis com os operadores, teremos:

(d)aca)T = Clﬁbz ; (d)zca)T = CaPa - (316)

Apés definirmos uma algebra de Grassmann para a construgao dos estados
fermionicos, podemos entao construir o espaco generalizado de Fock, como o espaco
constituido pelo conjunto de combinacoes lineares de estados pertencentes ao espaco
de Fock F, com coeficientes nas varidveis de Grassmann. Qualquer vetor [¢)) no

espaco generalizado de Fock pode ser escrito como
|¢> - Zﬁa\%% (317)

onde 7, representam variaveis de Grassmann e |¢,) vetores do espago de Fock.
Definimos um estado coerente fermionico, pertencente ao espaco generalizado de
Fock, na forma:

[6) = e~ Zatock|0) = TT(1 — dach)0), (3.18)

«
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onde ¢, sao variaveis de Grassmann. A segunda igualdade da equacao acima foi
obtida através do fato de que qualquer funcao analitica definida sobre a dlgebra de
Grassmann ¢ linear (propriedade A.5).

Verificando se a equagao (3.18) define um estado coerente, temos
cald) = cs [J(1 = dach)l0), (3.19)

usando a relacao gzﬁacllgbﬁc; = gb,gcgqbacj; para o # [, e ainda as propriedades de

anticomutagao, cs|¢) assume a forma
cslo) = I = dach)es(l —duchl0) , (3.20)
aF#p

reescrevendo o tltimo termo e utilizando a relagao ¢zps = 0, temos

co(1— dach)|0) = 0 + dpepch |0) = gl0)
= ¢5(1 — dpch)|0) . (3.21)

O estado |¢) representa um estado coerente se a igualdade cg|p) = ¢g|¢) for

encontrada. Efetuando uma substitui¢do da expressao (3.21) em (3.20), encontramos

cplo) = ] = ¢ach)da(l — ¢pch))|0)
a8

= ¢5H ¢ac ’0

e portanto, o vetor (3.18) representa um estado coerente.

Para expandir qualquer vetor do espago generalizado de Fock em termos dos
estados coerentes utilizamos o operador unitario Z. Este operador nos ajuda na
deducao das integrais de caminho fermionicas, isto é, obter através dos estados
coerentes uma integral funcional para o operador de muitos corpos. Utilizando as
varidveis de Grassmann ¢, ¢, e os estados coerentes |¢) e (¢|, podemos escrever o

operador unitario da seguinte forma:
— [ TLdssdsne =510 (o]. (323)
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Tomando dois vetores quaisquer da base F, onde a igualdade abaixo seja valida

<a1 v 'an|I‘6l o 6m> = <051 o 'O‘n‘ﬂl o ﬁm> ) (3‘24)

podemos dizer que Z é unitdrio, e a identidade (3.24) se confirma para os demais
vetores do espaco, os quais sao combinacgoes lineares dos elementos da base F. A
expressao encontrada para o lado esquerdo de (3.24) usa a propriedade do autovalor

dos estados coerentes (3.21), pela qual obtemos

<a1 o Qn‘¢> = <O’Can o 'Ca1‘¢> = ¢an o '¢a1 ) (325)

e as equacoes adjuntas analogas com a forma

(@51~ Bm) = @, - B, - (3.26)

Deste modo, temos
(-~ ol Z|By - B) = / [ dézdgae™ =0 ar -+ anld) (@151 Bm) , (3:27)

e utilizando em conjunto as equagoes (3.25) e (3.26), a equagao (3.27) podera ser

escrita na forma
(a1 -l T11 - B = / [1 462001 — 6:60)00, -+ Gus, -5, (3.28)

O resultado obtido para o calculo da integral na expressao (3.28) leva em conta
dois casos que sao: n # m e n = m. No caso n # m, para um estado particular ¢

(ver equagoes (A.1), (4.5) e (A.9)), os resutados se assemelham a

[assaosi-oien{ =40 (329

se n # m a solugao é nula, portanto (aq - a,|Z|G1 -+ Bm) = 0. As possiveis inte-

grais, no caso de n = m, com solucao para um estado particular ¢, sdo escritas

5 Ps 1
/ d6dos(1 — Bids) | dsby =4 O . (3.30)
1 1

A integral na equagao (3.28) sera distinta de zero se cada estado ¢ estiver ocupado

ou desocupado simultaneamente em (o - - - | € |81+ - - B,), 0 que requer que n = m
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e que {1 - - -, } seja alguma permutagao P de {3y ---3,}. Neste caso, a integral é

. *

calculada facilmente escrevendo ¢, « + - @a, p, - - @5, = (=1)P¢q, =+ as o P

onde (—1)F foi acrescentado para satisfazer as relacoes de anticomutacao ocorridas

em ¢p ---¢p . Anticomutando as varidveis de Grassmann um ntimero par de vezes,
. . . .

deixamos ¢, - - - ¢, @4, - - - @5, em uma forma equivalente a (3.30), tal que ¢, - - -

o @y - Pl = Py Py PPy * P P, » cOm (3.28) assumindo como resultado a

expressao:

(-1 sen=me{ar - a,} ={Bp1 Bpn}

(o anlZ|Br -+ Bn) = { 0 caso contrario (3:31)

O lado direito da equagao (3.24) pode ser calculado de acordo com a expressao (3.13),

quando consideramos a ortonormalidade dos vetores da base F. Entao, encontramos

(D sen=me{ar--an} ={Bp1- Bra}

{ar - om|Br - fn) = { 0 caso contrario - (3:32)

Obtemos dessa forma uma identidade quando comparamos as equagoes (3.31) e
(3.32), e concluimos que Z é um operador unitério.

Um resultado pratico é o calculo do elemento de matriz de um operador U(c! , ¢, ),
em que os operadores de criacio estdo a esquerda dos de destruicao, sendo (¢| e |¢')

estados coerentes, dado pela expressao

(B|U(chsca)ld’) = (610U (7, bs) - (3.33)

Através da equagao (3.18), obtemos o elemento de matriz do operador U(cl, c,)

.7 . !
em termos das varidveis de Grassmann ¢}, e ¢, dado por

(DU (ch, ca)|¢) = eXe®aU (45, 0,,) - (3.34)

3.3 Integrais de Caminho Fermionicas

O uso da integral de caminho de Feynmann pode ser estendido para sistemas
de muitas particulas. Esta técnica nos permite escrever a funcao de particao em
um tratamento de segunda quantizagao, ou seja, descrita em termos dos operado-

res de criacao e destruigao, onde estes operadores sao substituidos por variaveis
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de Grassmann. Para o caso de férmions que possui operadores que anticomutam,
estabelece-se de modo natural o ordenamento temporal dos mesmos. Esta proprie-
dade sera utilizada no desenvolvimento dos calculos.

Inicialmente, escrevemos a funcao de particao no ensemble grande canonico,
que descreve um sistema em equilibrio com um reservatério simultaneamente de
particulas e térmico, com o qual ele pode trocar particulas. A descrigao dos estados
em que o sistema e o reservatorio possuem energia total e niimero de particulas
fixas, nos leva a uma probabilidade de observar o sistema com energia E e niimero
de particulas N dado por exp[—F(E — uN)]. Além da energia média do sistema, o
nimero médio de particulas é fixo e controlado pelo potencial quimico u. Represen-

tamos a funcao de particao pela expressao:

A A

Z =Trexp[—p(H — uN)]| , (3.35)

onde a energia do sistema é dada pelo operador hamiltoniano escrito em segunda
quantizacio H = H (cl,ca), 1 o potencial quimico, 3 o inverso da temperatura e
N = 3., ¢l co 0 operador niimero, cuja soma em « percorre todos estados.

O estado {|n)} define uma base ortonormal no espago de Fock. Podemos entao,
calcular o traco, ou seja, a soma dos elementos da matriz diagonal, elementos estes
que sao os autovalores do operador atuando em uma base discreta, obtemos

Z =3 (n] exp[~B(H — pi))|n). (3.36)

n
Construindo a funcao de particao com base nos estados coerentes fermionicos,
introduzimos o operador unitério (3.23), definido anteriormente na equagao (3.36),

e obtemos
2= [ TTd¢idowe S aloy@lexpl-B(H ~ p¥lln) . (337

Os estados coerentes fermionicos sao combinagoes lineares dos elementos da base
do espaco F, cujos coeficientes contém numeros de Grassmann. Devido as proprie-

dades de anticomutacao destes niimeros, temos

(nl@) (@' In) = (~¢'In)(nle) - (3.38)
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Reescrevendo a equagao (3.37), fazendo uso da expressao (3.38), chegamos em

uma funcao de particao escrita na forma
2 = 3 [ TT oo =50 (ol expl- 50 ~ p)]in)nlo)
— [ T aducdone B siom (=gl expl-G(H — ux)o) (3.3

na base dos estados coerentes. Os operadores de segunda quantizacao seguem a
notacao O(cf,c), de forma que o ordenamento seja normal, o que significa que os
operadores de criacao ficam a esquerda dos de destruicao. Desse modo, supondo

H(ct, ¢) um operador em ordem normal, calculamos a seguinte expressao:

A © 1At )
eaH(cT,c) _ Z[g (C,C)]

— n!

OO&”:HCT,C”: OOeS”HcT,c” ooe”:f[cT,c”:
-y [(')]+ [(|)]_Z [(')]

n=0 n: n=2 ’ n=2 s

~ A

- ;eafﬂc*@:+522ﬁ{[ﬂ(a,c)]n+2—;[H(CT,C)]” Y. (3.40)

A expressao (3.40) nos fornece os elementos de matriz de um operador esH (o)

na base dos estados coerentes, dado por

(Ble gy = (9] [: " +O()] 1) (3.41)

onde a equagao (3.34) nos auxilia para encontrarmos a igualdade abaixo
(8]e=("9)| ¢} = eXa9iba oXacH(@iba) L O(c2) | (3.42)

com aproximacao na ordem de 2. O operador H (gbz,qb'a) tornou-se entao, uma
fungio das varidveis de Grassmann ¢% e ¢, .

Este resultado encontrado na equagao (3.42), como alternativa para o célculo da
fungao de partigao, se torna vidvel se o fator 3 da equagao (3.39) assumir valores da
ordem de €, ou seja, subdividindo 8 em pequenos intervalos, que podemos associar
a tempos imaginarios, para que as relagoes de comutacao dos operadores quanticos,

presentes no hamiltoniano, possam ser negligenciadas. Se compararmos a funcgao

30



de particao (3.39) com a soma dos elementos da diagonal da matriz do operador

evolugao temporal:

U(B5ts; Goti) = (Gat ple T =)

bati) (3.43)

vemos que a equagao (3.43) se assemelha ao ultimo termo da equagao (3.39), quando

impomos as condigoes antiperiddicas de contorno de modo a termos

bty = bai  Dhy, = 0% (3.44)

A . i(tp—t . .
tornando possivel identificar § = % como sendo uma unidade de tempo ima-

ginario. Desse modo, reescrevemos a funcao de particao como segue

Z = / [Tasideae = (=olexpl—(ry — m)(H — pW)]g),  (3.45)

sendo 3 = 77 —7;, onde 7 representa 7t com as unidades redimensionadas para i = 1.
Podemos idealizar o intervalo de tempo imagindrio 3 = 7y —7; como a soma de vérios
intervalos de tempo de tamanhos €, conseguidas quando dividimos o intervalo em
M partes iguais:

Ty — T4
5 7 (3.46)

Quando fazemos 7; = 0, temos 7, = Me, a equacao (3.45) serd representada na

forma
* N N M
7= [TLaid6ue Zesitn (=] (exple( = uN)) 16) . (347

Introduzido M —1 vezes o operador unitério (3.23) e assumindo que M é grande,
podemos separar cada etapa da evolucao do operador tempo imaginario da equacao
(3.47), estabelecendo um indice k (kK = 1,2,--- ;M — 1), que expressa a ordem

cronoldgica. Portanto, a funcao de particao sera

-1

- Ghba oy D) brsbak
Z = A}Enw/nd¢3d¢ae o /H Hd¢z,kd¢a,ke k=1 «
a k=1

67

(—¢| exp[—e(H — puN)]| dar-1){(bara] - --
+ o |¢1)(d1| exp[—e(H — uN)] |¢). (3.48)

X

X
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Impondo condigoes de contorno antiperiodicas, dadas por

Pa0 = Pas Dot = —Pq (3.49)

e definindo a variavel ¢, = —da 1, & equacio (3.48) proposta, é definida como

M
y DIPBLATH
z = g [T[T]a00doue 0

x (=] expl—e(H — uN)]|¢ar-1) 1:[ (&) expl—e(H — uN)] [é-1)
x (] exp[—e(H — uN)] |9). (3.50)

Utilizamos a aproximagao (3.42) para obter um resultado correto até segunda
ordem em e. Devido a anticomutatividade dos operadores de criacao e destruicao
na equagao (3.50) nao é permitido calcular os elementos de matriz diretamente.
Supomos também que H (cf, c) estd em ordem normal, possibilitando a dedugao da
integral de caminho. Temos para (3.50) a seguinte aproximagao:

M
Z ~ llm / H H d¢z,kd¢a,ke_ ZQ/[:1 Ea qu;’k(z)a,k

M—oo
k=1 «

«

M-1
x(=¢| : exp[—e(H — uN)] : | ¢ar1) exp { S [0 ko
k=2
+ =& (H(@} 1 baia1) — KB xPak—1)] } (@] : exp[—e(H — uN)] : [¢) , (3.51)

que, com as condigoes antiperiédicas de contorno aplicadas, se torna

M
Z ~ ]_lm / H H dd):;kdqba’ke_ Z}Icwzl Ea (z)?;’kqba,k

M—o0
k=1 «

M
X exp {Z > (bt sban-1 — (H(Oh ki bak—1) — 1 O s Pai—1)] }

k=2 «

X exp {Z [_¢z,1¢a,M — £ (H(¢Z,1§ _¢a,M) +p ¢Z,1¢a,M)} } . (352)

[e%

Contudo, se evidenciarmos ¢, desprezarmos os termos da ordem de €2, utilizar-

mos a definicdo ¢, = —¢@o, 1 € finalmente, reagruparmos alguns termos, podemos
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reescrever a ultima equacao:

M
2~ tim [ T T d i d 0
k=1 «
J ¢a k= ¢a k—1
X exp —52 Z [¢Z,k (f — W ¢a,k1) + H(d5 1 ¢a,kz1)] (3.53)

k=1 «a
Quando utilizamos a expressao (3.42) na equacao (3.53), os operadores c' e c
foram substituidos por varidveis de Grassmann, tornando-se necessario desenvolver
técnicas para solucionar integrais sobre essas varidveis (ver Apéndice A). A ex-
pressao (3.53) poderd ter uma notacdo de trajetdria, associando-se ¢ (7) e ¢o(7)
com varidveis deslocadas por um passo ¢, ;. € @q -1, respectivamente, que vai nos
permitir reescrever H (¢}, ;.; ¢ax—1) por H(¢%(7); ¢a(7)). No limite de M tendendo
ao infinito, o somatorio em k podera ser substituido por uma integral em 7, com a

diferenga dada por
Gai = oot _ Galr) = dulr—2) _ &

€ € or

(1) . (3.54)
Desse modo, obtemos para a funcao de particao a equacao:

2= [ DEe)
B
< exp (— / dTZ{cbZ(T)[a%—u]cba(f)+H(¢Z(T);¢a(7))}> (35)

[0

onde a primeira relacao é dada pela notacao:

/¢(ﬁ):¢() (9a(7)da(r)) = lim_ / H H d @or d Ga - (3.56)

Os limites de integracao nos remetem as condicoes antiperiddicas de contorno para
sistemas fermionicos.

Para ilustrar algumas aplicagoes das integrais de caminho fermionicas apresen-
taremos na préxima se¢ao um estudo de revisao relativo ao vidro de spin fermionico
(Theumann e Vieira Gusmao, 1984 e Theumann et al., 2002) que utiliza a equagao

(3.55) na obtengao da fungao de particao.
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3.4 Vidro de Spin Fermionico em duas sub-redes

O modelo de vidro de spin SK foi reconhecido por muito tempo como o modelo
mais apropriado da descricao de campo médio do vidro de spin. Bray e Moore
(1980a) aplicaram o método das réplicas no modelo SK, generalizado para sistemas
vidro de spin quanticos, ou seja, utilizando operadores quanticos para descrever os
spins. No trabalho citado foram investigadas as propriedades do modelo Heisen-
berg quantico, cujas interacoes de troca sao de longo alcance, acoplando todos os
spins do sistema e que segue uma distribuicao de probabilidades gaussiana. Através
do método das réplicas, da aproximacao estatica e da transformacao de Hubbard-
Stratonovich (Sherrington, 1971), o problema efetivo foi reduzido ao de um tnico
sitio. Usando a aproximacao estatica as fungoes de correlacao spin-spin tornam-se
independentes do tempo, fornecendo um limite superior para o potencial termo-
dinamico e na localizagao da temperatura de transicao ao vidro de spin.

Os operadores de spins 5?] obedecem padroes nas relacoes de comutagao, dados

por
Sj X Sk = Z'(Sj,ij s (357)

onde utilizando as defini¢bes S¥ = S +S5- e S¥ = i(=S; +5;) (Theumann e Vieira

Gusmao, 1984), podem ser reescritas e assumem as formas
(S, 57] = FidjnSy [S7,85]=28;,57 . (3.58)

Uma dependéncia ficticia do tempo 7 nos operadores de spin 57](7') foi entao in-
troduzida. Desse modo, estabelecido o ordenamento temporal da funcao de partigao,
os operadores sao tratados como “c-numbers”e portanto, estes operadores serao co-
mutaveis.

Theumann e Vieira Gusmao expressaram os operadores de spin em termos de
combinagoes bilineares de férmions com spins, sugerindo uma formulacao fermionica
que utiliza integrais de caminho (equacdo 3.55) para estudar o modelo de Ising

quantico na obtencao do vidro de spin. Partindo deste trabalho, o hamiltoniano
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estudado, para o caso de duas sub-redes, é dado pela expressao:
Ho=—) JySiSs; —hy (S5 +55) . (3.59)
ij j

Os sitios sao representados pelos indices ¢ e j e as subredes A e B pelos niimeros
1 e 2, respectivamente; com a soma se estendendo sobre todos os N pares distintos
de sitios da rede. Os operadores de spin, presentes na equagao (3.59), sdo escritos
em segunda quantizagio para satisfazer as relagoes de comutacao (3.58), e expressos

como combinagoes bilineares de férmions, dados por
.1 R
Sy = i[nm’T — pj] (3.60)

onde os operadores de criacao e destruicao de particulas nos sitios j sao dados por
Npjo = c;jacpja, com o sendo as projegoes de spin (0 =7 ou |) e p = 1 ou 2 os indices
nas duas sub-redes. Os valores assumidos por 7., para sistemas fermionicos, sao
zero ou um. O operador fermionico 5*;]. atua sobre os estados: vazio e contendo um
ou dois férmions por sitio (spins antiparalelos). Neste caso os possiveis autovalores de
S*;j serao 0, j:% ou 0, respectivamente. Os auto estados do operador S*;j sao quatro:
vazio; T; | ou T/; diferenciando-se do modelo quantico de spin de Bray e Moore,
que apresenta apenas dois auto-estados com o =1 ou | [2]. Neste trabalho levamos
em consideracao a diferenca no nimero de estados por sitio no calculo da funcgao
de particao. As formulagoes fermionica e quantica de spin se tornam equivalentes
quando fixamos um férmion por sitio no modelo fermionico. Restringimos, portanto,
o numero de férmions que podem ocupar cada sitio; para isso, usamos a restricao
Nipit + Npiy = 1 [33] na funcdo de particdo. No trabalho de Theumann e Vieira
Gusmao, o caminho sugerido foi outro ao fixar o potencial quimico para que a
ocupacao média por sitio seja de um férmion.
Os acoplamentos aleatérios J;;, sao distribuidos com uma dada densidade de

probabilidade que segue uma distribuicao gaussiana:

N — (Jij + Jo/N)”
w2 P 272/N

P(J;;) = (3.61)

A funcao de particao é escrita no ensemble grande-canonico, como mostra a

equagao (3.35), com o trago Tr do operador sendo a soma da diagonal principal da
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matriz dos autovalores, # o inverso da temperatura, o nimero total de particulas
N = > ; (njy +nyy) e p o potencial quimico. A funcdo de particdo no formalismo de

integrais de caminho fermionicas (equagao 3.55) ¢ dada neste caso por

2= [ Dlsjo,) o (3.62)

com a notacgao utilizada sendo a mesma da referéncia (3.56), onde acrescentamos

uma soma sobre os spins, e obtemos

/D %3 %l = hm HHH H Adp .o 1APp sk - (3.63)

klp Jj o=T,1

A agdo A encontrada na equagao (3.62) é dada por

A= / dr {ZZ > Ghol7) +up>¢ma< ) — H(qs;j(r),qbpm)} :
Lo (3.64)
com 7 = it representando o tempo imaginario. Os operadores fermionicos foram
substituidos, como o visto na secao 3.3, pelas variaveis de Grassmann dependentes
do tempo 7: ¢5:(7) e ¢p;(7). As fungdes dependentes do tempo imagindrio ¢, (7)

e ¢;j0(7), possuem representacoes em séries de Fourier
¢p]a Z 6*an7/ﬁ¢p]0(wn) € p]a Z elwnT/ﬁqsp]a(wn) ’ (365)

onde foram escolhidas as freqiiéncias w,, = (2n+1)m de modo a satisfazer as condigoes

de contorno anti-simétricas do problema

Ppjo (T + 0) = =bpjo(T) G (T + 0) = =¢75,(7) (3.66)

sendo as transformadas inversas de Fourier para as varidveis de Grassmann
; ‘ 3
Do (w0n) = / dr 6708, (7) e @ (wn) = / dr e" = l3gn (7). (3.67)
0 0
A integral tempo imaginario 7 da expressdo (3.64), poderd ser substituida por
um somatorio sobre as freqiiéncias w,. Atribuimos, de modo explicito, as séries

de Fourier (3.65) em cada um dos termos do hamiltoniano (3.59). Obtemos desta
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transformada inversa, seguindo diretamente das propriedades de ortogonalidade,

uma equacao para a acao

A=A+ Ays (368)

sendo
=3 Gho(wn) liwn + Br+ 581/2] $pjo(wn) (3.69)

pJ Own
AVS - Zﬂ']” Z Sll(Qm)SZJ(_Qm) ) (370)
] Qm
e

ZZ [ ¢1JU wn + Q )¢1ja(wn) 5 (371)
onde s = 1 ou —1 se 0 =] ou |, respectivamente, e ainda S,; = S;;, com as

somas sobre w, = (2n+ 1) e Q,, = 2mn (n,m = 0,£1,£2--) representando as
freqiiencias de Matsubara para férmions e bdsons. Seguindo a andlise do vidro de
spin fermi6nico feita por Theumann e Vieira Gusmao (1984), no somatério em 2,
da equagao (3.70) é mantido somente o termo onde ,, = 0. Logo, o problema é
restringido a uma aproximacao estatica onde se ignora as correlagoes no tempo dos
operadores de spin.

A funcao de partigao possui uma varidvel aleatéria J;; associada ao termo Ayg.
Isto devera ser considerado quando calcularmos o potencial termodinamico. Calcu-

lando a média configuracional desse potencial temos
ﬁQ = _<1D(Z)>Jij > (372)

logo, (-- ), representa a média relacionada a densidade de probabilidade (3.61).
Para obtermos uma solucao no calculo da média sobre o logaritmo da funcao de

partigao da equacao (3.72), devemos contornar algumas dificuldades analiticas. Isto

é obtido com o auxilio do método das réplicas , que gera o potencial termodinamico

por sitio, como mostra a equagao

B2 . 1. (2", -1
— = lim |——lim J

- 3.73
N Noc| 2N n50 n ’ ( )
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onde a média sobre a desordem é dada por

@, = | U ployas) [ I Mj@

exp [Z < (S +2J%N + BJ;; ZS%S%) + ZA“

ij

X

(3.74)

Aplicando a técnica matemdtica de completar quadrados na equagao (3.74) e
solucionando as integrais em .J;;, obtemos uma média sobre a funcao de partigao

replicada
JTLDloss1e |- 45
a=1 a=1
/32J2 - O( O( /BJ O( O(

Que por sua vez pode ser reescrito como

/ lj DI 6] exp {2_) A
A (Ssess) (5]

p=1

2 2
2J2 n 2
- 54 s <Z S%SH+ ZS;ESZ) -y <Z S;;Sfp> 76)
p=1 J

a,f=1 J

Linearizando o termo quadratico encontrado na equagao (3.76), através da trans-

formagao Hubbard-Stratonovich (Sherrington, 1971), encontramos

d 1 1
Vdet(A / H 4 exp (—ixjAjkxk + Pﬂ@) = exp (inA;klPk) . (3.77)

logo, os indices repetidos denotam uma soma. O surgimento desses campos au-
xiliares x;, acoplados ao sistema através da transformacao, podem assumir uma
interpretacao relacionada com os parametros de ordem na formulacao de integrais
funcionais.

Com a ajuda da equacao (3.77) o termo quadratico, presente na expressao da
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fungao de partigao replicada (3.76), podera ser reescrito

. *Q L > 1 * 1 o 1
) = /EDW’J' d’j]/_wyd%ﬁm/_wpgﬁd%ﬁm/_wgd%m
o 1 - 1
< [ TlaMp—= e DL EEIICIE Y QM

paﬁ
1 BJ a of a of
-5 > My, + VaN Z > Qap(ST57; + 55,55)
pa af

+ ZZQMS%S;M/“ZZM 52+ 55)

p,Jj af

\/ % Z > Mpas;;.] : (3.78)

Trocando de ordem as integrais, juntamente com as mudangas de variaveis Q)o3 =

ﬂ‘]\)—ﬁqa@, Qpas = \/\—quag, o = VBJoNmy e My, =/ BJyNm,, no campo real,

chega—se na expressao

0 = [ T2 [ T 22 [ Loy

* [BJoN NFPP o NEP
/oola;[dmap o P | T zp;qaﬁ_ 1 quaﬂ

paB
_ ﬁJQONZmi ﬁJON )/HD ¢ ¢5] exp <ZA°‘

2J2
v L PR sz-sus;;s@ )+ i S S sy,

j pj af

+ zﬂJOZZma o+ S%) —i—ﬁJOZZmap ) : (3.79)

X

onde temos o problema original reduzido a um unico sitio, com interagoes entre as
réplicas, como mostra a equagao (3.79). Suprimindo a dependéncia do sub-indice j

dos operadores, por se tratar de um sitio apenas, podemos representar a funcao de
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particao replicada, na forma

Z(n) = N/OoHdma/ooHdmap/deQaﬁ/Zquaﬁp

SSIEN —00 4p 0 o8 afp
BJ BJ
X exp | =N <70 Z(ma>2 + 70 Z(map)2
«a ap
ﬂ2J2 ﬁ2,]2
+ 4 Z(qaﬁ)Q + T Z(QQﬁp)Q - ln Aa 5 (380)
af aBp

onde N serd

(BN (VA"
v () ()" -

tendo A, definido como
- *Q Lo & «a ﬂ2‘]2 a B a qf
Ao = [T Dl e exp |3 A5+ ==>" (qaﬁ(sls1 + 5259

a=1 a=1 af

+ iquaﬁsz?sf) + 80 <ima(5f+5§‘) +Zmap5;2‘>] - (3.82)
P P

(%

As solugoes ponto de sela da equagao (3.80) geram as equagoes para os parametros
de ordem, podem ser interpretados partindo-se da equacdo (3.82), efetuando-se as
derivadas na expressao e separando os casos em que o # (3 e a = 3. Neste caso
encontramos o parametro de ordem g, que, de acordo com Sherrington e Kirkpatrick
(1975), representa a fase vidro de spin (ver equagao 2.13), dado por

G == o (55 S) (383)

P a#ffB

L DIOM(CALE (380

p o=l
Podemos calcular a magnetizacao por sitio m, e a susceptibilidade estédtica x,.

Definindo a magnetizagao na forma

m, = % SOS s (3.85)

p a=1
e introduzindo a susceptibilidade estdtica como um novo parametro de ordem,

definindo-a na forma

% = % _ %Z S (sesy (3.86)
p aB
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onde, utilizando as equacoes (3.83) e (3.84) escrevemos ¢, na forma
T =Xp+ap - (3.87)

Retomando a expressao (3.82) substituindo as equagoes (3.83) e (3.87), chegamos

na expressao

Ao = [ TI DI 6 exp |32 A5 — 280m (S5 +5)+ 600 3 my 3 55
oa=1 oa=1 a p o

+ B <q D (S98Y +8889) + (g + X)) D _[(S5)” + (S&)Q])

a#( «

- 62‘]22( > s088 ¢ qp+xp)Z(S;)2)]. (3.88)

a#f a

Definidas as correlagoes entre os operadores de spins, nas diferentes réplicas, obtemos

DY oSS =105 =) (%”‘)1 : (3.89)

p a#B P « o

0 que nos permite reescrever a equacao (3.88), e encontrar

Ao = [T DEo)ew
+ B (g[(Z SP)? + <Z S$) + X Z[(Sf‘)2 - (5;)2])
225 (eS|

Utilizando, mais uma vez, a transformacdo Hubbard-Stratonovich (3.77) para

DAY —28Jom Y (S7+ S5 + Blomy, Y S8
a=1 « «

linearizar os termos quadréticos e introduzindo dois novos campos auxiliares (z e

€,), os indices das réplicas desaparecem da equacao (3.90):
Aa = / H D[¢™*¢"] / Hsz / HHsz“
X expzz ZA“ ﬂJOZS m,y

+ BJ (fszS%r\/EZ asa)] : (3.91)
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Definimos as expressoes acima como
e—%/2 N aef@%{’/?
dzp NeT: e DE, =dE, NGT:
s

Realizando uma soma sobre os indices «, temos

Aa :/ZHDZ,, /ZHD@ I(¢, z, /\)]n . (3.93)

Utilizando as defini¢oes de A e S encontradas nas expressoes (3.69) e (3.71) podemos

Dz,

(3.92)

escrever a integral funcional da equagao (3.93), da seguinte forma

I(E,2,\) /D ¢* ¢ exp [ZZZ% W) (iwn + By + sX, )gbpa(wn)] ,(3.94)

Wn 0,8

onde

Ao = =BJomy + B Ja, % + BI\/ Xy + Bh/2 (3.95)

com pr # p e sendo s =1 ou —1 se 0 =] ou |, respectivamente.
Podemos escrever a exponencial da integral funcional (3.94) como um produto
de matrizes, o que nos auxilia na técnica utilizada para solucionar as integrais gaus-

sianas com varidveis de Grassmann (A.15). Portanto

16,20 = / D[#"d] exp

> 0N @G (wa)e, (wa) | (3.96)

onde ¢ (wy) e ¢' (w,) representam os Spinores
—p —Pp

g o = | S s gl = [ ) ) ]+ (30T
e G '(w,) representa uma matriz diagonal
- | iwn + By + A 0
G wy) = ( o ) , (3.98)

Sendo a integral funcional dada pelo determinante da matriz G~

I(&, 2z, N) HHdetG (wn) HH iwn + By + N) (iwn, + By, — A) 5 (3.99)

P Wwn P Wwn
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tomamos o logaritmo em ambos os lados da igualdade (3.99). Os procedimentos
utilizados, descritos em detalhes nos Apéndices B e C, auxiliam o cdlculo da soma

sobre as freqiiéncias de Matsubara, cujo resultado sera
I(&,2,0) = (L+ i) (14 e ) (3.100)

Fazendo a substituicao da equagao (3.100) na equagao (3.93) e realizando o

célculo da integral em &,, chegamos na expressao

o0 2 "
NS

(3.101)

Os cdlculos das integrais sobre os parametros ¢, g,, m e m, presentes na funcao
de particao, poderao ser realizados quando considerado somente o extremo da ex-
ponencial de Z(n).

Assim o potencial grande canonico é dado por

@ = —@mm +ﬂ2J2
N g T 2
522 _

— / H Dz,1n {cosh B, +e 2% cosh(—=BJom,y + BJ /a2, + Bh/2)| ,
o

1
XXz + (X192 + X192)] — 3 In2

(3.102)

onde os parametros de ordem Y,, g, € m,, maximizam o integrando da equagao

(3.102), sendo dados por

B 00 cosh(—BJom s + BJ . /G 7z, + Bh/2)
Xp :/ Dz, 5272 _ : L — qp ,(3.103)
—o0 e 2 % 4 cosh(—BJom,, + B\ /Gy % + Bh/2)
2
o0 senh(—gBJom » + BJ ., /q 7z, + Bh/2
qp:/ sz —82J2 _ ( e . ’ W ’ / ) ) (3'104)
—0 e 2 N 4 cosh(—3Jom,; + BTy 2 + Bh/2)
e
o0 senh(—gJom, + BJ/q; 2, + Bh/2
mp:/ sz o ( 5 0 P 6 qp P 6 /) (3105)
—oo e 2 %+ cosh(=BJomy + BT /G2, + Bh/2)
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O potencial quimico y, foi tomado igual a zero nas equagoes (3.102), (3.103) e
(3.104), garantindo a ocupagao média (n) de um férmion por sitio (“half-filling”),

como sugerido no trabalho de Theumann e Vieira Gusmao (1984). Logo,

(n) 1 0

-— = ——(In2Z);,

N T BN o, E
o0 h

— 1+ / Dz, —— Bty)
— cosh Bu, +e 2 % cosh(—BJom,; + BTy zy + Bh/2)
(3.106)
A solugao % = 1 implica que o potencial quimico ¢é nulo, p, = 0.

De acordo com a equacao (3.102) a energia livre estd associada aos parametros
vidro de spin e magnetizagao, onde o vidro de spin possui um termo relacionado
a variancia dado por J, e a magnetizagao com um termo que indica a média dado
por Jy. A relagao existente entre eles, dada pela média gaussiana Jy/.J, nos remete
a uma possivel solucao vidro de spin ou antiferromagnética, a medida que varia-
mos a temperatura. No caso, a solucao antiferromagnética é encontrada para altas
temperaturas, onde a solucao dos parametros serd m; = —mgy # 0 e q1 = q2 # 0,
encontrando-se acima da linha de Almeida-Thouless. A solucao vidro de spin sera
encontrada a baixas temperaturas, com ¢; = ¢ # 0, mas com a magnetizacao média
igual a zero m; = my = 0, sendo que esta encontra-se abaixo da linha de Almeida-
Thouless A a7 = 0. No meio dessas duas fases observamos a presenca de uma fase
mista, também chamada de vidro de spin magnetizado, mas com m; = —msy # 0, lo-
calizada logo abaixo da linha A 47 = 0, que marca o final da fase antiferromagnética.
No préximo capitulo, novamente utilizamos o modelo do vidro de spin fermionico
para duas sub-redes, acrescentando um termo de acoplamento em pares dos spins
nos sitios da rede, buscando uma solucao PARES, que pode ser vista como “super-
condutividade”. Posteriormente apresentaremos detalhadamente no Capitulo 5 os
resultados obtidos para o modelo do vidro de spin fermionico em duas sub-redes,
juntamente com os gréaficos que expressam as solucoes numéricas dos parametros de

ordem encontrados.
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Capitulo 4

Formulacao do Problema

Este capitulo tem como objetivo apresentar um modelo que nos auxilie no estudo
da competicao entre as fases vidro de spin, antiferromagnética e supercondutora. o
hamiltoniano é dado por um termo de Ising, que favorece a solucao vidro de spin
ou antiferromagnética, e um termo de formacao de pares de Cooper no espaco real,
favorecendo a dupla ocupacgao dos sitios. A organizacao deste capitulo é tal que
na secao 4.1, expomos o modelo a ser estudado e apresentamos detalhadamente os
calculos que conduzirao a um conjunto de equacoes para os parametros de ordem
que representam as variaveis termodinamicas do sistema em estudado. Na se¢ao

4.2, analisaremos a validade da aproximacao que considera a simetria de réplicas.

4.1 Modelo

O estudo do vidro de spin e antiferromagnetismo com interacao de pareamento
BCS local no espaco real sera baseado no modelo proposto por Magalhaes e Theu-
mann (1999) (ver equagao 2.14), adicionando-se a este duas subredes para investigar
o ordenamento antiferromagnético da rede. Para isso devemos considerar o seguinte

hamiltoniano:
H = H—uN
- _Z‘]ijslzi QZj - HZ( 1 +55)
ij i
g
- N SN elehicivicim = mp Y 0> (e + ), (4.1)
P i p i
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onde Sj; e SAQZ- sao os spins de componentes diferentes e H é o campo magnético
externo, com as somas sobre i e j estendendo-se a todos sitios da rede e a soma em
p devido as duas sub-redes 1 e 2, representadas no capitulo 5 por A e B. A variavel
aleatoéria J;;, responsavel pelo acoplamento entre spins na direcao z, ¢ dada pela

distribuicao de probabilidades gaussiana

N — (Ji; + Jo/N)?
P(Jij) = \| 555 &P SJQ/N : (4.2)

sendo Jy/N e J?/N o acoplamento médio entre spins e a variancia, respectivamente.
A razao Jy/J descreve uma tendéncia para a ordem antiferroferromagnética e J para
a ordem vidro de spin. Essas varidveis sao escalonadas com 1/N para manter finitas
as quantidades termodinamicas quando o valor de N é grande.

Os operadores de spin da equagdo (4.1) sao representados por combinagoes bili-

neares dos operadores fermionicos e definidos como (ver equagoes 3.60)

Gz 1 A~ ~

Sip = 5[”jm — Ay, (4.3)
S G N
Sip = Q[ijcjm - ijlepi], (4.4)

com c;ra (¢is) representando os operadores de criagao (destruigao) de particulas nos
sitios j com projecao de spin ¢ (0 =T ou |) e p = 1 ou 2 corresponde as duas
subredes 1 e 2. Além disso, 7, é 0 operador nimero dado por 7,, = c;pacjpa, que
(para férmions) pode assumir os valores zero ou um.

No hamiltoniano acima, o primeiro e o segundo termo referem-se ao modelo
fermionico de Ising, o primeiro possui uma interacao de competicao aleatéria (de-
sordem) entre spins, fornecendo condigoes para gerar possiveis solugoes vidro de spin
ou antiferromagnética. O segundo termo indica a interagao entre o campo externo
H e o sistema de spins. O terceiro termo ¢ o de formagao de pares do tipo BCS no
espaco real e favorece a dupla ocupagao dos sitios, ou seja, a formagao de pares de
particulas com spin o =7 e spin ¢ =] (neste caso nao ha ordenamento magnético na
rede). Este terceiro termo se deve a interagao elétron-fonén que gera uma ligacao
entre os elétrons. Finalmente, o tltimo termo contém o potencial quimico g, das

duas sub-redes.
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Conforme apresentamos na se¢ao 3.4, em uma formulacao quantica de spin, o
operador S admite dois possiveis estados por sitio, com projecoes de spin T ou
1. Quando tratamos o problema no formalismo fermionico, usando operadores em
segunda quantizacao, obtemos, na funcao de particao, dois novos estados por sitio
para o operador 5‘2, o vazio e o estado com dois férmions (T e |), ambos com auto-
valores iguais a zero, de acordo com a equagao (4.3).

Para garantir que em média apenas um férmion ocupe cada sitio, ajustamos o
potencial quimico na funcao de particao representada no ensemble grande-canénico

na forma

Z = Tr{e PH-1N)Y, (4.5)

onde Tr é o traco, 3 o inverso da temperatura, N = >_;(Ryr + 7)) o operador
nuimero total de particulas e p o potencial quimico.

Levando em conta que o hamiltoniano definido em (4.1) possui operadores de spin
que anticomutam (4.4), utilizaremos para o mesmo calculo da funcao de partigao o
formalismo introduzido no capitulo anterior, onde a funcao de particao é escrita em

termos das integrais de caminho fermionicas, dada pela equagao (3.55):

2= [ Do) . (46)

onde o termo a ser integrado é definido por

/D J;D ¢JP o ]\/IIILHOOHHH H d¢]akd¢]ak (47)

k=1 5 p o=1,1l

O termo que corresponde a agdo na equacao (4.6) é escrito em funcao das
variaveis de Grassmann na forma

A= / dr {ZZ D Dino (1) (== + 1850 (7) — H(czs;*p(ﬂ,@p(f))}. (4.8)

. p o=T,l

Da mesma forma que no estudo fermionico apresentado na se¢ao 3.4, a equagao
(4.8) sera reescrita utilizando uma representagao em séries de Fourier que descreva
os campos ¢*(7) e ¢(7). Estas séries possuem propriedades de ortogonalidade que

nos permitem escrever a expressao:
A= Ao + AVS + ABCS s (49)
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com os termos da soma descritos na forma

=33 > Opolwn) {iwn + By + Sﬁg] Djpo(wn) (4.10)

Jj P own

AVS - ZﬂJijZ zzl(Qm) ;2(_Qm) ) (4‘11)
ij Qm

Apcs = gﬁ Z Z Z Pip () jp () (4.12)

sendo o operador dado por
z 1 * *
() = Z 3 (0511 (wWn 4+ Q) D11 (wn) — &F1 (wn + Qo) djry (wn)] , (4.13)

e também

Pip(§2 Z Djpl(—wn)Pjpt (Wn + Qi)

pJP Z ¢]PT wy + )¢]pl( Wn) (4.14)

com as somas sobre w, = (2n+1)m e Q,, = 2mm (n,m = 0,+1, £2- - ) expressando
as freqiiéncias de Matsubara. As equagoes presentes na expressao (4.9) representam:
a parte livre da acao, dada pelo termo Ag; o vidro de spin e a formagao de pares de
Cooper no espago real (PARES), estao associados respectivamente aos termos Ay g
e Apcs.

Como ja dito anteriormente, neste trabalho o problema estudado desconsidera
os efeitos das correlacoes temporais dos operadores de spin. A andlise é realizada
tomando como relevante somente o termo 2,, = 0 dos somatérios das equagoes
(4.11), (4.12), (4.13) e (4.14), e é feita uma aproximacao estatica, onde as correlagoes
no tempo desaparecem. Como visto na secao 3.4 a aproximagao estatica fornecera
um limite superior ao potencial termodinamico e a localizacao da temperatura de
transicao ao vidro de spin.

Para escrever as equagoes que representam as acoes em uma forma mais sucinta
e apropriada usamos o formalismo de integrais funcionais adequados devido a apro-

ximagao estdtica (Magalhdes e Theumann, 1999). Para isto definimos as matrizes
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de Pauli, como segue

0 1 0 — 1 0

e os espinores de Nambu
T b 1o o
?jp(wn) - [ ;'fpl(_wn) ) ij(wn) —[ jpT(Wn) ¢Jpl( Wn) } (4.16)
Podemos reescrever as equagoes (4.10), (4.11) e (4.12) utilizando as defini¢oes

anteriores, na forma

- Z Z Zﬂp(wn)[(mn + Bu+ sﬁg)l]gjp(wn), (4.17)
At =B Ji357(0)55,(0), (4.18)

A&=%Z|ﬁ%mm%m>

p j7w7l

T [Z O (wi)ay,d, (wa)| ¢ (4.19)

‘7P70Jn

com

]P Z¢T Wn O ¢ (wn) » (4.20)

onde a matriz identidade I é uma matriz dois por dois, p corresponde a sub-rede 1
ou 2 e o subscrito “est” indica a aproximacao estatica.

No capitulo anterior calculamos uma média configuracional nesse potencial con-
siderando que a fungao de particao possui uma varidvel aleatéria J;; para a distri-
buicao de probabilidades gaussiana associada ao termo de Ising no hamiltoniano, ,

obtemos

onde (- - - ), representa a média relacionada a distribuicao (4.2). Através do método
das réplicas (2.6) para cada N sitios construo n réplicas destes sitios (Edwards e

Anderson, 1972), temos

— = lim —— lim ————

4.22
N N—oo 2N n—0 n ’ ( )
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n

sendo a funcao de particao dada por
a est
Z(A + Agcs)

Z(n) = (2", /HD @8 | exp
a=1

/ dem/ exp [Z] &% + g,fij;sgs;?)] . (4.23)

Completando quadrados no indice da exponencial (equacao 4.23) e realizando o

célculo das integrais em J;;, encontramos
n
est
Z(Aa + Agcs)

/HD Dip Pl XD
a=1
a oz ﬁJO - a oo
+ Z ( ZSMS]Q - WZSﬂSﬂ)] . (424)
a=1

Na equagao (4.24), os dois termos dependentes das interagoes entre os sitios i

e j, pertencentes a mesma réplica e de subredes diferentes (1 e 2), serdo descritos
agora como interacoes entre réplicas a e [ do mesmo sitio j, o problema fica entao

reduzido a um 1nico sitio, sendo entao

N N 2 2
D SHSH+ Y SfQSJ%] -
J p=1

J

n

n 2
> [Ssis| -3
a=1 i

a,B=1

2
a of
Zsjpsjp] 4.25)

e, de forma similar,

HIER ) +ZS§] -3

a=1 1ij

> S;;] . (4.26)

As interagoes efetivas entre as réplicas sao dadas pelas expressoes (4.25) e (4.26).

Substituindo-as na equagao (4.24), obtemos a seguinte fungao de parti¢ao replicada:

n

Z(n) = /HD oo exp{z <A°‘+AB£~;>

a=1

SRS (Ssess) (s

52J2 - o of o of S
+ > Zs.ls +Zsﬂsj2 -3

a,B=1 p=1

N 2
(Z 552%) 27)

J
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A equacao (4.27) possui termos quadraticos oriundos do termo de Ising do ha-
miltoniano. Temos também, o termo da acgao responsavel pela formacao de pares
(ver equacdo (4.19)), escrito em termos das matrizes o, (parte real) e o, (parte ima-
gindria), que nao ¢ linear. Através da transformagdo Hubbard-Stratonovich (3.77)

(ver secao 3.4), os termos quadraticos de acoplamento entre os spins, serao lineari-

n

> _(45)

[e%

zados:
o N
/ H anap d771 ap ﬁgT

Z(n) = /HD '] exp [

X exp < BgN Z Wiy + M) + 59D Y 1 (Wn) (MRap@s + Nrape, )¢jp(wn)>

ap  jwn

/ Hd /6J0N p(_ﬁJQoNZ +7,ﬂJOZZma +Sg2)>

X
oo GJoN BJyN
X /_wqdmapwﬁexp - zp;( +5Jozzmap
«a [ J
o0 BJVN B2IEN )
X /OO];[anﬁ \/E exp | — 4 zﬁ:(qaﬁ)
ﬂ2‘]2 a of a of
+ 5 ZZQaﬁ(SﬂSﬂ + j2Sj2>
Jj ap
32JEN v
. / quaﬁp eXp <_ 4 Z(Qaﬁp)Q‘i‘Z SJPSJﬂp :
 aBp afBp Jj afp
(4.28)

A linearizacao feita através de Hubbard-Stratonovich introduz no problema cam-
pos auxiliares (Mpras Mpras Mas Mpa, Gap € Gpas), qUE representam os parametros de
ordem a serem calculados no problema. Assumimos que Zap Map = Mgl + M2 €
mg = MelfMa2 (o mesmo ocorre para q).

Reescrevemos a funcao de particao replicada trocando a ordem da integral fun-

cional com as demais integrais e, efetuamos explicitamente a soma em j pois nao ha

51



interagdes entre os sitios. A forma da expressdo para Z(n) serd dada por

Z(n) - N/ Hanapanap/ Hdma/ dmap/ dqaﬁ
—00 ap —00 a ap — a/@

0o J J
X / H anﬁp exp [_N (ﬁgz |7]ap|2 + % Z(ma)Q + % Z(map)2
> app ap @ ap
QJQ 2J2
+ ﬁ4 Z(qaﬁ)Q + ﬁT (Qaﬁp>2 —In Aa)] s (429)
of aBp

a notacao N serd

(V) ()

Z <A8‘ + Bgz Zﬂa(wn) N, Q;‘(wn)
« P wn

-+W%mw%+5$+ﬁ%§:mw$>
p

e também

n

Ao = [TIPiggeglens

a=1

ik ach | cachy , BT o oB
+ Y —5 (05) (ST + 8555 +i— > eSS | L (431)
apf p

sendo a matriz

0 7
ﬂap = TRap T4 +7]Iap g, = ( n;p Op ) , (432)
Ccom
Nap = TRap — inlap' (433)

A agao A§ encontra-se representada na equagao (4.17) com algumas alteragoes:
o sub-indice j foi suprimido e um indice de réplicas a foi acrescentado.

As integrais relacionadas com os campos auxiliares, presentes na equagao (4.29),
exibem uma regiao de maximo do integrando quando N — oo. As solucbes ponto
de sela, onde os campos auxiliares serao tomados de tal forma que maximizem o

integrando, geram um conjunto de equacgoes que expressam a média termodinamica
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(--+) juntamente com a média sobre a desordem encontrada nos parametros, quan-

tificando o grau de correlagao existente entre os sitios:

0

BJome = o InA, = 2im, =i(Sy+55) ; (4.34)
BJom, = %IHA = my =(S,) ; (4.35)
22 0
Tt = oI = 20 = (SPS]+ S55]) (4.36)
5 qpﬁ = 3q§‘ﬁ o = quﬁ— <Sp55>; (4.37)
* a * Qk [o%]
ﬁgnap = 87] lnAa = nap = Z( pT (wn) pl (_wn)> ) (438)
op Pwn
a (e (e%
BINap = o a = Nap = Z<¢pl(_wn)¢pT(wn)> (4.39)
ap Dywn

Restringimos nosso trabalho a uma andlise onde consideramos a simetria en-
tre réplicas, na regiao de maximo do integrando, apresentada na equacao (4.29).
Utilizando essa aproximagao obtemos m,,, que pode ser escrito na forma

n

m, — % S(se) (4.40)

[e%

Para o parametro qpﬁ devemos levar em conta os casos em que o = 3 e o # [3,

de modo que seja escrito como segue:

%ZZ SySy) e qpﬁ =qp= ZZ SO‘Sﬂ (4.41)

p a=1 p a#B
Como a susceptibilidade estatica é assumida como sendo um parametro de ordem

(ver segao 3.4), torna-se possivel encontrar uma relagao para ¢, na forma

i _ X
=Gt X 5 X=3 (4.42)

No estudo realizado por Sherrington e Kirkpatrick (1975), os parametros ¢; =
g2 # 0 e m; = —my = 0 representam um ordenamento vidro de spin [27]. Para o

caso em que mq 2 € ¢ 2 sejam ambos diferente de zero, temos uma fase caracterizada
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como antiferromagnética e no caso de m; o e g2 serem nulos, indicam a existéncia
de uma fase paramagnética.
As equagoes (4.38) e (4.39) serao representadas da seguinte forma, se conside-

rarmos as suposicoes feitas anteriormente:

Mo = (Cp1Cp1) € 77; = <C;TCLL> ) (4.43)

A fase de formacao de pares serd representada com as médias (4.42) sendo dis-
tintas de zero (n3n, = [n,|* # 0).

O ansatz da simetria de réplicas nos permite realizar de forma explicita a soma

sobra «, onde utilizando as equagoes (4.40), (4.41) e (4.42) na representacao da

integral funcional, encontramos
- [Toion {480 T T bt g, g0

P Wn,&
— 23.Jym Z (7 +55) + 8o Zmp > Sy + 5 (qz (5787 + S5:5%)
o aFf

F (a0 ISR + <S§>2]) NES <qp sy

a p a#B

+ (qp+>zp)Z(S§)2>” : (4.44)

[e%

As correlagoes existentes entre os operadores de spins replicados, que apresentam
indices distintos « e (3, serao reescritas fazendo uso da identidade

zzmw:zkz$w53%1. s

a#B p a
Portanto, surgem novos termos quadréticos na equagao (4.44). Estes termos

serao linearizados utilizando a transformacdo de Hubbard-Stratonovich (3.77), in-
troduzindo dois novos campos auxiliares (z, e &,). Apos trocarmos a ordem da
integral funcional pelas integrais gaussianas, redefinimos alguns termos, e obtemos

uma forma para A, dada por
o0 —2p%/2 —£p°/2
IRICE N e
n (AO + ﬂg Z?;(wn) ﬂp ?p(wn)>] ) (4'46)
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Através das definigoes implicitas nas equagoes (4.17) e (4.20) reescrevemos a
equagao (4.46) de modo a evidenciar a integral funcional. O sub-indice j serd supri-

mido e considerando o fato da independéncia entre réplicas, obtemos

Ay = /_ Z Dz, { /_ Z DgpA’] ’ : (4.47)

sendo Dz, = [, dz, 2 72 pe, =11, dg,
N —/prexp[ﬂg S S w6 (@)
S
+ _Z > dhwn)a n>¢p<wn>] , (4.48)
onde
G, Hwn) = (iwn + By + a b)) (4.49)

definindo ¢, como uma matriz de Pauli onde
—_— < H <
hy = hy(qy, X, my) = 53 — BJomyy + BI /Xy Ep + BT\ /2y %, (4.50)

sendo o indice p' sempre contrario ao indice p (1 ou 2).

A integral funcional da equacao (4.48) possui uma soma de matrizes que esta
presente na exponencial. Assim, uma solucao analitica para a integral funcional serd
escrever o integrando de tal forma que a exponencial tenha um produto de matrizes

1

associados & soma em w,, '. Definindo uma matriz QL(wn), conforme ja visto em

(4.16), obtemos

B (wn) = [ 65 () o) | ;@p<wn>:[ @1 (on) } L s

pl(_w")

e reescrevendo uma expressao para a integral funcional da equagao (4.48):

A/ = /D[¢;¢p] €xp (Z Z@L(Wn)gl(wn)gp(wn)) ) (4‘52)

p n=0

1Os detalhes da 4lgebra associada a esta transformacio sdo apresentados no Apéndice B.
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encontramos a combinacao de matrizes n, e G, " (wy) esperada para G~ '(w,) (ver

equagao B.10 no Apéndice B), de modo que a igualdade (4.52) sera satisfeita se

-1 o iwn + ﬂ,up + hp 597717
G (wn) = ( Ban: o+ By — by ) (4.53)

Podemos agora, calcular A" utilizando a definicdo de integral gaussiana dada pela

equacao (A.15), cujo resultado serd
o0
AN =TTTI det G '(wn) . (4.54)
p n=0
onde o célculo do determinante de G™'(w,,) serd expresso por

A = H ﬁ {iwn + \/(ﬁup)2 + (Bgnp)? + hp]

p n=0

X [iwn + \/ (Bup)? + (Bgnp)* — hy ] , (4.55)

visto que h, incluiu o termo 5%. O produtorio sobre w, podera ser transformado
em uma soma, quando tomamos o logaritmo em ambos os lados da expressao (4.55),
tornando-se possivel efetuar o célculo da soma sobre as freqiiéncias de Matsubara

como segue

o0
A =" S In [icwn + Bty + hy | [iwn + By = by (4.56)
p n=—o0

Devemos levar em conta que o formalismo das matrizes de Nambu introduziu

uma transformacao de particula-buraco nos férmions de spin |, no desenvolvimento

da fungao de partigao, de modo que a expressao /(Bu,)% + (Bgn,)? serd substituida
por ﬁ,u;, e derivando o potencial grande-canonico em relagao a f,,, a fim de calcular

o nimero médio de ocupagao, faz-se uso das equagoes (4.29) e (4.52) e encontramos

1 09 > i .
Non. Z [< D (wn)bpp (wa) > — < ¢y (—wn) by (—wn) >]
N 0w, =
(4.57)
e
1 09 t i
Nﬁ—,up = S %1%t 7 T < Gy >] ' (4.58)
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de onde, fazendo uso da relacao de anti-comutacao apresentada pelos operadores de
criagao e destruigao, dadas por ({c,, CZ’} =0, ,'), obtemos

1 00

Nﬁ—,up =< ﬁpT >4+ < ﬁpl > —1. (459)

Utilizaremos a equagao (4.59) para ajustar o fator de convergéncia na soma das

freqiiéncias de Matsubara. Finalmente, o resultado encontrado ? serd
A" = cosh 6,u;) + cosh hy,. (4.60)

A funcao de particao replicada serd encontrada quando substituimos a equacao
(4.60) na equagao (4.47), calculamos as integrais e introduzimos este resultado na

expressao (4.29), obtendo-se

J2ﬁ2 ) ﬂQJQ, -
Z(n) = exp{—Nn|—— +Bg ) i — BJomyma + 5 XXz
p

2J2

2

+ /_OOHDgpcosh(hp)>]} : (4.61)

Escrevendo o potencial grande canonico na forma:

5 T3 By B PP B s
(el +_Z77§ 20 1 X1X2+T(qu2+X2Q1)

+ (X1G2 + Xoq1) — / H Dz,In <COSh (Br,,)
N

N 8 2
P

- /OO H Dz,In (Cosh (B,u;) + /OO H D¢, cosh (hp)) , (4.62)

temos que os parametros de ordem 7,, Xp, ¢p € My, sendo p dado pelas duas subredes,
maximizam o expoente da equacao (4.61). Isto nos leva a um conjunto de equagoes

ponto de sela, que definem um sistema de equagoes nao-lineares para os parametros

de ordem:
my = / " ps senh(f,) : (4.63)
P P 232 _ / ) .
oo exp(—Zx,;) cosh(Bgnp) + cosh(hy,)
— / "~ De senh(5grip) : (4.64)
» 72 ) cosh(Bgn,) + exp(ZEx, ) cosh(hy)

2Detalhes do procedimento dos célculos foram desenvolvidos no Apéndice C.
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2
> Xp/)cosh(ﬁgnp)ﬂosh(h;)] 7

~ > cosh(h))
Xp = / Dz, [ 252 - ] —qp; (4.66)
—00 exp(

_ [ p. senh(%,) (4.65)
QP . P eXp(—JQ’BQ .

—=5-X, ) cosh(Bgny) + cosh(hy,)
onde o ndice p’ é sempre contrério ao indice p.

A notacao h;) é dada pela equacao

/

, H
h, = h,(q,,my, H) = 65 — BJomy + BJ\ /4, % - (4.67)
Tomamos o potencial quimico nulo a fim de garantir que a média de ocupacgao

dos férmions por sitio seja um, ou seja, < N, > + < Ny, >= 1 e, conforme visto na
equacao (4.59), encontramos

. . 1 00
<Npp >+ <Ny >—1=———— =

—0. 4.
N o 0 (4.68)

Utilizando a expressdo (4.62), antes de realizar a substituicao de /(B4,) + (Bgn,)?

por ﬂ,u;, obtemos para o cdlculo da derivada da expressao (4.68):

e [ [1p, senhy/ e
\/(5,%)2 + ﬁ292n§ —c0 "y cosh (Bgn,) + f—oo Hp D¢, cosh (hy)

(4.69)

indicando que, no caso < Np >=< M, > + < N, >= 1, o potencial quimico serd
zero, [, = 0.
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4.2 Linha de Almeida-Thouless

Um trabalho de Almeida e Thouless (AT) (1978) questiona a estabilidade das
solugoes encontradas no modelo SK classico, por utilizar a aproximagao de campo
médio com o ansatz de simetria de réplicas. Como os autovalores encontrados para
a matriz dos parametros nao sao todos positivos, temos a indicacao que as fases que
se encontram na regiao onde o autovalor A4 é negativo sao instaveis 3. A natureza
da instabilidade sugere que a simetria entre réplicas deva ser quebrada, para que
os autovalores se tornem sempre positivos. Sendo assim, nesta secao estudamos a
estabilidade da simetria de réplicas do problema proposto na secao 4.1, dada pela
linha AT, verificando a necessidade da utilizacao de um modelo onde as réplicas nao
mais serao consideradas iguais.

Para calcular o potencial termodinamico (4.62) utiliza-se a simetria de réplicas
nas solugoes ponto de sela, solucoes estas que avaliam as integrais sobre os parametros
NpRas MpIas aBs Qpas; Mo € Mpy -

Parte-se da fungao de particao replicada dada pela equagao (4.29) como

Z(n) = N/OO HdnpRadana /OO Hdma /OO Hdmpa /OO quag /OO qu;naﬁ
— 4p —00 ", —0 ap 0 03 )

T afp
X exp [_Nf(QOt,ﬁ'7 Gpap; Mas Mpa, |7]pa|>] ) (470)

onde

BJ; BJ;
f(Qaﬁa Qpaﬁa me, mpon ’npa‘) = ﬁg Z ’nap‘Q + 70 Z(ma)Q + 70 Z(map)Q
ap

« ap

ﬁQJQ ﬂQJQ
+ 1 Z(qag)2 + 1 Z(qagp)2 —InA, (4.71)
af aBp

e A, como definido na equagao (4.31).
No limite termodinamico, devido o fator N no expoente da equacao (4.70), as
integrais sobre os parametros de ordem sao dominadas pelo integrando, sendo que

o conjunto de valores {|7pa|}, {¢as}s {@as}, {Ma} € {Mpa} Produzem um extremo

3 As solucoes encontradas abaixo da linha onde A4 = 0, no diagrama de fases (ver capitulo 5),
sao correspondentes as fases mistas e vidro de spin.

99



da fungao f(qag, @pas: Mas Mpa, [Mpal), com {|mpal}{mpa} € {ms} minimizando essa
funcao e, {qas} € {gpap} maximizando [14]. Isso conduz as equagdes ponto de sela.
Para facilitar o calculo das derivadas da funcao f o indice p assume os valores 1,

2 e 3 nos parametros m e ¢, portanto a funcao de particao replicada assume a forma

Z(n) = N/OO HdnpRadnpla /OO Hdmpa /OO Hdeaﬁ eXp [_N (ﬂgz ’770410’2
—00 "o 0 4p ap

% app

J, 2J?
< S e+ S —lnAa>

ap aBp

(4.72)

Para o extremo de f(gpag, Mpas |Tpa|) Pode ser utilizada a simetria de réplicas.
Com o objetivo de verificar a estabilidade, AT propoem tomar as solugoes ponto
estacionario com simetria de réplicas e fazer perturbacoes, expandindo a funcao de

particao replicada até segunda ordem nessas perturbagoes na forma

f(abgms) = f(ahs + mbs, mi + €0), (4.73)

e desse modo encontrar a matriz G associada a derivada segunda de f(q., 5, m%, [15]),

em relacao a qZﬁ e mb, e seus termos cruzados, como mostra o exemplo:

62 ﬂ2j2 ﬂZJZ
Gaprs = aq” aqp f(qaﬁ7 my,, |nh|) = 9 OaBs — (02ﬁ+w5 Copre) | (4.74)

sendo
CaBiys = (S;aSjﬁ + S;”*S;‘S) e Caprs = (S;aSgﬁSZVS;5> , (4.75)

e a média termodinamica (- - -) calculada em relacao as interagoes efetivas dadas por
A,

Os coeficientes da forma quadratica, que estao associados a matriz G, serao ana-
lisados, com o intuito de ao diagonalizar a matriz, obtermos autovalores positivos
para as solucoes estaveis do problema. Ao diagonalizar G, encontra-se o autova-
lor Aar, que esta relacionado com a derivada segunda dos parametros, dada pela
equagao (4.74). Este autovalor podera ser negativo em determinadas condigoes, con-

duzindo a uma solucao de ponto de sela estaciondrio instavel. Os coeficientes Cyg3.4s,
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presentes na matriz, serao dados por

(1) cosh(hy) ;

o0 ex coSs

(MMZ/ Dz, e ;
- cosh(

Ban) + exp(5x,/) cosh(hy,)

[ee)

J2

Xy1) cosh(h)) (exp@x,,/)senh(hp))z

(exp(
Copay = Dz ’
- / <cosh(ﬁgn) +exp(55- 2 Xp ') COSh(hp))

4
e [ |t
o 7| cosh(Bgn) + exp(ZLX,) cosh(hy)

com

H
hp = hy(qy,my, H) = 55—5J0mp'+@]\/qp/2p-

O autovalor A 47 serd escrito na forma:

2 72 2 72
)\AT:62J (6 J) \// DZl Il/ DZQ IQ

2 72 2
|cosh(@gny) cosh(hy) exp(— 5L %) +1]
IP(Z> = )

[cosh(ﬁgnp) exp(—@f@) + cosh(hp)} !

sendo

com p =1 ou 2.

(4.76)

(4.77)

(4.78)

(4.79)

(4.80)

(4.81)

Avaliacoes numéricas do autovalor A 47 mostram que ele realmente é negativo em

baixas temperaturas. Portanto, as fases vidro de spin e mista sao solugoes instaveis

e poderia ser utilizado um modelo onde a simetria de réplicas seja quebrada, de

modo a torné-las estaveis. O autovalor é positivo nas fases paramagnética, antifer-

romagnética e de PARES. Esses e outros resultados serao expostos e analisados no

proximo capitulo, onde apresentaremos diagramas de fases localizando a linha de

Almeida-Thouless, caracterizada pelo autovalor A 47 = 0.
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Capitulo 5

Resultados

Conforme discutimos no capitulo anterior introduzimos um modelo de hamilto-
niano com um termo de Ising e um termo de formacao de pares BCS para tentar des-
crever um sistema que podera exibir a competicao entre as solugoes paramagnética,
antiferromagnética, vidro de spin e “supercondutividade” (que corresponde a solugao
onde hé formacao de pares de Cooper no espago real).

A partir da obtencao da energia livre do sistema encontramos um conjunto de
equagoes ponto de sela (ver equagoes (4.63), (4.64), (4.65) e (4.66)) e também o
autovalor de Almeida-Thouless, dado pela equacdo (4.80), que marca a validade
da estabilidade da solucao vidro de spin encontrada, usando simetria de réplicas.
Através das solugoes numéricas destas equacoes podemos obter diagramas de fases
que descrevem a competicao entre as possiveis fases termodinamicas: paramagne-
tismo, antiferromagnetismo, vidro de spin e formacao de pares.

As fases termodinamicas sao caracterizadas pelos parametros de ordem m 4, mp,
qa, 9B, Na € Mg, quando estes apresentam solucoes diferentes de zero. Quando
as magnetizagoes my e mp apresentam solucoes nao nulas, uma fase de ordem
magnética podera estar presente nas subredes A e B. Aos parametros n4 e ng esta
relacionado uma possivel formacao de pares de Cooper no espaco real, também nas
duas subredes. Associado a fase vidro de spin estao os parametros g4 e ¢ diferentes
de zero e a solugao negativa para a equacao do autovalor de Almeida-Thouless.

Para descrever os resultados obtidos com este estudo, dividimos este capitulo em
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secoes. Na secao 5.1 serao apresentados os resultados encontrados para varios valores
do valor médio de distribuicao gaussiana do acoplamento entre os spins Jy, sendo o
valor da medida do desvio J fixo, para varios valores de g/J e de temperatura T'/J.
Logo, na secao 5.1.1 mostramos a evolugao da solucao dos parametros de ordem a
medida que o valor de Jy/J é aumentado, com a intensidade de pareamento g = 4.J
e a temperatura T'/J varidvel. A secao 5.1.2 apresenta a solugao para os parametros
na € Mg, que aparecem para um valor de g/J grande (no caso para g = 10.J), onde
variamos a temperatura 7. Temos na se¢ao 5.1.3 uma andlise feita nos diagramas de

fases que expressam as fase encontradas no problema e sua variagao com o aumento

de J()/J

5.1 Resultados variando J;

Nas secoes 5.1.1, 5.1.2 e 5.1.3 os resultados analisados consideram uma faixa de
valores atribuidos para a média gaussiana de acoplamento entre os spins (Jy/J),
variando de 0 < Jy < 2J, onde foram atribuidos vérios valores para g/J. Os
resultados nos mostram a presenca das solucoes mista e vidro de spin para baixas
temperaturas, ocorrendo abaixo de A 47 = 0. Constatamos também o surgimento de
uma fase antiferromagnética para altas temperaturas, acima de A47 = 0. Obtemos
para temperaturas ainda mais altas a fase paramagnética, quando o parametro g/.J
é pequeno, e ainda uma solugao onde ocorre formacao de pares de Cooper, quando

o valor de g/J é grande.

5.1.1 Estudo dos Parametros de Ordem com ¢/J pequeno

Apresentamos aqui alguns graficos obtidos numericamente a partir das equagoes
(4.63), (4.64), (4.65) e (4.66), com o objetivo de acompanhar a evolucao dos parametros
de ordem, a medida que aumentamos a variavel .Jy/J, onde atribuimos um valor fixo
para g = 4.J e variamos a temperatura 7.

Como podemos ver no grafico (5.1) as solu¢oes numéricas dos pardmetros nos
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Figura 5.1: Representacao grafica da intensidade dos parametros de ordem com va-
lores diferentes de Jy para as duas sub-redes, variando a temperatura 7' e mantendo
g fixo. A linha cheia representa g4 g, a pontilhada representa a solucao de Almeida
e Thouless e x4 5, € as tracejadas representam my p. (a) Para Jy =0e g =4J; (b)
para Jo=1,5J e g =4J; (c) para Jo =1,7J e g =4J; (d) para Jo =2J e g = 4J.

mostram que: ¢4 = ¢p = ¢, N4 = N = n e myg = —mp = |m| (mdédulo da
magnetizacao), sendo a suscetibilidade associada a Y4 = X = X-

A figura (5.1) apresenta em detalhes o comportamento dos parametros ¢, 1, X €
|m| das duas subredes A e B (ou 1 e 2), para o valor fixo de g = 4J. Analisando o
grafico (5.1-a) vemos que abaixo de uma temperatura critica (T), o parametro ¢
torna-se de um modo continuo diferente de zero, caracterizando uma transicao de
segunda ordem entre as fases paramagnética (¢ = 0, n = 0 e |m| = 0) e vidro de
spin (¢ # 0, n =0 e |m| = 0). Os resultados obtidos para Jy = 0 concordam com
os resultados observados no trabalho realizado por Magalhaes e Theumann (1999).
A transicao para a fase vidro de spin (quando ¢ deixa de ser nulo) é acompanhada

por um pico na suscetibilidade estatica, o que é esperado para a temperatura critica
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de congelamento dos spins T (ver figuras (2.3) e (2.4)). Abaixo da temperatura de
transicao os spins deixam de “flipar”com as variagoes térmicas, ficando congelados
no espaco.

No grafico (5.1-b), onde Jy = 1,5.J, observamos que as magnetizagoes |m/| deixam
de ser nulas nas duas sub-redes de forma simétrica, mas com sinal contrario m, =
—mp. Isto acontece em um pequeno intervalo de temperatura, representando o
surgimento de uma solugado antiferromagnética (n = 0, ¢ # 0 e |m| # 0). Para
baixas temperaturas encontramos uma fase mista, que apresenta solugoes (n = 0,
q # 0 e|m| # 0), mas que encontra-se abaixo da linha de Almeida-Thouless A 47 = 0,
com a configuracao do sistema apresentando muitos estados metaestaveis. Esta fase
mista estd associada a um vidro de spin magnetizado [11]. A solucao vidro de spin
(n=20, ¢# 0e|m|=0) encontra-se logo abaixo & fase mista quando diminuimos a
temperatura, fazendo com que os parametros m, e mpg passem a ser nulos.

No grafico (5.1-c), observando o parametro |m|, vemos que a solugao antifer-
romagnética tende a crescer, aparecendo em um intervalo de temperatura maior.
Outro efeito observado é o crescimento da solucao mista, abaixo de Ay = 0, di-
minuindo o intervalo de temperatura onde aparece a solucao vidro de spin, de modo
que esta encontra-se nesta condicao para valores de temperatura muito baixos.

Constatamos através do gréfico (5.1-d), onde Jy > 1,7.J, que a solucao com |m| #
0 se torna dominante para baixas temperaturas, isto é, ocorre um ordenamento
magnético nos spins das duas subredes que prevalece para baixas temperaturas.
A solucao vidro de spin acaba sendo excluida. Para temperaturas muito baixas
encontramos ainda uma fase mista com muitos estados metaestaveis abaixo de A a7 =
0. Em todos os casos temos a igualdade da solugao para o parametro y nas duas

sub-redes, ou seja, Y4 = XB-

5.1.2 Estudo dos Parametros de Ordem com ¢g/J grande

Estudando as solugbes encontradas para g/J # 0, constatamos que ao aumen-

tarmos o valor de g/J, mesmo para qualquer valor de Jy/J estudado, o parametro
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Figura 5.2: Representacao grafica da intensidade dos parametros de ordem com Jy =
1,5J nas sub-redes A e B, para um valor fixo de ¢ = 10J, variando a temperatura
T. A linha cheia representa g4 g, a pontilhada x4 p e a tracejada 14 5.

71 apresenta valores finitos, representando a “supercondutividade”, isto é, a solucao
de formagao de pares de Cooper no espaco real (n # 0, ¢ = 0 e |m| = 0) dentro de
um determinado intervalo de temperatura. Isto pode ser observado no gréfico (5.2)
para g = 10J.

Observamos também que para temperaturas suficientemente altas a solucao é
paramagnética. Na temperatura de transicao da solucao de formacao de pares n # 0
para a solugao paramagnética, ocorre uma transicao de fase continua, ou seja, de
segunda ordem. Quando diminuimos a temperatura vemos que a solucao PARES
sofre novamente uma transicao em uma dada temperatura de congelamento que
coincide com a linha onde Asr = 0 . Nesta temperatura de transicao o parametro
n se anula descontinuamente, e a solugao encontrada serda o vidro de spin ¢ # 0,
que gera uma estrutura desordenada congelada no espago. Desse modo a transi¢cao

do vidro de spin com a fase de solugao PARES é de primeira ordem. As solugoes
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Figura 5.3: Diagrama de fases T'//.J versus g/J com Jy = 0. A linha cheia representa
uma transicao de segunda ordem e a pontilhada uma transicao de primeira ordem.
A linha onde o autovalor A 47 = 0 acompanha todas transicoes para a fase SG.

encontradas para n também sao iguais nas duas sub-redes A e B, ou seja, n4 = 5.

5.1.3 Analise dos Diagramas de Fases

Uma maneira concisa de representar as informacgoes obtidas de um determi-
nado sistema é através de um diagrama de fases. Nestes diagramas, representa-se o
nimero de tipos de fases em equilibrio em um certo sistema e as possiveis regioes das
solugoes termodinamicas em estudo em funcao de parametros chamados de variaveis
intensivas, neste caso o termo de intensidade de pareamento g/.J e a temperatura
T/J. A competicao entre paramagnetismo, antiferromagnetismo, vidro de spin e
formacao de pares serd discutida em termos dos diagramas que serao construidos
variando estes dois parametros e fixando Jy/J.

No primeiro diagrama, apresentado na figura (5.3), tomamos o valor de Jy = 0
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e o resultado observado sao tres fases termodinamicas que variam de acordo com
a intensidade dos parametros T/J e g/J. Para altas temperaturas e um valor
pequeno de g/J o gréafico nos mostra uma solugao paramagnética. Ainda com o valor
de g/J pequeno, mas agora diminuindo a temperatura, observamos que a solucao
muda para uma fase vidro de spin, isso acontece abaixo de uma temperatura de
0,957J [19]. Como a transicao das duas fases ocorre de uma maneira continua,
fica caracterizada uma transicao de segunda ordem entre as solucoes, sendo que
o autovalor de Almeida-Thouless (4.80) igual a zero (linha de Almeida-Thouless)
acompanha toda linha de transic¢ao, inclusive para g/J grande, e é negativo na fase
vidro de spin que fica abaixo da linha. Portanto, a solucao com simetria de réplicas
nao é valida, o sistema encontra-se com uma configuracao complexa, e devido a
isto, um 1nico parametro de ordem nao descreve de forma satisfatoria o sistema.
E necessdrio utilizar uma funcao dos parametros gq. Analisando as solugoes para os
parametros de ordem, a medida que o parametro g/.J cresce, vemos o surgimento da
solugao de formagao de pares do tipo BCS (¢ = 0, |m| = 0 e n # 0) que, para altas
temperaturas, apresenta uma transicao de segunda ordem da fase paramagnética
para a de PARES.

O aumento do valor do parametro J, nos mostra, como resultado das equacoes
dos parametros de ordem, que a magnetizacdo |m| deixa de ser nula. Na figura
(5.4), onde o valor dado para Jy é 1,5, observamos que para valores de g/J baixos
encontram-se trés tipos de fases: para altas temperaturas a solucao é paramagnética
(g =0, |m| =0 en=0); uma solucdo antiferromagnética (¢ # 0, |m| # 0 e n = 0)
surge quando diminuimos a temperatura, imediatamente antes da solucao vidro de
spin (¢ # 0, |/m| = 0 e n = 0), que continua existindo para temperaturas ainda
mais baixas. Entre as solugoes antiferromagnéticas e vidro de spin encontra-se uma
fase mista, também chamada de vidro de spin magnetizado, que esta localizada
logo abaixo da linha de Almeida-Thouless, cujas equagoes dos parametros de ordem
possuem solugoes ¢ # 0, |m| # 0 e n = 0. O autovalor A7 = 0 serd encontrado
delimitando o fim da fase antiferromagnética, e demarcando o inicio da fase mista,

sendo negativo (ver gréafico (5.1-b)) abaixo desta linha, indicando a instabilidade das

68



25 Jo=1,5J -

PARAMAGNETISMO

-
2 15| .
1 PARES .
ANTIFERROMAGNETISMO ,  _ ‘
0.5 -
Aa7=0
VIDRO DE SPIN e SATTE
0 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12

[¢/N]

Figura 5.4: Diagrama de fases T/J x g/J para Jy = 1,5J. Conforme aumenta a
temperatura e Jy, o diagrama apresenta uma fase AF antes da fase SG. A linha para
o autovalor Ay = 0, encontra-se no meio da fase AF e acompanha a transicao da
fase PARES para SG. Abaixo da linha A 47 = 0 até a linha de transicao para a fase
SG, encontra-se uma fase mista, chamada de vidro de spin magnetizado.

fases encontradas abaixo da mesma. Nesta solucao é utilizado ansatz de simetria
de réplicas para o cédlculo da funcao de particao do sistema. Por outro lado, para
um valor de g/J alto, o parametro 1 deixa de ser nulo, caracterizando uma solucao
de formacao de pares (¢ =0, |m| =0 en # 0). A transi¢do desta fase com a fase
paramagnética ocorre de forma continua (transigao de segunda ordem), mas no caso
da transicao da fase PARES para a fase vidro de spin, a descontinuidade caracteriza
uma transicao de primeira ordem.

A discussao sobre as solucoes encontradas nos mostra que ao aumentamos o
valor de Jy/J, cada vez mais se torna predominante, para baixas temperaturas e
um valor pequeno de g/J, a solugdo antiferromagnética acompanhada da solucao
mista, segundo nos mostra a figura (5.5), a proporgao que se reduz a fase vidro de

spin. A solugdo paramagnética continua dominante para altas temperaturas e g/J
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Figura 5.5: Diagrama de fases T'/J x g/J para Jy = 1,7J. A fase SG diminui com o
aumento do valor de Jy. Para baixas temperaturas as fases AF e mista comecam a
ser dominantes. A linha de transicao A47 = 0 corta a fase AF e acompanha a linha
de transicao com a solucao PARES.

pequeno, sendo que aumenta o valor da temperatura de transicao para com a fase
antiferromagnética. Para valores maiores de ¢g/J o que aparece como solucao é a
fase de formacgao de pares. As transicOes sofridas ao longo das mudancgas de fase
continuam as mesmas, assim como também o autovalor A\47 = 0, que encontra-
se agora numa temperatura mais baixa da encontrada na figura 5.4, e cuja linha
estd no fim da solucao antiferromagnética, delimitando o comego da fase mista,
acompanhando a linha de transicao para a solucao PARES, indicando o inicio de
um sistema com estados metaestaveis.

As fases apresentadas no gréfico (5.6) confirmam as suposigoes feitas sobre valores
de Jy > 1,7J. A solucao vidro de spin desaparece e as fases antiferromagnética e
mista sao as tnicas solugoes encontradas para baixas temperaturas e g/J pequeno,

observadas abaixo da fase paramagnética que ocorre nas altas temperaturas. A
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Figura 5.6: Diagrama de fases T'/J x g/J para Jy = 2J . Para valores de Jy >
1,7J a solucao SG desaparece, sendo que a solucao AF domina para temperaturas
baixas. Ainda encontramos a fase mista para temperaturas muito baixas. A linha

do autovalor A 47 = 0 encontra-se na fase AF e na linha de transicao com a solugao
PARES.

temperatura de transicao do paramagnetismo para o antiferromagnetismo aumenta,
e diminui o valor da temperatura de transicao para a fase mista, juntamente com
a temperatura da linha A4 = 0. A fase de formagao de pares ainda é a solucao
dominante para quando g/J é grande, e sua transicio para o paramagnetismo,
tanto como a do paramagnetismo para o antiferromagnetismo sao de segunda ordem.
Para temperaturas mais baixas encontra-se o autovalor A 47 = 0, abaixo da solucao
antiferromagnética que para altos g/J encontra e acompanha a linha de transigao
com a fase PARES.

A solucao vidro de spin que apresenta-se dominante para baixas temperaturas
e g/J pequeno, quando o valor de Jy é nulo (5.3), acaba desaparecendo a medida
que aumentamos o valor de Jy/J (5.6), dando lugar a solugao antiferromagnética

e mista para T'/J pequeno. A linha do autovalor Asr = 0, que separa a fase
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antiferromagnética da fase mista e acompanha a transigao para a solu¢gao PARES,
demarca a estabilidade da solucao com simetria de réplicas, deixando claro que as
fases mista e vidro de spin nao podem ser descritas por um unico parametro de
ordem, pois o sistema com estados metaestaveis devido a frustracao, possui uma
multiplicidade de minimos de energia, que devem ser representados por uma fungao

dos parametros que descrevam todos estes minimos.
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Capitulo 6

Conclusao

No trabalho aqui desenvolvido fizemos um estudo de um modelo para sistemas,
cujas solugoes das equacgoes obtidas nos permitem estudar a competicao entre fases
termodinamicas como: o paramagnetismo, o antiferromagnetismo, o vidro de spin e
formagcao de pares do tipo BCS no espaco real. Estas fases dependem das relagoes
existentes de um conjunto de parametros, como: Jy que ¢é associado a média, J
que nos da a medida do desvio ou variancia e g que determina o acoplamento em
pares nos sitios da rede. O modelo consiste de um hamiltoniano com um termo de
Ising expresso por operadores fermionicos de spin, representados por combinagoes
bilineares dos operadores fermionicos de criacao e destruicao, e um termo BCS local
que favorece a dupla ocupacao dos sitios, sendo composto por duas sub-redes, e cujas
interacoes se dao entre spins de sub-redes diferentes. O termo que acopla os spins
J;j trata as interacoes como sendo de longo alcance, e segue uma distribuicao de
probabilidades gaussiana. No mecanismo BCS o acoplamento ocorre entre férmions
localizados (Magalhaes e Theumann, 1999), possibilitando a solugao de formagcao de
pares.

Para escrever a funcao de particao através do hamiltoniano, constatamos que
esta possui operadores de spin que satisfazem as relacoes de comutagao, sendo escri-
tos em segunda quantizacao. Este operador admite uma ocupacao de dois férmions
por sitio (com spins opostos), tendo cada sitio quatro estados quanticos possiveis,

onde dois nao sao magnéticos. Utilizando o formalismo das integrais de caminho
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fermionicas na fungao de particao, os operadores fermionicos sao substituidos pelas
variaveis de Grassmann dependentes do tempo. O problema despreza as correlagoes
temporais dos operadores de spin. Fazemos entao uma aproximacao estatica, o que
nos fornece o limite superior para o potencial temodinamico. O procedimento uti-
lizado, proposto por Theumann e Vieira Gusmao (1984), toma o potencial quimico
(n = 0), para que se tenha em média um férmion por sitio (“half-filling”).

Para o calculo do potencial termodinamico devemos levar em conta que a fungao
de particao possui uma variavel aleatéria associada ao termo vidro de spin, portanto
calculando uma média configuracional deste potencial. O método das réplicas nos
permite obter o potencial termodinamico por sitio, cujas linearizagoes sao obtidas
pela transformacao de Hubbard-Stratonovich, introduzindo campos auxiliares. Para
avaliar estas integrais sobre os campos, utilizamos as equacoes ponto de sela.

Partindo das solucoes das equacoes ponto de sela, encontramos um conjunto
de equacoes acopladas, nao lineares, para os parametros de ordem, sendo que estas,
resolvidas por nds numericamente, permitem-nos a construcao de diagramas de fases.
A fim de avaliar as solugoes obtidas por meio das equagoes ponto de sela e simetria
de réplicas, fizemos um estudo do autovalor de Almeida-Thouless (Aa7). Quando
este autovalor é negativo, A a7 < 0, as solucoes encontradas sao instaveis. As fases
encontradas abaixo da linha A4 = 0 possuem o autovalor negativo, associado a
matriz do parametro de ordem ¢ replicado, de onde conclui-se portanto, que a solugao
com simetria de réplicas, nesta regiao, é instavel.

Encontramos como possiveis solugoes as fases paramagnética e de pares, que ocor-
rem para determinados valores dos parametros T'/J e g/J, para as quais Aar > 0,
caracteristico da estabilidade dessas solucoes. Também podemos considerar uma
fase vidro de spin, para os mesmos parametros, que apresenta o autovalor A r < 0
em toda sua extensao, sendo portanto, uma solucao instavel. A linha de transicao,
quando A7 deixa de ser positivo, encontra-se na fronteira com a fase antiferro-
magnética, e demarca o inicio de uma fase mista, onde ocorre um vidro de spin
magnetizado. Estas fases antiferromagnética e mista surgem entre as fases para-

magnética e vidro de spin, quando o valor de Jy > 1,5.J. Na fase mista observamos
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a presenca de uma regiao instavel quanto a simetria de réplicas, devido ao fato
desta encontrar-se abaixo da linha A47 = 0, o que nos mostra que o ordenamento
magnético ainda estd presente (Bray e Moore, 1980b), embora a disposi¢ao dos
spins seja aleatéria. As solugoes antiferromagnética e mista sao favorecidas através
do aumento do acoplamento médio entre os spins (Jy/J), sendo que a solugdo PA-
RES estd relacionada com a varidvel g/J, cujo aumento na intensidade favorece
a dupla ocupacao dos sitios. Podemos afirmar que as transicoes apresentadas nos
diagramas de fases surgem como conseqiiéncia de flutuagoes térmicas e quanticas.
Quando a temperatura é suficientemente elevada as transicoes de fases sao predomi-
nantemente de natureza térmica. Com o decréscimo da temperatura, as flutuagoes
quanticas comecam a exercer um papel importante no carater da solucao obtida.

Nos estudamos um modelo procurando solugoes que apresentassem diagramas
de fases onde ocorresse a competicao entre as fases “supercondutora”, vidro de spin
e antiferromagnética. Esperamos que os resultados obtidos possam ser relevantes
para o estudo de sistemas reais que apresentam uma competicao entre as fases de
ordenamento magnético e supercondutividade.

As fases mista e vidro de spin encontradas para valores pequenos de Jy/J, e cujo
vidro de spin desaparece quando o valor Jy/J aumenta, nao sdo solugdes estaveis
usando simetria de réplicas, devido ao fato de estarem abaixo de Asr = 0. Uma
possivel extensao para este trabalho seria quebrar a simetria de réplicas, forcando
o autovalor Asr a ser sempre positivo. A quebra de simetria de réplicas é uma
ferramenta muito importante no céalculo da energia livre do sistema, por melhor

caracterizar as estruturas complexas como o vidro de spin.
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Apéndice A

A dlgebra de niumeros que anticomutam é conhecida como Algebra de Gras-
smann. A utilizacdo destes ntimeros se deve a construcao dos estados coerentes
fermionicos, que sao autoestados dos operadores de destruicao, e ao formalismo das
integrais de caminho. Neste apéndice, introduziremos algumas propriedades essen-
ciais para esta algebra.

Uma algebra de Grassmann é definida por um conjunto de geradores represen-
tados por {¢,}, com a = 1,2,--- n; que expressam a seguinte relacao de antico-

mutagao:

{¢a> ¢ﬁ} = ¢a¢ﬁ + ¢ﬁ¢a =0 (Al)

para V «, (; de forma que em particular,

Paa =0 ou ¢, =0. (A.2)

A base dessa algebra é feita de todos os produtos distintos destes geradores. A di-
mensao para essa algebra, com um numero de n geradores, é de 2" elementos da base
distintos, produzida pelas duas possibilidades de incluir cada gerador 0 ou 1 vezes em
cada um dos n geradores. Um ntimero na algebra de Grassmann é uma combinacao
linear com coeficientes complexos de nimeros {1, a1, Pa2,** Pa1Pa2*** Pan} com
o indice «; ordenado progressivamente.

Supondo um nimero n = 2p, de um conjunto de p geradores, podemos defi-
nir uma operacao de conjugacao (*) relacionando a cada gerador ¢, um gerador

conjugado ¢}, cujas propriedades serao:

(9a)" = ni
(¢Z)* = ¢a§
(ADo)™ = A0y (A.3)

para ¥V A € aos numeros complexos, sendo que para qualquer produto de geradores

encontramos a relagao

(Goy Oy e Ga))* = Bl O, woe Dy - (A.4)
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De modo a simplificar a notacao, fazemos o uso de dois geradores ¢ e ¢*, sendo
a algebra generalizada através de quatro numeros {1, ¢, ¢*, ¢*¢}. De acordo com
a propriedade (A.2) qualquer fungao analitica definida nesta algebra é uma fungao

linear

f(®)=fo+ fig, (A.5)

que representa os estados coerentes de uma funcao de onda. De forma similar,
o estado coerente de um operador na algebra de Grassmann deverd ter todos os
elementos expressos por polindmios de primeira ordem em relagao aos geradores, e

serd representado pela funcao:

A(¢",¢) = ap + 19 + 19" + 129”9 , (A.6)

Um operador derivacao (a%) podera ser definido para as fungoes com variaveis

de Grassmann, sendo idéntico a derivada realizada no plano complexo (%d) = 1;

8%1 = 0), exceto pelo fato de que o operador a%w para atuar em ¢, devera estar
adjacente as relagoes de comutacao da variavel, conforme dado abaixo:

0 0

o0 - 90

Um operador linear, definido como sendo uma integral sobre variaveis de Gras-

(¢7¢) (—¢9") = =" . (A7)

smann, devera satisfazer as seguintes propriedades: exibir resultado nulo, seja de
uma integral de uma diferencial exata quanto o de uma diferencial de uma integral;
e havendo o produto de duas variaveis, onde a derivada de uma delas é zero, a

integracao levara em conta somente a outra variavel. Este operador é definido por
/ dp1=0
Jaoo-1. (A8)

onde o resultado da integral sobre uma varidvel, conforme visto em (A.8), é inde-
pendente da prépria varidavel. Esta operagao é idéntica a derivagao para a algebra

de Grassmann. O fato é que metade dos geradores estao definidos como variaveis
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conjugadas, sendo necessario definir este operador integral para essas variaveis
/ de*1=0
/d¢* pr =1, (A.9)

[lustramos a seguir a aplicagao deste operador utilizando as integrais Gaussianas
com variaveis de Grassmann. Desejando estabelecer uma identidade analoga para

as variaveis de Grassmann, necessitamos escrever o operador integral como segue

I = / d*dp exp(—o*a ¢) . (A.10)

Fazemos agora a expansao da exponencial em uma série de poténcias. Podemos

utilizar a relagdo (A.1) para reescrever a integral na forma

I = /d¢*d¢(1 _ 0 d) = a. (A11)

Finalmente, obtemos a férmula da integral gaussiana, que é uma generalizacao

da integral (A.10):

I = [ doidoudoidon - dgido, exp(~ Y oiay ), (A.12)
ij=1
onde, de acordo com (A.11), podemos expandir o integrando e reescrevé-lo de modo
a se tornar
exp <— > diay @) = [I exp(=¢jai; o)) = [T 111 + 05 @) (A13)
ij=1 ij=1 i=1 j=1

Os tnicos termos para os quais a solu¢ao da integral Gaussiana (A.12) é diferente
de zero sao aqueles que apresentam produtos de todos os ¢;, onde 6;; = 1 para i = j.

Abrindo o produtério, temos

* * *
> B nGp, i1 PGP P, n PP 1P 1 OPPE, (A14)
{P}
com a soma sobre { P} representando todas as possiveis permutagoes. Logo, usando

as reagoes de anticomutacao nos geradores, a fim de obter a ordem ¢,¢} - - - 9107,
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onde o sinal das permutacoes encontrado serd levado em conta, temos o resultado

da integral dado por
L=> T[(-1"ap; = det(a) , (A.15)
p =1

sendo ¢ uma matriz que representa os elementos a;; da equacao (A.13).
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Apéndice B

Faremos aqui o calculo da integral funcional com variaveis de Grassmann, en-

contrada na equagao (4.48), que possui a seguinte forma

A = /D[qb*gf)]eg(ﬁ’“’g’”’h) ) (B.1)

As notagoes abreviadas em (B.1) s@o dadas pelas expressoes:

o0

Dip*l= [[ 1] dos(wn)do,(wn) (B.2)

n=—o0 s=T,]

C(B, 11, 9,mh) = Bg Y 6 (wn) 0 dlwn) + Z 0" (wn)Gy H(wn)d(wn) »  (B.3)

n=-—00 n=-—00
com w, = (2n+ 1)7 e as matrizes QT (wn) , n e Gi'(wn) sendo representadas pelas
equagoes (4.51), (4.32) e (4.49), respectivamente, encontradas no capitulo 4.

A solugao da integral (B.1), parte diretamente da aplicagao da equacao (A.15),
cujo resultado analitico é encontrado através do determinante da matriz relacionada
com as variaveis de Grassmann contidas no expoente da exponencial. O expoente
da equacao (B.1) apresenta uma soma de matrizes (B.3), sendo reescrito como um

produto de matrizes, do seguinte modo:

Bl =[Gl o) ] 5 2= | g9 @

cuja matriz associada ao produto de ®(w,) e ®(w,) serd

Gll(wn) alz(wn)
G Hwy,) = ) (B.5)
Gzl(wn) azz(wn)
Realizando de maneira explicita o produto ®f (wn)G Y (wy)@(wy), relacionando-

o com os termos de (B.3), encontramos uma igualdade entre as duas expressoes

quando as seguintes relacoes sao satisfeitas:

Z &5 (wn)an (wn) by (wn) Z 5 (wn)liwn + B+ hlpy(wn) | (B.6)

= n=—oo
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oo

Z¢l( wn)a21(wn)¢T wn Z ¢l —Wn 5977 ¢T(wn> ) (B7)
n=0 n=—00
Z¢l(wn)@22(wn)¢l Wn) = Z ¢1 W) [iwy, + B — h]¢l(wn) ) (B.8)
n=0 n=—00
Z¢T(wn)al2(wn)¢l n Z ¢T Wnp 5977(?1( wn) . (BQ)
n=0 n=—oo

Logo, reescrevendo a matriz G~ *(w,), temos

_ o iw, +Bu+h Bgn
G wn) = ( Ban* iwn + B —h ) (B-10)

onde o expoente ((3, i, g,I',n, h) assume a forma

C(ﬁa,umgaF?n? h) = Z@T(wn)g_l(wn)g(wn) ) (Bll)

com o somatdrio em n na equacao (B.11) indo de zero ao infinito, para o expoente nao
apresentar termos repetidos. A integral funcional (B.1), de acordo com a equagao

(4.52) sera

A = /D ¢* ¢ exp [Z D (W) G wn) @ (wn) | - (B.12)

Aplicando, finalmente, a equacdo (A.15) para solucionar a integral gaussiana,

encontramos
A= H det G (w,) . (B.13)

Como resultado do célculo do determinante da matriz G~ (w,), temos

IT [iwn + v/ T+ G + 1]

n=

x [iwn + /(B2 + Ggm)? - h] . (B.14)

o

de acordo com a equagao encontrada em (4.55).
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Apéndice C

O objetivo deste apéndice sera apresentar o calculo da soma feita sobre as
freqiiéncias de Matsubara. Partindo da equagao (4.55), encontrada no calculo do
determinante da integral funcional com varidveis de Grassmann (4.48), e tomando
o logaritmo desta fungao (4.56), temos

o0 [e.o]

A =3 In [wn+ﬁu’+h] + 3 [iwn+ﬁu'—h : (C.1)

n=-—00 n=—o00
onde /2 + g2n? foi substituido por i e usando a frequéncia w, = (2n + 1)7.

A soma sobre a frequéncia de Matsubara utiliza um método em que é necessario
fazer a derivada da expressio (C.1) em relagio a [ ':

dln A’ > 1 1
— = . C.2
opu n:Z (z’wn+ﬂu’+h + iwn, + B’ —h) (C.2)

—00

De acordo com Luttinger e Ward (1960) o somatério presente em (C.2) é subs-
tituido por uma integral no plano complexo, dada por:
Z F(an) = 75 F(w)f(w)dw ) (03)

271 c’

n=—oo
! . . . ;.
onde a curva fechada C" contorna o eixo imaginario, e sendo

1
w4 B R

F(w) (C.4)

com f(w) dada pela funcao de Fermi, que apresenta singularidades em todo o eixo

imagindrio, confirmando a expressao (C.3):

flw) = =00, (C.5)

paraw =i(2n+ )ren =0, £1, £2, ---

A validade da equagao (C.3) é obtida através do teorema dos Residuos. A integral
em torno de C', que corresponde a todo o plano w (o plano é dado pelos eixos real e
imagindrio), serd igual a integral do residuo em torno de ¢ no eixo imaginario, que

engloba os miltiplos impares de 7 no eixo, mais os residuos dos pélos de F'(w) no
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eixo real. Se a integral de F'(w)f(w) em C tende a zero quando C' — oo (Mattuck,

1992), podemos escrever

fé Flw)f@)dw = 0
_ 7§C W) f(w)dw +2mi Y residuos de F(w)f(w) , (C.6)

onde F'(w) sao os residuos que correspondem aos pdlos do eixo real. Assim, podemos
retomar a equagao (C.3), definindo » 2 _ F(iw,) como a soma dos residuos de
F(w)f(w) para os pélos de F(w) no eixo real.

No célculo das somas da expressao (C.2), levaremos em conta uma transformagao
particula-buraco [19] nos férmions de spin para baixo, introduzida na deducao da

fungao de partigao (4.29), onde foi utilizado o formalismo de matrizes (equagao 4.59):

(N) = (ny) = (1= () - (C.7)

A fungao f(w) portanto, serd escrita como uma combinagao das fungoes de Fermi

para particulas

f(w)= porg] (C.8)
€ para oS buracos
1
+ =1 ="
) ol (C.9)

A integral presente na equagao (C.3) serd reescrita de forma a incluir este ajuste:

740/ Fw)f(w)dw = 72 dwF(w)% [f_(w) — f+(w)}
= _j{c’ dwF(w)% [ffw) = f(w)] - (C.10)

A soma das frequéncias de Matsubara da expressao (C.2), através do teorema

dos residuos, sera calculada pela equacao

o0

S Fiw) = ﬁfc dwF(w)% [ w) — f ()] . (C.11)

n=—oo

Através da qual a expressao (C.2) assume a forma

oA 1 ( exp(Bp) B exp(—6u) ) (C.12)
opu 2 \exp(By') +exp(—h)  exp(—By') +exp(—h)/ '
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Realizando o processo inverso ao inicial, onde se integra essa expressao (C.2) em

relacdo a [y, obtemos

’

0 = (s ) 5+ )]

= % {ln [(exp(ﬁ,u/) + exp(—h)) <exp(—6,u/) - exp(—h))} } . (C.13)

Finalmente, apds uma certa algebra e usando uma relagao trigonométrica, po-

/ .
demos escrever A da seguinte forma

A" = cosh B’ + coshh . (C.14)
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