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RESUMO
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Programa de P6s-Graduacdo em Geomatica
Universidade Federal de Santa Maria
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METODOLOGIA APLICADA AO CALCULO DE AREAS EM
GEODESIA
AUTOR: IZAIAS TADEU BACKES CARVALHO
ORIENTADOR: JULIO CESAR FARRET
Data e Local da Defesa: Santa Maria, 26 de Abril de 2006.

O célculo das areas elipsoidais em Geodésia ndo € uma tarefa trivial. Por esse motivo, €
comum o calculo de areas planas, cujo grau de dificuldade é bastante pequeno. Para areas
pequenas, a simples abstracdo do formato real da Terra é suficiente. Para areas maiores,
entretanto, a Cartografia se vale das chamadas projecdes equivalentes que, por serem formas
indiretas, apresentam uma confiabilidade menor em relacdo a metodos numeéricos diretos.
Mais grave ainda é o caso do Brasil, em que as &reas enviadas para certificagdo junto ao
Instituto Nacional de Colonizacdo e Reforma Agraria (INCRA), segundo a Lei 10267/2001 do
Cadastro Nacional de imoveis Rurais (CNIR), sdo calculadas em funcdo das coordenadas do
sistema de projecdo Universal Transverse Mercator (UTM). Esse sistema de projecdo é
conforme, ou seja, apresenta distor¢cGes em relacdo a area elipsoidal. Isso se deve ao fato de
que a maioria dos programas comerciais usados nao apresentam formas de calculo mais
eficientes. O presente trabalho de pesquisa é dirigido nesse sentido. Busca-se chegar a um
programa executavel que incorpore caracteristicas fundamentais ao calculo de areas e a
programacéo, gerando um produto que possa apresentar resultados efetivos para o mercado
consumidor. Escolheu-se uma metodologia que propbe solucdo para qualquer que seja a
forma das poligonais que constituem o poligono cuja area deseja-se calcular. A metodologia
foi codificada de diferentes formas e foi gerado um executavel final em linguagem C. Os
resultados foram comparados com a mesma integracao realizada em ambiente de calculadora
HP42S e no sistema Spring através da Projecdo Conica Equivalente de Albers. A pesquisa
mostra que a metodologia proposta possui amplo potencial para emprego em meio
computacional, tendo apresentado grande eficiéncia no calculo de areas elipsoidais.

Palavras-chave: Areas Elipsoidais, Integracdo Numérica, Projecdo Equivalente.
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The calculation of ellipsoidal areas in Geodesy is a not trivial task. By this motive, is common
the calculation of plane areas, whose difficulty degree is enough small. For short areas, the
simple abstraction of the real format of the Land is sufficient. For bigger areas, however, the
Cartography uses the equivalent projections that, for being indirect forms, present a minor
reliability in relation the direct numerical methods. More grave still it is the case of Brazil,
where the areas send for certification together the Instituto Nacional de Colonizagdo e
Reforma Agréaria (INCRA), second to the Brazilian Law 10267 of Cadastro Nacional de
Iméveis Rurais (CNIR), are calculated as function of the coordinates of the projection system
Universal Transverse Mercator (UTM). This projection system is conformal, that is,
presenting distortions in relation to the ellipsoidal. The majority of the used commercial
programs does not present more efficient forms of calculation. The present work of research is
directed in this direction. We searchs a executable program that incorporates fundamental
characteristics to the calculation of areas and to programming, generating a product that can
present effective results consumer market. A methodology was chosen that considers solution
for the calculation of any areas or polygon form that they desires to calculate. The
methodology was codified in different forms and was generated an executable in C language.
The results had been compared with the same integration carried through in environment of
calculator HP42S and in the Spring system through the Albers Equivalent Conical Projection.
The research shows that the proposal methodology possess ample potential to computational
employment, having presented great efficiency in the calculation of ellipsoidais areas.

Keywords: Ellipsoidal Areas, Numerical Integration, Equivalent Projection.
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1 INTRODUCAO

Na Idade Antiga e Idade Média, com o desenvolvimento da Geodeésia nas altas
culturas do Oriente Médio, impulsionado pela necessidade de levantar e dividir as
propriedades rurais em parcelas surgem as primeiras formulas para calcular areas. Estas
formulas, geralmente empiricas, eram usadas pelos agrimensores romanos e encontradas nos
livros gregos. Como exemplo tem-se Eratostenes que, depois de descobrir a forma esférica da
Terra, determinou pela primeira vez o diametro do globo terrestre.

Esse conhecimento foi transferido para a ldade Média através dos livros dos
agrimensores romanos e pelos arabes. No século XVI, S. Minster e R. Gemma Frisius
desenvolveram o Método da Intersecgdo, que permitia o levantamento de grandes areas.

Na Idade Moderna, em 1617 o holandés W. Smellius inventou a triangulagéo para o
levantamento de areas grandes, como regides ou paises. O final desta época foi marcado pelos
grandes trabalhos de medicdes de arcos de meridianos por parte dos geodesistas e astronomos.
O objetivo desses trabalhos era determinar os parametros de um elipsoide que tivesse a
melhor aproximag&o com a Terra fisica.

Atualmente a principal referéncia para o célculo de &reas utiliza-se dos sistemas de
projecdes (planas) para representacdo da superficie esférica ou elipséidica da Terra, ou seja,
procura-se obter correspondentes areas planas dos poligonos desejados na esfera ou no
elipsoide. Isso corresponde a uma simplificagdo do problema, pois o calculo de areas planas é
muito mais fécil do que o de éreas elipsoidais. Tal sistema acarreta inevitaveis deformacdes.
Essas deformacdes se refletem sobre distancias e angulos e, consequentemente, sobre areas.
Como é impossivel evita-las tenta-se, por meio da escolha de técnicas adequadas, conservar
uma ou outra dessas grandezas (distancias ou angulos), de acordo com a finalidade do
trabalho.

Tais calculos aplicados no plano se justificam quando as necessidades das aplicacfes
ndo exigem um maior rigor em termos de precisdo ou diante da dificuldade em implementar-
se uma rotina algoritmica que propicie agilidade nos programas disponiveis para calculos de
areas em Geodésia aliada a precisdo de resultados. Levando-se em conta o estagio avancado
em que se encontram 0S meios técnicos e recursos matematicos atualmente disponiveis, a
pouca disponibilidade de ferramentas que realizem o céalculo de areas -elipsoidais,

especialmente em fungdo das coordenadas curvilineas do poligono geodésico, ndo se justifica.
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Os objetivos da presente pesquisa sdo no sentido de ajudar a suprir essa deficiéncia.
Baseando-se na Lei 10267/2001, relativa ao Cadastro Nacional de Imdveis Rurais (CNIR),
que determina que todo imovel rural precisa ter seus limites definidos por meio de
coordenadas UTM referenciadas ao SGB, esse aspecto se reveste de maior importancia, pois a
precisdo posicional absoluta ou relativa dos pontos-limites de uma parcela territorial
influenciam no calculo da sua respectiva area. Atraves de formulacbes e técnicas
matematicas, procura-se nesta pesquisa, desenvolver uma metodologia de célculo aplicada ao

sistema de coordenadas geodésicas na qual se obtém as areas na superficie do elipsoide.

1.1 Objetivos

1.1.1 Objetivo Geral

e Produzir um algoritmo capaz de calcular &reas elipsoidais em funcdo das
coordenadas elipsoidais curvilineas, ou seja, obter a area sobre a superficie do
elipséide para poligonos gerais, quando os lados sdo formados por paralelos e

também por linhas geodésicas quaisquer.

1.1.2 Objetivos Especificos

e Revisar a metodologia de célculo de areas elipsoidais existentes na literatura
especifica;

e Trabalhar com técnicas de integracdo dupla, constantes no trabalho proposto por
Danielsen (1989) no sentido de explicitd-las em funcdo de pardmetros do
elipsoide e das coordenadas curvilineas dos veértices do poligono geodésico;

e Programar as rotinas de calculos em linguagem computacional;

e Testar (verificar) o0 método da solugdo computacional com as demais situa¢des

encontradas na literatura.
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1.1.3 Importancia

As necessidades cadastrais globais atualmente estdo a exigir da Geodeésia solucgdes
precisas e operacionais para o calculo de areas elipsoidais. Essas exigéncias tornam-se mais
importantes ainda pela natureza diversa dos formatos das poligonais geodésicas. As respostas,
no entanto, passam pelo desenvolvimento de solu¢cdes matematicas para alguns algoritmos
propostos, as quais nem sempre cumprem as exigéncias de generalidade e programabilidade.
No caso do Brasil, este fato reveste-se de uma importancia ainda maior, uma vez que 0
cadastro rural de imoveis registra areas em funcdo das coordenadas UTM. Isto gera distor¢des
em relacdo a areas locais (mais familiares aos proprietarios rurais) e também em relacdo a
areas elipsoidais, principal modelo matemético da Terra adotado em Geodésia, e capaz de
conferir unicidade aos resultados. Os programas em uso no Brasil para o célculo de areas, em
geral, ndo possuem rotinas para calculo de areas elipsoidais, o que é uma grave deficiéncia

técnica e cuja sugestao de solucdo é apresentada no presente trabalho.



2 FUNDAMENTACAO CONCEITUAL

O célculo de areas de poligonos no elipsoide foi tratado de forma diversa por
diferentes autores. Em Zakatov (1981, p.55), o tema é abordado como calculo de éareas de
trapézios de levantamentos geodesico, areas estas que sdo formadas pelas linhas dos

meridianos e dos paralelos, como mostrado na figura 1.1.

z
Paralelos
PN
D
— <=7 -F— ____________________
///// \\\\\
C )
i Plano do Equador
Meridiano de Greenwich PN: Polo Norte
! PS: Polo Sul
X PS

Figura -1.1 Trapézio Infinitesimal no Elipsoide de Referéncia

Foi tomado no elipsoide um trapézio infinitesimal ABCD (figura 1.1), onde seus
lados sdo elementos de arcos de meridianos e paralelos, e B é a Latitude Reduzida (Ver se¢do
2.2.4), como segue-se:

AB=CD =M dp (1.1)
AD = BC = N cospdx (1.2)

Logo, a area do trapézio infinitesimal ABCD, dada por dT , é expressa como:

dT =M.Ncospdp dr (1.3)
A area dzde toda a faixa delimitada pelos paralelos é obtida substituindo-se em

(1.3) o valor dA por 27z, como segue:
dz = 2xMN cosp dp
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dz = 2nR* cospdp (1.4)
ou

cospdp

dz = 2nb?
T (1-e?sen?p)’

(1.5)

Com isso, a area da superficie da faixa do elipséide situada entre paralelos com

latitudes reduzidasf3, e B3, é dada por:

B,

7= 2nsz(1“)ﬂ, (1.6)

—e?sen’B)

que apresenta como solugéo:

(1+£e2 +§e4jsen P, =P, cosp,, —
2 8 2

(1.7)

7= anh?| [ Loz 4 3 et senMcomeJr
6 16 2

5(, —B,)
2

e sen————

COS5B3. +...
*%0 B

onde B, =

P, +B,
>

Em Gemael (1987, cap.3), é explicitada uma férmula para calcular a area de um
quadrilatero elipsoidico, quadrilatero este que € definido como “a porcdo de superficie do
elipsdide compreendida entre dois paralelos e dois meridianos”. Sejam ¢,e ¢, as latitudes
dos dois paralelos e AL a diferenca de longitude entre os dois meridianos, T é denominado a

area do quadrilatero.

R (1.8)
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que também pode ser escrita como,

T= ZbZM(A'senA¢cos¢m — B'sen3A¢cos3¢,, +C sen5ApCcos5d, . +) (1.9)

onde:

Aotsler 3et Des, P ooy 88 on
2 8 16 128 256

Bolery 3ot 3e0, e, 45 0
6 16 16 192 256

C :ie4 +ie6 +ie8 +£e10
80 16 64 512

Gillissen (1993, p.92-93) desenvolveu um método para calculo de areas de um
poligono no elipsdide onde os lados deste poligono podem ser linhas geodésicas,
loxodrémicas (linha que corta os meridianos sob um mesmo azimute), circulos maximos ou
combinacéo destes elementos. Se os pontos formadores dos vértices do poligono no elipsoide,

bem como as interpolagdes entre eles, todos designados por P, P,,...,P,, sdo projecdes

equivalentes no plano (vide figura 1.2) e as projecdes destes pontos no plano séo definidas por

coordenadas polares (pi ,ei), onde p € o raio vetor e 6 ¢é o angulo vetorial, entdo a area do

poligono é dada por:

1
PP Py = 2 1P1p25eN(B, —6,) +popssen(B; —6,) +... (1.10)

et pn—lpnsen(en _en—l) +pnplsen(el _en) |
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Figura — 1.2 Projecéo Equivalente no Plano
FONTE: Gillisen, 1993, p.93.

Galo (2003, p.468-470) propde uma solucdo para o calculo de éareas de figuras
elipsoidais onde os lados ndo sdo linhas geodésicas e nem arcos de paralelos e meridianos.
Sugere que seja feita uma segmentacdo das bordas do poligono original, pela inclusdo de
pontos adicionais, permitindo o calculo da area do poligono elipsoidal por meio de um
poligono equivalente, obtido a partir do uso de uma projecao plana equivalente. Deste modo,
a proposta para o calculo de area se resume aos seguintes passos: 1) Leitura dos vértices do
poligono em coordenadas geodésicas; 2) Divisao dos lados em varios segmentos, pela criacao

de pontos adicionais; 3) Calculo do ponto de tangéncia ((po,ko); 4) Conversao de todos 0s

pontos para a Projecdo Azimutal Equivalente de Lambert; e 5) célculo da area do poligono
final pela Formula dos Trapézios de Gauss.

Tem-se a solucdo apresentada para o calculo de blocos de exploracédo e producdo de
petréleo (ARAUJO & VARELLA, 1999 apud GALO, 2003) na qual é considerada a divisdo
dos blocos de exploragdo em sub-blocos, que pode ser resumida nas seguintes etapas: Fazer a
divisdo da area em sub-blocos de amplitude igual a 9,375” em latitude e longitude; Calcular a
area plana de cada sub-bloco usando a Projecdo Policonica; Calcular o fator de escala; Fazer a
correcdo da area com o fator de escala calculado; Realizar o somatorio da area de cada um dos
sub-blocos.

Em (DIAZ & OLIVEIRA 2001 apud GALO, 2003) é apresentada uma solucdo para

o célculo da area de poligonos elipsoidais baseada na divisdo do poligono original em uma
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série de triangulos. Inicialmente o poligono é dividido em regibes triangulares usando a
triangulacdo de Delaunay, sendo a area de cada triangulo elipsoidico aproximada pela area de
um triangulo esférico no qual o raio de curvatura do triangulo é igual ao raio médio de
curvatura calculado para o ponto médio do tridngulo. Nessa solucdo a area total do poligono
elipsoidal é dada pela soma da &rea de cada triangulo esférico. Posteriormente, cada tridngulo
é sucessivamente subdividido em quatro tridngulos e a area € recalculada. O processo finaliza
qguando o valor da area estabiliza.

Constituindo-se na abordagem proposta no presente trabalho de pesquisa, tem-se em
Danielsen (1989) e Moraes (2001), uma proposta de solugcdo para o calculo de areas de
quadrilateros elipsoidais. Nesse caso a superficie é obtida pela soma algébrica das areas de
quadrilateros parciais. Cada um desses quadrilateros é formado por cada linha formadora do
poligono cuja area se deseja calcular (lado), os segmentos de meridianos desde as
extremidades dessa linha até o Equador e o segmento deste (Equador) entre esses dois
meridianos. O sinal da area de cada um desses poligonos parciais € definido através da
diferenca das longitudes dos pontos extremos desses lados, e sempre num mesmo sentido de
caminhamento do poligono. Esse sentido tanto pode ser horario ou anti-horéario (para a direita
ou para a esquerda), invertendo o sinal da area em cada. Dentre esses dois trabalhos, o
primeiro Danielsen (1989) foi adotado para o algoritmo proposto na presente pesquisa. Esta
escolha se deve ao fato de apresentar caracteristicas importantes como, por exemplo, ser
genérico, englobando véarios casos para a solugdo de areas encontradas na literatura, formas de
resolver os calculos é ilimitada em relacdo ao nimero de pontos do poligono estudado.
Pretende-se aliar estas caracteristicas a um algoritmo aplicavel de forma generalizada em

diferentes linguagens de programacao computacional.

2.1 Parametros da Elipse e do Elipsoide

2.1.1 Excentricidade e Achatamento

A figura a seguir ilustra os principais parametros da elipse e do elipséide de revolucao,
gerado pela rotacédo da elipse em torno de seu eixo menor.
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Elipse Meridiana

AZ

\ 4

™

F = foco da elipse
E. = excentricidade linear
a = semi-eixo maior
b = semi-eixo menor

Figura -2.1 Pardmetros da Elipse Meridiana

Da-se 0 nome de excentricidade linear E_ ao segmento que une o centro da elipse ao

seu foco:

E. =+/a? -b? 2.1)

Com a excentricidade linear E_ definem-se duas excentricidades numéricas, denominadas 12

e 22 excentricidades numéricas:

e=E (2.2)
a

. E

g =—% 2.3
. (2.3)

Utilizando-se a (2.1) e a (2.2), a relagdo da 1° excentricidade com os semi-gixos é:

ea=+a’—b?

Elevando-se cada membro ao quadrado tem-se:



ela’=a’-b*

2 K2

, a“—-b
e’ = >
a

25

(2.4)

Uma vez que E, <a, a excentricidade de uma elipse é menor do que a unidade

(LEHMANN, 1979, p.150).

Coma (2.3) e a(2.1) a relacdo da 22 excentricidade com 0s semi-eixos é:

Da (2.4) relaciona-se 0 semi-eixo menor com 0 semi-eixo maior e a 12

excentricidade:
ela?=a’-b®
b*=a®—-e*a’=a’(1-e?)
b=avl-¢e?
Da (2.5) temos:

2
eb?=a%-b?

a?=b*(1+e”)

a=byi+e”

Substituindo-se na (2.7) a (2.6), obtém-se a relacdo entre as excentricidades numéricas:

a=avl-e’yl+e’
1=+1-e?1+e”

1=(1-e?)(l+e”)
Da (2.8) obtém-se:

(2.5)

(2.6)

(2.7)

(2.8)

(2.9)
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2 UEJ‘2

T1-¢?

Recebe 0 nome de achatamento f a raz&o da diferenga entre o semi-eixo maior e

e

(2.10)

semi-eixo menor pelo seu semi-eixo maior:
f=—— 0<f<1 (2.11)

Substituindo-se em (2.11) a (2.6) tem-se:

_ a—avl-e?

a

_ a(l—+v1-e?)
a

f

f

f=1-+1-¢ (2.12)

1-f =+1-¢? (2.13)
Substituindo-se na (2.12) a (2.9) obtém-se:

e-2
f=1-.1—- >
1+e

l+e
foqo 1 _ (2.14)
l+e
1-f =2t (2.15)
1+e
Substituindo-se a (2.13) na (2.6):
b=al- f) (2.16)
Elevando-se ambos os membros da (2.13) ao quadrado:
(1-f)*=1-¢?
1-2f + f2=1-¢°
e’ =2f - f? (2.17)
Substituindo-se a (2.13) na (2.10) tem-se:
z__ ¢ (2.18)

-7
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2.2 Raios de Curvatura Principais

Pela normal a superficie do elipsdide pode-se tracar um conjunto inumeravel de
planos. Os mesmos perpendiculares ao plano tangente a superficie do elipséide em um ponto
dado, denominam-se planos normais. As curvas, formadas pela interseccdo dos planos
normais, tracados em um ponto dado, com a superficie do elipsoide, denominam-se se¢oes
normais (ZAKATOV, 1981, p.37). Em cada ponto existem duas se¢des normais, se¢des estas
perpendiculares entre si, de curvatura maxima e minima, sdo ditas se¢fes principais, e 0s
respectivos raios sao ditos raios principais.

Na figura a seguir sdo apresentados 0s raios de curvatura principais do elipsoide de

revolucéo.
. . z . . P
Meridiano de Greenwich Elipse Meridiana de P 0
SFT
PN T
Paralelo de P N
A~~-\_r
2= P,
///// \\\\\
O | -
Plano do Equador >y
A
4 - r
BV

X0 dos raios de Paralelos

PN : P6lo Norte;

PS : Polo Sul;

O : Centro do Elipséide;
¢ : Latitude Geodésica

A : Longitude Geodésica

N : Normal passante por P
SFT : Superficie Fisica da Terra

Figura - 2.2 Raios de Curvatura no Elipsoide

2.2.1 Raio do Paralelo r

A equacao geral do elipsoide é escrita como:
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X2 y2 ZZ
?+?+b—2:1 (219)

Introduzindo as equacdes na forma paramétrica, ou seja, em funcéo de seus parametros;

X =T COSA (2.20)
y = rseni, (2.21)
elevando-se ambos 0s membros da (2.20) e da (2.21) ao quadrado e adicionando-0s, tem-se:
x® =r?cos’ A
y? =r’sen’i

x> +y® =r?(cos® 1 +sen’1)

— o1, (2.22)

que € a equacdo da elipse meridiana de P .

Multiplicando-se ambos os termos da (2.22) por a’b® tem-se:

22,2 2252
ab°r ah°z
—+———=a’b’
a b
b’r? +a’z® =a’b’
Reagrupando-se os termos em funcdo de z tem-se,

22 a‘ZbZ_bZr.Z

a
A qual é simplificada para,
r2
Z2 = bz[l—a—zj
r :
7= b(l_?j (2.23)

Derivando a (2.23) em relacdo a variavel r tem-se:

1
2\ 2
zzzb[l_r_z] (oZ_J
dr 2 a a

1
dz_ br(, r’)e
dr a’ a’
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b brfai-rt):
dr a’l a?

% _ _%r(az r2)e (2.24)

dz - N
Como a é o coeficiente angular da curva no ponto (r,z), como visualiza-se na
r

figura (2.3) tem-se, a partir desta figura:

Normal de P

Elipse Meridiana de P

Tangente em P

Figura — 2.3 Pardmetros Adicionais da Elipse

g = tan(900 + (p): —cotgo = _L0se (2.25)
dr senoe
Logo, igualando-se (2.25) com a (2.24):
1
—E(a2 —~ rz)_E =—cotgp = _Lose.
a seng

Elevando-se ao quadrado ambos os membros da igualdade,

2.2 2
b°r (a2 _rz)—l _Cos"¢
a’ sen’o

b’r?  cos’e
a’(a®-r?) sen’p

?r?sen?p =a’(a’ —r?)cos’ @

bzrzsench—az(a2 —rz)coschzo, (2.26)
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Fazendo-se b = ay1—e® tem-se:
a?(L-e?)r?sen’p—a’(a® —r?)cos? 9 =0
a?|(1-e? Jr2sen’p—(a® —r?)cos? ¢|=0
(1—e2)rzsen2cp— a’cos’+r?cos’p=0
r’sen’p—e’r’sen’p—a’cos’ o +r’cos’ =0,
e associando-se 0s termos da expressdo acima, tem-se:
rz(senz(p —e’sen’¢ + cos’ (p)— a’cos’ =0
rz(sench +Cos’ (p—ezsench): a’cos’ .
Como sin® ¢ +cos® ¢ =1, tem-se:
r?(L-e?sen’p)=a’ cos’ ¢

o 2C0S0 (2.27)
(L—e%sen’o)
0 que resulta:
r= L‘Pl’ (2.28)
(L-e?sen’g)e

que é o Raio do Paralelo na latitude considerada.

2.2.2 Raio de Curvatura da Secdo Transversal Meridiana N (Grande Normal)

Na figura a seguir tem-se a visualizacao do triangulo retdngulo formado pelos pontos

APB , obtido a partir da (figura 2.2), para obten¢édo do raio de curvatura da secéo transversal.
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Elipse Meridiana de P

v

Secdo Transversal Meridiana

Figura — 2.4 Raio de Curvatura da Se¢do Transversal

Da figura anterior retira-se a relagao:

P=— (2.29)

logo, observa-se que o segmento BP ¢ 0 raio de curvatura da secdo transversal ao meridiano
de P, e é denotado pelo simbolo N .
Substituindo-se a (2.27) na (2.29) obtém-se:

acos ¢

— 1—e?sen?
5P _ N _Vime'sene

cos@
onde

N & (2.30)

J1-e’sen’p
que € o Raio de Curvatura da Secdo Transversal (ou Secdo Primeiro Vertical), também
conhecido como Grande Normal.

2.2.3 Raio de Curvatura da Se¢do Meridiana M
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O centro das secOes transversais ao meridiano esta contido no eixo z. O raio de

curvatura da secdo meridiana, denotado pelo simbolo M ,obtém-se do calculo diferencial.

&

3
dz ) |2
i

g
dr?

Onde « é acurvatura (GUIDORIZZI, 1986. p. 727).
Derivando a (2.24), obtém-se:

d
d

27
r2

= —ab(a2 —r? )_

N w

Substituindo-se a (2.24) e a (2.32) na expressdo (2.31):

{H

b2r? L2
)]

a

(2.31)

(2.32)
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[az(a2 - r2)+ b2r2]g
aS
—ab

. ‘[az(a2 — r2)+b2r2]§

2.33
—a‘b (233)

Substituindo na (2.33) a equagéo (2.6) elevada ao quadrado e a (2.27) tem-se:

3
2 2 2 2 2
a?| a2 2. €05 @ CZOS ;P +az(1—e)2761 (:203 Zp
M 1-e’sen‘o 1-e“sen‘o
= 1
—a4a(1—e2)5

cos® ¢ cosle |2
) )
- ) —e’sen’o
M = 1
—a5(1—e)z

3
54 1—e25en2(p—c052cp+(1—e2)cosz(p 2
1-e’sen’p

—a5(1—e2)%

N

20 1-e’senp—1+sen’p+ (1— eZXI— sench)_
1-e’sen’p

_a5(1_ez)%
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3
. —e’senp+sen‘@+1-sen’p—e” +sen’op |2
1-e’sen’p

1

_(1_92)5

3 1
oot

(L-e?sen’o)2

_(_2)
M = all—e

3

(L-e%sen’p)e

do que resulta,

M = _a-et) (2.34)

3!

(1— ezsench)E

que é o Raio de Curvatura da Se¢do Meridiana.

2.2.4 Latitude Reduzida

Na figura a seguir representa-se um quadrante da elipse meridiana de centro O, com
0 ponto P(x,z) e o circulo principal desta elipse circunscrito, de raio a. O angulo £,
formado pela reta OP, e sua proje¢do no plano equatorial, denomina-se de latitude reduzida

(GEMAEL, 1987, Cap. 3).
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Z A
P1
a
.z
B
P
& > ¥
@) / e P>
| X
POP, = » |
N |
OP=r

Figura — 2.5 Elipse Meridiana usando Latitude Reduzida

Da geometria plana e pela aplicagdo do teorema de Pitagoras ao triangulo OR,P,,

tem-se:
(OP, ) +(P,P)* =a’. (2.35)

Da (figura 2.5) tem-se a seguinte equacéo da elipse:

2 2

X JA

==L (2.36)

sendo x=0OP, e z = P,P. Substituindo-se esta relacdo na (2.36), tem-se que:

(O:§ r, (PEF;)Z =1, (2.37)

a qual pode ser reescrita em funcdo do semi-eixo maior, multiplicando-se ambos os lados da

equacao por a’:

2

(0P, +(P,P)? Z_Z — a2 (2.38)

Igualando-se a (2.35) com a (2.38) tem-se:

2

(OP,)? +(P,P)? 2—2 —a>=(0P, )} +(P,P ) (2.39)



Resolvendo-se a equacgao acima em fungéo de P,P:

2

a
(Pz P1)2 = (Pzp)2 b_z

2

(F)zp)2 = (Pz Pl)z

a?
b

PZP :g

(R.R)

Conforme a (figura 2.5), tem-se que P,P, = asenp.Logo,

z= P2P=EP2P1 =9-asen[3
a a

z =bsenp

X =acosp.

Da (figura 2.5) também tem-se a seguinte relacao, utilizando a latitude geocéntrica:

X =rC0SYy
Z=rseny.
Logo, tem-se que:
z
gy =—.
X

Substituindo-se a (2.42) e a (2.43) na expressao anterior, obtém-se:
b
tgy = —tgp
a

tgyz(l—ez)%tgﬁ.

Relacionando-se a latitude geodésica com a latitude reduzida, obtém-se:

tgp = (1+ e'z)%tgﬁ
1

tgp :(1—e2)5tg(p

2.3 Area de uma Superficie sobre o Elipsoide

36

(2.40)

(2.41)

(2.42)
(2.43)

(2.44)
(2.45)

(2.46)

(2.47)

(2.48)

(2.49)

(2.50)
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A éarea de uma superficie sobre o elipsodide pode ser deduzida a partir da area
formada pela linha geodésica', pelos meridianos dos pontos extremos que formam os lados e

pelo Equador.

A comparacéo da (figura 2.6A) com a (figura 2.6B) mostram que a linha geodésica
entre os pontos B e C do elipsdide corresponde ao arco de circulo maximo?® entre

0S pontos B e C' da esfera. Nisto as latitudes esféricas dos pontos sobre a esfera
sdo idénticas com as latitudes reduzidas dos pontos sobre o elipsdide. Assim, para

cada ponto ((p,k) da linha geodésica no elipsdide, ha o ponto (B,(o) em um
circulo maximo (MORAES, 2001, p.165).

Figura — 2.6 A Triangulo Elipsoidico — 2.6 B Triangulo Esférico
FONTE: Zakatov 1981, p. 154

Sobre as figuras (2.6A) e (2.6B), o triangulo elipséidico ABC corresponde ao
triangulo esférico AB'C' com o mesmo azimute A, para as linhas s e Ac (RAINSFORD,
1955, p.13; HECK,1995, p.183, 245; WOLFRUM, 1995, p.413). A latitude reduzida 3 do

ponto B é a mesma do ponto B, e a do ponto C é a mesma de C', mas a distancia entre os
dois pontos e a diferenca de longitude séo diferentes (JORDAN-EGGERT, 1962b, p.110).

Elemento diferencial de comprimento de arco ds expresso:

e Na esfera

! Linha Geodésica: E uma linha jacente numa superficie e tal que em todos os seus pontos a sua normal principal
coincide com a normal a superficie. (GEMAEL, 1987, Cap.4)

% Circulo méximo obtido da interseccdo da esfera com um plano passante pelo seu centro.



Rdocos A, = Rdp

RdosenA; =RcosBdo.

e No elipséide
dscos A, = Mde

dssenA, = N cospdi

38

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

Sabendo-se que a relacéo entre a longitude geografica elipsoidica A e o angulo » éa

razéo entre (2.35) e (2.37), tem-se:

RdB Rdo

Mde ds
onde;

B _ 9o

do ds

A razdo entre a (2.36) e a (2.38) é:

RcosBdo  RdosenAg
Ncospdh  dssenAg

Realizando as simplificacGes, tem-se:
cosfdo _ do
N cosedh ds

do _ Ncosedo

da cospBds

Substituindo-se a (2.40) na (2.42), tem-se:

do _ Ncosedp

dA M cospde’
0 que resulta:

do _y2 cosopdp
da cospde

Onde, V é uma variavel auxiliar, (Ver Anexo C)

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)

(2.43)

(2.44)



3 MATERIAL E METODOLOGIA

3.1 Material

e Servico de Comutacdo Bibliografica (COMUT), da Biblioteca Central da
UFSM;

e Acervo da Biblioteca Setorial do Centro de Ciéncias Naturais e Exatas da
UFSM;

e Acervo da Biblioteca Central da UFSM;

e Programa Computacional MATLAB 6.5;

e Programa Computacional Maple 8;

e Compilador Bloodshed Dev- C++ 5.0 beta 9.2.

e Micro-computadores do CPD/UFSM e do Setor de Geodésia do
DER/UFSM.

3.2 Metodologia

Inicialmente, pesquisou-se a literatura no sentido de conhecer formas de resolver o
problema das areas elipsoidais, objetivando a escolha de uma metodologia geral, ilimitada em
termos de tamanho do poligono e com caracteristicas de facil programabilidade em termos
computacionais. Por esses motivos, a metodologia escolhida baseou-se na proposta de
Danielsen (1989). Uma vez definida a metodologia de calculo, estudou-se formas de
programacao alternativas, para que pudesse haver a comparacdo entre elas, até como meio de
verificacdo da eficiéncia do algoritmo proposto. Essas formas foram os ambientes
programaveis Matlab e Maple, nos quais foram geradas e testadas as versdes iniciais do
sistema proposto e cuja verificacdo inicial foi feita pela comparacdo de resultados. Os
resultados das areas calculadas nesses programas computacionais usando o algoritmo
produzido na presente pesquisa, foram comparados com os de poligonos pequenos (parcelas
rurais) calculados originalmente por Moraes (2001) em rotina de calculadora HP42S, e
somente para os poligonos parciais. Para as areas de poligonos grandes (paises), calculadas

através do somatorio dos poligonos parciais (poligono total), comparou-se as areas calculadas
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pelo algoritmo proposto atraves de programa executavel gerado na linguagem C com as
mesmas calculadas através do programa Spring 4.3 na Projecdo Conica Equivalente de
Albers. Nessa etapa foram verificados e resolvidos todos os eventuais problemas, como
inconsisténcias de resultados e sincronismo dos sinais das areas parciais na formacdo do
poligono total. Uma vez verificada a viabilidade do processo, originou-se 0 programa
executavel final na linguagem de programacdo C, para o calculo das areas dos poligonos
totais.

Mostra-se a seguir a sequéncia adotada por Danielsen (1989, p.61-65). A
determinacdo da area de um poligono sobre o elipséide pode ser obtida pela soma algébrica de
areas parciais entre o Equador e as linhas que constituem cada lado deste poligono cuja
superficie se quer calcular, tendo os meridianos expressos como referéncia. O sinal de cada

area parcial é dado pela diferenca de longitude.

3.2.1 Superficie de um Quadrilatero Infinitesimal

Moo

Equadar

FS

Figura — 3.1 Representacdo do Quadrilatero Infinitesimal no Elipséide
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N cos g, d P, (¢, +do, 1o +dA)

Po (@0, 20)

Figura — 3.2 Quadrilatero Infinitesimal

Observando-se as figuras 3.1 e 3.2, tem-se que a superficie dS de um quadrilatero
infinitesimal na superficie do elipsoide, pode ser expressa como:
dS = (Mdo)N cos di) (3.1)

g - _al-e’) a dodh,
\/(1—ezsen2cp)3 V1-e’sen’o et

de onde, desenvolvendo, obtém-se,

2 2
dS=M dod . 3.2
(1—ezsen2(P)2 e 42

Utilizando-se as expressdes anteriores e substituindo-as na equacéo (3.2), obtém-se:

b?(L+e”? f1—e?) V2
ds = V1l- —d d
(L-e?sen?p) 2osP : Vi+e?V bae:

de onde, por meio de calculos, substituig()es e simplificagdes, tem-se:

dS = ————cospvl-e’
(L-e?sen?p) \/1+e

1+e?
2

b > 1+e?sen’B
dS = ————— cospyl-e’ =————"—dBdo
(1—ezsen2(p) Vi+e?

1+e” 1
dS = ————cospvl-e’
(1 e?sen (p) 1+e’sen’B \1+e”

didw

dBdw
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2 | ‘2
ds =b—zcos[3\/l—e2 %dﬁdm
(]__ezsenz(P) 1+e“sen B
b? cosp

ds = ,
(]__ezsenzq))z 1+e zsenZB

dpdw

b? cosP

ds = ' dBd
[1—e?(vsenp)? | 1+esen’p pae
b’ cosP
ds = . dpdo
1+e%sen’p
2
a5 = - k . 2 CSSB ,—dpdo
1+e25en2[3—e2(1+e2)sen25 1+e’sen’p
1+e?sen’p
2
ds = b 2 cgsB2 dBde
1+e?sen’p e (1+e'2)sen2[3 Lrersen
1+e%sen’p
2
dS = ‘ b ) 5 CSSB 5 dBd(D
1+e2sen’p—e?sen?p) 1+e“sen’p
1+e%sen’p
2
ds = bt 0B g,
1 1+e“senP
1+e%sen’p
2
as = P 440
1 1+e’%sen’p
(1+e'25en2[3)2
ds = b?(1+e2sen’pf — 2P gpd
( B) 1+e%sen’ pde
ds = b2(1+ e'zsenZB)cosBdBdw (3.3)

A expressao (3.3) é a superficie infinitesimal dS em funcdo da latitude reduzida 3 e

do diferencial dw.

Utilizando-se t e t como variaveis auxiliares tem-se:
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t =t=+1+e’sen’p (3.4)
Logo, substituindo t e t' na expresso (3.3), obtém-se:
dS = bt cospdpdom, (3.5)
onde t diz respeito a esfera.
Logo, seguindo a solucdo da (3.5), a integracdo é realizada sobre a esfera

(DANIELSEN, 1989, p.62). A area da superficie S compreendida pelas linhas do Equador;

geodésica e os meridianos sdo dados pela seguinte integral iterada:

) By
S :bZJ.t'doaJtcosBdB, (3.6)
(o] 0

onde, fazendo-se as substitui¢oes, tem-se:
By By
J.tcosBdB:J‘w/He'zsenZB cospdp. (3.7)
0 0

Tomando x =e'senp, e diferenciando em relagdo a B tem-se:

ax .
d_B =e cosp (3.8)
édx =cospdp. (3.9)

Tomando-se y = e'senp, pode-se reescrever a integral (3.7) como:
By 1 y
jtcosBdB=—.JV1+ x> dx . (3.10)
e
0 0

O teorema binomial diz:

Teorema - Se m for um niimero real” qualquer, entdo

(L4 x)" :1+n*zjm(m—1)(m—zn)!.,...(m—n+1)xn

para todos os valores de X, tais que |x| <1. (LEITHOLD 1994, p.779).

Utilizando-se este teorema para solucionar a integral (3.10), tem-se que o integrando

pode ser desenvolvido pelo teorema acima, onde:

m(rgl—l)x2 .\ m(m—;)l(m—z)x3 - m(m—l)---fm—nJrl)Xn
! ! n!

(L+x)" =1+ mx+ +... (3.11)

*Se m for um inteiro positivo, a série binomial terminara apds um niimero finito de termos.
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0 que, substituindo-se devidamente os valores, resulta:

1
(l+x2)5=1+£x2—1x4+ix6—ix8+Lxl°... (3.12)
2 8 16 128 256

Logo, a solucdo da integral (3.10) resume-se a:

y
l,j(ulxz —lx4 +ix6 —ix8 +Lx1° +...jdx=
e 2 8 16 128 256

1 1, 1 5 1 7 5 o 1T n
=—|Yy+=-y ——Yy + — + +... 3.13
e (y 6 y 40 y 112 y 1152 y 2816 y j (3.13)
Voltando a (3.6), tem-se que:
f 1 1, 1 1 5 7
S=p* |t =|y+=y——y°+ = * i |d 3.14
I e (y 6y 40y 112y 1152y 2816y j ® (3.14)

®

Do mesmo processo anterior, pelo teorema binomial aplicado a t tem-se que t

resulta;

: 1 1 1 1 5 7
t=(+y’ =1+2y?-Zy'+ —yP - yO ¥ 3.15
( y) 2y 8y 16y 128y 256y (3.15)
0 que, substituindo-se no integrando de (3.14), realizando-se as devidas multiplicacdes termo

a termo e eliminando as poténcias de y superiores a 11, poténcias estas de y que indicam a

contribuicdo maxima de cada termo na formula final da area(vide cap. 4), obtém-se:

1, 1 1 5 7
I+=y? =Syt =y -y Y|
( 27 87 "167 1287 T 26 j

i[y+ly3_iy5+ 1 y7 - 5 yo+ 7 yt j_

e 6 40 112 1152 2816
1 2., 1 4 , 8 4 64 j

=—|VYy+—VyY ——Vy° + - + +... 3.16
e(y 3y 15y 105y 315y 3465y (3.16)

Logo, substituindo a (3.16) na (3.14) a integral de area torna-se:

b2 f( 2 . 1 4 8 64
S=— +oy -yt T - *+ Yy |d 3.17
e (y 37 "157 T1057 "3157 31657 ) @ 317)

1
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Sabendo-se que y = e senp,, tem-se que explicitar senf, em fungdo dos argumentos

o e B, de acordo com a figura seguinte.

Figura — 3.3 Triangulo Esférico sobre Esfera Unitaria de Bessel

No triangulo retangulo esférico P'P,P, sobre a esfera unitaria de Bessel, o ponto P,

possui a maxima latitude reduzida e w é contado a partir do meridiano deste ponto (HECK,
1995, p. 246).

Aplicando-se o teorema dos senos da trigonometria esférica, tem-se que:

T T
sen(2 - Blj ) sen[2 - Boj

SenA

T
sen—
2

cospB, cosP,

1 SenA
% - L (3.18)
cosP, senA

Logo, aplicando-se também o teorema dos cossenos” da trigonometria esférica, tem-se que:
cosP, =—cosP, cosP +senP, senP cos(g - Boj : (3.19)
Como o triangulo P'P,P, € retangulo (P, = 90°), tem-se que a (3.19) pode ser escrita como:

cosP, = senP’ cos(g —Bs j - (3.20)

* Ver trigonometria esférica no Anexo A.
" Ver Redugdes trigonométricas no Anexo B.



Tem-se, entéo:
cos A = senmsenp,.
Elevando-se ao quadrado ambos os membros da (3.21), tem-se:

cos’A =sen’wsen’p, .

Fazendo-se uso das identidades trigonometricas, a (3.22) é escrita como:

1-sen’A=sen’wsen’B,,

que expresso em funcdo de senA, torna-se,

senA = \/1-sen’wsen? 3, .

Substituindo-se a (3.24) na (3.18) obtém-se:

cosp, 1
cosP, /1—sen’wsen?p,

Aplicando-se o teorema das cotangentes ao triangulo P P,P,, obtém-se:

cotg (g - Bl]sen(g - [30] = cotgP, seno + cos(g -B, j COS®.

Como P, =90°, a (3.26) resume-se a:

cotg(g - Bljsen(g - Boj = cos(g - Bojcosw .

Utilizando-se das relages fundamentais da trigonometria, tem-se que:

cotg(g—BljcosBO = senf, cosm

cotg[E —~ Blj cosP, _ CosS®,
2 senf,

obtendo-se:

COS® = cotg(g - Bljcotgﬁo ,
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(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

onde, novamente, trabalhando com as relagcdes fundamentais da trigonometria, reescreve-se

(3.30) como segue:

cotg(E—Bj— L COS®
2 ') cotgp,

thl =

COsw
cotgp,

tgp, =tgB,cosm.

(3.31)

(3.32)

(3.33)



Da (3.33) tem-se que:

sen, _ senp, oS0

cosfB, cosP,

Colocando-se a expresséo (3.34) em fungdo de senp,, obtém-se:

cos

senf, = senf cosw—ﬁl.
' ° cosp

0

Sabendo-se que y = e senp,, pode-se reescrever y como:

cosf,
cospB,

y = e'senf, cosm

Utilizando-se da (3.25), pode-se reescrever a (3.36) como segue:

3 senp, cos®
\/l—senzﬁosenzm

Tomando-se:

senod = senf,senw,
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(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)

onde 6 é um angulo auxiliar, e elevando-se ao quadrado ambos os membros da (3.38), tem-

se:
sen’0 = sen’B,sen’m
1-cos” 0 = sen’B,sen’o,

de onde resulta que:

c0s0 = /1 - sen’Bysen’ .
Reescrevendo (3.40), tem-se:
1-cos’ 0 = sen’, (L—cos? o)
1=sen®B,(L—cos? w)+cos? O
1=sen’B, —sen’, cos*  +cos’ O
1=1-cos’B, —sen’p, cos’ o+ cos” 0

1-1+cos’ B, —cos’ 0 =-sen’B,cos’®w (-1

1
cos® 6 —cos” B, —-—=c0s’ ©
0

cos” 0 —cos’ B,
COS® = -
senpB,

(3.39)
(3.40)

(3.41)

(3.42)
(3.43)
(3.44)
(3.45)
(3.46)

(3.47)

(3.48)



48

\/cosz 0—cos’ B,

CoS® = : 3.49
sen’p, (3.49)
de onde pode-se reescrever a (3.37) como:
y=¢ senp, cos® (3.50)
cosO

' 1 2 2
=@ ——,/C0S” 0 —cos . 3.51
y=e — B, (351)

Aplicando-se o operador diferencial a expressdo (3.38) e derivando-a em relacdo a
0 e o, obtém-se:
d d
—(senB)=—{(senf,sen
£ (sen0) = (senp, seno)
cos0do = senf, coswdwm (3.52)

Logo, a partir da (3.52), obtém-se a diferencial do :

doy = 205000 (3.53)
senp, cos®

Substituindo-se a (3.49) na (3.53), obtém-se:

do = cos6do (3.54)

1 2 2
sen Cos“ 0 —cos
Bo conp. ¥ By

cos0do

do= .
|Jcos? 8- cos? B,

(3.55)

Utilizando-se da (3.51) e (3.55), tem-se que a integral da soma gerada pela (3.17)

tem sua solucédo apresentada sob a forma:
J ydo = (3.56)

®3

= J.e'ix/cosz 0 —cos® B, Cos0dd___ _
cos6 Jcos? 6 —cos? B,

= e'J-de =e'[0]

Iy3dw = (3.57)

®



n

3

J

®y

3

1

cos 0

cos? 0

3

.

3

=e'3jd6—e'3c052BOJ. ! o=

0y
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o 3
= (e'ix/cosze—coszﬁoj cos6do

\/cosz 0-cos’B,

(cos? 0 —cos? B, )do =

~ 2
= e'3d6—J’e'3 cos” B do =

cos’ 0

3

cos? 0

]

2
©3

=e°| 0—cos’ Boj‘%de =
co

S0

w7 o

=e'3[e—c2|2]:f :

Para simplificacdo de célculos, utiliza-se do seguinte artificio c" =cos"B, e

1
cos" 0

3

Iysdw=

®y

3

|l

1

cosO

de, onde n = {2,4,6,8,10}.

(3.58)

1 ’ cos0
e'—\/cosze—coszﬁoj do =

cos’ 0

cos* 0

\Jcos? 8 —cos? B,

(cos? 0 —cos? B, J'do =

(cos* 0 — 2cos? cos® B, +cos* B, )do =
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3

2 4
=.“e.5[1_2cos B, , Cos Bojdez

cos’®  cos’ O

oy

w3 @3 @3

= e'sjde —2e”° cos’ B, J’%de +e°cos’ B, J‘% do =
cos® 0 cos” 0

Wy @ @

_ a5 2 4y e
=e®[o-2c1, +c*1, [

jy7dw = (3.59)

2

1 ! cosO
:J‘(e'—\/cosze—cos2 Boj do =

coso \Jcos? 6 —cos? B,

= je'7 co; o (cos? 0 —cos? B, ) do =

®y

= je'7 coi‘i o (cos6 0 —3cos‘0cos’B, +3cos*0cos’B, — coseﬁo)de =

.

3 ®3 ®3 ®

. . 1 . 1 ' 1
=e’ | do—3e” cos? J.—de+3e7cos4 I—d@—e%oss .[—de:
I Po cos? 0 Po cos* 0 Po cos® 0

®y . ®y 0y

A7 2 4 61 [©2
=e [9—30 I, +3c*l,-c ISL1

I yodo = (3.60)

3

1 ’ c0s6
=J.(e'—\/cosze—coszﬁoj do =

coso \Jcos?—cos? B,
@1

3

= J.e'9 coslg 5 (cos? 0 —cos? B, ) do =

g
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= Ie'g 18 (00389 —4c0s°0cos’B, +6cos*Ocos’B, —4cos’0cos’B, + cosgﬁo)de =
cos

1

®y ® ® oA

= e'gjde —4g” coszﬁof%de +6e° cos“BOJ‘LAde —4g” cos‘sBOJ‘%de +
cos‘0 cos"0 c0s°0

0y ®y . L

3

. 1
+e°cos®B, | ——do =
BOJ.cosae

0y

9 2 4 6 8y |2
=e®[0-4c?1, +6c*l, —4c’l, +c?l, )"

Iy”dm = (3.61)

3

1 . cos 0
:J-(e'—\/cosze—coszﬁoj do =

cos6 \Jc0s26 — cos?B

®y
3

= J.e'“ﬁ(cosze —cos?B, ) do =

1

) Oj%eﬂ 1 [COSNG_SCOSBGCOSZBO +10c0s°0cos’B, —10.cos*0cos’B, +) do =
B c0s™’0 -

+5c0s°0cos’B, —cos'’B,

1

3 3 3 3

, . 1 . 1 , 1
=e™ | do-5e* cos? j do +10e™ cos’ j—d@—lOe 1 cos® j do +
I o c0s%0 Po cos*0 Po cos®0
+5e cosgﬁOJ‘Lde —et cos“’BOJ‘LdO =
cos®0 cos'%0

= e[ —5¢c1, +10c*I, ~10ctI, +5c°1, —°l,, |

Tomando-se a solucdo das integrais (3.56), (3.57), (3.58), (3.59), (3.60) e (3.61) e
substituindo-as na (3.17), tem-se:
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2. 1 . 1%
e9+§e3(6—CZI2)—Ee5(6—202I2+c4l4)+
4 7 _ 2 4 _ b _
v +oose (0-3c?1, +3c*1, —c°l,)
e 8 .
—Eeg(e—mzl2 +6c*1, —4ctl, +ctly )+
64 .
_+%e“(6—502I2 +10c*1, —10c° I, +5¢°1, —c1°|10)_m1
8+Ee'28—ze'2czlz—ie'46+£e'4czlz—ie'4c4l4+ie'68—£e'eczlz+
3 3 15 15 15 105 105
+£e'6c“l4 —ie'ﬁcel6 —ie%ejtie'gczl2 —ﬁe‘*c“l4 +£e'8cel6 —~
S —p? 105 105 315 315 315 315
—ie'scsl8 + 04 gug_ 320 el + 640 1004 . _ 640 e™%c’l, +
315 3465 3465 3465 3465
+ 320 '10 A8 _ 64 e'10C10|
| 3465 ° 3465 1 Jo;
Reagrupando os termos da expresséo anterior, tem-se:
9(leEe‘z_ie"% 4 o 8 o, 04 e-le_
3 15 105 315 3465
o (Zer Bt dge R M),
\3° 15" 35 315 693
et [ LA 16 'tﬁe'w]_
4
15 35 105 693
S=b 4 32 ., 128 (3.62)
—c®l, e’ -———e®+ e'mj—
105 315 693
e[ 8 's_ﬁe'loj_
(315" 693
_C10|10( 64 e'loj
I 3465

Voltando as integrais nomeadas 1,, I,, I,, I; e 1, apresentadas anteriormente,

tem-se que a sua solucéo é obtida pela formula geral a seguir (MURRAY 1973, p.78):

dx

1 senax

n-2

dx

J

cos"ax  a(n—1)cos™ ax a1

J

cos"”

2 ax

,comn>1e a=cte

(3.63)



Tomando-se a=1, x=6 e ne{2,4,6810}, obtém-se a seguinte

recorréncia;
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formula de

j @ _ 1 Jn_l+—n_2|n_2;onde Joa= sen_? : (3.64)
cos"® n-1 -1 cos" 0
Logo,
1 senod
n=2=1, = = =J 3.65
2 Icosze cos® ° (3.65)
1 1 sen0 2 1 2
n=4=1, = == 8 =20,+2) 3.66
4 .‘-cos“e 3cos’0 32 3° 3°° (3.66)
1 1 sen0 4 1 4 8
Nn=6= 1, = — e T, =) — 3.67
° J'cos‘se 5cos’0 5 ° 5 ° 15 ° 15 ' (367)
1 1 sen@ 6 1 6 8 16
8 jcosSB 7cos’0 7° 77 35° 35 ° 35! (3.68)
1 1 sen0 8 1 8 16 64 128
nN=10=>l,=|——d0="———+=-lg==J,+—J, + Jg + J; + J;.
10 jcosloe 9cos®0 9 ° 9 ° 63 7 105 ° 315 ° 315 *
(3.69)
Substituindo a (3.65), (3.66), (3.67), (3.68) e (3.69) na (3.62), tem-se:
6(]_+Ee'2_ie'4+ 4 e'G_ 8 '8+ 64 e'loj_
3 15 105 315 3465
—cz\ll(ge'2 S 2 ey e 32 4 +ﬂe'l°j—
3 15 35 315 693
s =b’ 1. 4. 8 4 32 ., 128 (3.70)
—c® —J5+—J3+—J1j( e’ -———e’+ e'mj—
5 15 15 105 315 693
—ct 137+£~]5+£33+E31J(ie‘8—ﬂeﬂj—
7 35 35 35 315 693
—010(1J9+£J7+ 16 Jo + 64 j3+128 jlj( 64 e'mj
i 9 63 105 315 315 3465 o

Ap0s as multiplicacGes e consequente reordenacao dos termos, fica-se com:



2 92 1 ‘4 4 '6 8 '8 64

—e’-——e‘+—e
(3 15 35

+

3465
200 2 u, 8o B2 64
315 693
(2 6 8 o5 32 5 256

+ € €
15 105 315

ev)-
),

+c% —et-—e®+ - e |+
45 105 315 2079
—c?J,| +c’ 32 e’ — 256 e®+ 1024 e'1°]+
1575 4725 10395
o 128 ot _ 1024 e'1°j+
11025 24255
L oof 8192 e.loj
i 1091475
Lo 4 6, 16 o 128 |
45 105 315 2079
Lo 16 o 128 , 512 émj*
. 1575 4725 10395
$=b%=¢s 64 512 -
+c* e’ - e'1°j+
11025 24255
L oo 4096
7 (1091475 |
525 1575 3465
—c®J, | +c? 16 e — 128 el |+ -
3675 8085
Lo 1024 o
| (363825 |
( 8 o 64 e-m]+
8 2205 4851
—C J7 —

|

Da (3.38) faz —se,

+C2( 012 e'loj
7 (218295

64 0
31185

®

0y

AB =0, —0, = arcsen(senp,senm,) —arcsen(senf,senw, ) ,

e da (3.64) tem-se:
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(3.71)

(3.72)
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seno, seno,
cos"'0, cos"'O,

AJ = (3.73)

Representando as parcelas que estdo entre parénteses por K..,emque i e j sdo o

ij
expoente da constante ¢ que esta fora e dentro dos colchetes, respectivamente, obtém-se:

KOO=1+Ee'2—ie'4+ 4 go_ 8 g, 04w
3 15 105 315 3465

Ee - —e’———e’+—

3 15 35 315 393

K, :ie'4 _8 e’ + 32 e’ - 256 et
45 105 315 2079

32 o 256 o 1024 .

K, = -
#1575 4725 10395
128 5 1024 .

% 711025 24255

K, =2e7 2gu  Ago 320 B4y

8192
28 = €
1091475

+
45 105 315 2079

K, = 16 e’ — 128 e’ +—512 e’ (3.74)
1575 4725 10395

64 ., 512

“ 711025 24255

4096
6 = €
1091475
4 6 _ 32 é8+_128 Q'L
525 1575 3465
K,, = 16 e _ 128 ol0
3675 8085
1024 .,
64 e
363825
=B ge B4
2205 4851
512 .
82 = €
218295

Keo:
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64 .
K ="' ¢ 10
1% 31185

e, substituindo a (3.74) na (3.71), tem-se que:

KooAO — C2AJ, (Koo + K pyC? + Ky + KpgC® + KipyC®)—

—C* Ay (K g + K ipC? + K G + K yoC? ) -

S| =a2(1— )| —c®AJ4 (K + KeC? + KgiSt)— . (3.75)
—®AJ; (Kyp + KgpC?)—
—¢ A, (K, )

que € a expressao da area em funcdo do fator K;;que € fungdo das e e assim parametros do

elipséide dado.

Célculo da diferenca angular Ao :

A diferenca angular Ao na esfera é calculada pelo procedimento em (SODANO,
1958, p.15-18).
Ao =|AN+X, (3.76)

onde x é dado pela série de Helmert, abaixo.

[128nF +128e2n?C2F —8hF —8hsenF cos F +128e?n?PF? +16e?Psen’F +
+128e*n®C*F —24e*nhC*F + 3h*F —8e’nhC?senF cos F + 5h*senF cos F —

X =~ | —64e*n*C°mF* — 2h?sen’F cosF + (16e%en + 448e*n* |C2PF? —16e°nhPF 2 +

+16e%e°nC*Psen’F —8e *hPsen’F —16nhPFsenF cos F —192e*n*C?PF? cot gF —

—8e*hPsen®F cos® F +128e“n°P?F* +32ee nP*Fsen®F +8e*P?sen’F cos F

(3.77)
em que,

n=_°2 (3.78)

e +e
A = senf,senp, (3.79)
B = cosp, cosp, (3.80)
F = arccos(A + BcosAL) (3.81)
¢ - Benian] (3.82)

senfF
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m=1-C? (3.83)

h=e’m (3.84)
_m_ A (3.85)

tgF  senF '

Uma vez calculado Aw, calcula-se o, pela solugdo dos triangulos retangulos

esféricos P P,P, e P P,P,, de acordo com a figura:

T
P Po :E_,Bo
T

PP =24,
T

PP, =E_:B2
P'P,P, =90°

Figura — 3.4 Representacdo da Esfera de Bessel e seus Triangulos Esféricos
FONTE: Moraes, 2001, p. 169.

Aplicando o teorema das cotangentes ao triangulo P P,P,, obtém-se:

cotg (% - Bl]sen(g - Boj = cotg (gjsenml + cos(g -Bo j COS ®,

tgp, cosP, = senP, cosw,

tgP, cosB, —— = sen,

COS @,

1 senB,
‘cosw, COSP,

tgp

tgp, =21 (3.86)
CoS®,

Analogamente, para o triangulo P P,P,, tem-se:



cotg(g -B, jsen[g - Boj = cotg (gjsenmz + cos(g - Bojcos ®,

tgp, cosB, = senP, cosm,

1
tgB, = senpB, Cos
9B, cosp, Bo 2

thz = tho Cosw,

t
9B, = 9P, :
Cos®,

Igualando as expressdes (3.86) e (3.87), tem-se:

thl :thO — thZ
Cos®, cos®,

coso, _ 9P,

coso, tgp,

Substituindo-se ®, por o, + Am, obtém-se:

cos(o, + Aw) _ tgB,
COS ®, tgp,

Tem-se da soma de arcos da trigonometria plana que:

COS®, COSA® — Senw,senAw _ tgp,

COS O, tgp,

de onde tem-se que,

t
COS Am —tgm,SenAm = P,
tgp,

t
—tgm,senAo = tgﬁ —CcosAw .(-1)

1

0SAw— % .
senAm tgp,

o, = arctg 1 (cos Aw—%]
senAm tgp,

0, =0, + Ao,

tgw, =

Portanto, tem-se que:
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(3.87)

(3.88)

(3.89)

(3.90)

(3.91)

(3.92)

(3.93)

que sdo valores que entram no célculo das diferencas de longitudes, fundamentais para o

calculo das areas elipsoidais.
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3.2.2 Seqiiéncia de Calculo Utilizada para a Area de um Poligono qualquer no Elipsdide

A superficie de um poligono constituido por n lados no elipsoide pode ser calculada
como o somatorio das n superficies, cada uma delas formada pela linha geodésica em si, pelos
segmentos dos meridianos que partem dos extremos dessa linha até o Equador e pelo
segmento do Equador entre esses dois meridianos. Estes segmentos compdem os lados do
poligono geodésico parcial, que é um quadrilatero elipsoidico. O somatério algébrico das
areas parciais resultara a area total do poligono. Neste processo de calculo tém-se superficies
que serdo excluidas, as quais recebem no somatorio sinal negativo. Estas areas serdo maiores
Oou menores que as positivas, de acordo com o fato do caminho percorrido ser no sentido
horéario ou anti-horério do poligono que se quer calcular. Desse fato resultard uma area total
com sinal negativo ou positivo, a qual deve ser tomada somente em modulo.

- Sequéncia dos dados de entrada:

a) Parémetros de Entrada

e Semi-eixo maior a;

e Achatamento f ;

e Coordenadas latitude e longitude dos pontos dados.

Estas coordenadas sdo digitadas em um arquivo de leitura tipo texto (txt) e estdo
dispostas da seguinte forma neste arquivo: 1) Na primeira linha do arquivo é digitado o
namero de linhas formado pelos valores dos pares de coordenadas que formam cada lado do
poligono, dispostas na forma seqiiencial de duas latitudes (¢) e duas longitudes (1) extremas
desse lado; 2) Dessa forma, este valor equivale ao quadruplo do nimero de lados (ou vértices)
do poligono; 3) Estas coordenadas estdo dispostas na forma de colunas formadas pelos graus,
minutos e segundos das coordenadas dos vértices do poligono. Entre cada coluna ha a
insercdo de dois espacos em branco, sendo cada coordenada inserida uma abaixo da outra nas
respectivas colunas; 4) Essa ordenacéo € sequencial, seguindo um sentido para o poligono que
se quer calcular a area, sentido este que pode ser horario ou anti-horario. Todos os valores das
coordenadas dispostas no arquivo, em graus e suas fragcdes sexagesimais, sao convertidos para

radianos em um outro arquivo com extensdo rad (ver algoritmo de conversdo no Anexo D).

b) Processamento do Algoritmo
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e Caélculo da primeira excentricidade “e”;

e Calculo da segunda excentricidade “el”;

e Conversdo dos dados de graus e suas fracdes sexagesimais para radianos;

e Leitura do arquivo de coordenadas;

e Calculo das latitudes reduzidas B, e B,;

e Obtencdo do valor da diferenca de longitude geogréafica elipsoidica
ALN=N, —L;;

e Caélculo das quantidades dadas por (3.78) n, (3.79) A, (3.80)B, (3.81) F,
(3.82)C, (3.83)m, (3.84)h e (3.85)P;

e Célculo do valor dado por (3.77) x;

e Célculo do valor da diferenca angular dado por (3.76) Aw;

e Caélculo do valor dado por (3.93) o, € ®,;

e Caélculo do valor dado por (3.86) B,;

e Caélculo dos valores dados por 6, e 0,, e da diferenga angular dada por
(3.72) AB onde estes estdo em radianos;

e Calculo dos valores dados por (3.73) AJ, ,, com n=2,4,6,810.;

e Calculo dos valores dados por (3.74);

e Célculode c¢" =cos" B, com n=2,4,6810.;

e Calculo do valor da area dado por (3.75) S onde a unidade da area é dada

em m? ouem ha.

c¢) Algoritmo para Atribuicdo do Sinal das Areas (quadrilateros) Parciais

Determina-se um sentido de percurso para o poligono que se quer calcular a area e
toma-se as coordenadas de um ponto (vértice) como partida. A longitude deste ponto é
comparada com a do ponto consequente. Se a longitude do ponto consequente for maior que a
do o anterior, atribui-se sinal negativo (-) e, caso contrario, atribui-se sinal (+), e assim

sucessivamente até completar o percurso de todos 0s pontos que constituem o poligono.



3.2.3 Fluxograma do Algoritmo para Calculo de Areas
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Figura — 3.5 Fluxograma do Algoritmo de Célculo de Areas

3.2.4 Algoritmo de Calculo de Areas
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Mostra-se a seguir o arquivo em forma de texto dos comandos utilizados em um

programa na linguagem C.

#include <stdio.h>
#include <math.h>

int main(int argc, char **argv)

{
int nlf = atoi(argv[2]); /7* numero de If"s(pares de pontos) */
double
X’
a = (double)6378160.0,
f = (double)1.0/298.25,
e1
el,

deltatheta, thetal, theta2,
beta0, betal, beta2,
deltaomega, omegal, omega2,
deltalambda;

static double S[100] = {0};
double St = 0;

e = (double)sqgrt(2*f - pow(f,2));
el = e/(1 - ©);

double phi[100];
double lambda[100];

FILE *fp;

if (argc 1= 3) {
fprintf(stderr, "usage:policalc datafile nIf\n");
exit(0);

}

if ((fp = fopen(argv[1], "r™)) == NULL) {
fprintf(stderr, "‘can”t open the Ffile\n");
exit (1);

int 1, j, flag;

for (i = 0; 1 < nlf; 1++) {
fscanf(fp, "%IT %IF", &phi[2*i], &phi[2*i+1]);
fscanf(fp, "%IT %If", &lambda[2*i], &lambda[2*i+1]);

}

for ( = 0; j <nlf; j++) {
betal = fabs(atan((1 - H)*tan(phi[2*j])));
beta2 = fabs(atan((1 - F)*tan(phi[2*j+1])));

deltalambda = (double)lambda[2*j+1] - (double)lambda[2*j];

double n = el/(el + ¢e);
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double A = sin(betal)*sin(beta2);

double B = cos(betal)*cos(beta2);

double F = acos(A + B*cos(deltalambda));
double C = B*sin(fabs(deltalambda))/sin(F);
double m = 1 - pow(C,2);

double h = pow(el,2)*m;

double P = (m/tan(F)) - (A/sin(F));
double C2 = pow(C,b2);

double F3 = pow(F,3);

double F2 = pow(F,2);

double n3 = pow(n,3);

x = (pow(e,2)*C/128.0)*(128*n*F + 128*pow(e,2)*pow(n,2)*C2*F -
8*h*F - 8*h*sin(F)*cos(F) + 128*pow(e,2)*pow(n,2)*P*F2 +
16*pow(el,2)*P*pow(sin(F),2) + 128*pow(e,4)*n3*pow(C,4)*F -
24*pow(e,2)*n*h*C2*F + 3*pow(h,2)*F - 8*pow(e,2)*n*h*C2*sin(F)*cos(F) +
5*pow(h,2)*sin(F)*cos(F)- 64*pow(e,4)*n3*C2*m*F3 -
2*pow(h,2)*pow(sin(F),3)*cos(F) + (16*pow(e,2)*pow(el,2)*n +
448*pow(e,4)*n3)*C2*P*F2 - 16*pow(e,2)*n*h*P*F2 +
16*pow(e, 2)*pow(el ,2)*n*C2*P*pow(sin(F),2) - 8*pow(el,2)*h*P*pow(sin(F),2)
- 16*n*h*P*F*sin(F)*cos(F) - 192*pow(e,4)*n3*C2*P*F3*(1.0/tan(F)) -
8*pow(el,2)*h*P*pow(sin(F),2)*pow(cos(F),2) + 128*pow(e,4)*n3*pow(P,2)*F3 +
32*pow(e,2)*pow(el,2)*n*pow(P,2)*F*pow(sin(F),2) +
8*pow(el,4)*pow(P,2)*pow(sin(F),3)*cos(F));

deltaomega = fabs(deltalambda) + x;

omegal = atan((1.0/sin(deltaomega))*(cos(deltaomega) -
(tan(beta2)/tan(betal))));
omega2 = omegal + deltaomega;

beta0 = atan(tan(betal)/cos(omegal));
thetal = asin( sin(beta0) * sin(omegal) );
theta2 = asin( sin(beta0) * sin(omega2) );
deltatheta = theta2 - thetal;

double deltajil;
double deltaj3;
double deltaj5;
double deltaj7;
double deltaj9;

deltajl = (sin(theta2) / cos(theta2))
- (sin(thetal) /cos(thetal));

deltaj3 = (sin(theta2) / pow(cos(theta?),3))
- (sin(thetal) / pow(cos(thetal),3));

deltaj5 = (sin(theta2) / pow(cos(theta?),5))
- (sin(thetal) / pow(cos(thetal),5));

deltaj7 = (sin(theta2) / pow(cos(theta2),7))
- (sin(thetal) / pow(cos(thetal),7));
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deltaj9 = (sin(theta2) / pow(cos(theta?),9))
- (sin(thetal) / pow(cos(thetal),9));

double k00, k20, k22, k24, k26, k28, k40,
k42, k44, k46, k60, k62, k64, k80, k82, ki00;

kOO = 1 + ((2.0/3.0) * pow(el,2)) - ((1.0/15.0)*pow(el,4))
+ ((4.0/105.0)*pow(el,6)) - ((8.0/315.0)*pow(el,8))
+ ((64.0/3465.0)*pow(el,10));

k20 = ((2.0/3.0)*pow(el,2)) - ((2.0/15.0)*pow(el,4))
+ ((4.0/35.0)*pow(el,6)) - ((32.0/315.0)*pow(el,8)) +
((64.0/393.0)*pow(el,10));

k22 = ((2.0/45.0)*pow(el,4)) - ((8.0/105.0)*pow(el,6))
+ ((32.0/315.0)*pow(el,8)) - ((256.0/2079.0)*pow(el,10));

k24 = ((32.0/1575.0)*pow(el,6)) - ((256.0/4725.0)*pow(el,8))
+ ((1024.0/10395.0)*pow(el,10));

k26 = ((128.0/11025.0)*pow(el,8)) - ((1024.0/24255.0)*pow(el,10));
k28 = ((8192.0/1091475.0)*pow(el,10));
k40 = ((1.0/45.0)*pow(el,4)) - ((4.0/105.0)*pow(el,6))

+ ((16.0/315.0)*pow(el,8)) - ((128.0/2079.0)*pow(el,10));

k42 = ((16.0/1575.0)*pow(el,6)) - ((128.0/4725.0)*pow(el,8))
+ ((612.0/10395.0)*pow(el ,10));

k44 = ((64.0/11025.0)*pow(el,8)) - ((512.0/24255.0)*pow(el,10));
k46 = ((4096.0/1091475.0)*pow(el,10));
k60 = ((4.0/525.0)*pow(el,6)) - ((32.0/1575.0)*pow(el,8))
+ ((128.0/3465.0)*pow(el ,10));
k62 = ((16.0/3675.0)*pow(el,8)) - ((128.0/8085.0)*pow(el,10));
k64 = ((1024.0/363825.0)*pow(el,10));
k80 = ((8.0/2205.0)*pow(el,8)) - ((64.0/4851.0)*pow(el,10));
k82 = ((512.0/218295.0)*pow(el,10));

k100 = ((64.0/31185_0)*pow(el,10));

double c2, c4, c6, c8, cl0;

c2 = pow(cos(betal),?2);
c4 = pow(cos(betal),4);
c6 = pow(cos(betal),6);
c8 = pow(cos(betal),8);

c10 = pow(cos(beta0),10);

S[i1 = pow(a,2)*(1 - H*((kOO*deltatheta) - (k20*c2 + k22*c4 +
k24*c6 + k26*c8 + k28*clO)*deltajl - (k40*c4 + k42*c6 + kd44*c8 +
k46*c10)*deltaj3 - (k60*c6 + k62*c8 + k64*cl0)*deltaj5 - (k80*c8 +
k82*c10)*deltaj7 - (k100*cl10)*deltaj9);



/* Algoritmo do sinal da area */
flag = O;

if (fabs(lambda[2*j]) > fabs(lambda[2*j + 1]) ) {
flag = 1;
by

flag = O;

else

if (flag==1) {
St -= S[il;

else {
St += S[j];
} /7* fim do calculo da area com sinal */

}
printf(C"\nAreas\n\n"");
for (i = 0; 1 < nlf; I++)
printf("’A area %d eh: %f\n', i+1l, (double)S[i]);
printfF("'\nA area total eh: %f\n", (double)St);

fclose(fp);

return O;
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO

A metodologia proposta foi aplicada no célculo de areas no elipsoide de revolucgdo
adotado até pouco tempo atras pelo SGB, ou seja, o Elipséide de Referéncia de 1967,
associado ao SADG69, que tem seus parametros definidos pela Unido Geodésica e Geofisica
Internacional de 1967 (IUGG), para areas pequenas, e também no elipsoide de Referéncia
associado ao WGS84, tanto para areas pequenas como para areas grandes.

Para aplicacdo da metodologia proposta, inicialmente considerou-se poligonos
(parcelas) pequenos que constituem a Gleba P6 de Serra (INCRA, 1998b apud MORAES,
2001, p.218-224). Estas parcelas tém suas areas calculadas pela metodologia que é empregada
para esta pesquisa, com a diferenca de sua implementagdo que, em Moraes 2001, foi
programada em HP42S e, neste trabalho de pesquisa, a metodologia proposta foi programada
em linguagem C, devido a sua versatilidade e rapidez na execucdo dos processos. Os
resultados comparativos sdo mostrados no quadro a seguir, em SADG69 (ver coordenadas da

parcela 02 no Anexo E):

parcelas Areas obtidas pela Areas obtida pelo Diferenca
rogramacao em HP 48GX rograma proposto ercentual entre as

(SADG9) e (m?) " (mzp) p p Areas (%)
Parcela 02 100272,9 101961,525659 1,6 %
Parcela 08 114507,9 114312,173546 0,17 %
Parcela 10 111614,4 112043,679010 0,38 %
Parcela 12 111946,8 112553,175266 0,54 %

Gleba P06 de

Serra 1561996,2 1559114,907944 0,18 %

Quadro — 1.1 — Analise Comparativa da Metodologia Proposta em Areas Pequenas

A eficacia do algoritmo proposto também foi testada em poligonos de dimenstes
maiores, que descrevem as areas aproximadas de paises como o Peru, Bolivia, Paraguai e
Uruguai. Neste caso, essas areas calculadas empregando-se o algoritmo proposto neste

trabalho foram comparadas com as suas correspondentes obtidas atraveés do programa Spring
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4.3, no qual utilizou-se a Projecdo Conica Equivalente de Albers, projecédo esta que tem como
caracteristica principal a vantagem de preservar areas. Esses resultados comparativos s@o

mostrados nos quadros a seguir:

Dol Area Obtida pelo Area Obtida pelo Diferenca percentual
oligonos .
. programa proposto Software Spring 4.3 entre as Areas
(SADG9) ) )
(m?) (m?) (%)
Peru 1090257850754,383300 | 1084524604422,77 0,52 %
Bolivia | 1055793568426,242900 | 1050883510109,72 0,46 %
Paraguai | 411110946398,216550 | 409343699026,77 0,43 %
Uruguai | 207521208023,161990 | 206727383963,21 0,38 %
Quadro — 1. 2 — Analise Comparativa da Metodologia Proposta em Areas Grandes no elipsoide do sistema
SAD69
] Area Obtida pelo Area Obtida pelo Diferenca percentual
Poligonos _ .
programa proposto Software Spring 4.3 entre as Areas
(WGS84) ) )
(m°) (m°) (%)
Peru 1090250063066,009000 | 1084516948237,03 0,52 %
Bolivia | 1055786013141,445100 | 1050876076970,72 0,46 %
Paraguai | 411107994303,877380 | 409340793307,84 0,43 %
Uruguai | 207519708078,420530 | 206725906733,98 0,38 %

Quadro — 1. 3 — Analise Comparativa da Metodologia Proposta em Areas Grandes no elipsoide do sistema
WGS84

A observacdo dos valores do Quadro-1.1, indicam que a implementagdo da
metodologia proposta em linguagem de programacdo se mostrou eficiente no calculo de areas
pequenas. O fato dos valores comparados estarem muito proximos, com baixo percentual de
diferenga entre ambos, caracterizam uma boa avaliagdo das areas por parte do programa
proposto, com diferencas médias se situando em torno de 0,57%. As pequenas diferencas
encontradas podem ser atribuidas a precisdo numérica de cada linguagem de programacéo e

na capacidade de recursos oferecidos por cada uma delas. Salienta-se que o algoritmo
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programado foi 0 mesmo, tanto no programa executavel gerado na presente pesquisa, quanto
no elaborado na linguagem da HP42S.

Em relacdo aos resultados mostrados nos quadros 1.2 e 1.3, a igualdade de valores
na diferenca percentual entre as &reas calculadas nos dois elipsoides, mostra uma
caracteristica importante para a metodologia proposta em termos de programacdo, que é a
generalidade, ou seja, a proposta é eficiente para qualquer elipsdide adotado. Também esta
caracteristica se mostra contemplada no fato de se comparar os resultados numéricos de um
algoritmo matematico desenvolvido diretamente por integracdo e 0s mesmos oriundos de um
programa computacional que faz uso de uma projecdo equivalente, ou seja, realiza o calculo
das areas desenvolvidas em um plano de referéncia.

Em relacdo as diferencas percentuais entre as areas calculadas pelo programa
desenvolvido e as suas correspondentes na projecdo equivalente, observam-se valores médios
em torno de 0,45%. Essas diferencas sdo insignificantes do ponto de vista estatistico, e podem
ser atribuidas as diferencas de metodologias empregadas em ambos os calculos. Observa-se
que das projecdes equivalentes, por serem uma forma indireta de calculo da area elipsoidal,
pode-se esperar algum tipo de inconsisténcia em relacdo a métodos numéricos diretos, até
porque seu desenvolvimento é feito para areas ndo muito grandes. Nenhuma projecéo evitara
a totalidade das deformacdes (DUARTE, 1994, p.84).

A analise comparativa da eficiéncia do programa proposto para areas grandes e
pequenas, mostra um desempenho semelhante entre ambas. Esse resultado n&o gerou
surpresa, uma vez ndo poderiam ocorrer diferencas significativas nesse aspecto, por se tratar
do mesmo algoritmo programado (codificado) de forma diferente. As pequenas diferencas
podem residir nas caracteristicas intrinsecas ao ambiente de programacdo da calculadora
HP42S, bem como ao nimero de digitos utilizado.

A série que é dada como solucdo da integral (3.17) € truncada em seus termos de
poténcias maiores que y'', pois cada termo desta série é resolvido em funcio dos pardmetros

do elipséide, o qual indica a contribuicdo méaxima de cada termo da série na solugdo da
expressao (3.75), que é a formula para o célculo de areas. Como mostra Danielsen (1989,
p.65):
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64 3 24576 c2 - 4096 C4AJ3— 1024 CGAJS— 512 CgAJ7_
3465 3274425 1091475 363825 218295
S=e'lob2 30m? 4m? 2m? 1,5m? 1m?
__ 08 g,
31185
%/_/

1m?

O que indica que se uma exatiddo de distancias de 1m? for requerida entfo o

desenvolvimento dos termos até e*® podem ser omitidos, com exce¢do do termo A6. O que

se salienta a influéncia dos termos da série dada no erro cometido, na obtencao dos resultados

significativos de areas.



5 CONCLUSOES E RECOMENDACOES

5.1 Conclustes

Pelos resultados obtidos neste trabalho de pesquisa, conclui-se que a metodologia
proposta para o célculo de areas atende de forma adequada a sua implementacdo em
linguagem computacional. O algoritmo cumpriu de forma satisfatéria as exigéncias de
generalidade e empregabilidade no calculo de &reas. A grande diversidade na forma dos
poligonos empregados, indica que o programa é geral também nesse aspecto, mesmo quando
composto por varias linhas geodésicas. O programa também ndo mostrou limitacdo em
relacdo ao numero de lados do poligono, tendo-se mostrado eficiente para poligonos com
namero variado de lados, em poligonos regulares ou irregulares.

A causa principal das pequenas diferencas de valores encontradas nos resultados das
areas calculadas sdo esperados e facilmente explicaveis pelos recursos de precisdo numérica
de cada linguagem de programacéo e pela comparac¢do direta com um programa que faz uso

de uma projecéo plana.

5.2 Recomendacoes

Um algoritmo de célculo de area, para ser genérico, tem que ser eficiente tanto para
areas grandes quanto para areas pequenas. No caso do calculo de areas grandes, existe 0
problema do fator comparativo, uma vez que, nesses casos, ¢ fundamental conhecer a
qualidade com que as areas grandes foram determinadas. Em geral, os valores dessas areas
ndo provém de levantamentos de campo, mas de formas indiretas ou pelo uso de projecoes
equivalentes. Por esse motivo, para comprovacdes complementares da eficiéncia do
algoritmo proposto nesta pesquisa, recomendam-se algumas medidas, especialmente para
trabalhos futuros, como:

- Implementacéo da rotina em outras linguagens de programacao;

- Alteracdo dos limites de integracdo da integral dada por (3.6) e sua consequente

implementacdo na rotina gerada pela modificacdo, para calculo da area total do elipsoide;



71

- Verificacdo em numero maior e mais variado de poligonos, tanto em termos de

tamanho como em termos de forma.
- Expanséo da série dada por (3.17) para poténcias maiores que y™, para verificacio

da influéncia do erro no célculo de areas.
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ANEXO A - Trigonometria Esférica

Trigonometria Esférica Formulas Gerais

B

b

Figura Al — Triangulo Esférico
FONTE: Moraes 2001 p.267.
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Triangulo Esférico Retangulo: é aquele que tem um &ngulo igual a 90°.

Tridngulo Esférico Retilatero: é aquele que tem um lado igual a 90°.

Formulas Simplificadas

Formulas Gerais A=90°

a=90°

cosa = cosbh.cosc + senb.senc.cos A cosa = cosh.cosc

cos A =—cotgb.cotgc

cosh = cosa.cosc + sena.senc.cos B

cosh =senc.cosB

cosc = cosa.cosb +sena.senb.cosC

cosc = senh.cosC

cos A=—-cosB.cosC +senB.senC.cosa | cosa = cotg B.cotgC

cos A=-cosB.cosC

cosB = —cos A.cosC +sen AsenC.cosb cosB =senC.cosb

cosC =—cos A.cos B + sen AssenB.cosc cosC =senB.cosc

sena _ senb senb = sena.senB sen B = senb.sen A
senA senB
sena _ senc senc =sena.senC senC =senc.sen A
senA senC
senb  senc
senB  senC

cotg a.senc = cotg AsenB +cosc.cosB | cotga = cotgc.cosB

cotg A = —cosc.cotg B

cotg a.senb = cotg A.senC + cosb.cosC | cotga = cotgh.cosC

cotg A=—cosbh.cotg C

cotg b.sena = cotg B.senC + cosa.cosC

cotgb =cotg B.senC

cotg b.senc = cotg B.sen A+cosc.cos A | cotg B = cotgh.senc

cotg c.sena = cotg C.sen B + cosa.cos B

cotg c = cotg C.senB

cotg csenb = cotg Csen A+ cosbcos A cotg C = cotg csenb
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ANEXO B - Relagdes Entre Linhas de Arcos Associados

Relaces entre linhas trigonométricas de arcos associados

A) Arcos Complementares:

senx = cos(90° — x); cos x = sen(90° — x);
tgx = cotg(90° — X); cotgx = tg(90° — x);
sec X = ¢sc(90° — x); cscx = sec(90° — x);

B) Arcos Suplementares:

sen(180° — x) = senx; cotg(180° — x) = —cotgx;
cos(180° — x) = —cos X; sec(180° — x) = —secx;
tg(180° — x) = —tgx; csc(180° — x) =cscx;

C) Arcos que diferem de meia circunferéncia (explementares):

sen(180° + x) = —senx; cotg(180° + x) = cotgx;
c0os(180° + X) = —cos X; sec(180° + x) = —secx;
tg(180° + X) = tgx; csc(180° + X) = —csc X;

D) Arcos replementares ou simétricos:

sen(360° — x) = —senx; sen(—x) = —senx:
c0s(360° — X) = cos X; COS(=X) = COS X;
tg(360° — X) = —tgx; tg (—x) = —tgx;
cotg(360° — x) = —cotgx; cotg(—x) = —cotgx;
sec(360° — x) = secx; sec(—x) =secx;
csc(360° — x) = —csc X; csc(—x) = —cscx;



77

ANEXO C - Identidades da Elipse Meridiana

Identidades da Elipse Meridiana
FONTE: Moraes, 2001,p. 264-266.

2

a=hvl+e” :E—Z:1+e'2:a2 =b’(1l+e?); (C-1.1)
1=(1-e)1+e?); (C-1.2)
‘2
o2 :1_(:9'2 ; (C-13)
senp =Vsenp; (C-1.4)
1+e?
S retsenp €19
0=e?—-e*—e%?; (C-1.6)
VZ
+e
p=Ncoso; (C-1.8)
Mo ad-e) _al-e’)_ c ¢ _c, (C—-19)
J(@L—e?sen?p)? w? Ja-e?cos?q)® LJa-n?)?* V’ ’
N = a’ _ a _ a _ M (1-e®sen’p) _
Ja?cos? g +hZsen’p  +1-e’sen’p \/cosch+(1— f)?sen’e 1-e
~ c ¢ _c_a
Jl+e?cos’e  4l+n? VW
(C-1.10)
_a-b -1++1+e? 1-41-€* f | (C-111)
a+b 1141467 1441-e2 2-f° '
n°=e’cos’p=V?-1,; (C-1.12)
avl-e’ c b
R —JMN =_2V1-¢ _¢_Db. C-1.13
" 1-e’sen’p V? W? ( )
cos’ A, sen’A
1 0, SEA, N M (C—1.14)

R, M N, Tlre? cos’ ¢.cos” A, " 1-e?cos? Bsen’A,

g m



V= ireToostg - X0 1 C0S0,
COSQ /1—g? COSPB

1 _ 1+e?
1-e?cos’p 1+e?sen’p’

V? :%=1+e'zcosch=

V2
W?=1-e?V?= —:
( ) 1+e?
i:&:i: 1+62= L ’
W a b 1_92
1=(1-e?).(l+e?)=f +yJ1-e® =f + 1?,
l+e

1-e? =(1-f)?;
0=e’—-e’—e’?;
tanp = (tan (p)\/ﬁ = (tanp)(d— f);
tan ¢ = (tan B)W ;
senp =Vsenf3;
coso = (cos B)Vx/1—7 ;
(COS@)W_
v ;

cosP =

_ (senZ(p)(l—\/l—ez) fsen2e _ 1V

cos(op — = —sen2f3;
(0=p) NA1-e? w2 P

tanf  tane .

YT re? 1ie?’

tan

tan ¢ —tan _(—1+\/1+e'2)5encpc05(p_ fsen2¢

tan(e —B) = = , ;
1+tangtanp 1+(—1+«/1+e2)c032q> 2(1- fsen?o)
tan ¢ — tan e 2senqcos ? tan

tan(p—7v) = @ T '2(P Z(P:n . ?_ ——
l+tanptany 1+e“cos” ¢ \Y 2(1+e cos (p)

dp 1 cos’e V? W ?

B J1—e? cos’B J1re? 1-e?
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(C-1.15)

(C-1.16)

(C-1.17)

(C-1.18)

(C-1.19)

(C - 1.20)

(C-1.21)
(C-1.22)
(C-1.23)
(C-1.24)
(C-1.25)

(C - 1.26)

(C-1.27)

(C-1.28)

(C -1.29)

(C - 1.30)

(C-1.31)

(C-1.32)



ANEXO D - Algoritmo para Conversao de coordenadas

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <string.h>
#include <math.h>
double deg2rad(const double deg[]);
int main(int argc, char **argv)
{
FILE *fpr, *fpw;
double deg[3];
int i;
int num_coord;
ifCargec 1= 2 ) {
fprintf(stderr, "Usage: deg2rad.exe filename\n');
exit (EXIT_FAILURE);
}
fpr = fopen(argv[1l], "'r'");
fpw = fopen(strcat(argv[1l],".-rad™), "w');
if( fpr == NULL || fpw == NULL ) {
fprintf(stderr,deg2rad: 1/0 error\n');
exit(EXIT_FAILURE);
}
fscanf(fpr, "%d", &num_coord);
for( 1 = 0; 1 < num_coord; ++i ) {
fscanf(fpr, "%lf %I %If", &deg[0], &deg[l], &deg[2]);
fprintf(fpw,"%.12F\n"", deg2rad(deg));
}
fclose(fpr);
fclose(fpw);
return(EXIT_SUCCESS);
}

double deg2rad(const double deg[])

double rad_value =

MPI /1

((abs(deg[0]) + (deg[l1l] + (deg[2] / 60.0))/60) *
80)):

return ( (deg[0] > 0) ? 1 - -1 ) * rad_value;
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ANEXO E - Quadro das coordenadas da Parcela 02

80

Coordenadas

Parcela | Estremas Catitude Longitude Integracdo | Sgn | N. do If
AZMO2 | —23°4334,2019" | —50°5842,1853" 29727937 | + 1
SAT02 | —23°43'29,4803" | —50°58'421351 ’

M27 | —23°4339,9880" | —50°5842,3100" 08746370 N 13
AZMO02 | —23°4334,2019" | —50°58'42,1853" '
M16 | —23°4341,6426 | —50°5857,0913"
— . — —1 11704658489 | + 44
M27 | —23°4339,9880" | —50°5842,3100
M16 | —23°43416426 | —50°5857,0913" 319363121 7 3
02 EJ27A | —23°43'353641" | —50°5853,0581" ’
EJ27A | —23°43353641 | —50°5853,0581"
o - S —{ 221456947,8 | - 36
EJ28 | —23°43732,1688" | —50°58'50,2612
EJ28 —2343321688" | —50°58'50,2612"
— - — — 46952061,1 - 37
M17 | —23°43'30,2445" | —50°58'49,6682
M17 —23°4330,2445" | —50°58'49,6682"
— - — —{ 596440876,1 | - 38
SATO02 | —23°4329,4803" | —50°58'421351

$=100272,9 m? 10,0273ha

FONTE: (INCRA, 1998b, apud MORAES, 2001, p. 220)




