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RESUMO

Dissertacao de Mestrado
Programa de Pds-Graduagao em Geomatica
Universidade Federal de Santa Maria, RS, Brasil

FUNDAMENTOS CONCEITUAIS DA DETERMINA(}AO DO
GEOIDE PELO METODO GRAVIMETRICO

Autora: Jocelaine Cargnelutti
Orientador: Carlito Vieira de Moraes
Local e Data da Defesa: Santa Maria, 30 de marco de 2007.

Fundamentos conceituais da determinagdo do gedide pelo método gravimétrico com
0 objetivo de ordenacéao didatica. Mostra-se que o estudo da Terra real possui um
grande numero de variaveis, o que torna a solugéo do problema inviavel. Estuda-se
entdo, o comportamento da Terra real por meio da determinagdo de parametros da
Terra normal. Utiliza-se o elipsdide de revolucdo que é a superficie
matematicamente definida e que melhor representa a Terra real. Mostra-se que a
determinagdo do gedide consiste na determinagdo da ondulagdo geoidal N e a

deflexdo da vertical 6, decomposta na componente meridiana & (também
denominada componente norte-sul) e na componente 1° vertical n (também

denominada componente leste-oeste). Expdem como a ondulagdo do gedide é
obtida pela integral de Stokes em fungao das anomalias da gravidade e como as
componentes do desvio da vertical sdo determinadas pelas formulas de Vening-
Meinesz. Deduz-se os polinbmios de Legendre que sao fungdes para a solugdo da
integral de Stokes. Pormenoriza-se os fundamentos do potencial da gravidade.
Mostra-se que as redes geodésicas horizontais (conjunto de pontos com
coordenadas curvilineas geodésicas latitude e longitude) e as redes geodésicas
verticais (conjunto de pontos com altitudes) requerem, em seus modelos, grandezas

que provém da determinagao do gedide.

Palavras-chave: Terra real; Terra normal; integral de Stokes; ondulagdo do
geodide; potencial de gravidade; formulas de Vening-Meinesz;

anomalia da gravidade; componentes do desvio da vertical.



ABSTRACT

Master Dissertation
Curso de Pés-Graduagcao em Geomatica
Universidade Federal de Santa Maria, RS, Brasil.

FUNDAMENTOS CONCEITUAIS DA DETERMINA(}AO DO
GEOIDE PELO METODO GRAVIMETRICO

(FUNDAMENTAL CONCEPTS OF GRAVIMETRIC GEOID DETERMINATION)

Author: Jocelaine Cargnelutti
Adviser: Carlito Vieira de Moraes
Place and Date of Examination: Santa Maria, march 30, 2007

Fundamental concepts of gravimetric geoid determination with the objective to didatic
methodology. It's described that the study of the real Earth have a large number of
variable, what becomes impracticable the problem solution. It is studied then, the
behavior of the real Earth by means of the parameter determinations of the normal
Earth. Ellipsoid of revolution is used as surface mathematically defined and it
represents better the real Earth. The geoid determination consists of the
determination of the geoidal undulation N and the deflection of the vertical 6 , that is
decomposed in the meridian component & (also called north-south component) and
in the component prime vertical n (also called east-west component). The geoid
undulation is given by the Stokes’ integral in function of the gravity anomalies and as
the deflection of the vertical components are determined by the Vening-Meinesz’'s
formulas. It is deduced the Legendre’s polynomials, that are functions for the solution
of the Stokes’ integral. It is described the potential theory of the gravity. It is showed
that the horizontal geodesic networks (reference points with latitude and longitude
geodetic coordinates) and the vertical geodetic networks (reference points with

heights) require, in its models, quantities from the geoid determination.

Keywords: Real Earth; normal Earth; Stokes’ integral; Vening-Meinesz’s formulas;
gravimetry anomaly; geoidal ondulation; deflection of the vertical

components.



LISTA DE FIGURAS

Figura 2.1 — Superficies que envolvem o posicionamento geodésico: Vertical,
normal, altitude geométrica (h), ortométrica (H) e ondulagao do gedide (N),
superficie fisica terrestre (SFT), gedide, nivel médio do mar (NMM) e elipsdéide.29
Figura 2.2 — Vertical e coordenadas astronémicas: latitude (® ) e longitude (A). ....34

Figura 2.3 — Normal e coordenadas geodésicas: latitude (¢ ), longitude (1) e altitude

() PSSRSO PPRRTRRPIO 35
Figura 2.4 — Altimetria por satélites artificiais ............cccceeviviiiiii i, 40
Figura 3.1 — Primeira Lei de Keppler...... oo 43
Figura 3.2 — Componentes da for¢a de atragao ...........oooeeuuuiiiiiieiiiiicice e, 45
Figura 3.3 — Distribuigdo de n particulas atrativas............ccccccooviiiiiiiiiicii s 47
Figura 3.4 — Potencial Newtonian0...........ccoooiiiiiiiiiii e 49
Figura 3.5 — DISANCIA £......uueiiiiiiiiiiiiiiiiii e 49
Figura 3.6 — Massas atratiVas ...............uuuuuuuiiiiiiiiiiiiiiiiii e 54
Figura 3.7 — Coordenadas €SFErICAS ..........uuuuuuuiiuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii e 55
Figura 3.8 — Superficie fechada S, que delimita um volume v...........cccceeeieiieennnnns 58
Figura 3.9 — Representagao do polinbmio de Legendre............cccooevviiiiiiieiiiiieeeeenne, 69
Figura 3.10 — Coordenadas esféricas das projecdes de P e P sobre a esfera......... 71
FIQUIA 3.171 — ZONAIS ... 72
Figura 3.12 — SECIOMIAIS .....ccoeeeieeeeee e 73
FIQUIa 3.13 — T@SSEIaIS....ciiiei et e e e et e e e e 73
Figura 3.14 — Representacé&o grafica dos harmonicos esfericos.............ccccvuuuunnnnnee 74
Figura 4.1 — Esferopotencial de atragao.............ccoiviiiiiiiiiiiiiicieeeeeeeeee e 79
FIQUra 4.2 — Dir€GOES S1, S0, € S3.tuuuuiiiiiiiiiiieiiiiiieeeeeiia e e e e et e e e ettt e e e eeta e e e eeeaeeeeesnnns 82
Figura 4.3 — Linhas de forcada Terrareal ..........ccccoeeeviiiiiiiiiiiieeeeeeeeeeeee e, 90

Figura 4.4 - Anomalia da gravidade e disturbio da gravidade .................eeveveiiiiennnnee. 95



Figura 4.5 — Reducdes gravimétricas: (a) Corregao ar-livre, (b) Correcéo de Bouguer,

(c) Correcao de terreno e (d) Correcao da curvaturada Terra.........cccceeeeeeeeeens 98
Figura 4.6 — COrreGao de BOUGQUET ...........uuuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeieeeeeee e 100
Figura 4.7 — Cilindro de eixo vertical apoiado no geodide...............oeveveiiiviiiieeeiennnne. 101
Figura 4.8 — CorreGao dO TEITENO ........cceiiieeiiiiee e e e e e e eeeeannns 103
Figura 4.9 — Estrutura da Terra .........oooeuiiiiiiie e 106
Figura 4.10 — Processo de CONAENSACA0 .........uuuuuururriuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiei 107
Figura 4.11 — MEt0dO d€ INVEISA0........uuuuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieiieeeeeeee s 108
Figura 4.12 — Efeitos topograficos e isostaticos ...........ooovvviiiiiiiiiiiiiiccee e 111
Figura 4.13 — Efeito da topografia sobre o valor da gravidade observado .............. 111
Figura 4.14 — Modelo de Pratt-Hayford ... 112
Figura 4.15 — Sistema isostatico de Pratt-Hayford ...............ccccooiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiis 113
Figura 4.16 — Profundidade de cOmpenSagaon...........cccvvvvivieiiiieeeeeeeeeiieee e 115
Figura 4.17 — Modelo isostatico de Vening-Meinesz.............cccoeeeeeiiiiiiiiiiiieeeeees 116
Figura 4.18 — Relacao entre gedide, co-gedide, elipsdide e efeito indireto............. 118
Figura 5.1 —Relacdoentre W, d¥,dAedS ... 123
Figura 5.2 — Relagao entre a ondulagao do gedide e o desvio da vertical .............. 127
Figura 6.1 — Componentes do desvio da vertical, & € M .....oeeeeiiiiiiiiiiiiiiiiiieiieeeeee, 134
Figura 6.2 — Componente norte-sul ou componente meridiana..............cccccoeeeeeene... 136
Figura 6.3 — Componente leste-oeste ou componente 1° vertical........................... 137
Figura 6.4 - Método dos trés gradientes...........cccooeviviiiiiiiiiiiiii e 140
Figura 6.5 — Raios de AZImute A, € A . i 141

Figura 6.6 — Regides S, s, sub-regiao sp, estagdes Ae B.......c.cooevvrveriiiiciieeeeeeee, 143



LISTA DE QUADROS

Quadro 2.1 — Missdes altimétricas, precisao das medidas e acuracia das orbitas....41
Quadro 4.1 — Zonas de Hayford .............uuviiiiiieee e 104



FFT
GPS
CCD
NMM
PVCG
IUGG
IGSN71
I0C
cMQ
SFT

LISTA DE ABREVIATURAS E SIGLAS

Fast Fourier Transform (Transformada Rapida de Fourier)
Global Positioning System

Charge Compled Device

Nivel Médio do Mar

Problema de Valor de Contorno de Geodésia
International Union of Geodesy and Geophysics
International gravity Standardization Net 1971
Intergovernmental Oceonographic Commission
Colocacéao por Minimos Quadrados

Superficie Fisica Terrestre



)

nm

o O

)
3

SAFOLe

3

Tl Z 2

LISTA DE SiMBOLOS

Semi-eixo maior do elipsoéide de referéncia

constante arbitraria da fungdo S, (fungdo harmoénico esférico de
superficie de grau n)

semi-eixo menor do elipsodide de referéncia

constante arbitraria da fungdo S, (fungdo harmoénico esférico de
superficie de grau n)

velocidade da luz no vacuo

Semidistancia focal

forga centrifuga por unidade de massa

atragao produzida pela massa elementar dm

termo de grau zero no desenvolvimento do potencial perturbador
massa terrestre

massa do elipsoide

coeficiente plenamente normalizado

coeficiente plenamente normalizado

variancia da grau de anomalia

arco elementar

massa elementar

influéncia das zonas negligenciadas ou erro de truncamento
erro medio quadratico de uma valor médio de dN

desvio local da ondulagao geoidal

operador divergente
Altitude ortométrica do ponto P

deslocamento elementar de componente dx, dy, dz

area elementar

volume elementar

diferencial da longitude geodésica

elemento de superficie de uma esfera de raio unitario
diferencial da latitude

diferencial do fluxo

arco elementar
distancias polares
12 excentricidade numérica da elipse meridiana



QQDUJ)>1F”:)><_< <
»n r 3 3

ST e O
3

T

x

n

<

Tl

ITOO,
=

[
3

=)
3

>
3

ZZ X §&

achatamento do elipsoide de referéncia
gravidade real
Gravidade na superficie da geoide

Gravidade observada

operador gradiente
altitude geométrica ou elipsoidal

versores fundamentais de orientagao dos eixos cartesianos

Desvio interpolado

grau de truncamento de S(¥)
distancia

limite de uma funcéao

massa

(indice do polinbmio de Legendre)
(indice do polinbmio de Legendre)
Desvio padrao do erro de interpolagao

coordenadas polares esféricas do ponto de calculo

coordenadas esféricas

operador rotacional

(na férmula de Rodrigues)

volume limitado pela superficie S

Coordenada esférica no polinémio de Legendre
Coordenada esférica no polinbmio de Legendre
coeficiente com unidade de potencial

Funcéao escalar

Funcéo vetorial de posi¢ao

coeficiente com unidade de potencial

correcao ar-livre
corregcédo de Bouguer simples ou incompleta
coeficiente adimensional

variancia de grau
vetor forga

componente normal de F
componente cartesiana da forga na direcédo x
componente cartesiana da forga na diregao y

componente cartesiana da forga na direcao z

constante universal de gravitacao
constante gravitacional geocénctrica
altitude ortométrica

altitude da estacgao no ponto P
coeficientes sem unidades

fator dindmico de forma
coeficientes sem unidades

massa da Terra, incluindo as partes solidas, liquidas e gasosos

ondulacao do gedide



g > 3 =

S 0 a .y

o, AN

Ag
Ag
Ag
Ag,
Ag,

S

n

férmula de Ferrers

funcao polindbmio de Legendre

funcdes associadas de Legendre plenamente normalizadas
coeficientes de Molodenski

raio medio da Terra

harménico esférico de superficie de grau n
coeficiente adimensional

funcao de Stokes

potencial perturbador

potencial normal

potencial gravitacional da Terra real
geopotencial ou potencial da Terra real
Potencial vetorial

potencial do nivel do mar

coeficiente

coeficiente

gravidade normal na superficie do elipséide de referéncia
gravidade normal no equador

gravidade normal no pélo

componente cartesiana na diregcéo x do vetor gravidade normal
componente cartesiana na diregcéo y do vetor gravidade normal

componente cartesiana na direcéo z do vetor gravidade normal
densidade da camada superficial da Terra em relagdo ao gedide
densidade da camada subjacente ao gedide

componente 1° vertical do desvio da vertical ou componente leste-
oeste do desvio da vertical

componente 1° vertical do desvio da vertical em segundos

longitude geodésica

componente meridiana do desvio da vertical ou componente norte-
sul do desvio da vertical

componente meridiana do desvio da vertical em segundos

numero irracional aproximadamente 3,14...

densidade

latitude geodésica

latitude media

coordenadas geodésicas curvilineas latitude, longitude e altitude

velocidade angular de rotagao
anomalia da gravidade

anomalia da gravidade na direg&o sul

anomalia da gravidade na diregéo norte
anomalia da gravidade na diregao oeste
anomalia da gravidade na diregao leste



-

> >ONN<KX g5 >

N

c
_|

% R[> <

X
N

8 S Q

» 2

anomalia da gravidade ar-livre
anomalia de Bouguer completa
anomalia de Helmert

anomalia média de uma zona

diferenca entre a massa terrestre e a massa elipsoidal
diferenga de ondulag&o geoidal

Incremento do potencial perturbador

laplaciano do potencial

diferenga entre o geopotencial no gedide e o esferopotencial no
elipsoéide

longitude astronémica

latitude astronémica

distancia esférica do elemento de area dS ao ponto de calculo
componente da forca derivada do potencial V

componente da forca derivada do potencial V

Componente da forga derivada do potencial V

esferopotencial da atracao

esferopotencial de rotacédo ou centrifugo

azimute da direcéo 1

azimute da direcéo 2
Potencial correspondente a atracao

OUTROS SiMBOLOS
vetor operador nabla

laplaciano
derivada parcial de primeira ordem em relagéo a x

derivada parcial de segunda ordem em relagao a x

fluxo

representacéo do infinito
Massa de uma figura plana

Area de uma figura plana

Volume de um corpo

somatério, com n pertencente ao conjunto [2,«)



UNIDADES
unidade auxiliar para a medida da aceleragéo da gravidade
(ap6s Galileu). 1Gal =102ms™
miligal.1mGal = 10 °m s
microgal.1uGal = 10°ms™
quilograma
radiano
segundo de tempo cronoldgico
segundo sexagesimal de arco
radiano por segundo

Newton



SUMARIO

I N 00T 11 031 o LT 23
1.1 Materiais utilizados na pesquUisa........cccccccceiiiiiiimmmiier s 24
0 ] o= (LYo OO 25
1.2.1 ODJEtiVO GEIal ....coveei e 25
1.2.2 Objetivos ESPeCifiCOS ......cooviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiee 25
1.3 Contribuigcoes da Pesquisa ..........ccoeeeeeeeiciiiiiiisrscccsscss s s e s e s s s s s s s e s e e e nnnnnes 26
1.4 Estrutura da PeSqUiSa......c...ccciiiiiiimimiimmsiiinss i srsssssssssssss s s s s s sssnmssssssssssssssnsnnnnnes 26
2 SUPERFICIES ENVOLVIDAS E PRINCIPAIS METODOS DE .........ccccceveeeeuenene. 28
DETERMINAGAO DO GEOIDE.........cccceeeerreeereeesneeesssessssesesssssssssesessssssssenssssssnnns 28
2.1 Definigao de gedide e significagao de gedide..........coeeemmeiiiiiiimiiieeecccccinneees 28
2.2 Métodos de determinacao do geodide ..........cccccvvvriiiiiiii s 31
2.2.1 Método GravimEtriCO .........eeeiiiiiiiiiiiiie e 32
2.2.2 Método ASIrOgEOUESICO.......cciiiiiiiiiiiiiiiieee ettt 33
2.2.3 AlIMetria CeleSte ........ccueeiiiiiiieee e 35
2.2.4 Integral de Stokes e Polindmio Generalizado.............ccccccvvvviiiiiiiiiiiiiiiiiiieeeee, 35
2.2.5 Métodos COmMDINAAOS. ........ceiiiiiiiiiiiiii e 36
2.3 Principais Técnicas de Solucao da Integral de Stokes..........ccccevvviiriiiiiinnnn. 36
PG T I [ Yo [ = Tor= Lol 010 g =T 4 [or= SR 37
2.3.2 Colocagao por Minimos QUadrados ..........coeuuuiiiiieieeeeeeeiee e 37

2.3.4 Altimetria por satélite artificial ..., 40



2.3.5 Global Positionig System (GPS) — Nivelamento pontual ..............ccooovviieien.... 41

2.3.6 Combinagao das TECNICAS .......cceeiieiiiieeiiie ettt e eeens 41
3 FUNDAMENTOS DA TEORIA DO POTENCIAL........cccoorierceeeee e 43
3.1 Lei da gravitagao universal ...........ccceeciiiiimeciiirscecss s s s s 43
3.2 Componentes da forga de atragao.............cccciiiii 44
3.3 Potencial gravitacional ... e s e 48
BCT: 30 T Y- - o Lo -3 49
3.4.1 Operador nabla ou operador de Hamilton ..............ccoooeiiiiiiiiiiiciee e, 49
3.4.2 Operador gradiente de um escalar............ooooooiiiiiiii 50
3.4.3 Operador divergente de Um VELOr.........ccoooiiiiiiiiiicee e 50
3.4.4 Operador rotacional de um VetOr..........coooi i 50
3.4.5 Operador de Laplace ou operador laplaciano de um vetor..............cccceevvvnnnnnnn. 51
3.5 Campos Vetoriais e Campos Escalares ..........ccccooviimmmmieeccniiniinnnsnsssssssnnnnennn 51
3.5.1 Campo Vetorial Conservativo ou Irrotacional ...............cccoeeviiiiiiiiiiiiiie, 52
3.5.2 Campo vetorial solenoidal ............oouuuiiiii i 53
3.5.3 Campo vetorial harmOniCO..........coveiiiiiii e 53
3.6 Superficie equipotencial..........cceuciiiiiiiiiiii e ————— 53
R A =To TUT= To2= Lo R o L= Y0 I T - T - 54
3.8 EQUAGA0 de POISSON ......cccviiiiiiiiiii i 56
3.9 Féormula de Gauss-OstrogradskKi............cceoermieremmnciiiiiiinrsscccccss e 58
3.10 Identidades de Green.........cccccciiiiiiiiiii i ————— 59
3.10.1 Problemas de Valor de Contorno da Geodésia Fisica - PVCG....................... 61
3.10.2 Primeira identidade de Green.............oooooiiiiiiii 63
3.10.3 Segunda identidade de Green..........ccooieieeiiiiiiiiicee e 65
3.10.4 Terceira identidade de GreeN ..........cooiiiiiiiii i 65
3.11 Formula de Chasles ... 66

3.12 Polindmios de Legendre..........cccciiiiiiiiiiiis s 68



3.13 Fungoes harmoénicas eSfericas ..........ccomreemmciiiiiiiinnrcceccss e 70

3.13.1 Funcao harmoénica esférica zonal..............cccooveviiiiiiiiiiiieeiee e 72
3.13.2 Fungbes harmdnicas esféricas setoriais. .............coeiieeiiiiiiiiiiiiiee e, 72
3.13.3 Funcgdes harmdnicas esféricas teSSerais...........ceeeevvvvvieiiiiiiiiieeeeieeeeeeeeeee 73
3.14 Representagao geométrica das fungées harménicas esféricas ................. 73
3.15 Problemas direto e inverso da teoria do potencial.........cccccccovrmrrmciiirneencnnns 74
4 FUNDAMENTOS DO CAMPO GRAVITACIONAL .......ccooctirrenereeesssmneeessssmnee e 76
4.1 Campo da gravidade Normal ...........ccoooiiiiieemecciiis i e e 76
g O B =T =T 0T 0 = PP 76
4.1.2 Gravidade NOIMaAl ... 77
B G B L {1 o o o) (=  [o = | PSR 78
4.1.4 Formulas de Clairaut € NEeWLON .............uuiiiiiiiiiiie e 81
4.1.5 FOrmula de Somigliana...........coeiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 85
4.1.6 FOrmulas internacionais ...........ccouueiiiiiiiiiiiii e 85
4.1.6.1 O COEfiCIENIE U, coeiiiiiieeeeee e 86
4.2 Campo da gravidade terrestre.........ccccccrmmmmmmmmmmmmmmmmmmmnmnnennsses s 87
4.2.1 Forga e aceleragao da gravidade .............ouueiiiiiiiiiiiiiiccee e 87
4.2.2 Vertical e superficies eqUIpPOIENCIAIS ...........uiiiiiiiiiiiiiie e 89
4.2.3 EQUAGAO A€ BIUNS......oiiiiiieeeeee et e e e e e aaaans 90
4.2.4 GEOPOLENCIAI ...cvvviiee et e e e 91
4.3 Potencial perturbador ou potencial anémalo ...........ccooveeciiirrecii e, 93
4.4 Anomalia e disturbio da gravidade..........ccccceeemmmmmmmmmmmmimimmin 94
4.5 Redugoes GravimetriCas .......cceuuuiiiiiiiiiimnicessiss s s s s sssssssssss s e s e s s sssssssssssssennns 96
4.5.1 ANOMaAli@ @r-liVI€ .........oeiiiiiieieeee e 98
4.5.2 Deducao da anomalia de BOUQUET ...........ccoeeiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieiieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee 99
4.5.2.1 Reducao Modificada de BOUQUET ..............uuuiieiiiiiiiiiicceee e 100

4.5.2.2 Platd de BOUQUET ........ooiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeeeeeeeeeeee ettt 100



4.5.2.3 Calota de BOUGUET...........uuiiiiiiiiiiiiiiiiieeieee ettt e e e e eeeeees 102

4.5.2.4 CorreGa0 dO TEITENO .....ceeiiii ettt et e et e e e e e e e e eraaeeeeees 103
4.5.2.5 Anomalia de BOUGQUET ............uuiiiiiiiiiiiiiiiie ittt 105
4.5.3 Reducgao pelo Método de Helmert............oovveeiiiiiiiiiic e 106
4.5.4 Método de RUASKI ........ooiiiiiiiiee e 107
4.5.5 Redugles ISOSIAtICAS ........cocvviiiiiiice e 109
4.5.5.1 O Sistema Pratt-Hayford ... 112
4.5.5.2 Sistema de Airy-HeiSkanen ... 114
4.5.5.3 Sistema Regional de Vening-Meinesz..............coooovviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieieeee 116
4.5.5.4 Efeito Indireto das Redugdes GravimetriCas ..........cccoeeevvvviieeeeiiiiieeeeiiieeees 117
5 DETERMINAGAO GRAVIMETRICA DAS ONDULAGOES DO GEOIDE .............. 120
5.1 Integral de StOKES ..o e 122
5.2 Desvio da vertical: formulas de Vening-Meinesz ...........ccccoviiiiiiiinnininiicnnnnnns 127
E TR I Y o [ o T o= o Ot 128
5.3.1 Calculo das Ondulagdes do Geodide pelo método dos zonais ........................ 130
5.3.2. Calculo da ondulagao do gedide pelo método dos quadrados...................... 131
5.3.3 Produto final dos calculos da ondulagdo geoidal............ccoooieiiiiiiiiiiiieeee, 132
5.3.4 Truncamento da Integral de StOKEeS .........ccooviiiimiiiiiii i, 132
5.4 Requisitos dos Dados GravimeétriCos.......c..ccoimeeuiiiirreniiiirreeess s ereemnsnens 133
6 DETERMINAGAO DO DESVIO DA VERTICAL .....cocoerereercreeereresesesessesnenens 134
6.1 Integral de Vening-Meinesz ...........cccciiiiiiiiiiis s 135
LS00 X o [ o T o= Lo S 138
6.2.1 Contribuicdo da Regido Vizinha ...........ccccoiiiiiiiie 138
6.2.2 Contribuicao da regi@o ProXiMa..........cceeviieiiiiiiiieeeee e 140
6.2.3 Contribuicdo da regido distante...........cccccvvviiiiiiiiiiiiiie 143
7 CONCLUSAO E RECOMENDAGOES ... see e sae e 145

8% T 030 Y 3 Lo [T T=T- T J 145



4728 3 L=ToToT 1 1T 3 T F= T o T

REFERENCIAS

DEMAIS OBRAS CONSULTADAS. ..ot sssss s nssssssss s



1 INTRODUGAO

A determinacdo das dimensdes e da forma da Terra sempre foram e s&o
atualmente questdes de interesse mundial. O conhecimento do campo gravitacional
terrestre representa uma ferramenta que permite determinar a dimensao e a forma
que a superficie terrestre assume, assim como, permitir o estudo do comportamento
dinédmico da Terra.

A superficie terrestre apresenta irregularidades. Portanto, os calculos nao
podem ser realizados utilizando diretamente esta superficie, pois geram uma grande
quantidade de variaveis, o que fificulta obter a solugdo desejada. Assim surgem
trabalhos voltados para escolha da figura que melhor represente a forma da Terra.
Esta superficie € chamada de Elipséide de Revolugao obtida pelo giro de uma elipse
em torno de seu eixo menor. Este elipséide é definido matematicamente.

Além das irregularidades ha uma série de fendbmenos que resultam em
deslocamentos de pontos (BLITZKOW, 1996, p. 9):

a) deformacgdes no terreno, decorrentes de obras de engenharia;
movimentos de placas da litosfera;
mareés terrestres e oceanicas;
efeito de carga sobre a crosta;
movimento de rotacéao;

f) deslocamento de eixo de rotacéo;

g) comportamento dindmico do sistema Terra-Lua;

h) movimento dos planetas, dos satélites naturais e artificiais.

A Geodésia se preocupa com o estudo da forma, dimensdes e os parametros
definidores do campo gravitacional exterior da terrestre. O problema da Geodésia
compreendera o estabelecimento dos parametros que caracterizam suas medidas,
forma, posicdo e a determinagcdo da superficie de referéncia que represente
suficientemente bem a figura da Terra real. O problema compreende ainda o estudo
do campo gravitacional terrestre e suas variagées no tempo.

A Ciéncia Geodésica possui, entre seus propésitos principais, a definigao e

determinacao de referenciais para o posicionamento geodésico. A orientagcao
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absoluta de tais referenciais depende do conhecimento do potencial de gravidade da
Terra real. Para obtencdo do geopotencial condiciona-se a existéncia de redes
gravimétricas mundiais de alta precisdo, base para o estabelecimento de redes
nacionais fundamentais e redes derivadas. Atualmente a rede gravimétrica mundial
recomendada pela International Union of Geodesy and Geophysics (IUGG) é a
International Gravity Standardization Net 1971 (IGSN71) (FREITAS et al. 2002).

Observando o cunho didatico que representa o objetivo geral desta
dissertacdo, varios conceitos e propriedades serdao apresentados para o
entendimento da determinagao do gedide pelo método gravimétrico. Assim, far-se-a
o estudo detalhado das superficies e parametros que envolvem o posicionamento
geodésico, a apresentacdo de algumas técnicas para determinagcdo do geoide, o
estudo dos fundamentos da teoria do potencial, o estudo do campo gravitacional da
Terra real e da Terra normal, o estudo do potencial perturbador, o estudo da
anomalia e disturbio da gravidade e o estudo das redugdes gravimeétricas.

Os topicos referentes aos fundamentos da teoria do potencial trazem
principalmente informacbes a respeito do potencial gravitacional, equagao de
Laplace, Equacédo de Poisson, identidades de Green, polinbmios de Legendre,
funcdes harmoénicas esféricas, e problemas direto e inverso da teoria do potencial.

Os conceitos envolvidos no tépico fundamentos de campo gravitacional,
buscam fazer a relagdo do campo da gravidade da Terra real com o potencial
gerado pela Terra real, assim como a relagdo existente do campo da gravidade
normal com o potencial da Terra normal. Far-se-a também o estudo da anomalia da
gravidade, que consiste da diferenga entre o valor da gravidade medida pelo
instrumento gravimetro' sobre a superficie fisica da Terra e reduzida ao gedide e o
valor da gravidade normal calculada no ponto correspondente da Terra normal.
Ainda, estudar-se-a as redugbes gravimétricas que serdo necessarios para a

aplicagao da formula de Stokes.

1.1 Materiais utilizados na pesquisa

O trabalho foi realizado baseando-se em pesquisas conceituais no sentido de

promover didaticamente os conceitos envolvidos na determinacéo do gedide.

' Alguns tipos de gravimetros podem ser encontrados em <www.microglacoste.com> e
<www.scintrex.com>.
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O material utilizado no trabalho de pesquisa esta relacionado a seguir:

a) acervo bibliografico da Universidade Federal de Santa Maria, Universidade
Federal do Parana e British Library (por meio do Servico de Comutagao
Bibliografica);

b) programas de computador.

Da internet, utilizaram-se as seguintes fontes de consulta:

a) Tables of Contents in Geodesy em <www.craymer.ca>;

b) Deflections of the vertical in the Netherlands derived from geodetic
astronomical observations em <www.dekoepel.nl/Geodetic-Astronomy.html>;

c) International Association of Geodesy em <www.iag-aig.org>;

d) Intermational Earth Rotation and Reference Systems Service em <www.iers.org>;

e) Scintrex a Division of LRS em <www.scintrex.com>;

f) Microglacost a Division of LRS em <www.microglacoste.com>;

g) International Geoid Service em <www.iges.polimi.it>;

h) Bureau International des Poids et Mesures em <www.bipm.fr>.

1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivo Geral

O objetivo geral desta dissertagdo € ordenar didaticamente os fundamentos
conceituais da determinagcdo do geodide pelo método gravimétrico permitindo o

estudo detalhado dos conceitos envolvidos.

1.2.2 Objetivos Especificos

Os objetivos especificos sao:

a) sistematizar didaticamente os conceitos;

b) ordenar os conteudos que envolvem a determinacdo do gedide pelo
meétodo gravimeétrico;

c) apresentar os principais métodos e técnicas para a determinagéo do gedide;

d) apresentar os fundamentos da teoria do potencial;
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e) apresentar conceitos relacionados ao campo gravitacional da Terra real, o
campo gravitacional da Terra normal, potencial perturbador, anomalia da
gravidade e redugbes gravimétricas;

f) pormenorizar os fundamentos da integral de Stokes para a obtengédo das
ondulagdes do geodide através das anomalias da gravidade;

g) pormenorizar as férmulas de Vening-Meinesz para o calculo das

componentes do desvio da vertical, a partir das anomalias da gravidade.

1.3 Contribuigdes da Pesquisa

Esta dissertagao traz as seguintes contribuigdes:

a) contribuicdo  metodoldgica ao ensino da Geodésia dos cursos de
graduacgdo, pois promove a apresentacdo dos conceitos de forma
sistematizada;

b) contribuicdo com os fundamentos conceituais envolvidos na determinagao
do gedide, pois a literatura Geodésica nao dispde de trabalhos de facil

compreensao para o ensino de Geodésia.

1.4 Estrutura da Pesquisa

O capitulo 2 apresenta alguns conceitos fundamentais para o entendimento
inicial da proposta do trabalho. Além disso, encontra-se neste capitulo a definigcdo de
gedide, uma sintese dos métodos de determinacdo do gedide e algumas técnicas
distintas para determinagdo das alturas geoidais que proporcionam a solugéo da
integral de Stokes.

No capitulo 3 é apresentado os fundamentos da teoria do potencial que seréo
importantes para o entendimento dos topicos tratados nos capitulos seguintes.
Neste capitulo sdo apresentados a definicdo de operadores, campos vetoriais,
equacoes, formulas e fungcdes que fundamentam a teoria do potencial.

No capitulo 4 encontram-se os conceitos relacionados ao campo gravitacional
da Terra real, o campo gravitacional da Terra normal, potencial perturbador,

anomalia da gravidade e redugdes gravimétricas.
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O capitulo 5 traz a determinacédo gravimétrica das ondulagées do gedide por
meio da formula de Stokes. Neste capitulo ainda é visto que Vening-Meinesz propbs
férmulas similares para o calculo das componentes do desvio da vertical. Apresenta
também as equacgdes para a aplicagdo pratica do calculo da ondulagdo do gedide
por meio de alguns métodos escolhidos.

O capitulo 6 descreve os conceitos relacionados com o desvio da vertical que
possui fundamental importédncia nos calculos geodésicos. Aléem disso, apresenta
também os quatro métodos atualmente mais utilizados na determinagdo do desvio
da vertical. Algumas equagdes de aplicagbes praticas do desvio da vertical em que
se tratam as contribuicbes para as regides vizinhas, proximas e distantes sao
também abordadas neste capitulo.

O capitulo 7 apresenta as conclusées e recomendacdes referentes ao

trabalho desenvolvido.



2 SUPERFICIES ENVOLVIDAS E PRINCIPAIS METODOS DE
DETERMINACAO DO GEOIDE

Neste tépico serdao abordados conceitos relativos as superficies envolvidas no
posicionamento geodésico citando também outros parametros que possuem relagao
com o gedide. Ainda, serdo abordados os principais métodos para a determinagéo
das ondulagdes do gedide e as principais técnicas para a resolugdo da integral de
Stokes.

2.1 Definicao de gedide e significagao de gedide

A Ciéncia Geodésica procura materializar na superficie fisica da Terra ou nas
proximidades dessa superficie um conjunto de pontos fundamentais cujas coordenadas
s&o determinadas rigorosamente levando-se em consideragao a curvatura terrestre.

Baseado no conceito de Geodésia descrito no paragrafo anterior, o problema
de Geodésia pode ser formulado como segue: Determinar a figura e campo
gravitacional da Terra e de outros corpos celestes como fungdo do tempo, através
de observacgdes sobre a Terra ou fora dela, ou sobre a superficie de outros corpos
celestes ou fora destes.

Existem basicamente trés superficies que envolvem o posicionamento
geodésico (Figura 2.1). A primeira superficie € a superficie fisica da Terra (SFT),
definida como o limite que separa o relevo topografico e as aguas da atmosfera.
Esta superficie € limitante do relevo topografico onde s&o realizadas as diversas
operagdes topograficas e geodésicas. A segunda superficie é representada pelo
elipséide de revolugcdo. A terceira é a superficie geoidal que limita um corpo
chamado gedide, definida como uma superficie equipotencial do campo da
gravidade que mais se aproxima do nivel médio ndo perturbado dos oceanos,
prolongado através dos continentes.

O elipsdide de revolugdo é o modelo geométrico adotado, pois melhor
representa a Terra. Este modelo é denominado de superficie de referéncia, sobre a

qual séo efetuados os calculos geodésicos.
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Geopes s3o superficies equipotenciais do campo da gravidade. O geéide? é o
geope que mais se aproxima do nivel médio do mar imperturbado, prolongado sob
todos os continentes. As superficies equipotenciais de gravidade sao denominadas
assim pelo fato de que por todo o prolongamento de sua superficie o valor da

gravidade é constante.

WERTIC AL

BEOIDE

ELIPSOIDE

Figura 2.1 — Superficies que envolvem o posicionamento geodésico: Vertical, normal, altitude
geométrica (h), ortométrica (H) e ondulagédo do gedide (N), superficie fisica terrestre (SFT), gedide,
nivel médio do mar (NMM) e elipséide.

A superficie imperturbada do mar pode ser considerada como uma matéria
homogénea de agua que esta sujeita a agcado da gravidade e desta forma atinge um
estado de equilibrio tal que representa uma superficie equipotencial (BOMFORD,
1977, p. 460). Esta superficie é continua e suave, mas ndo € analitica devido a
variagao na densidade das massas terrestres, o que resulta nas ondulagdes do
gedide.

A estimativa do Nivel Médio do Mar (NMM) e sua variagao sao feitas a partir
da analise de dados maregraficos registrados de forma grafica (maregramas) ou
com a utilizacdo de meios digitais (maregramas digitalizados a partir de dados

coletados por sensores digitais). O NMM (Figura 2.1) é calculado a partir de valores

% O termo gedide foi sugerido por Listing.
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observados de nivel d’agua com diferentes taxas de amostragem, sendo a horaria a
mais utilizada (DALAZOANA, 2006, p. 40).

O método mais simples que fornece a estimativa do NMM é pela média
aritimética dos valores de nivel d’agua observados. No entanto, existem outros
métodos mais elaborados que incluem a aplicagdo de filtros passa-baixa visando
eliminar as freqUéncias mais altas, tais como as decorrentes de marés e ondas.

Os valores diarios do nivel médio do mar podem ser calculados por meio
(I0C, 1985, p. 55; PUGH, 1987, p. 302-304 apud DALAZOANA, 2006, p. 40):

a) da média das leituras horarias;

b) de um filtro que trata leituras realizadas periodicamente a cada trés horas;

c) de filtros passa-baixa como, por exemplo, o filtro de Doodson que trata

leituras horarias.

O monitoramento do NMM representa uma questdo de grande interesse para
a Geodésia. A Geodésia utiliza dados provenientes do monitoramento do nivel do
mar para a obtencdo de referéncia para redes verticais classicas, influéncias das
marés na rotagdo da Terra, melhorias nos modelos geopotenciais, integracédo de
redes verticais, entre outros fins (DALAZOANA, 2006, p. 42).

O aparecimento do Sistema de Posicionamento Global (GPS) revolucionou as
atividades que necessitam de posicionamento em fungdo de sua rapidez e precisao
na obtencdo de coordenadas. Este fato promoveu um crescente interesse por um
gedide mais acurado para aplicagdes nas areas de mapeamento e engenharia, onde
ha necessidade do conhecimento de uma altitude com significado fisico que é a
altitude ortométrica (H). Para que as altitudes elipsoidais ou geométricas (h) que séo
referidas ao elipsoide, oriundas de levantamentos com GPS, possam ser utilizadas
nestas areas, € necessario que elas sejam convertidas em altitudes ortométricas (H)
que sao referidas ao geodide (Figura 2.1). Para isso, precisa-se conhecer a altura ou
ondulacdo geoidal (N), ou seja, a separagao entre as duas superficies de referéncia,
o gedide e o elipsoide.

O tema proposto € representado pela determinacédo do gedide por meio de
observacdes da gravidade. A formula integral de Stokes®, proposta por Stokes em
1849, permite a determinagdo das ondulagbes do geoide a partir da anomalia da

gravidade. Porém, a utilizagdo da férmula de Stokes na Geodésia Fisica necessita

3 George Gabriel Stokes (1819 — 1903)
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do conhecimento das anomalias da gravidade, reduzidas ao gedide, para se
determinar a ondulagdo N do gedide em um ponto. A insuficiente distribuicdo das
anomalias da gravidade limita a area de integracdo a uma calota esférica em torno
de um ponto de calculo. Entretanto, este procedimento gera erros, chamados de
‘erros de truncamento” (LOBIANCO, 2005, p. 22). Uma anomalia de gravidade
consiste na diferenca entre o valor da gravidade medida pelo instrumento gravimetro
sobre a SFT e reduzida ao gedide e o valor da gravidade normal calculada no ponto
correspondente da Terra normal.

A aplicagdo da formula integral de Stokes exige que os dados de gravidade
sejam reduzidos ao gedide. E necessario entdo a aplicacdo do método de Helmert
nas massas topograficas situadas acima do geodide. O deslocamento e remogao das
massas topograficas originam o co-gedide e provocam mudangas no potencial de
gravidade gerando, erros sistematicos.

A determinacdo das ondulagdes geoidais segundo Santos & Escobar (2000),
€ obtida pela aplicacdo da férmula de Stokes, definida em fungdo das anomalias da
gravidade para o modelo esférico da Terra. A determinacdo do geodide consiste
também na determinacdo do desvio da vertical por meio de suas componentes:

componente meridiana &, também denominada de componente norte-sul e a
componente primeiro vertical n, também denominada componente leste-oeste.

O modelo de Terra normal € um modelo com caracteristicas proximas as
caracteristicas da Terra real. Este modelo possui a mesma massa da Terra real,

incluindo a massa da atmosfera e a mesma velocidade de rotagdo » da Terra real.

2.2 Métodos de determinagao do gedide

Durante todo o periodo que se estende até inicio do século XX, a
determinacdo da gravidade nos oceanos ndo era possivel, deixando assim grandes
lacunas de pontos no campo gravitacional terrestre. O trabalho de Stokes foi
publicado no ano de 1849. Em seu trabalho Stokes expde dois tépicos. O primeiro
diz que, conhecendo-se a forma de uma superficie equipotencial S, limitante de um
sistema de massas atrativas dotado de movimento de rotagdo, e o valor da
gravidade em um ponto da superficie, determina-se o campo externo independente

de qualquer hipétese sobre a distribuicdo de massas no interior da superficie. O
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segundo diz que, conhecendo o valor da gravidade em todos os pontos de uma
superficie equipotencial, determina-se a forma dessa superficie (GEMAEL, 1999, p.
143).

Interessa particularmente neste trabalho o segundo tépico. Ao séo reduzidos
os valores da gravidade g medidos na superficie fisica da Terra. Compara-se o
gedide com o elipsdide. A separagao entre o gedide e o elipsoide é fornecida pela
férmula de Stokes, em fungdo das anomalias da gravidade.

E importante lembrar das dificuldades na aplicacdo da férmula de Stokes.
Algumas consideragées e modificagbes devem ser feitas para que a férmula de
Stokes seja aplicada. Essas informacdes fundamentais serdo expostas e
esmiucgadas no capitulo quatro.

Os métodos principais de determinacao do gedide sio:

a) método gravimétrico;

b) método astrogeodésico ou nivelamento astronédmico;

c) altimetria celeste;

d) integral de Stokes e polinémio generalizado.

A Geodésia é dividida didaticamente em trés areas e em cada uma dessas
areas € possivel determinar a alturas geoidais N. As trés divisdes sao representadas

por Geodésia: Geométrica, Fisica e Celeste.

2.2.1 Método Gravimétrico

Para que se torne possivel a determinagdo das ondulagdes do gedide pelo
método gravimétrico € necessario conhecer primeiramente o campo gravitacional
terrestre. O problema da determinacédo da gravidade nos oceanos foi resolvido pela
férmula de Stokes. A férmula de Stokes é parte integrante do método gravimétrico
pois € necessario conhecer a gravidade eas anomalias da gravidade que serao
utilizadas na férmula.

O meétodo gravimétrico determina também as componentes do desvio da
vertical mediante medi¢cdes da gravidade utilizando as formulas de Vening-Meinesz.
Essas medicbes sao estendidas a total superficie fisica terrestre. O método
gravimeétrico e nivelamento astrondmico oferecem vantagens e desvantagens; eles

devem ser encarados como complementares.
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2.2.2 Método Astrogeodésico

A Geodésia geométrica apresenta o método mais antigo para a determinacao
das ondulagbes do geoide. O meétodo astrogeodésico também €& denominado
nivelamento astrondmico. Este método consiste na determinagdo do gedide em
funcdo do desvio astrogeodésico da vertical, no qual sdo empregadas as
componentes do desvio da vertical obtidas das coordenadas astronémicas que sao a

latitude @ e a longitude A e das coordenadas elipséidicas, latitude ¢ e longitude A

do mesmo ponto.
As coordenadas astronémicas (Figura 2.2) sao:
a) latitude astronémica @ ;

b) longitude astronémica A.

A latitude astronémica ® é o angulo formado pela vertical em um ponto com
a sua projecao no equador. A latitude muda ao passar de um gedide para outro; dai
a razao de nos calculos a latitude utilizada ser o valor reduzido ao gedide. A latitude
astrondmica é medida de 0° a +90° com origem no equador. Convenciona-se a
latitude ser positiva no hemisfério norte e negativa no hemisfério sul. A longitude
astronébmica A é o angulo formado entre o meridiano astronédmico e o meridiano de
origem. O meridiano astrondmico tem seu plano definido pela vertical do lugar e por
uma paralela ao eixo de rotacdo; o meridiano de origem €& o meridiano de
Greenwich. E contada positiva por leste de 0% a 360°, ou de 0° a 180° no hemisfério
Oriental e 0° a-180° no hemisfério Ocidental.

As coordenadas astrondmicas séo referidas a direcdo da vertical. Por isso se
diz que ® e A sédo os parametros que orientam a vertical no espago. As

coordenadas elipsoidicas sao referidas a direcdo da normal.
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Figura 2.2 — Vertical e coordenadas astrondmicas: latitude (® ) e longitude (A ).

As coordenadas elipsoidicas ou geodésicas (Figura 2.3) sao:
a) latitude elipsdidica ou geodésica ¢ ;
b) longitude elipsdidica ou geodésica A ;

c) altitude elipsoidica h.

A latitude elipsoidica ou geodésica é definida como o angulo que a normal
forma com sua projecdo sobre o plano do equador. A longitude geodésica ou
elipsdidica € o angulo diedro formado pelo meridiano geodésico de origem
(meridiano de Greenwich) e o meridiano do ponto considerado.

O desvio da vertical mede a inclinagdo do gedide em relagao ao elipséide de
referéncia. E também definido como o angulo formado entre a normal e a vertical.
Vertical é a reta tangente no ponto a linha vertical. Linha vertical é definida como a
linha de forga do campo gravitacional. Normal é uma reta que passa pelo ponto e é
perpendicular a uma tangente ao elipsdéide (GEMAEL, 1999, p. 18).

As ondulagbes do geoide podem ser determinadas em funcdo dos

coeficientes do geopotencial. Geopotencial W €& o potencial gerado pela Terra real.
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O geopotencial W é representado pela soma do potencial gravitacional de atragdo V
e o potencial centrifugo de rotagdo Q da Terra real. Neste método ocorre a utilizagéo

de harmdnicos esféricos plenamente normalizados.

Figura 2.3 — Normal e coordenadas geodésicas: latitude (@ ), longitude (A ) e altitude (h).

2.2.3 Altimetria Celeste

Um outro método empregado na determinacdo das ondulagdes do gedide é
representado pela altimetria celeste. Neste método, um satélite artificial de 6rbita
conhecida, mede a distancia do satélite a superficie instantdnea do oceano. Estas

medidas s&o transmitidas a um receptor terrestre.

2.2.4 Integral de Stokes e Polindbmio Generalizado

Para obter as ondulagbes do gedide para regides relativamente pequenas,
Vanicek & Krakiwsky (1982) propdem um método, que também pode ser estendido
a qualquer parametro do campo andémalo. A ondulacado do gedide é determinada por
duas maneiras. A primeira, pela integral de Stokes e segunda por um polinbmio

generalizado.
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2.2.5 Métodos Combinados

Os métodos para a determinagcdo das ondulagbes do gedide que foram
destacados devem ser encarados como complementares, lembrado que todos eles
possuem vantagens e desvantagens. Portanto, € importante verificar os principios
de cada um e verificar as melhores condigdes de aplicabilidade. Além disso, é
coerente estudar as possiveis combinagcdes desses métodos.

No método astrogravimétrico serdo consideradas as determinagdes
astrogeodésicas do desvio da vertical e as correspondentes determinagdes
gravimétricas.

O objeto da Geodésia Geométrica sao as determinagdes astrogeodésicas e o
objeto da Geodésia Fisica sdo as determinagdes gravimétricas.

A Geodésia Fisica analisa os métodos de estudo da figura de Terra como um
corpo fisico e geométrico com base nas leis da mecanica e dados experimentais,
utilizando-se medigdes geodésicas, gravimétricas e astronémicas (ZAKATOV, 1997,
p. 258).

O método astrogeodésico determina o desvio da vertical necessario para o
célculo da ondulagdo do gedide, comparando coordenadas geodésicas com
coordenadas astronémicas .

De acordo com o mesmo autor, o conhecimento das ondulagées do geodide
mediante o método de Stokes combinado com os coeficientes de potencial oferece

vantagens, pois suas desvantagens sao minimizadas.
2.3 Principais Técnicas de Solugao da Integral de Stokes

As alturas geoidais podem ser determinadas de acordo com a utilizagao de
técnicas distintas. As técnicas principais de solugdo da integral de Stokes séao
(LOBIANCO, 2005, p. 73):

a) integracdo numérica e Transformada Rapida de Fourier (FFT);

b)

c) harménicos esféricos;
d)

colocagao por minimos quadrados;

ondaletas;
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e) obtencdo direta da ondulagcdo geoidal pela diferenga entre altitudes
elipsoidais, com auxilio do GPS e altitudes ortométricas que se obtém
do nivelamento geométrico e gravimetria;

f) altimetria por satélite (nos oceanos);

g) combinagao entre estas técnicas.

Algumas das técnicas que foram mencionadas acima serdo descritas a

seqguir.

2.3.1 Integragao numérica

A integral de Stokes representa a forma classica de obtencédo das ondulagdes
do gedide a partir das anomalias da gravidade sobre a superficie da Terra. Sera

utilizada também a fungéo de Stokes, denotada pelo simbolo S(¥), como nucleo de
integracdo, que age como uma fungdo peso para as anomalias da gravidade Ag

(ROLAND & DENKER, 2003 apud LOBIANCO, 2005, p. 77).

A integragdo numérica ou quadratura numérica é utilizada quando uma
integral definida de certa fungdo ndo pode ser avaliada analiticamente ou quando
certos tipos especiais de fungbes envolvidas na solugdo analitica sdo muito
complexas para permitir o uso direto. Assim, uma integral definida pode ser resolvida
numericamente a partir de sua fragmentacdo em uma soma.

A convolugédo Transformada Rapida de Fourier (FFT) representa uma técnica
espectral de processamento rapido e simples. A utilizagdo do algoritmo da FFT
processa rapidamente o sinal espectral do campo de gravidade e resolve a integral
de Stokes, com as anomalias da gravidade fornecidas em uma malha regular. Esta
técnica vem suprir a necessidade da crescente capacidade computacional e maior
tempo de processamento exigido pelo aumento da quantidade e distribuicdo dos
dados de gravidade em todo o planeta (LOBIANCO, 2005, p.78).

2.3.2 Colocagao por Minimos Quadrados

A colocacao por minimos quadrados € uma técnica matematica que pode ser
utilizada para a determinagdo do campo da gravitacional anédmalo, combinando

dados heterogéneos de diferentes tipos, onde a fungdo covaridncia do potencial
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an6malo, ou de uma de suas componentes, desempenha um papel fundamental
(LOBIANCO, 2005, p. 84).

De acordo com o autor citado no ultimo paragrafo, este método determina o
potencial perturbador T a partir de um conjunto de quantidades mensuraveis inter-
relacionadas e de diferentes tipos. O potencial anébmalo ou perturbador T, é a
diferencga entre o geopotencial W e o esferopotencial U:

T=W-U. (2.1)

A interpretacdo analitica do potencial perturbador T somente pode ser obtida
de forma aproximada, utilizando a combinagédo linear de f fungcbes de bases

adequadas ¢;, ¢,,..., ¢,:

T(P)=f(P) - ébm(P), (2.2)

em que P é o ponto onde as fungdes s&o consideradas e b, sdo os coeficientes.

Considerando que o potencial perturbador T € harménico fora da superficie
da Terra, sdo feitas escolhas de fungbes base ¢, que também devem ser
harménicas e que satisfagam a equacgéao de Laplace:

Ap, =0 ou V%, =0. (2.3)

Pode-se assumir que sejam fornecidos valores isentos de erros para a
interpolagéo de T, em q pontos P.. E chamado de colocagédo este método de ajustar
uma aproximagao analitica a q funcionais dados. Tanto na colocagdo como na
interpolacdo, para qualquer sistema de fungbes de base ¢,, a determinacdo dos
coeficientes b, sempre envolve a solugdo de qxq sistemas de equagdes lineares
(MORITZ, 1984 apud LOBIANCO, 2005, p. 86).

A selecao de fungdes base <|>(P) para interpolagao pode ser feita de modo que
o desvio padrao do erro de interpolagao m, seja minimizado.

A colocacao é uma generalizagado do problema da interpolagdo. O método de
colocagao ajusta uma aproximacéao analitica a q funcionais dados.

De acordo com Lobianco (2005), a vantagem dessa técnica € que, sendo uma

matriz covaridncia a matriz a ser invertida, ela é simétrica e definida positiva,

diferente do caso geral, onde a matriz é assimétrica.
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2.3.3 Ondaletas (Wavelets)

O termo ondaletas (wavelets) surgiu em 1980. Ao estudar dados sismicos, J.
Morlet percebeu que eles apresentavam conteudos de frequéncia que variavam
rapidamente ao longo do tempo, tornando assim a transformada de Fourier
inadequada como ferramenta de analise.

Aplicada ao calculo da ondulacédo do gedide, a técnica da ondaleta utiliza
dados do campo de gravidade residual por meio de um procedimento chamado
“remover-calcular-repor” onde o calculo é feito em duas fases. Na primeira fase,
procede-se uma convolu¢cdo dos dados de gravidade residual a partir de diversas
funcdes de ondaleta. Estas fungcbes ondaletas sdo casos particulares de uma fungao
ondaleta protétipo. O resultado desta primeira fase é a decomposigdo do espectro
total dos dados originais em um conjunto de sinais filtrados detalhados com uma
resolugdo espacial unica. Na segunda fase €& feita uma convolugdo da gravidade
residual detalhada com um nucleo de integracdo, levando as ondulagdes geoidais
correspondentes. Aplicando a segunda fase a cada detalhe decomposto dos dados
originais, tem-se como resultado as técnicas de integragao classica (ROLAND &
DENKER, 2003 apud LOBIANCO, 2005, p. 88-92).

A integral de Stokes e a modelagem por ondaletas baseiam-se na férmula de
Stokes. No entanto, existem algumas diferengas entre estas técnicas. A principal
diferenca na metodologia esta na diferente forma de manuseio no dominio da
frequéncia, direcionando assim, para diferentes esforgos computacionais. Outra
diferenca esta relacionada as propriedades dos nucleos. O nucleo de Stokes é
definido por uma férmula fechada, mas é infinita em ¥ = 0, exigindo uma corregéo
para a zona interna. Os nucleos das ondaletas sdo definidos por uma expansao em
série. Calculos exatos exigem ondaletas de banda limitada e tabulacdo acurada
(ROLAND & DENKER, 2003 apud LOBIANCO, 2005, p. 94).

De acordo com os mesmos autores, um aspecto problematico do método da
ondaleta é o erro de truncamento, que surge da soma finita dos detalhes. Este
problema pode ser reduzido por uma relagédo balanceada entre a resolugao dos
dados e o conteudo espectral dos residuos. O erro de truncamento diminui,

elevando a resolucéo dos dados.
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As ondaletas sdo ideais para analise de sinais n&o-estacionarios pois, localizam-se
no tempo, enquanto que as bases de Fourier na frequiéncia, ndo se localizam no tempo
(MORITTIN, 1999 apud LOBIANCO, 2005, p. 94-95).

De acordo com o mesmo autor, a analise de Fourier e as ondaletas sao
utilizadas para aprimorar uma fungdo por uma combinagdo linear de senos e

cossenos ou ondaletas.

2.3.4 Altimetria por satélite artificial

A altimetria por satélite artificial consiste em determinar a distadncia R, do
satélite até a superficie observada. O altimetro transmite um pulso curto de radiacao
de microonda até a superficie da Terra e parte dessa radiacao é refletida em diregao
ao aparelho. Estes sinais séo cuidadosamente analisados para derivar medi¢coes

precisas de todo o percurso entre o satélite e a superficie do mar.

Figura 2.4 — Altimetria por satélites artificiais
Fonte: (LOBIANCO, 2005)

A distancia R entre o satélite e o oceano pode ser calculada de forma

bastante acurada, substanciada na medi¢ao dos intervalos de tempo do processo,



41

escalado pela velocidade da luz. O objetivo principal deste processo € a medi¢ao do
nivel do mar em relagdo a um sistema de referéncia, exigindo medicdes
independentes da trajetéria da orbita do satélite (LOBIANCO, 2005, p.95).

As missdes de altimetria por satélite sdo fontes de dados homogéneos e
indispensaveis para a determinagao do gedide nos oceanos. Algumas informacdes

sdo importantes para o esclarecimento dessas missoées (Figura 2.4 e Quadro 2.1).

CARACTERISTICAS DA ALTIMETRIA POR RADAR PARA OS VARIOS SATELITES
Satélite Periodo da missao Precisédo da Acurécia da
medida [cm] orbita [cm]
GEOS-3 abril 1975 — dezembro 1978 25 ~ 500
SEASAT julho 1978 — outubro 1978 5 ~ 100
GEOSAT margo 1985 — dezembro 1989 4 30-50
ERS-1 julho 1991 — junho 1996 3 8-15
TOPEX-POSEIDON agosto 1992 — presente 2 2-3
ERS-2 abril 1995 — presente 3 7-8
JASON-1 dezembro 2001 — presente 2 1-3
ENVISAT janeiro 2002 — presente 3 5-7

Quadro 2.1 — Missdes altimétricas, precisao das medidas e acuracia das orbitas
Fonte: Clelton et al. (2001), CLS (2004) apud (LOBIANCO, 2005)

2.3.5 Global Positionig System (GPS) — Nivelamento pontual

Os recursos técnicos trazidos pelo GPS, revolucionaram as tradicionais
técnicas de posicionamento.

O GPS permite a obtencédo de coordenadas geodésicas ((P, k,h) de um ponto

P, de forma rapida com dados precisos e acurados. Porém, a altitude elipsoidal h é
referida ao elipséide e medida ao longo da normal. Subtraindo-se a altitude
elipsoidal h da altitude ortométrica H, referida ao gedide e medida ao longo da
vertical, e considerando a n&o colinearidade da vertical e da normal, obtém-se a

ondulagédo N do geodide, conforme figura (2.1).
N~h-H. (2.4)

2.3.6 Combinacgao das Técnicas

Em particular, cada técnica possui vantagens e desvantagens. A combinagao

de técnicas objetiva aproveitar as vantagens oferecidas isoladamente, considerando
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principalmente os constantes refinamentos dos modelos geopotenciais € o seu
carater global, juntamente com o0 numero de abrangéncia crescentes dos
levantamentos gravimétricos efetuados nas areas continental e oceanica
(LOBIANCO, 2005, p.101).

De acordo com o mesmo autor, uma técnica associada ao calculo das
ondulagdes geoidais € a técnica remover-calcular-repor. Esta técnica combina as
informagdes de longos comprimentos de onda de um modelo geopotencial, em que
cada versao define um esferdide diferente, com observagdo de curto comprimento
de onda dos dados terrestres de gravidade sobre a area de interesse.

A técnica remover-calcular-repor € usada para o calculo combinado de
geoides regionais.

O conhecimento das ondulagdes do gedide mediante o método de Stokes
combinado com os coeficientes de potencial oferece vantagens, pois suas

desvantagens sao minimizadas.



3 FUNDAMENTOS DA TEORIA DO POTENCIAL

O propdsito deste capitulo € apresentar os fundamentos da teoria do potencial
que serdao importantes para o entendimento dos topicos tratados nos proximos

capitulos.
3.1 Lei da gravitagao universal

A Lei de Newton afeta todos os objetos no Universo, desde as gotas de
chuvas aos planetas no Sistema Solar e € conhecida como a Lei da Gravitagédo
Universal. Newton demonstrou geometricamente em 1687, com base nas Leis de
Kepler, que um planeta em seu giro em torno do Sol esta sujeito a uma forgca que
varia inversamente ao quadrado da distancia que os separa. As Leis de Kepler
podem hoje ser deduzidas a partir da Lei da Gravitagdo Universal.

Johannes Kepler (1571-1630) deduziu as Leis que regem os movimentos dos
planetas (Figura 3.1), e mesmo sem explica-las criou a base para a descrigdo dinamica

do movimento planetario permitindo assim a generalizacédo de Newton.

—_ __ % Planeta
I‘::-b.'\-\.

Figura 3.1 — Primeira Lei de Keppler
Fonte: <http://educar.sc.usp.br/licenciatura/2000/gravitacao/leisdeKepler.htm>

A primeira lei ou lei das 6rbitas diz que as 6rbitas dos planetas sao elipses,
nas quais o Sol ocupa um dos focos.

A segunda lei diz que areas descritas pelo raio vetor de um planeta séo
proporcionais aos tempos empregados em descrevé-lo.

A proporgao area para tempo fica da seguinte maneira:
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28, _ 28, (3.1)
Aty At

A terceira lei diz que o quadrado do periodo T de um planeta é diretamente
proporcional ao cubo da distancia ao Sol.

T? = Gr®, (3.2)
onde r € o raio médio da ¢érbita e G é a constante de proporcionalidade.

O enunciado da lei da gravitagdo universal diz: toda particula de matéria no
Universo atrai outra particula, com uma forga cuja diregdo € aquela da linha que une
as duas e cujo moédulo é diretamente proporcional ao produto de suas massas e
inversamente proporcional ao quadrado da distancia que as separa.

O médulo da forga € dado por (HOFMANN-WELLENHOF & MORITZ, 2005, p.
3):

F=GT£2, (3.3)

onde G é a constante gravitacional de Newton, e considerando-se o Sistema
Internacional de unidades tem-se que:
G=6,6742x10"m’s%kg ", (3.4)

e a distancia ¢ é representada por:

L= Jx=XP+(y—-y )P +(@z-2) (3.5)

A particula m, é denominada de particula atrativa de coordenadas (x',y',z') e

a m,de particula atraida de coordenadas (x, y,z) .Na (3.3) faz-se m,=m e m, =1

0 que resulta o modulo

F-g™. (3.6)

e2
A formula (3.6) expressa a forga exercida por uma massa m em uma unidade

de massa situada a uma distancia ¢ da massa m (HOFMANN-WELLENHOF &
MORITZ, 2005, p.4).

3.2 Componentes da forga de atragao

A forca de atragdo exercida por uma particula m localizada na origem do
sistema cartesiano sobre a particula de massa unitaria localizada no ponto P(x,y, z)

€ dada por:



45

g__Gm¢{_ Gm; (3.7)

O sinal (-) indica que os vetores F e £ tém sentidos opostos. O vetor { pode ser

representado por:

i +yj+2zKk, (3.8)
sendo T] e k os versores fundamentais. O vetor F pode ser representado por:

B Gm(xT + y] + ZR)

F- o

: (3.9)

A Figura (3.2) representa a decomposigao da forga F em suas trés componentes Fy,
FyeF,

z
______________ Fx
—- /"/ " !
Fy .~ Q |

— |
| ! -
) €= op
| v P - .

- P |Fl=PA

k 2 — U
T~ : Fz !
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» e
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Figura 3.2 — Componentes da forga de atragao

Os moddulos das componentes cartesianas da forca de atracdo exercida por
uma particula m localizada na origem do sistema cartesiano sobre a particula de

massa unitaria localizada no ponto P(x, Y, z), sao expressas da seguinte forma:

_ Gmx

o= (3.10)
Gmy

F===5 (3.11)

Fo_Smz (3.12)
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A forca de atracdo exercida por uma particula de massa m que esta situada

em um ponto P'(x',y', ') é dada por:

ﬁ:

- Gm T o o
- (x=x )i +(y-y)j +(z- 2 K]. (3.13)
Assim, as componentes cartesianas da forca de atragdo exercida por uma

particula m, que esta situada em um ponto P’ (x‘ Y, z'), s&o dadas por:

F - Gm(;‘s—_x'); (3.14)
F - Gm(z/s— y). (3.15)
F, = ——Gm(;_z'). (3.16)

Analisando e generalizando o caso para um sistema de n particulas atrativas,

obtém-se para a forga de atragéo (Figura 3.3):

Fo6) [zﬂJe (3.17)

Assim, as componentes cartesianas da forca de atracdo exercida por n

particulas atrativas, sao representadas da seguinte forma:

F :—Gzn: mi();::xi), (3.18)
F, :_Gi mi(};;yi), (3.19)

F-6) —mi(j ~z) (3.20)
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Py, 2)

me=

-~

Figura 3.3 — Distribuicdo de n particulas atrativas

Ha um outro caso para ser considerado. Pode-se ter uma distribuigdo
continua de massa. Neste caso, para um corpo de massa m e volume v, a forgca de

atragcao sera representada por

ﬁ:-GH—TZ. (3.21)
M

Portanto, as componentes cartesianas da forca de atragdo exercida por um

corpo de massa m e volume v sao expressas da seguinte maneira:

F = —Gj%dm - —Gj%pdv, (3.22)
F, - _GJ' (y;y')dm _ _GJ‘ (yé—By') odv (3.23)
F, = -G J' (Z;Z')dm _ —GI —(Zl‘sz') odv, (3.24)

sendo dm a massa elementar de coordenadas (x',y',z') e dv volume elementar.

A massa elementar dm e o volume elementar dv se relacionam por:
dm = pdv = pdx'dy'dz’, (3.25)
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em que p representa a densidade nos corpos ndo homogéneos é funcdo de ponto

dada por: p = f(x',y',Z).
3.3 Potencial gravitacional

A teoria do potencial, que se remonta a Laplace, desempenha papel
fundamental nos calculos geodésicos da determinagdo do campo gravitacional da
Terra e suas implicagées com a forma da Terra (GEMAEL, 1999, p. 33).

A funcdo escalar V que representa o potencial gravitacional de atragdo ou
newtoniano, com massa m(x',y',z') no ponto P(x',y',z'), é definida como uma

fungéo escalar do tipo:

V== (3.26)

No caso de um sistema discreto de particulas, com n particulas de massas
m,, m,,..., m_, o potencial gravitacional de atragdo produzido pelas n particulas, é

representado por:
n m.
V=G 3.27
2 @2

E no caso de uma distribuicdo continua de massas em um volume, com

densidade p, o potencial gravitacional de atragdo produzido pela massa elementar

dm (Figura 3.4) e distancia ¢ (Figura 3.5), € expresso por:

V=g d;“ — g2 ‘;y dz (3.28)

A principal propriedade do potencial gravitacional de atragdo é que a derivada
de V em relagao aos eixos coordenados € igual as componentes da forgca de atragéo

exercida sobre o ponto P(x,y,z). Os médulos so :

‘Z—V ey (3.29)
X
% -F,: (3.30)

& =F,. (3.31)
oz
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2 (x.y.2)

=~

X
Figura 3.4 — Potencial Newtoniano
F2 F1
mle——m—— ~————— M2

Figura 3.5 — Distancia ¢

3.4 Operadores

Alguns operadores sdo de frequente aplicacdo na teoria do potencial. O
potencial newtoniano é uma fungdo escalar de posi¢cdo, pois assume valores
diferentes nos diferentes pontos de uma regiao.

Definem-se, entao, funcbes vetoriais de posicao.

3.4.1 Operador nabla ou operador de Hamilton

O vetor simbolico nabla* V ¢é definido por:

V=—Ii+—j+—Kk. (3.32)

4 Alguns autores como Ramsey (1961) denominam o vetor nabla de operador hamiltoniano
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3.4.2 Operador gradiente de um escalar

O gradiente da fung&o escalar E = f(x,y,z) é definido por:

gradE = VE, (3.33)
gradE:§T+§]+§R. (3.34)
OX oy 0z

O operador grad transforma um escalar em vetor. O gradiente de uma fungao

escalar E = f(x, Y, z), representa o produto escalar entre o operador nabla e a fungao
escalar E = f(x,y,z). As componentes deste vetor sdo as derivadas da fungdo

escalar segundo os eixos X, y e z.

3.4.3 Operador divergente de um vetor

O divergente da fungao vetorial de posi¢cao A= ?(x, Y, z) € definido por:

divA =V-A. (3.35)
O ponto (.) indica produto escalar ou produto interno:
=~ OA, OA, OA,

divA = v 3y T (3.36)

O operador divergente transforma um vetor em um escalar, através de um

produto escalar entre o operador nabla e a fungao vetorial de Posicéo A = ?(x, 2 z).
3.4.4 Operador rotacional de um vetor

O rotacional rot A ¢ definido por:
rot A=VxA. (3.37)

O simbolo (x) representa o produto vetorial. A representacdo matricial de rot A se

escreve
i j kK
otA=| L 9 2| (3.4.7)
ox oy oz
A, A, A,
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O operador rotacional, tem como resultado um vetor, pois considera a
operagcao entre o operador nabla e a funcido vetorial de Posicdo A = f(x, Y, z),

através de um produto vetorial.

3.4.5 Operador de Laplace ou operador laplaciano de um vetor

O operador de Laplace (laplaciano), simbolizado por V? (nabla ao quadrado)

ou por A (delta), € definido por:

2 2 2
V2=A:62+62+82. (3.38)
ox* oy® oz
O simbolo lap também é utilizado (KUHN, 2000, p. 12).
Pode-se notar que o laplaciano corresponde ao operador div grad:
2 2 2
divgradE:65+8E 8E:AE. (3.39)

+
ox*  oy* oz’

3.5 Campos Vetoriais e Campos Escalares

Um campo vetorial € constituido por uma regido e pelo conjunto de vetores
associados, onde a cada ponto dessa regido pode ser associado de maneira
univoca® um vetor. Os vetores sdo fungdes de ponto, variando de maneira continua
e uniforme e estarado representando forgas de atracao, velocidades, aceleracbes e
outros. Para representar um campo vetorial € necessario representar todos os
vetores deste campo. Estes vetores estdo associados a cada um dos pontos do
campo vetorial. Portanto, um unico vetor ndo pode ser considerado representativo
do campo considerado.

Um campo escalar € constituido por uma regido e pelo conjunto de escalares
associados, onde a cada ponto dessa regido pode ser associado de maneira
univoca um escalar. Os escalares sao fungdes de ponto, varia de maneira continua

e uniforme e representa, por exemplo, temperatura e pressao.

° Correspondéncia um-a-um. Para cada elemento do dominio existe um unico elemento do
contradominio associado a ele.
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Definem-se a seguir, os campos vetoriais e escalares utilizados em Geodésia.
Os campos estacionarios sdo campos cujos vetores nao variam com o tempo. Eles
séo classificados em:

a) campo conservativo ou irrotacional,

b) campo solenoidal;

c) campo harmdnico.

3.5.1 Campo Vetorial Conservativo ou Irrotacional

Um campo vetorial F= |E(X, Y, z) € conservativo quando € dotado de potencial

escalar V; ou seja, quando existe um escalar V = V(x, y, z) tal que:
F=gradV. (3.40)
Este campo vetorial pode ser representado por:
ﬁ=§!7+§¥]+§!R=RT+ﬁ]+5R, (3.41)
oX oy o0z

onde cada uma das parcelas é representada pela derivada parcial de V segundo os

eixos coordenados. A condigdo necessaria e suficiente para que isso ocorra €
rotF=0 (3.42)
Pode-se também dizer que um campo € conservativo quando a expressao do

trabalho elementar é uma diferencial exata

F.ds =F,dx+F,dy +F,dz :&dx+ﬁdy+ﬁdz =dV. (3.43)
OX oy OX

Pode-se ainda integrar a expressao (3.43) entre dois pontos A e B ao longo
de uma trajetéria qualquer s. O resultado fornece o trabalho realizado pela forgca de
atragdo para transportar a unidade de massa de um ponto para outro. Logo apos ,
aplica-se o operador grad ao potencial escalar V e ao vetor resultante aplica-se o

operador div, o que resulta:

gradV =F, (3.44)

. 2 2 2
divF =0V OV OV _ Ay, (3.45)
OX oy o0z
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A expressao (3.45) diz que o laplaciano da potencial num ponto de um campo

conservativo é igual ao divergente do vetor atragao.

3.5.2 Campo vetorial solenoidal

Um campo vetorial F= IE(x, Y, z) € denominado solenoidal quando € dotado de
potencial vetorial W, ou seja, quando existe um vetor que satisfacga:
F=rotW. (3.46)
Para que a expresséo (3.46) ocorra, a condigao
divF=0 (3.47)

deve ocorrer.

3.5.3 Campo vetorial harmonico

Um campo vetorial F= |E(X, y,z) € harmdnico quando as seguintes condicdes
forem verdadeiras:

rotF=0 (3.48)
divF=0 (3.49)

Tendo a seguinte condig&o:

rotF=0>F = grad V, resulta em:

divF =divgradV =AV =0. (3.50)
A expressao (3.50) é a equacgao de Laplace para o potencial. Esta equagéao é

de fundamental importancia para a Teoria do Potencial.
3.6 Superficie equipotencial

Superficie equipotencial é definida como o lugar geométrico dos pontos do
campo que tem o mesmo potencial escalar (GEMAEL, 1999, p. 38). A definigdo pode
ser expressa por

V = V(x,y,z)=constante. (3.51)
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Um campo gravitacional possui em geral varias superficies equipotenciais. E

importante saber que o vetor grad V é perpendicular as superficies equipotenciais do
campo.

3.7 Equacao de Laplace®

A equacado de Laplace € valida para pontos exteriores as massas atrativas,
isto €, o ponto atraido € exterior as massas atrativas (Figura 3.6).

O laplaciano de uma fungo escalar E = E(x, y, z) é dado por:

2 2 2
AE:ZE+ZE+ZE (3.52)
X y z

=
|
-

.'\\__.;

Figura 3.6 — Massas atrativas

O laplaciano de uma funcéo escalar E = E(x, Y, z) expresso em coordenadas

esféricas (r,v,k), representadas na Figura (3.7), possui importancia nos calculos
geodésicos e sua expressao fica caracterizada por:

2
AE:i@(r2an+ 1 a(senvaE)+ 1 0%E
r2 or or

=, 3.53
r’senv oV ov)  r'sen?v o\? (3:53)
que também pode ser representada por

0°E , 2 0E 1 8°E , cotgv oE 1 0°E
AE=9E  20E1 °E . 3.54
or’ rorr?ov:  r? OV r’sen’v o\ (3:54)

® Pierre Simon Laplace (1749 — 1827)
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PS

Figura 3.7 — Coordenadas esféricas

Se o ponto atraido esta dentro do corpo a distancia ¢/ pode ser zero, o que
implicaria na ndo solugao de algumas integrais (ZAKATOV, 1997, p. 309).
Considera-se o potencial de atragdo V gerado por um sistema discreto de

particulas em um ponto que nao se confunda com nenhum outro ponto do sistema:
n m.
V= G—. 3.55

As derivadas parciais de primeira ordem em relagao ao potencial de atracdo V

sao:
g_\){ _ _GZ% (3.56)
% _ _GZ‘W (3.57)

i=1 i
As derivadas parciais de segunda ordem em relagéo ao potencial de atragao

V ficam da seguinte forma:

0’V \ m; m;(X — X' ’
o= GZF - 3GZ mi(x —x,)* 4.5 y (3.59)
i=1 | 1
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2V _ Gi m 362 m(X——X)2 (3.60)

%V _ Gim _ 362”%(2——27)2_ (3.61)

Somam-se membro a membro as parcelas das derivadas parciais de segunda

ordem em relagcéo aos eixos coordenados e obtém-se:

oV 9V 8%V N m, m.
n + :32 _'_32 —=0, 3.62
x> oy*  oz? — ( A (3.62)
que também pode ser representada por:
AV =0. (3.63)

A expressao (3.63) diz que o laplaciano do potencial gravitacional em pontos
externos as massas atrativas é nulo. Esta mesma expressao representa a equagao
de Laplace (GEMAEL, 1999, p. 41).

Uma fungao é harmdnica quando satisfaz a equacgéo de Laplace em todos os
pontos de uma regido, ou seja, a fungdo é continua em todos os pontos da regiao.
Uma fungdo harmodnica é também analitica, isto €, tanto essas fungbes como suas
derivadas sao continuas na regido considerada.

O potencial de atragdo para os pontos da regido ndo ocupada por massas
atrativas sera sempre uma funcdo harménica, isto €, em qualquer ponto do espaco
fora do corpo atrativo a fungcdo potencial V sempre vai satisfazer a equacgao de
Laplace. O potencial gravitacional de atragdo no interior das massas atrativas ndo é
nulo (ZAKATOV, 1997, p. 311).

3.8 Equacgdo de Poisson’

O potencial de atragcdo € uma fungdo harmdnica nos espagos que nao estao
ocupados pelas massas atrativas, ou seja, nos espagos vazios da regido. Entao,
conhece-se o laplaciano do potencial da atracéo no exterior das massas atrativas. E
necessario conhecer também o laplaciano do potencial no interior das massas
atrativas.

A equacgao de Poisson é valida para pontos interiores as massas, isto é, o

ponto atraido € interior as massas atrativas. Esta equacgao sera deduzida a partir do

” Siméon Denis Poisson (1781 — 1840)
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potencial gerado pela esfera E, e pelas massas que a circundam (GEMAEL, 1999, p.
42).

O potencial gerado por uma esfera homogénea de massa M e de raio r, num
ponto exterior a esfera € o0 mesmo potencial que se obteria concentrando a massa
da esfera no seu centro, o qual é expresso por:

Vv :%. (3.64)

O potencial gerado por uma esfera homogénea de massa M e de raio r, num

ponto interior a esfera, é expresso por:

V = Zomp(ar - 7)), (3.65)

onde ¢ é a distancia do ponto até o centro da esfera.

De posse das expressoes (3.64) e (3.65), pode-se escrever o potencial V no
ponto P, sendo P um ponto do interior de uma distribuicdo continua de massas.
Estas massas serdo divididas em duas partes. A primeira é representada por uma
esfera E, de raio suficientemente pequeno para que a densidade p no seu interior
possa ser admitida constante e que esta esfera contenha P. A segunda parte é
representada pelo restante das massas (GEMAEL, 1999, p. 42).

O potencial V no ponto P do interior de uma distribuicdo continua de massas

é representado pela soma de V, e V,, isto é:
V=V +V,, (3.66)
onde V, é o potencial gerado pela esfera E, e V, é o potencial gerado pelas massas

que circundam a esfera E.
Pode-se escrever:
AV = AV, +AV,, (3.67)
pois o operador de Laplace possui a propriedade distributiva.
Escreve-se ¢ em funcdo das coordenadas do ponto P e calcula-se o

Laplaciano da fungéo V, que é representado por

AV, = A[% Grpl(3r? - ez)} — _4Gnp, (3.68)

e com AV, =0 resulta a equagdo de Poisson que é valida para pontos interiores as

massas.

A equacéao de Poisson é expressa por:
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2 2 2

ox> oy
Tanto a equacgao de Laplace como a equacgao de Poisson sdo fundamentais na

AV = -4Gmp.

teoria do potencial. A equacao de Laplace fornece recursos para a determinagao do
potencial externo da Terra e o estudo de sua forma (ZAKATOV, 1997, p. 311).

3.9 Férmula de Gauss-Ostrogradski
A formula de Gauss®-Ostrogradski exprime o fluxo do vetor F em uma

superficie de area S e volume v.
Define-se o fluxo elementar d¢ do vetor Fcomo (GEMAEL, 1999, p. 43):
d¢ =F.ndS =F dS, (3.70)

onde n é o versor da normal orientada positivamente para o exterior de S, dS é uma

area elementar e IEn é a componente de F segundo a normal (Figura 3.8).

Volume V

Figura 3.8 — Superficie fechada S, que delimita um volume v

Exprime-se o fluxo total através da superficie pela integral

o= J' Fds. (3.71)

A formula de Gauss-Ostrogradski:

Idiv?dv = J F dS, (3.72)
v S

8 Carl Friedrich Gauss (1777-1855).
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diz que a integral do divergente de um vetor estendida a um volume v é igual ao
fluxo do mesmo vetor através da superficie S limitante de v. A equacao (3.72)

também é conhecida como teorema de Green e teorema do divergente.
3.10 Identidades de Green

Os teoremas de Green® e as férmulas integrais relacionadas a eles sdo
fundamentais na teoria do potencial (HEISKANEN & MORITZ, 1985).

A férmula integral de Gauss é dada pela seguinte expressao:

deFm/:jﬁﬂS, (3.73)
v S

onde v é o volume delimitado pela superficie S, dv é o volume elementar de v, IEn é
a projecao do vetor F sobre a superficie normal n, divF é o divergente do vetor Fe
dS é um elemento da superficie S.

O vetor F possui as componentes X, Y, Z e é escrito da seguinte forma:

F=F(XY,2), (3.74)
e o divergente de F é escrito:
divE= X, N, 2 (3.75)
oxXx oy oz

A férmula integral de Gauss, dada pela expressdo (3.73) é valida para
qualquer campo de vetores, independente do significado fisico. No interior da

superficie S pode haver muitas fontes geradoras de fluxo de um fluido
incompreensivel, cujo vetor velocidade é F, ou sumidouro onde o fluido ¢ eliminado.
O operador divF mede a intensidade das fontes ou dissipadores. O lado

esquerdo da férmula que representa a integral de Gauss mostra a quantidade de
fluido gerado ou dissipado em uma unidade de tempo pela agdo combinada de
fontes e dissipadores no interior da superficie; e o lado direito da formula integral de
Gauss é a quantidade de fluido que escoa em unidade de tempo através de uma
superficie S. Fica expressa assim a igualdade entre essas duas quantidades
(HEISKANEN & MORITZ, 1985, p. 10).

° George Green (1793-1841)



60

De acordo com o mesmo autor, observando o caso em que F seja o vetor da

forca gravitacional, tem-se que F ndo tem uma interpretacao tao simples como a do
exemplo acima, porém pode-se usar a mesma analogia. Na gravitagdo, as
componentes X, Y, Z da forca podem ser derivados do potencial V, através das
equacoes:

Xzﬂ,Y:ﬁ,Z:&. (3.76)
oX oy o0z

Substituem-se as expressodes (3.76) em (3.75) e resulta:
= 0°V 0°V 9%V

divF = + + =AV. 3.77
ox?  oy?  oz? (3.77)

A equacéo de Poisson é dada por:
div F = AV = —4nGp, (3.78)
onde p é a densidade e G é a constante de gravitagdo de Newton.
Pode-se interpretar que as massas sao as fontes do campo gravitacional; a
intensidade das fontes, div F, é proporcional a densidade p .

A férmula integral de Gauss pode ser expressa em termos da funcédo V.

Fazendo-se coincidir a direcdo do eixo x positivo com a direcdo normal norientada

para o exterior da superficie S, a componente normal de Féa componente x ( X):

F, =X (2.79)
ov oV . L :
Por outro lado, sendo = on a derivada de V na diregdo normal orientada
X n
para o exterior n, obtém-se por meio da expressao (3.76) que:
F,= ﬂ (3.80)
on

Voltando na equacéao (3.73) e levando em consideragdo a expressao (3.80),

juntamente com a relagéo F = AV, obtém-se:

_|ov
jAVdv - I Vg (3.81)
S

A expressao (3.81) é a formula integral para o potencial.
As identidades de Green tém sua aplicagdo nos problemas de contorno da

Geodésia Fisica.
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3.10.1 Problemas de Valor de Contorno da Geodésia Fisica - PVCG

O conhecimento de uma determinada variavel sobre uma superficie e a
determinacdo de uma fungdo que relacione tal variavel, conduz ao chamado
problema de contorno.

A determinagdo da superficie geoidal esta intimamente relacionada ao
problema de valor de contorno da Geodésia Fisica.

Os problemas de contorno sido divididos em trés topicos. Problemas de
contorno da teoria do Potencial, da Geodésia Fisica e da integral de Poisson.

O problema de contorno da Teoria do Potencial é dividido em trés problemas:

a) primeiro problema de valor de contorno ou problema de Dirichlet™ ;

b) segundo problema de valor de contorno ou problema de Neumann'’;

c) terceiro problema de valor de contorno ou problema de Hilbert'?.

O primeiro problema ou problema de Dirichlet, objetiva determinar uma fungao
harménica no interior ou no exterior de uma dada superficie S quando sao
conhecidos os valores que a fungdo assume sobre a superficie.

O segundo problema ou problema de Neumann consiste em determinar uma
funcdo harménica no interior e no exterior de uma dada superficie S quando sao
conhecidos os valores que a derivada normal da fungdo assume sobre a superficie.

O terceiro problema consiste em determinar uma funcdo harménica no interior
de uma dada superficie S quando sdo conhecidos os valores que assume sobre a
superficie uma combinacgao da funcao e de sua derivada normal.

O primeiro problema de contorno da geodésia Fisica também pode ser
resolvido diretamente pela integral de Poisson. Também existem formulas
semelhantes para o segundo e para o terceiro problema (HEISKANEN & MORITZ,
1985, p. 37).

O PVCG pode ser formulado admitindo-se as seguintes condi¢des (HECK,
1988 apud BLITZKOW, 1996, p. 30):

a) A Terra se comporta como um corpo rigido e gira com velocidade angular

® uniforme em torno de um eixo fixo.

b) A massa da Terra esta localizada no interior da superficie fisica S.

'% peter Gustav Lejeune Dirichlet (1806-1859).
" Neumann (1903-1957).
"2 David Hilbert (1862-1943).
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c) O potencial gravitacional newtoniano é gerado pela atragcdo total dos
elementos de massa atuando sobre uma particula.

d) O potencial € regular no infinito e satisfaz a equagdo de Laplace no
exterior das massas e satisfazendo também a equacado de Poisson no
interior das massas;

e) Introduz-se um referencial fixo a Terra com origem no seu centro de
massa, obtendo um sistema dextrogiro;

f) admite-se que o contorno é uma superficie regular suave S.

As incognitas a serem determinadas sao: a fungéo potencial de gravidade W

no exterior das massas e a geometria da superficie de contorno S.

Na pratica, algumas dessas condigbes necessarias para o estabelecimento
do PVCG néao séo atendidas. O PVCG exige, para sua aplicagdo, a nao existéncia
de massas externas a superficie. Portanto, € necessario eliminar o efeito da
atmosfera e dos astros que geram influéncia sobre a Terra (GROTEN, 1984 apud
BLITZKOW, 1996, p. 31). Pelo fato de que o PVCG é tratado como um problema
estacionario serdo entdo negligenciados fendmenos geodinédmicos. Pode-se entéo
considerar o tempo como uma variavel adicional. Importante também é o
conhecimento das grandezas de observagaode forma continua. Em conseqiéncia ,
os dados obtidos de forma discreta devem ser interpolados. Assim, a diregado n da
aceleragcédo da gravidade sera conhecida apenas nos pontos onde sdo conduzidas
observacoes astrondmicas.

O problema de contorno da Geodésia Fisica € analisado em duas etapas.
Primeiramente serdo obtidos os valores do geopotencial e sua derivada normal
sobre a superficie fisica da Terra. A primeira etapa sera determinar essa superficie e
a segunda sera determinar o campo gravitacional externo.

A integral de Poisson ajuda o problema de Dirichlet, particularizado para uma
esfera de raio R, encontrando sua solugéo. A integral de Poisson & expressa a
sequir (GEMAEL, 1999, p.52):

(r —R2 R V', A)

F(r,v,2) = R ") 4, (3.82)
4r

onde, F(v,r,A) e F(R,v',1") sdo funcdes harménicas respectivamente no exterior
(r >R) e sobre a superficie da esfera de raio R; do é a area elementar de uma

esfera de raio unitario sobre a qual deve a integral ser estendida.
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A distancia ¢ pode ser expressa por:
> =R? +r? —2Rrcos ¥, (3.83)
onde, cos ¥ é representado pela seguinte expressao:
cos ¥ = cos v cos v'+senv senv' cos(L — A') (3.84)

A integral de Poisson fica da seguinte maneira:

2 2 CHE ] [ ]
FR v, ) = Rl 4;[R ) J' J' FR.v ’z MoV’ 4 gy (3.85)
0 0

Para que a integral (3.82) tome esta forma, é necessario considerar a relagao entre
os elementos de area:
ds =R%do =R?senv'dv'd\". (3.86)

Algumas dificuldades apresentam-se na aplicagao pratica do PVCG, pois este
exige uma distribuicdo continua de dados sobre a superficie limite. Ocorre que,
dispde-se de dados discretos que nd&o cobrem a superficie total. Assim, a
determinacao do potencial anémalo é um problema indeterminado, pois 0 numero de
incognitas, com coeficientes de zero até infinito, € maior do que o numero de
observagbes. Portanto, uma solugéo é encontrada num espago de dimensao finita.
O melhor resultado para solugédo do problema indeterminado se adquire se o campo
da gravidade for suave. Esta condigdo é atendida se o efeito da topografia for
negligenciado (SACERDATE & SANSO, 1985 apud BLITZKOW, 1996, p. 35).

A concepgdo moderna do PVCG devida a Molodenskii, ndo leva em
consideragao a distribuicdo de densidades no interior das massas. Porém, a
proposta inicial para a solucdo do PVCG se deve a Stokes. Stokes propds a
superficie geoidal como superficie de contorno, o que significa resolver um problema
de contorno interno as massas. Portanto, € indispensavel o conhecimento da
distribuicao de densidades no interior da camada da crosta, mais especificadamente,
entre o gedide e a superficie fisica (BLITZKOW, 1996, p. 36).

Ja o PVCG classico pode ser resolvido por meio integral de Stokes, em
termos do potencial perturbador (HEISKANEN & MORITZ, 1985, p.321-323). O
potencial perturbador deve satisfazer a equagao de Laplace, portanto, deve ser uma

funcdo harmodnica. Necessita-se entdo a remogao das massas externas ao geodide.

3.10.2 Primeira identidade de Green
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A primeira identidade de Green é representada pela seguinte expressao:

oUoV | oUoV | oUsV oV
J.UAVdv+J‘[ Ixox + oyoy + e jdv = IU an ds. (3.87)
S

A primeira identidade de Green, de acordo com (HEISKANEN & MORITZ,
1985, p.11), pode ser obtida a partir da férmula de Gauss-Ostrogradski mediante
substituicdes. Considerando as fungdes U = U(x,y,z), V = V(x,y,z) e fazendo as
seguintes substituicoes:
oV

F.=U—; 3.88
. (3.88)
oV

F =U—; 3.89

y & (3.89)

F, Uﬂ (3.90)
0z

na expressao (3.73), a componente normal do vetor F = IE(X, Y, Z) € dada por:

oV

F =UZ— 3.91
P (3.91)
e
E_ O oV 0 oV 0 oV
FoO(uM) 9 [yM| 9 (ydY) 3.92
ax( 8x)+8y( ayj+az( 82) (3.92)

A expressao do divergente do vetor F pode ser escrita como segue:

g _oU 8V oJ oV 6U oV
divF = ™ ax oy ay 5 O = UAV. (3.93)
Observando que:

0 (119V. 0%V 6V oJ
OX (U ax) U ox2 8x ox’ (3.94)

o (y10V Y LoVau
—|Uu=|=U , 3.95
ay( ayj o oy oy (3.95)

O (1oV)_ 02 V 8V ou
0z (U 0z j Uz Forda az oz’ (3.96)

tem-se:

divE =YV Y OV L Y OV yay. (3.97)

X OX oy é’y oz oz
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Substituindo-se as expressodes (3.91) e (3.97) na expressao (3.73), obtém-se

a primeira identidade de Green:

oU 8V ou oV 8U oV oV
uAvd dv = | U=-dS. 3.98
.[ V+J(8 ax oy é’y 0z é’zj V= .[ on ( )

3.10.3 Segunda identidade de Green

Para obter-se a segunda identidade de Green, reescrevendo a expressao

(3.98), trocando a posicéo das fungdes U e V, obtendo-se

N oU, Vau, VU, _ [yau
JVAUdu+J.(a N, o aZjdu _ J'v U gs. (3.99)
S

Fazendo-se a expressao (3.98) menos a expressao (3.99), obtém-se a

segunda identidade de Green:

I(UAV ~VAU)dv = J'(ug—\é ~V g—g)ds . (3.100)
S

\

No caso particular de U=1, a segunda identidade de Green se reduz a

formula de Gauss-Ostrogradski e assume a seguinte forma:

_ |V
jAVdv_Ian ds, (3.101)

com AV =divF e F _8V
on’

3.10.4 Terceira identidade de Green

A terceira identidade de Green constitui a base matematica para a
determinacao da superficie fisica da Terra a partir das medidas do potencial e das
medidas da gravidade. Portanto, é fundamental para a conceituagcéo do problema de
valor de contorno da Geodésia (HEISKANEN & MORITZ, 1985, p.15).

A terceira identidade de Green esta em fungao da distancia ¢ a um ponto fixo

1

P, em relacdo a superficie S. Fazendo UZZ’ a distancia ¢ pode ocupar trés

1

posicdes: exterior, interior ou sobre a superficie S. No primeiro caso, 7 € regular no

interior e em S e U satisfaz as condigbes mencionadas. O segundo e o terceiro
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caso, % torna-se infinito em um ponto em v e a expresséo (3.100) ndo pode ser

aplicada diretamente. Assim (3.100) deve ser modificada, resultando a terceira

identidade de Green:

1 __ 1V _y o (1

J‘eAVdv = pV+J‘[Iz an Van (Zﬂds. (3.102)

com:
p=4n para P interiora S; (3.103)
p=0 paraP exteriora S; (3.104)
p=2n para P sobre S. (3.105)

Pode-se também orientar a normal positivamente para o interior da superficie
S, a formula (3.102) sera valida para o caso de considerar v exterior a S;
conservando-se dessa forma a orientagao original da normal e trocando-se os sinais

das derivadas direcionais que aparecem no segundo membro:

1 o 1oV _ 1
j AVdv = —pV, H 1V ( ﬂds (3.106)
com:
p=0 paraP interiora S; (3.107)
p =4n para P exteriora S; (3.108)
p=2n para P sobre S. (3.109)

A terceira identidade de Green para o caso de v exterior a superficie S, é
valida para fungdes V que satisfazem os requisitos gerais para as identidades de

Green.
3.11 Formula de Chasles

A terceira identidade de Green, para o caso de o volume v ser exterior a
superficie S fornece a chamada férmula de Chasles. De acordo com (GEMAEL,
1999, p. 46), para que este processo seja feito, algumas particularizagdes devem ser

feitas. A primeira delas se refere a fungdo V = f(x,y,z)que é uma fungdo harménica

no exterior de S. Esta funcio se reduz a:
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— |1V _y a1
v, = Hé il V@n(lﬂds' (3.111)
S
A segunda particularizacao se refere ao ponto P ser exterior a superficie S:
__ 1 jj1av_yof1
V, = 4RJ'[£ an Van (lﬂds' (3.112)

S
A terceira particularidade se refere a superficie limitante S. Esta superficie &

equipotencial, assim tem-se:
V. d 1) B
_4n,[_dn [z dS =0. (3.113)

Sabe-se que a integral da derivada normal do inverso da distancia estendida

a total superficie S se anula quando o ponto P € exterior a superficie. Assim tem-se:

__1[1aVv
V, =-2- | ;55 9. (3.114)
S

A férmula anterior constitui a chamada formula de Chasles. Esta férmula
mostra que toda fungdo harmoénica pode ser representada por um potencial sobre
qualquer de suas superficies equipotenciais.

Para entender a formula de Chasles é necessario o conceito de superficie
material. Admite-se que cada elemento de area dS da superficie fechada S possui
a massa:

dm=p'dS, (3.115)
sendo que a superficie S € uma superficie geométrica e, portanto, sem espessura e

p' € a densidade superficial.

Assim, o potencial de atracdo produzido pela superficie material S em um

ponto P exterior ou interior é definido como:

V=do7m=ej¢ (3.116)
M S
Considerando-se:
__ 10V
p'= G o’ (3.117)

o potencial de atragédo em P sera:

__ 1|19V
V, = -4 | 75k as. (3.118)
S
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Esta ultima expressao coincide com a expressao (3.114) que é a férmula de
Chasles. A partir disso, pode-se dizer que o potencial produzido pela massa M é o
mesmo que o produzido por qualquer superficie equipotencial do campo a qual se
atribua densidade superficial dada pela expressao (3.117). Ainda, o ponto P tera que

ser externo a superficie S.

3.12 Polinbmios de Legendre

Descoberto por Legendre' em 1782 quando investigava o desenvolvimento

em séries da fungéo potencial, a fungdo denotada por P,(¥), ou P,(cos ¥), ou ainda
P, constitui o polinbmio de Legendre de grau n (GEMAEL, 1999, p. 54).

1

O inverso da distancia, dado por 7 pode ser interpretado de acordo com as

relacdes entre os raios r e r':

1157 (rY r
é_r;(rJ P,, parar<r; (3.119)
1 1&(r Y
—=- — | P, parar>r. 3.120
, rzo[rj h P (3.120)
O polinémio de Legendre fica entdo expresso por:
1 d" (s n
P(V)= t* —-1), 3.121

emque t=cosVY.

Como n varia de 0 até «, substitui-se n, obtendo-se:

P, =1 para n=0;
P,=t=cos¥ para n=1;
pZZ%(3t2_1) para n=2;

'3 Adrien-Marie Legendre (1752-1833).
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P, = %(5t3 —3t) para n=3;
_35(44 6.2, 3 _4-
P, = S[t 7t +35) para n = 4;
_63(5 104, S _
Ps_s(t 9t+21’[) paran=>5

_ 1 d" 2
F)”_n!zn dt" (t2 1)P

Esta ultima expressao chama-se formula de Rodrigues.

De acordo com (GEMAEL, 1999, p. 54), algumas observagbes podem ser
feitas quanto ao desenvolvimento do polinémio de Legendre. Uma delas refere-se a

concordancia entre o valor assumido por n e as poténcias do polinémio P, , ou seja,
quando n € par o polinbmio P, contém somente poténcias pares; do mesmo modo,
quando n € impar o polinbmio P, contém somente poténcias impares. Outra
observagao refere-se a fungdo P, (\P) que corresponde a uma simétrica em torno da
direcédo ¥ =0.

O polinbmio de Legendre pode ser representado graficamente, como

mostrado na figura (3.9).

F,{cos@)

1-

0.5

-1 T T T

0 mM w2 3Mia m

Figura 3.9 — Representacg&o do polindbmio de Legendre
Fonte: (CATALAO, 1999)
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3.13 Fungdes harménicas esféricas

Uma fungdo que satisfaz a equagao de Laplace em todos os pontos de uma
regido € dita harmonica nessa regido. Estas fungdes sdo analiticas, isto €, tanto elas
como suas derivadas sao continuas na regido considerada.

De acordo com Gemael (1999), as fungdes harmdnicas esféricas tém como
uma de suas metas determinar a forma de um objeto a partir das medidas do
potencial gravitacional. Todo potencial admite uma expansdo em harmonicos
esféricos.

Designam-se por (v,1) e (v',A') as coordenadas esféricas das projegdes do
ponto P e de P' respectivamente, sobre uma esfera de raio unitario com centro na
origem do sistema cartesiano (Figura 3.10).

O polinémio de Legendre de primeira ordem resulta:

P,(¥) = cos ¥ = cos v cos v'+senv senv' cos(x — 1), (3.122)
sendo ¥ o angulo formado entre as projeg¢des dos pontos P e P' sobre a esfera.
Utilizando-se dois indices:
cosv =P, (v) e senv = P, (v). (3.123)
Substitui-se as expressodes (3.123) na equagao (3.122) e obtém-se o polinbmio de

primeira ordem:

P.(¥) = Py (VP (V') + Pyy (V)P (v) cos (. — ') (3.124)
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Figura 3.10 — Coordenadas esféricas das projecdes de P e P sobre a esfera

O polinémio de Legendre de segunda ordem fica:

P,(¥) = Py (V)Py (V') + F’21(V):’21(V')COS(7L — 1)+ Py, (V)P,(v) cos 2(n — '), (3.125)

onde:
2 —_
Pyo (V) = (3 COSZ ke 1), (3.126)
P,,(v) = 3cos v senv, (3.127)
P,,(v) = 3senv. (3.128)

Pode-se ainda obter o polinbmio de Legendre de terceira ordem. Porém, este

processo € mais arduo:

P; (‘P) =Py (V)Pso (V') + Py (V)P31(V') COSO‘ - X') +

. (3.129
PV P(v)cos 201 1) + P (v Py (v)cos 3 ~2)

E assim pode-se exprimir os polinbmios de ordem superiores:
=S, = ZP Yecosm(h —1'), (3.130)

em que n indica o grau € m indica a ordem.

Desenvolvendo o ultimo fator do somatério de (3.130) resulta que:

ZP VP, ( cos mA\ cos mA'+sen ma sen mk'] (3.131)

E fazendo-se as seguintes substituigdes:

P.(V)cosmr'=a,,, (3.132)
P.(vV)senmA'=b, . (3.133)

Resulta para S, :
S, = Z a, P.(v)Jcosmr+b P, _(v)senmi. (3.134)

m-0
A fungdo S, depende somente das coordenadas (v,.) do ponto P. Ela é
chamada harmoénico esférico de superficie de grau n e contém (2n+1) constantes
arbitrarias a,, e b,
O termo P, (v)cosmi e P, senm(L) sdo chamados fungdes associadas de

Legendre de grau n e ordem m.



72

3.13.1 Funcao harménica esférica zonal

As parcelas, fungéo de v e A, que compdem S, sdo também conhecidas como

harménicos esféricos de superficie (particulares) recebendo denominagdes

especiais. O termo P, com m=0 ou simplesmente P,, sdo ditos harmdnicos

esféricos de zona ou zonais (Figura 3.11).

Figura 3.11 — Zonais

Lobianco (2005) explica que para m=0, a fungdo y € o polinbmio de
Legendre em cos y. Os harmdnicos zonais possuem o parametro m =0, tendo em

vista que a esfera é dividida em zonas por circulos P, =0.

3.13.2 Fungbes harmdnicas esféricas setoriais

Sen=m emP_(v)cosm\ e P,_senm()), as fungdes harménicas esféricas

chamam setoriais (Figura 3.12).

Os harménicos setoriais caracterizam-se por dividirem a esfera em

meridianos. Quando m=n e m=-n, y assume a forma \/(1 — cos? \y)m e possui

valorzeroem y=0 e y =m.
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Figura 3.12 — Sectoriais

3.13.3 Funcgdes harmdnicas esféricas tesserais

Se n=m em P,_(v)cosmi e P,_senm(}), as fungdes harménicas esféricas

chamam tesserais (Figura 3.13).
Os harmonicos localizados entre os harmonicos zonais e os setoriais sao

chamados tesserais.

Figura 3.13 — Tesserais
3.14 Representacao geomeétrica das fungdées harménicas esféricas

A representagdo do potencial gravitacional da Terra em fun¢do da disténcia e
do angulo, e quando assumida uma simetria axial, pode ser apropriada a escolha de
uma seérie de harmdénicos zonais. Para este caso, o maior termo teria n=0 e

variaria com % O achatamento polar f da Terra seria refletido em um termo que
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somaria a massa proxima ao equador e a subtrairia proxima aos pélos (CALVERT,
2001 apud LOBIANCO, 2005, p. 74).
Na Figura (3.14), algumas conclusbes sao feitas. Um termo com n=2 e

m = 0 €& apropriado, com sua dependéncia radial de 13 e dependéncia angular de
r

Pz(sen(p), onde ¢ representa a latitude, sendo este o termo de ordem mais baixa.

Os harmédnicos esféricos utilizam-se da ortogonalidade, que é uma propriedade

matematica muito Util para os harmonicos esféricos.

n=0 n=1 =2

Pk i P o b Foabo nio s

(=] )
NI

Poko sul Palo sul

n=3 n=9, m=6 Soma: n=2 e n=3

Pala nerte Paba Fbits Fole nore

r e
o [
d
s
= ‘/.)
N

Pabko £l Pale sl Fale sul

Figura 3.14 — Representagao grafica dos harmdnicos esféricos
Fonte: (DREWES, 2003 apud LOBIANCO, 2005)

3.15 Problemas direto e inverso da teoria do potencial

No caminho da determinagao do potencial, encontram-se dois problemas, o
problema direto e o problema inverso da teoria do potencial:

O problema direto é representado pela determinacédo do potencial a partir das
massas geradoras.

O problema inverso da teoria do potencial é representado pela determinagao
do potencial a partir das massas geradoras (GEMAEL, 1999, p. 51) e ndo admite

solugdo unica, isto porque existem infinitas distribuicbes de massa que conduzem ao
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mesmo potencial. Uma forma de verificar tal conclusdo pode ser obtida a partir de
medi¢des do potencial considerando esferas concéntricas e de mesma massa.

Uma outra forma para determinar as solugdes completas do problema inverso
€ obter informagdes adicionais, como por exemplo, fornecidas pela Geologia e por
medidas sismicas (HEISKANEN & MORITZ, 1985, p. 17).



4 FUNDAMENTOS DO CAMPO GRAVITACIONAL

Para estudar o campo gravitacional terrestre é necessario conhecer e
determinar a forgca que comanda o movimento de todos os corpos no universo. Esta
forca é gerada pela aceleragéo da gravidade. De acordo com (TORGE, 1989, p. 1),
a intensidade da for¢a do vetor gravidade g depende da distribuicdo de massas dos
corpos, da massa de modo total e da velocidade de rotagcédo da Terra.

Em Geodésia a figura da Terra tem significados diferentes de acordo com o
contexto e com o grau de precisdao com que se deseja definir o tamanho e a forma
do planeta. E na superficie topografica que as medidas sdo efetuadas. Contudo,
esta superficie ndo é adequada para calculos matematicos exatos, devido a suas
muitas irregularidades que exigiriam uma quantidade muito grande de parametros,
comprometendo os calculos e a solugao do problema estabelecido. Se a Terra fosse

uma esfera uniforme, g seria uma constante. No entanto, a gravidade varia com a

variagao da densidade da Terra, pois esta ndo é uma esfera perfeita.
A Terra tem a forma de um elipsdide por causa da sua rotagao. O raio € maior
no equador por causa da maior forga centrifuga tendendo a acelerar a massa central

para fora.

4.1 Campo da gravidade normal

Ao se referir ao potencial da Terra verdadeira refere-se ao geopotencial W. A
Terra verdadeira traz consigo dificuldades, dentre as quais o desconhecimento da lei
de variagcao da densidade no seu interior. Frente as dificuldades, faz-se necessario,
substituir o real por meio de modelos com suficiente aproximagao.

Em muitos problemas geodésicos, a solugdo com suficiente aproximacgéao,

pode ser encontrada no modelo denominado Terra Normal.

4.1.1 Terra normal

A Terra normal € representada por um elipséide de revolugdo. Este elipsdide

possui a mesma massa, incluindo a massa da atmosfera, e a mesma velocidade de
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rotagdo o da Terra real, cujo potencial U,, constante sobre a superficie, seja igual ao
potencial W, sobre a superficie geoidal, com seu centro no centro de massa da Terra

(BLITZKOW, 1996, p. 19).

A distribuicdo de massas da Terra normal é homogénea, garantindo que o
potencial gravitacional de atracdo externo seja representado por superficies
equipotenciais regulares.

A Terra normal é caracterizada pelos semi-eixos maior a € menor b do
elipsdide ou pelo semi-eixo maior a e o achatamento f, pela massa M e velocidade

de rotacédo o.
A relagcdo entre o campo de gravidade é da Terra verdadeira e o seu
geopotencial W é representada por:
g = gradW . (4.1)
A relacdo do campo de gravidade y da Terra Normal com o seu
esferopotencial U é representada por:
y = gradU. 4.2)
As superficies equipotenciais da Terra verdadeira recebem o nome de geopes

(W =cte) e a superficie equipotencial da Terra normal é chamado de esferopes
(U=cte).

4 1.2 Gravidade Normal

As formulas usuais para o calculo da gravidade tedrica sobre a Terra normal
ou, em outras palavras, da gravidade normal sobre o elipsdide de referéncia, sdo do
tipo:

Y = ye(1 + Bsen’p + termos de ordem superior) (4.3)

Com precisao de primeira ordem:

v = v.(1+ Bsen’p). (4.4)

Com precisao de segunda ordem:

Y = ye(‘l + Bsen®op + B'senzz(p), (4.5)
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em que, y e vy, s& a gravidade normal no paralelo ¢ e no equador,
respectivamente e os coeficientes B e B' dependem das dimensdes do elipsdide de

referéncia e da velocidade angular de rotagao.

4.1.3 Esferopotencial

Esferopotencial € o potencial produzido pela Terra normal e é denotado pelo
simbolo U. Exprime-se o esferopotencial por:

Uu=2+Q, (4.6)

em que, Z representa o esferopotencial de atracao e Q representa o esferopotencial

de rotagdo ou centrifugo. Assim:

gradU:7:%f+%]+%ﬁzyﬁ+yy]+yj, (4.7)
2 2 2
mvme=dw7=AU=gg+gg+gg, (4.8)
X y z

sendo que v,,y,€e y, simbolizam as componentes cartesianas do vetor gravidade

normal.
No exterior do elipséide de referéncia tem-se:
AZ=0, (4.9)
AQ = AU = 200, (4.10)
em que o € a velocidade angular da Terra normal, que € por definicdo igual a da
Terra real.

O esferopotencial centrifugo ou de rotacédo é dado pela seguinte expressao:

Q:%&@Myﬂ, (4.11)

e provém de uma forca C expressa por
C=gradQ = o’x i + 0%y ], (4.12)
onde a componente em relagao ao eixo OZ é nula.

O esferopotencial de atragdo, considerando a Figura (4.1) é representado por

zzej%& (4.13)
M

em que dm (x',y',z') € um massa elementar do elipsoide, P(x,y,z) é o ponto onde

se quer calcular o potencial e ¢ é a distancia que os separa.
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P v.2)
r.v.h)

Figura 4.1 — Esferopotencial de atragéo

Introduzindo os polinbmios de Legendre no caso do esferopotencial de

atracao, tem-se a seguinte descri¢cao para o esferopotencial de atracéo:

z - G%ZI(%)nPn(W)dm. (4.14)

Desenvolvendo a férmula acima tém-se:
Z2=Z,+Z,+2Z,+... (4.15)

O termo de grau zero:

7z, =1c|dm=1GMm, (4.16)
oy r
M

representa o potencial de atragdo por uma esfera homogénea de massa M no ponto
P distanciado r do seu centro de gravidade; M é a massa da Terra normal.

O termo de primeiro grau é dado por

2

o[
Z,-6- "\[r P,(w)dm (4.17)

E o termo de segundo grau, por

Z, = G_13 .[r'z P, (¥ )dm. (4.18)
r
M

Apoés algumas manipulagdes, obtém-se:
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Z, = G [XZ(B+C—2A)+ y2(A+B—ZC)+22(A+B—20)+6xyD+6yxE+6sz1

2r®
(4.19)

no qual A, B e C sdo momentos de inércia da Terra normal relativamente aos eixos
OX, OY e OZ, ou seja,

A=[( 4z Ydm: (4.20)
M
* 2 2

B=| (X +z' )dm; (4.21)
M
* 2 2

C=|(x"+y" )dm. (4.22)

M

Além disso, D, E e F sdo os produtos de inércia:

D= Iy' z'dm; (4.23)

M
E= Ix' z'dm; (4.24)

M
F= jx' y'dm. (4.25)

M

Utilizando coordenadas esféricas:

X =T Senv cos\; (4.26)
y =rsenv senj; (4.27)
Z=rcosyv, (4.28)

obtém-se para Z, a seguinte expressao:
z, = - 3lc-APR,M. (4.29)

Para exprimir agora o termo de terceiro grau em coordenadas esféricas, basta
introduzir os harmonicos de superficie, que sdo constituidos por zonais (fungéo de v)
e das fungdes associadas de Legendre, estas dependendo de v e A. A simetria do
modelo adotado implica em fatores nulos para os sectoriais e tesserais, pois nao
pode haver dependéncia da longitude.

Portanto, o esferopotencial de atragéo se restringe aos zonais pares P, (v):

Z= (GT”‘)P - Jz(%)ZPz(v) - J4(%)4P4(v) - Je(%jBPe(v)..} ., (4.30)
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com

(C-A)
- Ma?

Pode-se entado escrever para o esferopotencial:

U= [Gr—M)P - Z Jon [%jzn PZn(v)} + %((o rsenv)’, (4.32)

onde os coeficientes J sdo calculados com a féormula:

(4.31)

_ 2n
J, = (—1)”“[1— L 2on(C ZA)} 3e , (4.33)
Mc (2n+1)(2n+1)
Sendo e a excentricidade e c raio de curvatura polar:
c? = a%e’. (4.34)

4 .1.4 Férmulas de Clairaut e Newton

A importancia das férmulas Clairaut e Newton' se justificam na correlagdo
entre o achatamento do modelo com os valores da gravidade tedrica sobre ele, no
polo e no equador, o que permite a Geodésia Fisica a determinacdo do
achatamento.

A gravidade normal definida anteriormente pode ser escrita:

vy = grad U, (4.35)

Ui Ui, Vg (4.36)

r= oX oy 0z

sendo i, | e k os versores fundamentais de um terno cartesiano ortogonal com

origem no centro do elipséide e cujo eixo OZ coincide como o eixo de rotagéo.
Na Figura (4.2) considera-se, a partir do ponto P, trés diregdes s1, Sz, € S3. As

derivadas parciais do esferopotencial em relagdo a cada uma das diregbes s,, s, e
s, correspondem as componentes de y segundo essas diregdes; logo, o quadrado

do modulo do vetor é dado por

2 2 2
v? = U + ol + U . (4.37)
0s, 0s, 0s,

' Sir Issac Newton (1643-1727).
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Figura 4.2 — Direcdes s, S, € S3
Fonte: (GEMAEL, 1999, p. 83)

Pode-se também exprimir os arcos elementares em coordenadas esféricas,

obtendo-se assim para ds,, ds, e ds;:

ds, =dr ao longo da normal,
ds, =rdv ao longo do meridiano,
ds, =rsenvdi ao longo do paralelo.

Assim o quadrado do modulo do vetor fica:

()2 )
! _[&j +r2 ov +(rsenv)2 o)’ (4.38)

Ainda pode-se reescrever a expressao acima, pois devido a simetria da Terra

normal, o esferopotencial independe da longitude:

2 (au)z
2 _(oU ov
Y= (_ar) +—r2 (4.39)
Denota-se pelo simbolo n o versor da normal ao elipsoide em P e obtém-se:
- _=0U
Yy=n o (4.40)

Se forem desprezadas as quantidades de segunda ordem (quadrado do

achatamento) obtém-se a seguinte expressao para o moédulo do vetor:

- r N
=1, (4.41)

sendo r o versor do raio vetor geocéntrico.
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Quer-se obter a derivada do esferopotencial; para isso negligenciam-se os

termos de grau igual e superior a quatro, o que resulta:

2
GMJZ(a) P,(v)
u=CM_ r + MNorsenv), (4.42)
r r 2

U= Gr'V' _gc _rf‘)Pz( v) %(cor senv ), (4.43)
y =— GLVI + 36(C _f\)PZ(V) + o’ rsen?v. (4.44)

r r

Ainda é necessaria a expressao:

3G(C-A) _ 26Ma. _ 42,2, (4.45)

a’ a
Levando em consideragao que a superficie da Terra normal é esferope, ou

seja, sobre ela o esferopotencial é constante, ter-se-a:

du _
vl 0. (4.46)
Apds algumas aproximagdes e transformacgdes, obtém-se:
GM _ 3w’a’ 2 (Han’ _ 3GMf
Y = 2 (1+f 2GM ) + cos” v( > 2 ). (4.47)

Com a mesma precisao de primeira ordem, a (4.41) pode ser escrita:

2
m ~ ay& (4.48)

Fazendo ainda a seguinte aproximagao:

Y. ~ 2_';/' (4.49)

Agora, substitui-se (4.49) em (4.48) e obtém-se:

_a‘w?

m =~ GM (4.50)

A expressao obtida em (4.50) vai ser substituida em (4.47), o que conduz a:
y = GM(1+f—§mj+coszv 5 502 - 3CGMF ) (4.51)

a 2 2 a’
O esferopotencial para um ponto equatorial € dado por
y, = GM (1 cf-3 ) (4.52)
a? 2

A expressao (4.51) assume a partir da equacao (4.52) o aspecto:
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y =y, + cos’ v(g an® — Lsz) (4.53)
2 a
Da expressao (4.50), tem-se que:
an? = Gg"zm, (4.54)

resultando assim para a expresséo (4.53):

Y =y, +cos’ v(5(§2/2|m —~ Ga'\ff), (4.55)
Y =y, +cos® v(25m - f)(':—';/'. (4.56)

Utilizando novamente a expressao (4.49), tem-se:

Y=y, + [1 + 1 (6m - 2f)cos? v} . (4.57)
Fazendo-se
57”‘ _f=p, (4.58)

resulta para o esferopotencial que
y = ye(1 + B cos® v) = ye(’l + Bsench) (4.59)

Nos pélos, tem-se:

Yo =Ve(1+B) (4.60)
e
(yp B ye) 5m
e (4.61)

As férmulas, devidas a Clairaut, mostram que o achatamento da Terra normal
pode ser obtido pela gravimetria e sem necessidade de hipoteses sobre a
distribuicdo interna das massas.

Baseados nas formulas (4.45) e (4.50), ap6s algumas transformacgdes, obtém-

se:
3(C—_A) —f_M (4.62)
2Ma? 2
ou
_3, .1
f= 5 J, + 5 m. (4.63)

As formulas de segunda e terceira ordem do Teorema de Clairaut serdo

conduzidas envolvendo o zonal de quarto grau. Obtém-se assim:
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y = ye('l + Bsen®op + B1sen22q>), (4.64)
p=20—f—1mf, (4.65)

p, = T - omf, (4.66)
ye=%[1—37m+f+¥—f—sz+f2] (4.67)

4.1.5 Férmula de Somigliana

A gravidade normal na superficie do elipséide é calculada pela férmula
Somigliana (TORGE, 1989, p. 37):

ay, cos” ¢ + by sen’p

v = (4.68)

1
(a2 cos® ¢ + bzsench)2
4.1.6 Férmulas internacionais

A formula internacional da gravidade foi adotada oficialmente na Assembléia
de Stokolmo (1930)

Va0 = 978.049(1 + 0,0052884sen’p — 0,0000059sen?2¢) (4.69)
Em 1967, a IUGG, recomendou o Sistema Geodésico de Referéncia. Os

valores derivados sao os seguintes:
1

f = o8 047 ~ 00033520237 (4.70)
® =72.921.151.467 x10 ®rad / s (4.71)
m = 0,0034498014 (4.72)

v. = 978.031845mGal (4.73)

v, = 983.217,730mGal (4.74)

B = 0,0053023655 (4.75)

B' = -0,0000059, (4.76)

resultando para a férmula internacional de 1967:

Yer = 9780318(1+ 0,0053024senp — 0,0000059sen’2¢)mGal (4.77)
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A seguinte formula, ndo utiliza o dobro da latitude e € mais precisa:

Yo7 = 978031,846(1 +0,005278895sen’p — 0,0000234628en4(p)mGaI . (4.78)

4.1.6.1 O Coeficiente J,

A determinacdo dos coeficientes J para o caso da Terra verdadeira
(geopotencial) encontra na Mecanica Celeste um poderoso instrumento para o seu
desenvolvimento (GEMAEL, 1999, p. 82).

O coeficiente J,, cerca de mil vezes maior que os restantes, tem sido alvo de
determinagdes rigorosas e hoje desempenha papel importante para o Geodésia e

Astronomia. Este coeficiente € também denominado fator dindmico de forma, cujo

valor é:
J, =10.827 x 107’ (4.79)
O Sistema Geodésico de Referéncia (1967) adota os seguintes valores:
a=16.378.160m (4.80)
GM = 398.603 x 10°m°>s 2 (4.81)
J, =10.827 x107". (4.82)

O achatamento f do modelo:
f'=298247 .. f = 0,0033529237 (4.83)

agora é grandeza derivada de J,:

2
J, = M (4.84)

2fm
3+ 21

O valor de m (relacdo entre a forgca centrifuga no equador e a gravidade

normal equatorial) pode ser obtido iterativamente com a expressao:
_an’ 3 2
m = v 2 m-. (4.85)
O Sistema Geodésico de Referéncia (1980) adota os seguintes valores
(MORITZ, 1984, p. 388-395):

a = 6.378.137m, (4.86)
GM = 398.600,5 x 10°m?s 2, (4.87)
J, =10.826,3x107. (4.88)
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Achatamento:
f= L ; (4.89)
298,257222101

Gravidade normal no equador:

v, = 978.032,67715 mGal . (4.90)
Velocidade angular da Terra:

o =7292115x10 ""rads ™", (4.91)
Gravidade normal no pdlo:

v, = 983.218,63685mGal . (4.92)

4.2 Campo da gravidade terrestre

O estudo do campo gravitacional da Terra é base fundamental para o
entendimento das definicbes e dos calculos geodésicos. Entdo se estuda

detalhadamente as propriedades envolvidas.

4.2.1 Forga e aceleragao da gravidade

O vetor gravidade g em um ponto resulta da decomposicdo de outros dois: a

forca de atracdo exercida pela massa da Terra sobre a massa unitaria, colocada

neste ponto, e a for¢a centrifuga em consequiéncia da rotagao da Terra:
g=F+C, (4.93)

onde Cé a forca centrifuga por unidade de massa:

C =w’d =wxi+w?y]j, (4.94)
onde d € a distancia da particula de massa unitaria ao eixo de rotacédo e ® € a
velocidade angular da Terra no seu movimento e rotagao.

A forga centrifuga deriva de um potencial dado por:

Q= %of(x2 +y?), (4.95)

pois:
gradQ = w?x i + w?y j =C (4.96)
Relembrando:

gradw = NV 7 W7, oW g

W oy o g, +9g,j +9.,k. (4.97)
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Tais componentes podem ser escritas como segue:

_ _O0W _ Al x=X 2
g, =F +C, =W Gj X dm + o, (4.98)
M
oW y-y'
gy=Fy+Cy:W:—G“_[ o dm + 0y, (4.99)
_ _OW _ _~lz=-7 2
6. =F,+C, = I GI “Zdm+ o'z, (4.100)
M

As integrais das expressodes (4.98) a (4.100) devem ser estendidas a massa
total da Terra real.
O potencial de gravidade W da Terra real € uma soma de duas componentes,
que sdo: o potencial da atragdo ou gravitacional V gerado pela massa da Terra e
potencial centrifugo Q, devido ao movimento de rotacédo (GEMAEL, 1999, p. 109). O
potencial de gravidade W é denominado geopotencial de gravidade de expressao:
W=V+Q. (4.101)
O gradiente do geopotencial de gravidade W representa o vetor forga de

gravidade g, e o gradiente de suas parcelas V e Q sdo, respectivamente, o vetor

forca de atracao Fe forca centrifuga C.
Pode-se notar que o campo da gravidade é conservativo:
g=gradW =grad(V +Q)=gradV + GradQ = F + C, (4.102)

sendo g o vetor gravidade, V o potencial gravitacional (atragdo) e Q o potencial

centrifugo (rotagdo) da Terra real. F representa a atracido das massas terrestres

sobre a particula de massa unitaria e C representa a for¢ga centrifuga a que a
particula se acha sujeita.

O vetor forga de gravidade g, de acordo com Gemael (1999), pode ser obtido

através de determinagdes absolutas ou por determinagdes relativas.

As medigbes absolutas da gravidade sao efetuadas de forma isolada em
pontos, sem qualquer outra referéncia externa, geralmente baseadas na analise de
algum tipo de movimento sob a agc&o da gravidade.

As medicbes relativas da gravidade consistem em analisar os efeitos da
gravidade sobre o medidor, gravimetro, em um ponto com o valor de g conhecido

(determinado pela gravimetria absoluta) e efetuar a medigdo da variagado do efeito
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até um ponto a determinar. E um processo muito mais simples e rapido que o da
gravimetria absoluta.

Em muitos problemas geodésicos adota-se a simplificagdo de um modelo
rigido para Terra e sua velocidade de rotagdo do planeta é aceita como constante.
Mas a velocidade de rotagcao do planeta varia e, juntamente com o movimento do
polo, o valor de g também varia.

Muitas sdo as causas que impedem, rigorosamente de considerar a gravidade
constante. Estas causas sao representadas por alteragbes topograficas naturais ou
impostas pelo homem, o movimento de massas no interior da Terra, a variagao do
lengol freatico, a variagdo do nivel dos oceanos, a movimentagdao das placas

tectonicas e outros fatores.

4.2.2 Vertical e superficies equipotenciais

O campo da gravidade é conservativo. As superficies equipotenciais do campo
da gravidade sdo denominadas geopes. Os geopes sao superficies irregulares. A
linha vertical ou também chamada de linha de forga do campo da gravidade é
perpendicular aos geopes.

Vertical do ponto P € a reta tangente a linha vertical que passa pelo ponto P.
A vertical representa a diregao do vetor da gravidade de g do ponto P. A importancia
da vertical se justifica devido sua vinculagdo com a latitude astronémica. A vertical é
associada ao campo de gravidade da Terra real.

O lugar geométrico dos pontos do espago que possuem o mesmo potencial
de gravidade ou geopotencial de gravidade é chamado de superficie equipotencial
ou geopes (GEMAEL, 1999, p. 110).

Por definicdo, por um ponto do campo passa uma e somente uma superficie
equipotencial, e como consequiéncia duas ou mais superficies nunca se interceptam.

O geope fundamental é o gedide (W =W,), definidko como a superficie

equipotencial do campo de gravidade que mais se aproxima do nivel médio dos
mares nao perturbados, prolongado através dos continentes.

O célculo do gedide esta baseado na solugdo da equacédo de campo de
gravitacdo (GRAFAREND, 1994, p.6).
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Partindo-se da hipdtese de que a Terra fosse um corpo regular,
matematicamente bem definido, sem rotacdo e sua distribuicido de massa fosse
homogénea, as superficies equipotenciais seriam esferas concéntricas. As linhas de
forca do campo da gravidade seriam retas perpendiculares as superficies e
convergiriam para o centro da esfera, indicando a diregdo do vetor forca da
gravidade.

Como as caracteristicas acima descritas ndo acontecem, as linhas de forga
do campo da gravidade ndo sao retas, mas curvas e a superficie sdo irregulares,

como na Figura (4.3). A direcéo da linha de forga € chamada de vertical do lugar.

Linha vertical de P

Superficie de niyel

Figura 4.3 — Linhas de forga da Terra real

4.2.3 Equagéao de Bruns

A equacao de Bruns relaciona a ondulacdo do gedide com o potencial
perturbador (BLITZKOW, 1996, p. 21).

O conhecimento do gradiente vertical da gravidade ou velocidade de variagéo
de g ao longo da vertical permite controlar a variagdo do médulo de g, quando seu
ponto de aplicagao desloca-se ao longo de uma linha de forga (GEMAEL, 1999, p.
116). O gradiente vertical da gravidade € dado por:

2 o
_%ZVZV _ _8_2_ (4.103)

Aplicando a equacéo de Poisson generalizada
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2 2 2
AW = OW L OW L OW . g5Gp 4 202 (4.104)
OX oy 0z

E observando-se que:

2 2
oW , OW _ _pqcC,, (4.105)
oX oy
1 8*°W | o*°W
A oy*?
comC,_=- 3 , resulta
2
~29C. + 56V2V — 4nGp + 0° . (4.106)
z
s oW ~ ~
Agora, substituindo 7 encontrado na expressao (4.106), na expressao
Z
(4.103), tem-se
Q _ 202 -
e = 4nGp - 200° — 29C,,, (4.107)

que é chamada equacgao de Bruns.

4.2.4 Geopotencial

O geopotencial de gravidade representa o potencial da Terra real. O
geopotencial pode ser separado em geopotencial de atragcdo ou gravitacional e
geopotencial centrifugo (GEMAEL, 1999, p. 119).

Como se considera a Terra real, as simetrias existentes na Terra normal
desaparecem aqui e se expressa o geopotencial em pontos externos as massas
através de uma série de fungdes harmdnicas de superficie.

Para escrever o geopotencial W no ponto P(r,v,1), é necessério lembrar a

expressao que define a distancia entre dois pontos. Representa-se aqui o inverso da

distancia entre dois pontos:

% - % ZO:O Zn_; (%,)”an (V)P (v)cos m(n — 1) (4.108)

O geopotencial W no ponto P(r, v, x), que é dado por

W = doTm + %mzrzsenzv (4.109)
M

pode ser expresso com ajuda da expresséo (3.108), como segue:
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_Glve N [(r)
¢ [Z;Z;Mr) (a,. cosmi.+b._sen mk)an(v)]dm+R, (4.110)

onde R representa o potencial de rotacdo. A integracado deve ser estendida a total
massa da Terra.
Excluindo do integrando as quantidades que ndo dependem das coordenadas

da massa elementar (r',v',1'), obtém-se:

122 cosmxjr a,.dm + P, (v senmkjr b |+R. (4.111)

n=0 m=0

W = M . cosmi +B_ senmr]P, (v)+R, (4.112)
onde:
M
A = J.r a,dm = G'[r P..(v)cosmx'dm (4.113)
M
Ir b, .dm = GJ-r P..(vJsenm)'dm (4.114)
0

Algumas consideracbes devem ser feitas: se a origem do sistema de
coordenadas coincidir com centro de gravidade da Terra, anulam-se os termos de 1°
grau. Admitindo o eixo de rotacdo como o eixo principal de inércia anula-se o
tesseral de segundo grau.

A expressao (4.112) também pode ser encontrada na literatura sob a forma:

- [GM {1+ZZ( j _ cos mk+Snmsenmk)an(v)}+R}, (4.115)

=2 m=0
com,

A, = C, GMa" (4.116)

B,, =S,,GMa", (4.117)
sendo (a) o semi-eixo equatorial.

Ainda pode-se encontrar a expresséao (4.112) na literatura sob a forma:
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W = GTm {1 - Z (%)nlanPn (v)+ Z‘O: Zn: (J,, cosmi + K _senmi)xP, (v)}} +R,

= =0
(4.118)
com:
C. =-J. (4.119)
e
S, =-K_ (4.120)

4.3 Potencial perturbador ou potencial anémalo

Conforme exposto nos itens anteriores, o campo da gravidade é dotado de
potencial escalar, chamado de potencial de gravidade ou geopotecial. O campo
atribuido ao elipsodide de referéncia produz potencial tedrico denominado potencial
de gravidade normal ou esferopotencial. Tomando um ponto qualquer da superficie
terrestre, o esferopotencial U difere do geopotencial W em virtude da
heterogeniedade na distribuicdo das massas da Terra e o afastamento elipséide-
geodide. Esta diferenca é potencial anédmalo (HEISKANEN & MORITZ, 1985, p. 82-
83).

O potencial perturbador T de acordo com Gemael (1999, p.133) é definido
como a diferenga entre o geopotencial W no ponto P e o esferopotencial U no
mesmo ponto

T=W-U. (4.121)

O potencial perturbador também é conhecido como potencial anémalo.

O estudo da figura da Terra esta vinculado com o conhecimento detalhado do
campo da gravidade. Um dos itens que compdem o campo gravitacional € o
potencial da forca de gravidade.

Lembrando das definigbes anteriores, o geopotencial € o potencial produzido
pela Terra real e que o esferopotencial &€ o potencial produzido pela Terra normal. O
potencial andmalo pode ser considerado como o potencial gerado pelas massas
anb6malas, visiveis e invisiveis, que transformam a Terra normal na Terra real,

ambas com a mesma massa, variando apenas a sua distribui¢ao.
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O potencial perturbador € uma fungdo harmédnica, pois sendo o potencial
centrifugo o mesmo para a Terra real e para a Terra normal, resulta que o potencial
centrifugo desaparece quando efetuada a subtragdo W — U:

o°T o°T o°T
=—+—+—=0
ox® oy® oz

AT (4.122)

A expressdo definida acima para o potencial perturbador, pode ser
desenvolvida em série de harmdnicos esféricos.
De acordo com Zakatov (1997, p. 338), o potencial perturbador € uma fungao
continua no infinito se satisfazer a condigao:
limT =0. (4.123)

O potencial perturbador T nao pode ser medido diretamente. Portanto, o
seguinte planejamento é importante: obter o potencial perturbador T e o potencial da
Terra real W, partindo do desvio da vertical e das anomalias da gravidade com
dados experimentais. Apdés a determinacido do potencial da Terra real W,
determinam-se diferentes magnitudes do campo gravitacional da Terra real, como
por exemplo, a determinacédo das alturas geoidais de pontos da superficie da Terra
(ZAKATOV, 1997, p. 331-332).

4.4 Anomalia e disturbio da gravidade

As anomalias da gravidade desempenham um papel importante no estudo da
figura da Terra. Quando se calcula o valor da gravidade g da Terra real e os valores

da gravidade da Terra normal vy, estes valores n&o coincidem, com magnitudes as

vezes muito superiores aos erros das observagdes gravimétricas. Essas
discrepéncias s&o resultados das desigualdades existentes entre o potencial da
Terra real e o potencial da Terra normal (ZAKATOV, 1997, p. 331).

Considera-se que ambas as magnitudes g e y estédo referidas a um mesmo

ponto. A gravidade da Terra normal y se refere a um ponto P' no elipsoéide (Figura

4.4) e o valor medido para a gravidade de Terra real g se refere a um ponto P

situado na superficie terrestre.
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Normal

Vertical
2]

Gedide

©,

o Elipséide
Pl

Figura 4.4 - Anomalia da gravidade e disturbio da gravidade

Considerando a Figura (4.4) que mostra a normal n'ao elipsdide e a normal n
ao geodide, chega-se ao vetor chamado vetor anomalia da gravidade:
AG=G, ~Tp (4.124)
A separacao N entre as superficies gedide e elipséide é a ondulagao geoidal,
calculada com a férmula de Stokes, que sera vista mais adiante.

O angulo 6 em P, formado pelas direcées g, e 7, , constitui o desvio da

vertical definido pela sua componente meridiana (TORGE, 1989, p. 44):

izd)—cp:—%TX, (4.125)
e pela componente primeiro vertical:
n:(A—X)coscp:—%Ty (4.126)
_dT _Jr
onde, T, = o e Ty evE

O disturbio da gravidade é denominado como a diferenca entre os modulos g

e vy no mesmo ponto P e & dado por

0d, =g, — Vp- (4.127)
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Chama-se vetor disturbio da gravidade:

Sgp =0, ~Vp- (4.128)

8g = grad (W —U) = grad T. (4.129)

As anomalias da gravidade sao informagdes necessarias para determinar o
potencial perturbador T da Terra (ZAKATOV, 1997, p. 333). As anomalias da
gravidade caracterizam as discrepéncias entre o potencial da Terra real e da Terra
normal. Estas anomalias fornecem também informacdes acerca da distribuicao das

massas no interior da Terra, mas nao informa de que forma ocorre essa distribuigao.

As anomalias sdo positivas quando g>y, e correspondem ao excesso de

massas atrativas na regido do levantamento dos dados. As anomalias negativas

ocorrem quando y>g, e correspondem a caréncia de massas atrativas na regido

analisada (ZAKATOV, 1997, p. 333). De modo geral, as anomalias positivas da
gravidade coincidem com as elevag¢des do gedide, e as anomalias negativas com as
baixas do gedide. Mas isto nem sempre ocorre, pois a superficie geoidal depende
das anomalias da gravidade em toda a superficie da Terra.

As anomalias da gravidade dependem da influéncia das massas topograficas
externas em relacdo ao nivel dos oceanos e das massas anbmalas que se
encontram interiores a superficie. O conhecimento das anomalias é valioso para

revelar as diferentes densidades.
4.5 Redugoes Gravimétricas

E conveniente entender o problema das reducdes a partir da analise do
conjunto de problemas oferecidos na translagdo das magnitudes medidas na
superficie da Terra e seus correspondentes valores sobre a superficie de referéncia.
Em certos casos pode ocorrer também o problema inverso, o translado das
magnitudes encontradas na superficie de referéncia a qualquer outra superficie e,
em particular, a superficie da Terra (ZAKATOV, 1997, p. 431).

Existem varios tipos de redugbes gravimétricas, isto porque, os valores

medidos de g estdo sujeitos a diferentes tipos de reducdo com os variados fins a

que se destinam (GEMAEL, 1999, p.189).
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O efeito da topografia, que se constitui no maior obstaculo a aplicacdo da
técnica de Stokes, pode, no entanto, ser eliminado (ou minimizado) através dos
métodos de reduc&o dos valores da gravidade ao nivel do gedide.

Algumas redugdes sao feitas para um determinado fim. Assim é que a
definicdo adotada de anomalia da gravidade exige o conhecimento de g na
superficie do geodide, onde ocorre a reducao da gravidade ao nivel do mar.

O meétodo de Stokes requer que o potencial andmalo seja uma fungao
harménica no espaco exterior as massas topograficas, o que implica a necessidade
de remocgao total das massas externas ao gedide para a sua determinagdo. Assim o
geodide sofrera variagdes, maiores ou menores, dependendo do processo utilizado.

Ainda, considera-se a insuficiéncia de densidade de estagcbes gravimétricas
em grandes regides do mundo. E importante escolher uma anomalia que represente
significativamente a regido proxima da estacdo considerada. As anomalias
isostaticas sdo as mais representativas, pois possuem a menor relagdo com a
topografia. As reducgdes isostaticas oferecem ainda uma alteragao relativamente
fraca do potencial de gravidade, pois sdo eliminadas as massas externas ao geodide
e as correspondentes massas internas de compensacgao.

Algumas exigéncias sao impostas para que as redugdes sejam uteis para a
Geodésia. De acordo com (SIDERIS, 1993 apud LOBIANCO, 2005, p. 54), as
exigéncias sao:

a) as anomalias da gravidade reduzidas devem ser pequenas e suaves, O

que torna sua interpolagao facil e representativa;

b) os efeitos indiretos devem ser pequenos;

c) as anomalias de gravidade devem ter sentido geofisico, ou seja, devem

ser uteis para as interpretacdes geofisicas.

A anomalia da gravidade Ag € a diferenca entre a gravidade observada g5,
com correga@o gravimétrica C, para reduzi-la ao geoide, e a gravidade teorica ou
normal vy, obtida por uma fungao padréo:

AQ=0ogs +C, 7. (4.130)

Dependendo do tipo de corregao aplicada ao valor observado, obtém-se
diferentes tipos de anomalias da gravidade. As anomalias mais utilizadas sao: a

anomalia de ar-livre, a anomalia de Helmert, a anomalia de Bouguer, e a anomalia
isostatica conforme ilustradas na figura (4.5) (LOBIANCO, 2005, p.56).
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Figura 4.5 — Redugdes gravimétricas: (a) Corregao ar-livre, (b) Corre¢cao de Bouguer, (c)
Corregao de terreno e (d) Correcido da curvatura da Terra
Fonte: (DIREEN, 2001 apud LOBIANCO, 2005)

4.5.1 Anomalia ar-livre

Obtém-se a anomalia ar-livre aplicando a corregao ar-livre. A anomalia ar-livre
considera a variagdo da gravidade entre a superficie de observagdo e o gedide,
utilizando a altitude do ponto (H, ) e desconsiderando a massa entre elas, conforme
mostra a Figura (4.5 a). Esta anomalia é positiva acima do gedide e negativa abaixo
do gedide (LOBIANCO, 2005, p. 57).

A correcao do ar-livre C, ou corre¢do Faye é introduzida para reduzir ao nivel
médio do mar a gravidade observada na superficie fisica da Terra. A anomalia
resultante recebe o nome de anomalia de ar-livre ou anomalia Faye (GEMAEL,
1999, p. 190). A corregao do ar-livre para uma estacao de altitude ortométrica H é

dada pela seguinte expresséao:

a9
C, = “h h, (4.131)
sendo % o gradiente vertical da gravidade. Pode-se também utilizar o gradiente da

gravidade normal, representado pela seguinte expressao:
C; =0,3086h. (4.132)
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Para posteriormente expressar-se a anomalia do ar-livre, relembra-se aqui a

expressao que define a anomalia da gravidade:
AQ=0, — ¥, (4.133)
onde, g, representa a gravidade na superficie do geoide.
Na férmula (4.133) introduz-se a corregao do ar-livre e obtém-se
Ag; =g+C; —v. (4.134)
Resulta entdo para a anomalia de Faye, substituindo a expressao (4.132) em
(4.134):
Ag; =g+0,3086h-vy. (4.135)
Quando for necessario maior precisao, pode-se usar a férmula que expressa

o gradiente normal da gravidade normal. Esta férmula representa a velocidade de

variagao da gravidade da Terra normal y, ao longo da normal:

dy _ 2y _ 2
&=-2 (1+ o — 2asen?p + m). (4.136)

Assim a anomalia do ar-livre fica expressa por

N 20h(1+ o — 20sen?p +m)
a

Ag; =9 Y. (4.137)

A anomalia do ar-livre representa a definicdo cartografica da estacao,
fornecendo a latitude para o calculo da gravidade tedrica e a altitude para a corregéo
do gradiente (GEMAEL, 1999, p. 190-191).

4.5.2 Deducdo da anomalia de Bouguer

Devido ao fato de que a integral de Stokes pressupbe a inexisténcia de
massas externas ao geodide é necessario, portanto, remover as massas topograficas
e preencher as bacias oceanicas. Este procedimento é realizado em duas fases. A
reducdo modificada de Bouguer (Figura 4.6) representa a primeira fase. Nesta fase
sdo eliminadas as massas da regido proxima da estacédo e é constituida por uma
calota esférica cujo polo é a estacdo e o raio vale 166,7 km. A segunda fase é
representada pela reducao topoisostatica, que elimina as massas topograficas das
regides distantes, que se estendem até o ponto antipoda da estacdo (GEMAEL,
1999, p. 191).
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Platis e Bouger (-A) “abow"{-A-B)

Figura 4.6 — Correg¢do de Bouguer
Fonte: (GEMAEL, 1999, 192)

4.5.2.1 Reducédo Modificada de Bouguer

A redugdo modificada de Bouguer € a primeira fase necessaria para a
posterior aplicacdo da integral de Stokes (GEMAEL, 1999, p.192). Também
conhecida como eliminagdo das massas topograficas num raio de 166,7km, ela pode
ser escrita de seguinte maneira:

C,=-A-B+C. (4.138)

O termo A é a corregcdo de Bouguer que corresponde a vertical da atragao
exercida por um platé horizontal de espessura h sobre um ponto de massa unitaria
situado na sua superficie. A componente descrita acima se aproxima sensivelmente
da que seria produzida por uma calota de mesma espessura e com raio esférico de
166,7km. Olhando agora para o segundo termo B, diz-se que ele tem exatamente a
funcdo de converter o platd de Bouguer na mencionada calota. O terceiro termo C,
chamado de correcédo do terreno, considera as irregularidades topograficas em
relacédo a calota (GEMAEL, 1999, p.192).

4.5.2.2 Platé de Bouguer

Com o auxilio da Figura (4.7), determina-se a corregao de Bouguer A, que
corresponde a componente vertical da atracdo exercida por um platd horizontal de
espessura h sobre um ponto de massa unitaria situado a sua superficie. A Figura

(4.7) esta representada por um cilindro de eixo vertical com base inferior apoiada
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sobre o gedide. Na base superior sera colocada a estagao gravimétrica P (GEMAEL,

1999, p. 192).

A partir disso € possivel escrever a expressao para a massa elementar dm::

dm =pdv = prdAdrdz

(4.139)

A massa elementar descrita na equacgao (3.139) produz sobre a massa

unitaria localizada na estag&o gravimétrica P uma atragao

dF =GPV
//

A componente vertical da atragcao € representada por

dF, - GpdvzcosB_
l

5

v = rd Audnke

A

Figura 4.7 — Cilindro de eixo vertical apoiado no geoide
Fonte: (GEMAEL, 1999, p. 193)

Da Figura (4.7) obtém-se que:
? =r? + z2

cosf =

z
4

(4.140)

(4.141)

(4.142)

(4.143)

Substituindo as expressdes (4.142) e (4.143) na expressao (4.141), resulta

-3
dF, = Gpzr(r? + z%)? drdzdA .

(4.144)
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De acordo com (GEMAEL, 1999, p. 192), é possivel também expressar a
componente vertical da atragao exercida por um compartimento de altura h e segao
transversal definida por dois arcos circulares concéntricos (centro em P e raios r, e
r,) e duas retas convergentes em P. Estas retas possuem azimutes A, e A,. A

expressao é dada por:

A, h r
-3
F, :GpIdAJ.zdzjr(r2+zz)2dr. (4.145)
Ay 0 I
Resulta assim, que a componente vertical da atragao exercida pelo platé de

Bouguer sobre o ponto P &

2n h 0
-3
A= Gpj dAJ zdzj r(r? +2%)2 dr. (4.146)
A, 0
Mas,
Ir(r2+zz)2dr=2. (4.147)
0
Substituindo (4.147) em (4.146), resulta em
2n h
A= Gpj dAJ. dz. (4.148)
0 0
A = 2Gmph. (4.149)

Adotam-se os valores G = 6.672x10™“m®s kg™ e p = 2.670 kgm™, obtém-

se o seguinte resultado para a atragao exercida pelo platé de Bouguer:
A =01119h, (4.150)

com h em metros e A em miligals.

4.5.2.3 Calota de Bouguer

Na expressdo (4.138), o termo B tem a funcdo de converter o platd de
Bouguer na calota de mesma espessura do platd e com raio esférico de 166,7 km,
tendo como ponto central a estacdo gravimétrica. O termo Bé a diferenga entre as
componentes verticais da atragdo produzida pela calota e pelo platd de Bouguer
(GEMAEL, 1999, p.194).
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4.5.2.4 Correcao do Terreno

As observagbes gravimétricas realizadas na superficie topografica sé&o
afetadas pela topografia. Como a topografia é irregular, o seu efeito pode nao ser
expresso em uma forma analitica, sendo necessario assim, realizar integracao
numeérica sobre a superficie da Terra. Para isto, a superficie da Terra é dividida em
compartimentos, permitindo que cada compartimento contribua individualmente ao
serem somados, gerando o efeito total da integragéo (CATALAO, 2000, p. 73).

De acordo com o mesmo autor, a integracdo da superficie topografica é feita
da seguinte forma. A superficie topografica é convertida num modelo digital de

terreno, sob a forma de valores ou médios, e subdividida em retédngulos.

Figura 4.8 — Corregéo do Terreno
Fonte: (GEMAEL, 1999, p. 194)

A corregao do terreno (Figura 4.8) é dada pelo terceiro termo da expressao
(4.138). Este termo possui o menor valor, em alguns casos € possivel negligencia-lo.
A correcdo de Bouguer elimina as massas topograficas em relagdo a calota. O
calculo da corregao de Bouguer é feito considerando cartas altimétricas da regiao
vizinha a estagdo. Para isto, sdo tomadas circunferéncias concéntricas de raios
dados no quadro (4.1) e centradas na estagédo gravimétrica. A regido € dividida em
zonas denominadas de zonas literais de Hayford. Os raios das zonas foram fixados
por Hayford visando a simplificacdo das reducgbes isostaticas. As zonas sao
designadas por letras maiusculas, sendo que a menor calota que envolve a estagéo
€ designada por A e a zona literal mais afastada, com raio de 166,7 km é designada
pela letra O (GEMAEL, 1999, p.194-195).
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As zonas de Hayford sdo ainda subdivididas em compartimentos. O
compartimento € obtido através de radiais e representa a segao transversal de um
bloco prismatico.

E possivel ainda verificar a correcdo do terreno para cada uma das zonas
literais de Hayford, trabalho realizado por Bullard (GEMAEL, 1999). O quadro (4.1) é

baseado nas tabelas fundamentais de Cassinis.

ZONA RAIO n ZONA RAIO n
A 2 1 18 1 41 13 1
B 68 4 17 1 54 52 1
C 130 4 16 2 11 53 1
Cc 230 4 15 2 33 36 1
D 380 6 14 3 03 05 1
D’ 590 6 13 4 19 13 16
E 870 8 12 5 46 34 10
E 1.280 8 11 7 51 30 8
F 1.680 10 10 10 44 6
F 2.290 10 9 14 09 4
G 3.520 12 8 20 41 4
H 5.240 16 7 26 41 2
I 8.440 20 6 35 58 18
J 12.400 16 5 51 04 16
K 18.800 20 4 72 13 12
L 28.800 21 3 105 48 10
M 58.800 14 2 150 56 6
N 99.000 16 1 180 1
O 132.880 28
(o) 166.735 28

Quadro 4.1 — Zonas de Hayford
Fonte: (GEMAEL, 1999, p. 195)

Consideram-se dois casos na aplicacdo dos valores de Bullard. O primeiro
refere-se aos compartimentos continentais. Neste caso, a corre¢ao do terreno é
positiva para as massas acima da estacdo e abaixo da estacdo. O segundo caso
refere-se aos compartimentos oceanicos. Para este caso deve-se consultar a tabela
de Bullard de duas maneiras. Primeiramente com o argumento (h + p), multiplica-se
o valor extraido da tabela por 0,61 e a nova consulta a tabela de Bullard deve ser
feita com argumento h, multiplica-se o valor por 0,39 (GEMAEL, 1999, p.195).

O trabalho de avaliagédo da altitude de cada compartimento exige boas cartas

altimétricas.
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4.5.2.5 Anomalia de Bouguer

A anomalia de Bouguer resulta da remogao das massas topografias externas,
proximas ou distantes da estagdo, ao geodide. Esta remocdo das massas
topograficas é feita com a finalidade de legitimar a aplicagdo da integral de Stokes
(GEMAEL, 1999, p.197).

Relembrando da express&o da anomalia de Bouguer, vista anteriormente:

Ag, =9+C,+C, —y=Ag; +C,, (4.151)

com
C, =0,3086h, (4.152)
C,=-A-B+C=-01119h-B+C. (4.153)

Substituindo (4.152) e (4.153) em (4.151), obtém-se a seguinte expressao
para a anomalia de Bouguer:
Ag, =g+03086 h—-0,1119h-B+C -y, (4.154)

Ag, = g+01967 h—-B+C -7, (4.155)

onde o termo Bé a diferenga entre as componentes verticais da atragdo produzida

pela calota e pelo platdé de Bouguer e € dado pelo quadro (4.1); y é calculado pela

férmula internacional. Usando h em metros a corregdo resulta em miligals.

A anomalia de Bouguer apresenta uma consideravel correlagdo negativa
regional com a topografia. Isto indica que a reducdo da gravidade ao geodide pelo
gradiente de Bouguer € muito pequena sob as montanhas. Também é possivel
concluir que o gradiente de Bouguer € muito pequena em valor absoluto.

As anomalias de Bouguer em regides montanhosas sao sistematicamente
negativas e podem tomar valores elevados, aumento em média cerca de 100 mGal
por 1000 metros de elevacédo. Isso se deve ao fato de que ha certa deficiéncia de
massas sob as montanhas o que faria com que o efeito das massas topograficas
sobre os valores medidos da gravidade sofreria certa compensacéo (CATALAO,
2000, p. 78).

O mesmo autor ainda traz algumas informagdes a respeito da crosta terrestre.

A crosta terrestre € composta por uma camada de material solidificado de densidade
média de 2,67g.cm™°, flutuando numa matéria densa, cuja densidade é p = 3,27gcm™,

que é enfraquecida por uma fusdo parcial resultante da pressdo e do calor. Nao
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existe uma separacao exata entre a crosta sélida e o inicio do manto enfraquecido.
Estima-se que espessura da litosfera varia entre 10 e 80 km. A crosta é a camada
de rocha mais externa da litosfera de um planeta. Trata-se de uma camada de rocha
sélida que &, em geral, menos densa do que as camadas inferiores. Em planetas
parcialmente fundidos, como a Terra, a crosta flutua sobre camadas inferiores de
rocha fluida e, se for suficientemente fina, quebra-se em placas que se movem
relativamente umas as outras. A crosta possui uma espessura de 10 a 30 km. A
parte superior do manto, até uma profundidade de 300 a 400 km, é chamada de

astenosfera, conforme Figura (4.9).

Astenosfera

Manto
Superior

Figura 4.9 — Estrutura da Terra
Fonte: (CATALAO, 200, p. 78)

Estas camadas estdo sujeitas as pressdes provenientes de diferentes
fendbmenos que ocorrem na superficie fisica da Terra. Quando uma pressao ¢é feita
em um ponto, ocorre deformacgao vertical e regional. A pressdo em um ponto

repercute mudancas na area circundante devida a resisténcia da litosfera.

4.5.3 Reducéo pelo Método de Helmert

O método de Helmert ou método de condensagao de Helmert condensa as

massas topograficas sobre a superficie do gedide formando uma superficie material.
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A massa total da Terra nao sofre alteragao, e um elemento de area do geoide, apos
a condensacgao, tera densidade proporcional a altitude das massas condensadas,
conforme Figura (4.10). O método de condensagao de Helmert, embasado em idéia
sugerida por Stokes, ndo elimina as massas topograficas, como é feito na redugéo
de Bouguer (GEMAEL, 1999, p. 197).

O mesmo autor ainda destaca que nas regides de relevo pouco acidentado o
método de condensacdo de Helmert € semelhante ao método de reducdo ao ar-livre.
Nos trabalhos geodésicos, esta possibilidade de utilizagdo dos dois métodos traz a
vantagem de satisfazer a integral de Stokes sem introduzir altera¢des significativas

no potencial.

SF

=

(hi)

Chediile Clehide

Figura 4.10 — Processo de condensacao
Fonte: (GEMAEL, 1999, p. 198)

No sentido de organizar, sistematizar e esclarecer o trabalho, Helmert
estabeleceu etapas para o método de condensagdo. A primeira etapa objetiva a
remogao do platd. A segunda preocupa-se com a redugdo ao geodide. Na terceira
sao feitos trabalhos no sentido de fazer a correcdo do terreno e na quarta etapa é

feita a condensacgao do platd e calculo de sua atragao sobre P.

4.5.4 Método de Rudski

Proposto por Rudski em 1905, o método de Rudski ou método de Inversao
consiste na transferéncia das massas topograficas para posigdes inversas, sob a
superficie geoidal. O potencial da Terra normal ou geopotencial permanece o
mesmo para este caso (GEMAEL, 1999, p. 198).

Considera-se o geodide de acordo com Figura (4.11) como uma esfera de raio

R e tomando-se uma particula material P(m), externo ao gedide, nota-se que esta

particula produz em A um potencial deduzido a partir da lei dos cossenos:
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V=2
PA

-1
m\R? +d* — cos a2, .
Gm(R? +d? - 2Rd (4.156)

onde a representa o dngulo formado entre os segmentos OA e @(m)
A particula P' (m) que esta posicionada no interior da superficie geoidal

produz no mesmo ponto A um potencial:

. —1
V = _Sn; = Gm' (R2 +d?—2Rd' cos OL)Z : (4.157)

Figura 4.11 — Método de inversao
Fonte: (GEMAEL, 1999, p. 198)

Nas expressdes (4.156) e (4.157) impde-se a condigdo que o potencial
produzido por particula material P(m), externa ao geodide, € o mesmo potencial
produzido por uma particula P'(m') que estd posicionada no interior da superficie
geoidal:

V=V, (4.158)
resulta que:
Gm Gm'

_ , (4.159)
1
(R* +d* =2Rdcosa)? (R* + d?-2Rd'cos a)

N|—=

m = m . (4.160)

1
R)° 2Rcosa |? (d'jz _2d'cos a |?
d{l+(dj e } R[1+ R R

|

A igualdade da expressédo (4.160) existe se as seguintes condi¢cdes s&o
satisfeitas:
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=
m_m (4.161)
e
Rz

Reescreve-se a segunda condigdo, expressa em (4.162), e obtém-se
dd'=R? = constante. Nota-se que os pontos P e P' sdo pontos inversos.

Reescreve-se a primeira condigdo, expressa por (4.161), e obtém-se que:
m'd = mR. Sabendo-se que d > R, resulta da igualdade que m'< m. Isto significa
que a nao variagdo do potencial exige que uma pequena parte das massas
topograficas nao seja transferida.

De acordo com o mesmo autor, a redugdo de Rudski segue na ordem trés
etapas. A primeira etapa consiste em eliminar as massas topograficas. A segunda

considera as massas inversas e na terceira etapa é feita a redugdo ao geoide.

4.5.5 Reducdes Isostaticas

A gravidade g medida sobre a superficie fisica da Terra real ndo é

diretamente comparada com a gravidade de Terra normal vy referida a superficie de
elipsdide. E necessaria entdo a reducdo da gravidade g ao nivel do mar. Os

métodos de reducgao diferem dependendo da forma em que as massas externas ao
geodide serao tratadas. A reducao da gravidade serve de ferramenta para atingir trés
objetivos importantes e principais. O primeiro objetivo é a determinagao da superficie
geoidal. O segundo a interpolacdo da gravidade e o terceiro objetivo é representado
pela investigacao da crosta terrestre (HEISKANEN & MORITZ, 1985, p. 126-127).

De acordo com o mesmo autor, os dois primeiros objetivos citados acima séo
de natureza geodésica direta. O terceiro objetivo é de interesse para geodesistas e
geofisicos que estudam a estrutura geral da crosta terrestre.

As redugbes gravimétricas isostaticas produzem pequenas deformagdes no
gedide, ao contrario do que ocorre no método de inversdo. Estas pequenas
deformagdes devem ser consideradas (GEMAEL, 1999, p. 199-200).
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De acordo com o mesmo autor, a isostasia' postula a existéncia de um
estado de equilibrio na litosfera sob o efeito das acdes decorrentes da gravidade.
Aos excessos, caracterizados por montanhas, e as deficiéncias, caracterizadas
pelos oceanos, de massa em relagdo a superficie geoidal, correspondem massas
internas de compensacgao.

Nas regides compensadas, tem-se um estado de equilibrio isostatico
plenamente atingido. Em outras regides o equilibrio isostatico pode achar-se em
fase de processamento e sdo ditas regides subcompensadas, ou também pode
ocorrer que regides tenham equilibrio isostatico ultrapassado e sao ditas regides
supercompensadas.

Partindo-se do principio que o equilibrio isostatico € completo, tem-se a
igualdade entre as massas topograficas e as massas de compensacéo, legitimando
a aplicacao da formula da Stokes mediante a transferéncia das massas topograficas
para o interior da superficie geoidal. Introduzem-se as anomalias isostaticas na
formula de Stokes e obtém-se o afastamento do elipsoide ao co-gedide isostatico.

A existéncia de irregularidades internas de densidade pode ser o motivo pelo
qual as anomalias de Bouguer s&o negativas nas regides continentais elevadas e
positivas nas regides oceanicas. As anomalias fortemente negativas correspondem
as regides supercompensadas, onde o equilibrio isostatico € ultrapassado, e as
positivas correspondem as regides subcompensadas, onde o equilibrio isostatico
pode achar-se em fase de processamento. O equilibrio isostatico tem como possivel
resultado uma anomalia isostatica aproximadamente nula (GEMAEL, 1999, p. 200).

A crosta terrestre encontra-se em estado de equilibrio isostatico em quase
toda sua superficie. Desta forma o gedide, sendo uma superficie equipotencial, ndo
devera ter sua forma afetada por uma superficie topografica irregular. As massas
situadas acima do gedide sdo compensadas pela menor densidade das massas que
se encontram abaixo dessas elevagdes. A situagao inversa ocorre nos oceanos, em
que a deficiéncia das massas superficiais € compensada por uma maior densidade
das massas sob o gedide (CATALAO, 2000, p. 71-72).

O mesmo autor considera que o efeito da isostasia € diminuir o valor da

gravidade no gedide sob as montanhas e aumenta esse valor nos oceanos. Isto

1> O termo isostasia surgiu em 1899, criado por Dutton.



111

significa que o valor da gravidade no gedide sob as montanhas possui outro valor
quando na auséncia de isostasia.
De acordo com o mesmo autor, a forma das superficies equipotenciais e linha

vertical podem ser observadas na Figura (4.12).

Figura 4.12 — Efeitos topograficos e isostaticos
Fonte: (CATALAO, 2000, p. 72)

Ainda ele esclarece que, as observagbes gravimétricas realizadas na
superficie topografica sdo afetadas pela topografia (Figura 4.13) e o efeito é tanto
maior quanto maior for a distancia do gedide em relagdo a o ponto escolhido na

superficie topografica.

LES )
Wi ety

W =const.

Dedlcidncia
de
- Massa

Figura 4.13 — Efeito da topografia sobre o valor da gravidade observado
Fonte: (CATALAO, 2000, p. 72)

Pode-se perceber entdo que o objetivo da reducgao isostatica da gravidade € o

equilibrio da crosta terrestre seguindo o modelo da isostasia. As massas
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topograficas ndo sao completamente eliminadas com a redugdo de Bouguer, pois
sao levadas ao interior do gedide para eliminar deficiéncias de massas que existem
nas regides continentais (HEISKANEN & MORITZ, 1985, p.137).

De acordo com o mesmo autor, no modelo de Pratt-Hayford ocorre a
igualdade entre as massas topograficas e as massas de compensagado, que se
estendem do gedide até uma profundidade determinada, denominada profundidade
de compensacao, mantendo assim o equilibrio isostatico, através da variacdo de
densidade do material subjacente ao gedide. No sistema de Airy-Heiskanen ocorre
um equilibrio isostatico baseado na igualdade das massas topograficas e de
compensacao. A densidade da litosfera para este sistema é considerada constante e

a profundidade de compensacao variavel.

4.5.5.1 O Sistema Pratt-Hayford

Este sistema foi colocado de forma matematica por Hayford. Este modelo
assume a superficie entre a litosfera e a astenosfera como sendo plana. Para que
esta crosta esteja em equilibrio, as partes elevadas devem ter uma densidade
inferior e as partes concavas devem ter uma densidade superior. Idealiza-se assim a
litosfera como constituida por blocos independentes, possibilitando o calculo da

densidade apropriada. A Figura (4.14) mostra o modelo de Pratt-Hayford

(CATALAO, 2000, p. 79).
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Figura 4.14 — Modelo de Pratt-Hayford
Fonte: (CATALAO, 2000, p. 79)
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O sistema de Pratt postula a igualdade entre as massas topograficas e as
massas de compensagao, que se estendem do gedide até uma profundidade
determinada, denominada profundidade de compensagédo. Conforme ja explanado
por Cataldo (2000), o equilibrio isostatico se mantém através da variagdo de
densidade do material subjacente ao gedide. Isto ocorre da seguinte maneira. Sob
as montanhas, que sdo os excessos de massa em relagdo ao geoide, tem-se uma
deficiéncia de densidade das massas subjacentes e sob o leito dos oceanos haveria
um excesso em relagdo ao valor médio atribuido as massas superficiais (GEMAEL,
1999, p. 200).

fl 5 & Cl.'ﬂ.dc
h o - ___'...::‘- 3 :=‘
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b compensagio
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Bloco Densidade  Dons. de comp.
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oeelnica ¢ b,y &'y

Figura 4.15 — Sistema isostatico de Pratt-Hayford
Fonte: (GEMAEL, 1999, p. 201)

A Figura (4.15) apresenta blocos prismaticos de secao unitaria. Os blocos
apresentam regides continentais em a, litoraneas em b e oceanicas em c, séo
delimitados inferiormente pela superficie de compensacéo de profundidade H. Estes
blocos conteriam a mesma massa.

Os blocos devem exercer a mesma pressao no manto a uma profundidade
uniforme H para atingir o equilibrio (CATALAO, 2000, p.79).

Considera-se entdo, de acordo com Gemael (1999, p. 200), um bloco
prismatico de sec&o unitaria e designando-se por 6 a densidade da camada

superficial e por §, a densidade da parte subjacente ao gedide, a diferencga entre §
e §, € denominada densidade de compensagéao e é representada a seguir:

5-98,=9,". (4.163)

Um sistema isostatico postula que as massas topograficas do bloco

correspondem massas internas iguais de compensagao, porém de sinal contrario:
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H3,'= —hd. (4.164)
Assim, a densidade de compensagao fica expressa por:
v —hd
o,"= - (4.165)

Considera-se agora um bloco oceanico de profundidade p. Designa-se por 3,
a densidade da agua do mar, por §, a densidade das massas subjacentes ao leito
oceanico e por §,'a densidade de compensagéo igual a diferenga 6—-5,. Obtém-se

que:
p(8-8,) = (H-p),", (4.166)
p(S — 80) _ s
W _ 82 . (4.167)
Definido o valor da profundidade de compensagao H, é possivel conhecer o

valor da densidade de compensacao J,' e a corregéo isostatica. A profundidade de

compensacao € admitida como sendo H = 113,7km.

4.5.5.2 Sistema de Airy-Heiskanen

Ao contrario do sistema Pratt-Hayford, o modelo Airy, aplicado por Heiskanen,
nao considera as variagcoes de densidade, mas trata a variagcao da profundidade da
litosfera. Para manter o equilibrio, a litosfera devera ser mais espessa sob um relevo
topografico de maior altitude e devera ser mais fina sob os oceanos. Novamente,
como no caso do sistema Pratt-Hayford, a litosfera sera fracionada e blocos
independentes (CATALAO, 2000, p. 80).

O sistema Airy-Heiskanen preconiza um equilibrio isostatico baseado na
igualdade das massas topograficas e de compensagao. O equilibrio isostatico no
Sistema Airy-Heiskanen é atingido de maneira distinta daquela de Pratt-Hayford. A
densidade da litosfera para este sistema € considerada constante e a profundidade

de compensacgao variavel, conforme Figura (4.16).
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Figura 4.16 — Profundidade de compensagéo
Fonte: (GEMAEL, 1999, p.204)

De acordo com o mesmo autor, tem-se também densidade constante para o
magma, no qual a litosfera é suposta flutuar. Conclui-se entdo que, tanto mais
saliente a irregularidade topografica, tanto maior a sua raiz. Isto quer dizer que, é
maior a parte que mergulha no magma como ocorre com os corpos flutuantes em
equilibrio hidrostatico. Sob os oceanos o Sial se adelgacga, apresentando uma anti-

raiz. Fica determinado assim, o0 mecanismo de compensacao de Airy:

A raiz que penetra no magma substitui material pesado (3,27) por outro
mais leve (2,67), de modo a compensar o excesso da montanha. Sob os
oceanos, € a anti-raiz (magma) que ocupa lugar de material mais leve

compensando as deficiéncias oceanicas (GEMAEL, 1999, p. 203-204).

Consideram-se, entdo, prismas de segdo unitaria e designam-se por T a
espessura da litosfera e por t a espessura da raiz ou da anti-raiz, obtém-se a
seguinte expressao:

hé = —1(3,27 — 2,67), (4.168)
t =—4,45h. (4.169)

Admitindo a espessura normal da litosfera T = 30km, a espessura da litosfera
no Brasil n&o atingiria 41 km.

Considera-se T = 30km o valor da profundidade da litosfera que concorda
relativamente bem com a profundidade determinada pela sismologia. Porém, a
necessidade de se ter a litosfera fragmentada em blocos independentes flutuantes é
claramente esquematico e ndo corresponde ao real. A litosfera € em sua maioria
continua, com excegéo das regides fronteiras de alguns grandes blocos (CATALAO,
2000, p. 81).
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A espessura t' para um prisma oceanico € calculada com um raciocinio
analogo (GEMAEL, 1999, p. 204):

p(2,67 —1,027) = t'(3,27 — 2,67) (4.170)

t'=274p. (4.171)

Inicialmente Heiskanen utilizou as férmulas t=-445h e t'=274p que

comprometem a premissa inicial da igualdade das massas, pois estas formulas
negligenciam a convergéncia das verticais e a variagdo da gravidade g com a
profundidade. Os calculos foram refeitos em 1938 com expressdes mais rigorosas
para as espessuras t e t', e das tabelas fundamentais de Cassinis. Em 1959 o
Instituto Isostatico Internacional publicou cartas de redugdo topoisostatica que
engloba o efeito de todas as zonas numeradas, com espessura normal da litosfera
T =20kme T =30km, o que cobre o Oceano Atlantico Norte. Em 1961 as cartas
foram estendidas para o mundo todo utilizando a espessura T = 30km (GEMAEL,
1999, p. 204).

4.5.5.3 Sistema Regional de Vening-Meinesz

No seu modelo Vening-Meinesz retoma o problema tratado por Pratt-Hayford
e por Airy-Heiskanen, propondo uma modificacdo na teoria de Airy. Sua proposta foi
substituir a compensacdo local por um sistema regional. Este sistema regional

considera a topografia como uma carga sobre uma crosta continua, porém

deformavel (Figura 4.17) (VANICEK & KRAKIWSKY, 1986).

Crosta

\\\.___.,..rﬂn—;;nsacau regional

compensacio local

Figura 4.17 — Modelo isostatico de Vening-Meinesz
Fonte: (LOBIANCO, 2005)
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Substanciado pela proposta de Airy de um sial que flutua sobre o magma
fluido e mais denso, Vening-Meinesz encarou as proeminéncias topograficas como
cargas capazes de flexionar a litosfera. Vening-Meinesz baseando-se nos estudos
de Hertz e atribuindo valores médios a espessura e as caracteristicas elasticas da
crosta terrestre estabeleceu a curva de flexao da litosfera. Assumiu que as massas
de compensacao se estendem horizontalmente até uma distancia R da estagao e
que a densidade de compensacdo, maxima na vertical da estagcdo, diminui
proporcionalmente as ordenadas da curva de flexdo anulando-se a distancia R
(GEMAEL, 1999, p. 205).

4.5.5.4 Efeito Indireto das Redugdes Gravimétricas

As redugdes isostaticas sdo de certa forma um artificio matematico, no qual
se obtém os valores da gravidade g produzidos pela Terra ficticia. Esta Terra ficticia
€ resultante da eliminagdo das massas topograficas e compensadoras. A superficie
de nivel obtida dessa Terra ficticia € denominada co-gedide. Note-se que, existirdo
tantos co-gedides quantos forem os sistemas de reducao (GEMAEL, 1999, p. 205).

O processo de condensagao das massas topograficas faz variar o potencial
gravitacional, o que provoca uma variagdo da ondulagao do gedide N. A variagao de
N tem como conseqiéncia mudangas na superficie geoidal, dando origem a uma
superficie ligeiramente diferente, o co-gedide (Figura 4.18). Esta variagao no gedide
€ um efeito indireto das redugbes gravimétricas. A cada reducdo da gravidade
corresponde um co-gedide (HOFMANN-WELLENHOF & MORITZ, 2005, p. 149).

Denotando a ondulag&o do co-gedide por N°, entdo a ondulagdo N do gedide

€ dada pela seguinte expressao:

N =N° + 8N (4.172)
O efeito indireto que altera o valor de N é dado por
SN = % (4.173)

sendo 8W a variacdo do potencial no geodide. A expressado (4.173) é obtida

diretamente do teorema de Bruns.
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supetficie da Terra

gedida

co-gedide

elipsdide

Figura 4.18 — Relagao entre gedide, co-geodide, elipsoide e efeito indireto
Fonte: (LOBIANCO, 2005)

A variag&o do potencial 8W na reducdo de Bouguer € dada por
dW; = U;, (4.174)
onde U; é o potencial correspondente a atracdo da topografia e do platd de
Bouguer.
Para as redugdes isostaticas a variacdo do potencial €
dW,, =U; - U, (4.175)
onde U. é o potencial correspondente a atracdo da compensacao.
Para a determinagéo pratica de U; e U., pode-se utilizar o método da

partilha, caracterizado pela subdivisdo por circulos concéntricos e seus raios,

obtendo-se assim:
U:ZAU. (4.176)

Para U; usa-se U,, com b =h e densidade p,. Para U. no caso de regides
continentais usa-se U,, admitindo os seguintes valores:
Pratt-Hayford:
b=c =D, densidade %po X

Airy-Heiskanen:
b=t,c=t+T, densidade p, — p,.
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O efeito indireto utilizando as anomalias de Bouguer € na ordem de dez vezes a
ondulacao do gedide. Este efeito indireto é considerado muito grande. O valor maximo é
440m. Consequentemente, as anomalias de Bouguer ndo podem ser usadas para a
determinagéo do gedide (HOFMANN-WELLENHOF & MORITZ, 2005, p. 150).

De acordo com o mesmo autor, o efeito indireto utilizando as anomalias
isostaticas € menor que a ondulacdo N do gedide, na ordem de 10m. E necessario

ainda o calculo do efeito indireto & N, cuidadosamente, usando o mesmo modelo

isostatico para as redugdes da gravidade.

Para a aplicagcédo da formula de Stokes, as anomalias isostaticas da gravidade
devem ser reduzidas do geoide para o co-gedide. Isto pode ser feito utilizando a
redugao ao ar-livre, encontrando a seguinte expressao para a corregao:

d = +0,30868NmGal, (4.177)
onde 6N estd em metros. Esta corregcdo & é o efeito indireto sobre a gravidade e é
da ordem de 3 mGal.

O efeito indireto sobre o desvio da vertical € dado entdo pelas seguintes

expressoes:
1 odN
— _ 1 ooN 417
=R (4.178)
___ 1 &N
on = Rcoso O (4.179)

O resultado procurado determina o tipo de reducdo a ser aplicado as
observagdes de gravidade. Considerando que as medidas gravimétricas sao realizadas
sobre a superficie topografica, ou entdo referida a ela, ha duas possibilidades de
tratamento das massas acima do gedide. A primeira possibilidade sugere a utilizagdo da
superficie fisica terrestre como uma superficie de contorno. A segunda objetiva reduzir
a superficie da Terra ao gedide, permitindo a aplicagéo direta da integral de Stokes
(FORSBERG & TSCHERNING, 1997 apud LOBIANCO, 2005, p. 54).

O mesmo autor expde resumidamente que, a anomalia de Ar-livre apenas
corrige a elevagdo do ponto de observagdo. A anomalia de Helmert condensa as
massas sobre a superficie do gedide. A anomalia de Bouguer considera os efeitos
das massas entre o ponto de observagao e a superficie de referéncia. A anomalia
isostatica lida com o efeito do relevo e das variagdes de densidade segundo a teoria

da isostasia.



5 DETERMINAGAO GRAVIMETRICA DAS ONDULAGOES DO GEOIDE

O gedide é comumente utilizado como referencial altimétrico e € usado para a
representacao da topografia terrestre e do mar.

O conhecimento das ondulagdes ou deformagdes geoidais pode contribuir
para a definicdo das estruturas geodinédmicas, como por exemplo, as observacgdes
das anomalias geoidais podem fornecer uma importante injungdo para o
modelamento e analise das propriedades da litosfera continental e oceanica e a
atnosfera (ANDERSON & CAZENAVE, 1986 apud SANTOS & ESCOBAR, 2000).

Quase todas as observagdes do tipo geodésico dependem fundamentalmente
do campo da gravidade. Quando estas observagbes tomam uma distancia
relativamente pequena entre elas, de forma que se pode tomar o discreto pelo
continuo, entdo se pode resolver um problema de contorno. As incognitas deste
problema sao: o campo da gravidade e a superficie fisica da Terra. Fica expressa
assim o problema da Geodésia Fisica: a determinacéo da superficie fisica da Terra e
0 seu campo gravitacional externo (CATALAO, 2000, p. 62).

De acordo com o mesmo autor, esta determinagao torna-se possivel tomando
uma superficie estavel proxima da superficie topografica de tal forma que sobre essa
superficie se conhega o campo da gravidade. O termo “proxima” sugerido acima é
entendido de forma que as oscilagdes entre a superficie fisica e a superficie
topografica, no espaco e no tempo, sao tais que produzem sobre a superficie fisica
variagdes do campo menores que os erros de observacido, ou variagcbes menores
que a precisdo com que se pretende conhecer o campo da gravidade, de modo que
as hipoteses de que o campo nao tenha massas externas a superficie fisica e seja
estacionario. Esses itens sao contemplados pela definicdo de superficie geoidal,
com a diferenga unica de que as massas exteriores ao geodide ndo sédo despreziveis
e as observagdes da gravidade nédo sao feitas sobre o gedide. Uma solugdo para
este problema consiste na remogao das massas exteriores ao geodide. Esta solugéo
€ contemplada na aplicagao da formula de Stokes.

A féormula da Stokes foi publicada em 1849 e leva o nome de seu autor.
George Gabriel Stokes deduziu a férmula que também é chamada integral de Stokes
(SUOBERG, 1994, P.34). A integral de Stokes é a férmula mais importante da
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Geodésia fisica, pois torna possivel a determinacdo do gedide a partir de dados

gravimétricos. A fungdo S(¥) é conhecida como fungdo de Stokes (HOFMANN-
WELLENHOF & MORITZ, 2005, p. 103-104).

De acordo com o mesmo autor, a expressao que define o potencial anémalo
ou potencial perturbador, deduzida por Pizzetti em 1911 e mais tarde por Vening-
Meinesz em 1928, permite calcular o potencial anémalo T em qualquer ponto fora da
Terra. Dividindo o potencial anébmalo T pela gravidade da Terra normal no ponto P,
obtém-se a separacao entre a superficie geopotencial e a correspondente superficie
esferopotencial.

As determinacbes relativas da gravidade, que foram simplificadas com o
advento dos gravimetros, permitem chegar as anomalias da gravidade e com estas
€ possivel o calculo das componentes do desvio da vertical e das ondulagdes do
geodide (GEMAEL, 1999, p. 143).

De acordo com o mesmo autor, a determinagdo da ondulagdo geoidal é feita
mediante a férmula de Stokes. As ondulagbes do gedide sao determinadas

utilizando as anomalias da gravidade Ag. Na determinag&o do gedide inclui ainda a
determinacao do desvio da vertical em suas componentes £e n.

As redes geodésicas horizontais (conjunto de pontos com coordenadas
geodésicas curvilineas) e as redes geodésicas verticais (conjunto de pontos com
altitudes ortométricas) requerem, em seus modelos, grandezas que provém da
determinacdo do geoide.

Nesta circunstancia, os avangos cientificos se traduzem pelo constante
aprimoramento do modelo na tentativa de cada vez mais aproxima-lo da realidade.

Para que as altitudes elipsoidais ou geométricas h (referidas ao elipséide),
oriundas de levantamentos com GPS, possam ser utilizadas nestas areas, €
necessario que elas sejam convertidas em altitudes "ortométricas" H (referidas ao
geodide), conforme Figura 2.1. Para isso, precisa-se conhecer a altura ou ondulagao
geoidal N, ou seja, a separagao entre as duas superficies de referéncia, o gedide e o
elipsoide.

A determinacdo das ondulagdes geoidais segundo Santos & Escobar (2000),
€ obtida através da aplicagdo da formula de Stokes, definida em fungdo das
anomalias da gravidade para o modelo esférico da Terra. No sentido de um

posicionamento planimétrico, a superficie do gedide nao é util, pois o gedide € uma
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superficie que nao esta definida matematicamente. No entanto, sendo uma
superficie de nivel é ideal como referencial altimétrico e €& usada para a
representacéo da topografia terrestre e do mar.

A seguinte expressao fornece as ondulagdes geoidais em fungdo da anomalia

da gravidade:
__R .
_—GI I COS(p do'dA'. (5.1)
£

O posicionamento altimétrico de um ponto na superficie topografica é dado por
sua distancia ao gedide contada ao longo da linha vertical (altitude ortométrica). Por
outro lado, o posicionamento planimétrico de um ponto na superficie esta vinculado
a distancia ao elipsdide de revolucdo. O método tradicional de determinagao da
altitude ortométrica envolve a determinagdo do modelo do gedide a partir de
marégrafos e de operagdes geodésicas de nivelamento geométrico, onde os valores

das altitudes sao transportados dos marégrafos de origem até o ponto considerado.
5.1 Integral de Stokes

A superficie geoidal tem sido a superficie de referéncia das altitudes. A solugao
para o problema do valor de contorno, apresentada por Stokes em 1849, torna
possivel a determinagdo das ondulagdes do gedide. As ondulagbes do geodide
(Figura 5.1) sado definidas também como a separagao entre o gedide e o elipsoide de
referéncia em um ponto por meio do conhecimento das anomalias sobre toda a
superficie da Terra (STOKES, 1849 apud LOBIANCO, 2005):

2t ©
- ij IS(‘P)Ag sen¥ d¥ da., (5.2)
41y ) J

onde R é o raio médio da Terra; y € a gravidade da Terra normal na superficie do
elipsdide de referéncia geocéntrico; v € o angulo geocéntrico, ou distancia esférica,
entre um ponto de interesse e o ponto utilizado na integragdo; S(¥) é o nucleo
esférico da integral de Stokes; o € 0 azimute em torno do ponto de calculo; g € a

gravidade da Terra real sobre o gedide; Ag € a anomalia da gravidade.
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Figura 5.1 — Relagdo entre V¥, d¥,dA e dS

O nucleo esférico de Stokes pode ser representado por uma expansao em série:

0

S(cos ¥) = Z ((2nn—+11)) P.(cos¥), para 0 < ¥ < , (5.3)

n=2
onde P, (cos ‘P) € 0 n-ésimo grau do polinébmio de Legendre.

Stokes utilizou uma aproximacao esférica e considerou inexistentes as massas
externas a superficie equipotencial.

A formulacdo de Stokes para determinacdo das ondulagcbdes geoidais nao
possuia solugdo quando na sua apresentagao, pois havia muitas areas onde nao
existiam medi¢des de gravidade. Estes locais eram principalmente nos oceanos. Na
pratica a integral de Stokes era resolvida a partir do truncamento do calculo além de
uma determinada calota de integragdo em torno do ponto de interesse.

A ondulagdo N é obtida pela soma da componente da ondulagdo geoidal
calculada N, com o erro de truncamento SN :

N =N, +oN. (5.4)

Foram propostas algumas modificagdes na féormula de Stokes para reduzir o
erro de truncamento. Estes erros sao resultantes da utilizacdo dos dados
gravimétricos em uma area limitada. Alguns fatores fizeram crescer o interesse pelas
modificagdes na integral de Stokes, representador por disponibilidade das
informacdes de longos comprimentos de onda do campo gravitacional global,

derivadas da analise das Orbitas dos satélites artificiais da Terra e representadas
pelos modelos de geopotencial (LOBIANCO, 2005, p. 41-42).
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O mesmo autor explica que os chamados modelos geopotenciais sao
expressos em termos de coeficientes das fungdes harménicas esféricos plenamente
normalizados, combinados com dados terrestres de gravidade na integral de Stokes.
Aqui a integral de Stokes € truncada pelo chamado esquema generalizado de
Stokes. Este processo minimiza o erro de truncamento devido ao fato de que sua
expansao em série comega em um grau mais alto onde os coeficientes de
truncamento sdo menores em magnitude.

Utiliza-se o esquema generalizado de Stokes para o calculo da separagao
entre o0 gedide e o elipsdide. Este esquema foi proposto por Vanicek & Sjoberg
(1991) e satisfaz a solugcédo do problema de valor de contorno da Geodésia quando é

formulado para um modelo de referéncia da figura da Terra mais elevado do que o

de segunda ordem (MARTINEC & VANICEK , 1996 apud LOBIANCO, 2005, p. 42).
De acordo com (GEMAEL, 1999, p. 144), Laplace e posteriormente Dirichlet
demonstraram que uma fungdo de posicdo sobre uma esfera pode ser expressa

através de uma série de harménicos esféricos:
F(v', x')_zzn”jp F(v, 2.)do , (5.5)

sendo que do é um elemento de superficie de uma esfera de raio igual a um.

Escolhe-se a fungdo anomalia da gravidade e considera-se uma esfera S de raio R:

N 2n +1
AQ = =T P(W)AQ.dS, 56
g HE_O 4R .f () Ag, (5.6)

onde Ag, € a anomalia da gravidade e ¥ € a distancia angular sobre S, entre os

pontos P(v',1') e o elemento de area dS (v, 1).

Fazendo algumas operagdes, encontra-se e expressao para a ondulagao total:

2n +1
4RRGJZ N+ 1p (1) AgdS . (5.7)

O termo

Z 2n + 1 P.(¥) = S(¥) (5.8)

€ conhecido como fungdo de Stokes e depende somente de ¥, sendo ¥ a

distancia esférica do elemento de area dS ao ponto de calculo. S(¥) pode ser

expresso por
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S(‘P) = cossec % +1-6sen % —-5cos¥Y -3cosV¥ Ioge[sen % + sen’ %} (5.9)
Assim a expresséo (5.3), fica representada:
_ 1
N= Lo .[ S(¥)Ag,ds (5.10)
S
A expressao acima pode também ser escrita:
n 271
:i”Ag S(¥)senw d dA . (5.11)
4G s
00
com
dS = R%sen¥ d¥ dA (5.12)
Pode-se utilizar coordenadas geograficas (,A) e obtém-se:
dS = R? cos ¢' do' d' (5.13)
Desta forma, a expresséao (5.6), pode ser escrita:
21 3
”Ag S(¥)cos ¢' do' d". (5.14)
0 —7r

Na expressao (5.14), N representa a ondulagdo do gedide no ponto P(¥,1) e (¢',1")
séo as coordenadas do elemento de area associado a anomalia da gravidade Ag'.

A integral de Stokes apresenta algumas dificuldades com relagdo a sua
aplicacao, assim, algumas modificagdes, restricoes e aproximagdes devem ser feitas
para que a integral de Stokes pudesse ser efetivamente aplicada. A primeira
modificacdo refere-se ao modelo utilizado por Stokes. Stokes utiliza um modelo de
aproximagao esférico. O elipséide de referéncia é tratado como uma esfera gerando
um erro relativo no valor absoluto da altura geoidal na ordem de 0,003N, sabendo que
o elipsdide e o modelo esférico diferem de uma quantidade da ordem do achatamento

terrestre (= 0,003). Como a ondulagéo N dificilmente excede o valor de 100 m em

todo o globo terrestre, a aproximacao pelo modelo esférico produzira um erro nao
superior a um metro na altura geoidal (HEISKANEN & MORITZ, 1985, p. 94).

A segunda modificagdo diz que a integracdo deve ser estendida por toda
superficie terrestre, mas existem varias lacunas nas areas oceanicas e em certas
regides continentais com relagdo ao conhecimento das anomalias da gravidade. Os

levantamentos gravimétricos, em maioria, conduzem a uma distribuicdo geografica
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nao-homogénea das estagdes de gravidade. Esta restricao é resolvida aproximando-
se a integral de superficie por um somatoério discreto dos valores da gravidade
(HEES, 1986 apud SANTOS & ESCOBAR, 2000).

Uma outra restricdo estabelece que para a aplicacdo do método de Stokes é
necessario que o potencial anémalo seja uma fungcdo harmdnica no espago exterior
as massas topograficas. Assim as massas externas ao geodide devem ser removidas.
O efeito da topografia pode ser minimizado através dos métodos de reducao dos
valores da gravidade ao nivel do geodide. Por outro lado, baseando-se na lei da
gravitacdo de Newton, Stokes (1849) ndo assumiu nenhuma hipétese a respeito da
distribuicdo interna das massas no gedide (SANTOS & ESCOBAR, 2000).

A quarta refere-se a consideragao do erro, causado pelo relevo acentuado. Em
regides de relevo acentuado o efeito indireto deve ser considerado, levando a
determinagdes geoidais precisas. A nao consideracdo deste efeito pode produzir
erros de até 10 vezes a altura geoidal (HEISKANEN & MORITZ, 1985, p. 94);

Por ultimo, considera-se o elipséide como o modelo de forma da Terra, Stokes
adotou como hipdteses dindmicas e geométricas, que haja coincidéncia dos
respectivos eixos de rotagao, centros de gravidade de massa e volume, potenciais de
gravidade na superficie, e das massas. O elipsoide adotado baseia-se na teoria de um
elipsdide equipotencial que engloba a massa total da Terra (incluindo a massa
atmosférica), com a mesma velocidade de rotacdo da Terra e atende as exigéncias
requeridas para a aplicagao da teoria de Stokes (SANTOS & ESCOBAR, 2000).

De acordo com (HEISKANEN & MORITZ, 1985, p. 101), a forma generalizada
da férmula de Stokes refere o gedide a um elipsoéide de referéncia menos particular,

apenas geocéntrico. A expressao € apresentada por:

_KAM AW | R
N="25 —G +4TEGJ-AgS(‘P)dc, (5.15)
em que

%=TO. (5.16)

representa o termo de grau zero no desenvolvimento do potencial perturbador.

AM =M; —M. é a diferenga entre a massa terrestre e a massa do elipsoide.
AW = W, — U, indica a diferenga entre o geopotencial no geoide e o esferopotencial

no elipsoide.
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O potencial perturbador é representado por:

_kAM | R
T=22" +4njAgS(T)dc. (5.17)

5.2 Desvio da vertical: formulas de Vening-Meinesz

A formula de Stokes permite o calculo das ondulagdes do gedide a partir das
anomalias da gravidade. Em 1928, Vening-Meinesz propés formulas similares para o
calculo das componentes do desvio da vertical, a partir das anomalias da gravidade
(HOFMANN-WELLENHOF & MORITZ, 2005, p.116).

Na Figura (5.2) pode-se notar um esbogo da superficie geoidal, do elipsoide de
referéncia, plano vertical e a normal elipsodidica. Se ¢ € a componente do desvio da

vertical neste plano, entao:

dN=-0ds. (5.18)
A expressao (5.18) pode também ser escrita da seguinte forma
0= _ON . (5.19)
ds
Na direg¢ao norte-sul, tem-se:
0=¢, ds =ds, = Rdo; (5.20)
e na direcao leste-oeste, tem-se:
O=n,ds=ds, =Rcosopdi; (5.21)
Normal
Vertical
& Gebide
o oee
P dN
ds
NI Vg
[o] ds | Elipséide
Pl

Figura 5.2 — Relagéo entre a ondulagédo do gedide e o desvio da vertical
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Para os termos ds, e ds,, sera usada a aproximagao esférica. Fazendo a

transformacdo de coordenadas esféricas para coordenadas elipséidicas e com o
elemento de arco sobre a esfera r = R, obtém-se para o elemento de arco ds, a

seguinte expressao:

(ds)* = (Rdp)’ + (R cos pdL ). (5.22)
Reescreve-se agora & e n, obtém-se:
__dN __10N
5= ds, R oo’ (5.23)
e
— dN _ 1 8N (524)

M= 74s, ~ Rcosg an’
que fornecem a relagdo entre a ondulagdo N do geodide e as componentes ¢ e n do

desvio da vertical.
5.3 Aplicacgao

Em principio, todas as redugdes da gravidade s&o equivalentes e devem
fornecer o mesmo geodide, incluindo o efeito indireto. Mas, existem restricdes para o
numero de redugdes. As principais restricdes sao (HEISKANEN & MORITZ, 1985, p.
151):

a) as redugdes devem fornecer anomalias da gravidade pequenas e suaves,

de modo que se pode interpolar facilmente;

b) as redugdes devem corresponder a um modelo com significado geofisico,

de modo que as anomalias resultantes possam também ser utilizadas para
fins de interpolagbes geoldgicas e geofisicas;

c) o efeito indireto n&o deve ser indiscriminadamente grande.

De acordo com o mesmo autor, as anomalias de Bouguer possuem
propriedades satisfatorias para interpolagado. As interpolagdes sao grandes, mas sao
suaves, e sado geofisicamente expressivas. Porém, a reducdo de Bouguer deve ser

excluida pelo fato de que o efeito indireto é excessivamente grande.
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Ao analisar a reducdo de Rudzki, vé-se que esta reducdo nao possui efeito
indireto sobre o gedide, porém muda o potencial fora da Terra. As anomalias de
Rudzki ndo possuem significado geofisico.

As reducgdes que envolvem condensagao de massas sédo simples de calcular,
pois possuem efeito indireto desprezivel. As anomalias de ar-livre sdo pequenas,
porém dependentes da topografia, tornam assim sua interpolagdo muito imprecisa.
As anomalias isostaticas cumprem as trés restrigdes indicadas. Estas anomalias sao
pequenas, suaves e independentes da topografia, de modo que s&o ideais pra a
interpolacao e extrapolagédo e também sao bem representativas. O efeito indireto das
anomalias isostaticas € moderado (HEISKANEN & MORITZ, 1985, p. 151-152).

A partir da analise feita acima, € possivel concluir que as anomalias de ar-livre
e as anomalias isostaticas sdo as mais convenientes para os calculos. As duas
anomalias oferecem vantagem e desvantagens. As anomalias de ar-livre sao faceis
de calcular e a desvantagem é que sao dificeis de interpolar. Ocorre o contrario com
as anomalias isostaticas.

De acordo com o mesmo autor, o trabalho para obter as reducdes isostaticas
nao é excessivamente pesado. Porém, os dados gravimétricos sdo escassos. Estes
dados devem ser processados que modo que fornegam a maior quantidade possivel
de informagdes e que sejam bem representativos.

A primeira aplicagdo em escala mundial da formula de Stokes, de acordo com
(GEMAEL, 1999, p. 151), foi efetuada em 1934 pelo finlandés Hirvonen. Em 1948,
seguiram-se as investigacdes de outro finlandés, conhecido como Tanni. As
investigacdes de Tanni estavam baseadas em uma grande quantidade de medidas
gravimétricas. Em 1952, Zongolovicii calculou o geoide, introduzindo, nas regides
gravimétricas desconhecidas, anomalias tedricas. O gedide calculado por
Zongolovicii leva o seu nome. Cita-se o trabalho de outro finlandés, Heiskanen, que
se valeu de observagdes e medi¢gdes gravimétricas em todas as partes do mundo.
Pode-se também lembrar sobre a existéncia de muitos outros trabalhos, cuja diregao
esta voltada para a aplicagao da integral de Stokes.

Dentre os trabalhos realizados na determinagado do geoide para a América do
Sul pode-se citar (BLITZKOW & SA, 1982), (BLITZKOW, 1996), (FONTE, et al.
1997), (FISCHER, 1969) e (SA, 1993).
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5.3.1 Calculo das Ondulagdes do Gedide pelo método dos zonais

De acordo com (GEMAEL, 1999, p. 151), algumas consideragdes devem ser
aplicadas. Considera-se a superficie terrestre dividida em zonas esféricas que
admitam como pélo e estagcdo gravimétrica P na qual se quer calcular a ondulagéo
geoidal N. Denomina-se por AN a cota de ondulagao nessa estagao. O parametro AN
é resultante da influéncia de uma zona esférica delimitada pelas distancias polares ¥,
eVY,.

AN é dada pela expresséo:

Yy
AN = RBoag J F(¥)dw (5.25)
Yy
Resolve-se a integral:
¥y
IF(‘P)d‘P = o(¥,)- o(¥,). (5.26)
ke
Portanto,
AN = %Ag [o(w,)- (¥, ). (5.27)

A fungdo ®(¥) foi tabelada por Lambert e Darling, desde ¥ =0 até

Y =180°, e é representada por:

b4
o(¥) = I F(¥)dy = & [1 +4senX _cosw — 6sen? X — L (sen’w) +
0 2 2 2 4
32 Yooz ¥
5 sen ‘Ploge(sen 5 + sen 2)} (5.28)
A contribuicdo em P das n zonas é dada
_RY _
N=8 ;Agi[cb(wm) o(¥,)], (5.29)

onde Ag, representa a anomalia média de uma zona.
O método das zonas, apesar de oferecer a vantagem de estar a funcédo ®(V)

tabelada, oferece um inconveniente representado pelo fato de que, as anomalias
médias representativas de cada zona sao peculiares a cada estagao na qual se quer

calcular a ondulagao geoidal N.
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5.3.2. Calculo da ondulagao do gedide pelo método dos quadrados

O procedimento adotado no método dos quadrados, de acordo com
(GEMAEL, 1999, p. 153), busca contornar o inconveniente do método das zonas. O
método dos quadrados, no qual a superficie da Terra € dividida por paralelos e

meridianos em quadrados. Quando se faz S(¥) = 2f(¥), a ondulagdo do gedide

pode ser escrita da seguinte forma:

R
N=—-|Agf(¥ . .
2nGI gf(¥)do (5.30)
Substituindo a integral por uma soma infinita de termos, temos que
__R N
N=5"= EH f(¥)Ag,q; , (5.31)

em que Ag representa a anomalia média do quadrado, ¥ a distancia angular do
ponto no qual se quer calcular N ao centro do quadrado, q; a area desse quadrado e

n o numero de quadrados.

Fazendo a seguinte substituicio:

-C, (5.32)

C. é chamado coeficiente de Stokes.
O coeficiente de Stokes independe do campo da gravidade e pode ser
calculado a priori para cada ponto em estudo.
Adotando valores médios para R e G, obtém-se
C, = 1035qf(¥) (5.33)
A area do quadrado pode ser calculada usando a seguinte expressao:
g = 2AAsenA¢g cos ¢,,, (5.34)
com Ag e AL definindo a amplitude do quadrado de latitude meédia o, .
A fungdo f(¥) é obtida, calculando-se a distancia esférica do ponto em estudo

ao centro de cada quadrado. Essa distancia pode ser obtida graficamente ou

analiticamente.
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5.3.3 Produto final dos calculos da ondulagao geoidal

A superficie da Terra é dividida por paralelos e meridianos; assim uma
representacdo do mapa-mundi adota a divisdo em quadrados. Neste mapa-mundi
sdo inscritos os coeficientes de Stokes previamente calculados. Tendo como base
os dados gravimétricos observados e medidos, avalia-se a anomalia média da
gravidade de cada quadrado. O produto proporciona a contribuicdo de cada
quadrado e a somatoria destas conduz a ondulagdo do gedide no ponto

considerado. E possivel fazer atualizacdes permanentes.

5.3.4 Truncamento da Integral de Stokes

Os fatores que caracterizam o campo gravitacional da Terra sdo fundamentais
e essenciais na determinacdo do gedide através da gravimetria (GEMAEL, 1999, p.
156). As medicdes gravimétricas conduzem ao conhecimento detalhado do campo
da gravidade. Mas o campo da gravidade ainda ndo € bem conhecido, pois existem
grandes lacunas nos oceanos € em certas areas continentais. Mesmo em regides
onde os dados gravimétricos sdo abundantes, depara-se com o inconveniente da
irregularidade na distribuicdo das estagdes. Portanto, nas aplicagdes da integral de

Stokes, limita-se a integragdo a uma calota o, de raio esférico'¥,. Os valores da

ondulacdo geoidal N sao distorcidos na parte da regido que foi negligenciada.

Representa-se por dN a influencia das zonas negligenciadas.

\Pg 27

_ R
N = 4TcG.[ IAgS(‘P)sen‘P d¥ dA + dN (5.35)
0 0
com
n  2n
_ R
dN = 4TcG,[ ng S(¥)sen¥ d¥ dA . (5.36)
¥, 0

Este erro dN pode ser estimado. Molodenskii (1936) deduziu a seguinte formula

para estimativa desse erro de truncamento da integral

_R Y
dN = % ZQnAgn, (5.37)

n=k+1
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onde Ag, é harmonico de superficie de grau n no desenvolvimento da anomalia da

gravidade no ponto de calculo e k o grau de truncamento de S(¥):

Ag = ZAgn (5.38)
IS sen‘P dv, (5.39)

onde Q, s&o conhecidos como coeficientes de Molodenski e s6 dependem de ¥,
raio esférico da calota o, e podem ser calculados por varios processos.

O erro médio quadratico de um valor médio de dN ¢é estimado por:

dN’ g’} = 462 Zancn , (5.40)

onde c, é a variancia de grau da anomalia, e € representada pela seguinte expressao:

¢, = Elag?) = Zn:(éznm . Eznm), (5.41)

m=0
a e b representam os coeficientes plenamente normalizados no desenvolvimento de

Ag em harmdnicos esféricos.

5.4 Requisitos dos Dados Gravimétricos

Teoricamente as anomalias de gravidade devem ser conhecidas em todos os
pontos da superficie terrestre, porém, na pratica, basta uma rede gravimétrica densa
ao redor dos pontos de calculo e uma distribuicdo uniforme de medidas da
gravidade. Outro requisito € que as anomalias da gravidade devem ser levadas ao
mesmo sistema (HEISKANEN & MORITZ, 1985, p.152).

As medidas absolutas da gravidade por meio de péndulos sdo muito
laboriosas. Prefere-se, entdo, as medidas relativas da gravidade que podem ser

encontradas com precisdo de +1uGal ou mais, e com gravimetros. As medidas

relativas de gravidade devem ser tomadas de tal forma que se refiram a um sistema

gravimétrico mundial uniforme.



6 DETERMINAGAO DO DESVIO DA VERTICAL

O desvio da vertical 6 num ponto P da superficie da Terra de acordo com a
teoria de Molodenskii € o angulo que a vertical no ponto P forma com a normal do
ponto correspondente do Geodide (Figura 2.1) (GEMAEL, 1999, p. 270).

O calculo do desvio da vertical ndo é feito diretamente. Utilizam-se como

ferramentas suas componentes £ e mn, chamadas respectivamente de componente

meridiana e componente 1° vertical (Figura 6.1).
O desvio da vertical possui fundamental importancia nos calculos geodésicos
(FEATHERSTONE & RUEGER, 2000, p. 50 apud ZANETTI, 2006, p. 20) que s&o:
a) transformacao entre coordenadas astronémicas e geodésicas;
b) transformacgao de azimutes astronémicos ou azimutes determinados com
giroteodolito em azimute geodésico;
c) redugdo de diregdes horizontais e angulos medidos ao elipsdide;
d) reducgdo dos angulos zenitais medidos ao elipsodide;
e) reducgdo das distancias inclinadas medidas eletronicamente ao elipséide,
através de angulos zenitais;
f) determinagdo de diferencas de altura a partir de angulos zenitais e

distancias inclinadas.

Equador

Figura 6.1 — Componentes do desvio da vertical, e 1
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Atualmente s&o utilizados quatro meétodos de determinagédo do desvio da
vertical. O método astro-geodésico € o mais conhecido. Neste método as
componentes do desvio da vertical sdo obtidas através de coordenadas
astronbmicas e geodésicas em um mesmo ponto. Inicialmente restrito a areas
continentais, mais tarde permitiu-se a revitalizagdo do método com o
desenvolvimento da tecnologia em sensores de imagem (CCD). Usando esta
tecnologia de visualizagédo de estrelas e um receptor GPS é possivel determinar o
desvio da vertical, em tempo real, através de uma camera digital zenital. Este
método é capaz de trazer resultados absolutos (HIRT, 2004 apud ZANETT]I, 2006, p.
21).

Outro método para a determinagcdo do desvio da vertical € o método
gravimétrico, onde o desvio da vertical € obtido em fungdo das anomalias da
gravidade, através da formula de Vening-Meinesz. Ao contrario do desvio astro-
geodésico, o desvio gravimétrico independe das coordenadas do datum. O método
gravimétrico leva ao desvio da vertical através de medi¢des da gravidade valendo-se
das férmulas de Vening-Meinesz.

Um terceiro método de determinacdo do desvio da vertical € o método astro-
gravimétrico que conjuga determinagdes astrogeodésicas do desvio da vertical com
as correspondentes determinagdes gravimétricas. O método astro-geodésico
determina o desvio da vertical necessario para obter N, comparando coordenadas
geodésicas com astronbmicas. Este método acha-se restrito as areas continentais
(GEMAEL, 1999, p. 177).

Um quarto método para a obtengdo do desvio da vertical é através da
utilizacdo de Sistemas de Posicionamento Global e Sistemas de Posicionamento
Local (GPS e LPS) em se aplica o Problema de Procustes simples para o calculo do
desvio da vertical (GRAFAREND & AWANGE, 2000).

6.1 Integral de Vening-Meinesz

O método gravimétrico proporciona o desvio da vertical através da integral de
Vening-Meinesz, derivadas da integral de Stokes (GEMAEL, 1999, p. 149).

O desvio da vertical em um ponto mede a inclinagdo do gedide em relagao ao
elipséide de referéncia. Consideram-se dois pontos P e P' cujas ondulagdes difiram

de AN = N'-N; se a distancia s, que separa os dois pontos for convenientemente
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pequena, pode-se definir um “desvio médio” entre ambos: A—SN; ou, quando P' tende

dN
ds

figura n' é a projecao da normal de P sobre o plano vertical de P que contém P'e de

para P, um “desvio local”: , de acordo com a Figura (6.2). Nota-se que nesta

azimute A. O angulo 0 representa a coordenada do desvio sobre o mencionado
plano.

Fazendo o azimute A = 0°, tem-se (figura 6.2):

_dN

dx ’

onde dx esta sendo contado positivamente para o norte; o sinal negativo é

0=¢= (6.1)

convencional, visando apenas a coeréncia com a definicdo astrogeodésica do

desvio.
Normal
Vertical‘

¥ Gedide

.\ _F_______d_———‘_

\P_—16=8 dN -

— \ s=dx X (NOI‘le)

!
\
\

N Vg

=] ds | Elipsoide
- P’ -

Figura 6.2 — Componente norte-sul ou componente meridiana

Introduzindo a expressao que representa a féormula de Stokes:

_ 1
N=, Lo IS(‘P)AngS, 6.2)
S
e substituindo na (6.1), tem-se:
__dN_ 1 dS(y)
5= "dx = 47RG ,[Ags ax 95 6:3)
S
Da figura (6.2):
dx = RdV¥ sec A, (6.4)

escreve-se:

__dN_ 1 ds()
€ = dx - A7RG jAgS 99 cos AdS. (6.5)
S
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Procede-se da mesma forma com A = 90°, figura (6.3):

Normal
Vertical \
¢ Gedide
3\ e AN -
) \,TE'—f 9$=dde =Y (Leste)

'-.\
\

N Vg

- [e] ds |  Elipsoide
e — P’ -

Figura 6.3 — Componente leste-oeste ou componente 1° vertical

dN 1 ds(¥)
= 2N = _ A senA dS. 6.6
R VR S (6.6)

Exprimem-se as componentes do desvio da vertical £ e n em segundos de

arco (introduzindo o fator p = 206.264,8), fazendo

S(v) = 2f(¥), (6.7)
o\ dS(¥®) L df(¥) .
S'(¥) = a) - 2= =2 (W) (6.8)
e lembrando a expresséo:
dS = R%sen¥WdW¥dA, (6.9)
obtém-se:
w = 2n
n__ p []
"= —ZRGJ. J.Agf (¥)sen'Pd¥ cos A dA, (6.10)
0 0
e
w O 2n
n'= - P j JAg f'(¥)sen?d¥ senA dA. (6.11)
21G ) )

O sinal (") nas expressdes (6.10) e (6.11) significam que as medidas estéo

em segundos.
As férmulas sdo conhecidas com o nome de férmulas de Vening-Meinesz.
Estas expressdes também podem ser escritas em funcdo de coordenadas

geograficas, utilizando a expresséao:
dS = R? cos ¢' do' dA', (6.12)



138

Sendo (¢',)') as coordenadas da estagdo de anomalia Ag:

% 27
£ = _ZP_I ng (¢', 1 )f' (¥)cos A cos ¢' do' d), (6.13)
71[ 0
n g 2n
n' = _2p_ J' IAg(q)',x')f' (¥)senA cos ¢'do'd'. (6.14)
-n 0
2

As integrais de Vening-Meinesz, ao contrario da férmula classica de Stokes,

nao impoem restricdes ao elipsodide de referéncia.
6.2 Aplicagao

As determinagdes gravimétricas do desvio da vertical obtidas nos ultimos
anos nao se valeram do campo da gravidade estendido a total superficie terrestre.
No século passado, o problema da determinagcdo da gravidade nos oceanos era
encarado como praticamente insoluvel. Somente apos as expedigbes de Vening-
Meinesz é que a formula da Stokes adquiriu funcionalidade (GEMAEL, 1999, p. 158).

6.2.1 Contribuicdo da Regiao Vizinha

Na férmula de Stokes, tém-se as fungdes:

Z 2n + 1 P.(¥ (6.15)
e
F(¥) = %sen‘P s(w). (6.16)
A derivada de (6.16):
b 4
cos -
f'()=1|-——2 _3cosL 1 5sen¥ + 3sen? log sen -
2| ogenz ¥ 2 2

2
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3(1 + 2sen \g)
+ sen? %—cotg%cos‘l’ (6.17)
2(1 + sen lP)
2
A expressao (6.17) é utilizada nas integrais de Vening-Meinesz.
Na primeira aproximacao, para valores pequenos de Y, resulta:
' -1.
' ~ =1
f'(¥)sen¥ ~ ¥ (6.19)

As expressodes (6.18) e (6.19) tendem para o infinito quando ¥ tende para
zero; assim, as integrais de Vening-Meinesz ndo podem ser aplicadas nas regioes

vizinhas da estacao, e devem ser substituidas por

" 2
per= 2 30 |olag) (6.20)
2G 4R | oy
" 2
At =P | 430 olag) (6.21)
2G 4R ) 0ox
sendo, ryp raio de um circulo; a(aAg) e 6(8Ag) os gradientes horizontais da anomalia
y X
da gravidade dentro do circulo de raio ro. O gradiente@ esta na direcao leste-
y
oeste e @ esta na direcao norte-sul.
X

Tem-se entao:

a(Ag) — AQS _Agn (6 22)
OX 2r, '

oAg)_ A=A (6.23)
oy 2r,

Substituindo (6.22) e (6.23) em (6.21) e (6.20), respectivamente; e substituindo

o valor de G por um valor médio (por exemplo: 980 000 mGal) e ainda desprezando

0 segundo termo do colchete:

AE"— 0,1052r08(Ag), (6.24)
X
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A = 2105570149) 05258@9). (6.25)

A precisdo das expressbes (6.24) e (6.25) pressupde que o gradiente

horizontal no interior do circulo de raio ro € constante. Em cada caso adota-se uma

média ponderada dos gradientes calculados. Observando a figura (6.4), obtém-se
para o gradiente horizontal da anomalia da gravidade na dire¢ao norte-sul:

G(Ag) _ (AQS — AQN AQSE — AgNE ' A980 — AQNO -j 1

p+ p+
% p+p'+p

. (5.26)
2r, 1414r, 1414r,

Adotando os seguintes pesos p=1 (gradiente central) e p=0,5 (gradiente
lateral), e substituindo na expressao (6.26), as expressodes (6.24) e (6.25) podem ser
rescritas da seguinte forma:

AE" = 0,02625(A s — Ay ) +0,01856(A jse~Agne + Agso — Agno ), (6.27)
A" = 0,02625(A 5 — Age )+ 0,01856(A50Agse + Agno — Ague )- (6.28)
Portando, uma rede gravimétrica densa em torno da estagcdo e um raio

suficientemente pequeno fornecem uma maior precisdo para a contribuicdo da
regido vizinha (GEMAEL, 1999, p.160).
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Figura 6.4 - Método dos trés gradientes
Fonte: (GEMAEL, 1999, p.160)

6.2.2 Contribuigdo da regido proxima

A realizagao dos calculos para a contribuicdo da regiao proxima deve obedecer
um limite de 350 km. A contribuicdo para o desvio da vertical sera calculado através
das férmulas de Vening-Meinesz (GEMAEL, 1999, p. 161).

Relembrando as féormulas:
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p '
257G J. IAgf (v)senydy cos AdA
0

(2"= —

0

27

n'= _p—G.[ IAgf y)senydysenAdA .

Figura 6.5 — Raios de Azimute A, e A, ;.
Fonte: (GEMAEL, 1999, p.161)
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(6.29)

(6.30)

A figura (6.5) permite a reformulagdo das integrais de Vening-Meinesz.

Considerando a regidao préxima divida em compartimentos por meio de circulos

concéntricos e radiais que partem desse centro, tem-se:

de" =

2nG Icos AdA J- Agf' (y)senydy ,

Vi

dn"= - 2nG IsenAdAJAgf )senydy ,

Vi

onde,

Ag anomalia média da gravidade do compartimento;

(6.31)

(6.32)

d&" e dn" representa a contribuigdo de um compartimento da zona de amplitude

(¥,,,,"¥,), delimitado por raios de azimute A, e A,.

O método de Rice considera a componente meridiana & do desvio da vertical

de acordo com a direcao radial de azimute A:
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o 8 [25’@)] dAIAgf'(\p)dq;. (6.33)

cosA

Para perceber a contribuigdo de um compartimento, fixa-se os limites da
primeira integral de expressdo (6.33), de forma que A, ,+A, =10°. Assim, a

primeira parte da expressao:

pu B pu & B
(ZRGM dA = (2@)(180} — 0,00584055 . (6.34)

Substituindo (6.34) em (6.33), resulta:

Vit

dé = 0,00584055 f Agf' (¥ )sen¥d¥ . (6.35)
2
Fazendo:
Ag =1mGal; (6.36)
dg = 0,001", (6.37)

Obtém-se o seguinte resultado:
Af' (y)sen¥d¥ = 0,1712168 . (6.38)

E possivel avaliar a anomalia média de cada compartimento radial do desvio
(dg) da vertical. Para isto, Rice (1951) calculou tabelas que fornecem valores em
material transparente representando as zonas e os compartimentos. Sobrepondo

estes valores em uma carta de isoanbmalas na mesma escala, avalia-se d§.
Multiplicando d& por cos(A), obtém-se d&. d& é a contribuigdo do compartimento &

componente meridiana do desvio da vertical. Mas, multiplicando d¢ por sen(A),
tem-se a contribuicdo do compartimento a componente primeiro vertical dn.

O método de Kasanski propdée uma divisdo que fornece as contribuicdes

dé = 0,001" por miligal da anomalia média. Ao contrario do método de Rice,

Rasanski adotou linhas radiais que ndo sao igualmente espagadas.

As linhas radiais no método de Kasanski respeitam a condigéo:
sen(A, )—sen(A,) = % (6.39)
Os raios dos circulos seguem a definicdo de uma progressédo geométrica de

razao % Para obter um outro raio em fung&o do primeiro (r,), adota-se a seguinte

expressao:
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127\
ri = r.] [Wj . (640)

O método de Kasanski possui uma desvantagem em relagdo ao método de
Rice. Aquele exige a avaliagcdo da anomalia média dos compartimentos duas vezes,

pois para o calculo da componente primeiro vertical n o gabarito deve ser invertido

(GEMAEL, 1999, p.163).

6.2.3 Contribuicdo da regido distante

O calculo do desvio da vertical pelo método gravimétrico na maioria das
vezes, ndo leva em consideracéo as regides distantes (GEMAEL, 1999, p.164).

O método gravimétrico leva ao desvio da vertical através de medicbes da
gravidade e utiliza as integrais de Vening-Meinesz. As medigdes da gravidade
devem compreender a total superficie terrestre, para que o erro seja ainda menor e
forneca resultados de confianga (GEMAEL, 1999, p.177).

Utilizar-se-a aqui o método astrogravimétrico, que representa uma poderosa
ferramenta para a interpolagéo quando se aplica as formulas de Vening-Meinesz. O
meétodo astrogravimétrico representa uma combinagao dos meétodos astrogeodésico
e gravimeétrico.

Para o calculo do desvio, levando em consideragcdo as regides distantes,
consideremos uma regiao s gravimetricamente conhecida e no seu interior delimita-

se uma sub-regiao sg, conforme figura (6.6).

Figura 6.6 — Regibes S, s, sub-regiao sy, estagbes A e B
Fonte: (GEMAEL, 1999, p.178)
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Definido-se por S a regido exterior a s, tem-se que em S o campo da
gravidade é desconhecido, impossibilitando perceber a influéncia sobre as estagdes
A e B situadas na sub-regido so. Admitindo-se que a influéncia da regido S seja
semelhante sobre ambas; ou admitir que tal influéncia varie linearmente no interior
da sub-regiao so.

Considera-se entao, que a influéncia da regiao distante S é semelhante a

influéncia total (s+S), menos a influéncia da regido s, determinaveis por via

astrogeodésica e gravimétrica, respectivamente(GEMAEL, 1999, p.178).

A formula que proporciona o desvio interpolado ou astrogravimétrico no ponto

[la—ia(s)a _ [la-ia(s)}b
d + d : (6.41)

A expressao (6.41) esta em fungédo dos desvios gravimétricos nos pontos P, A

i =1,(s)+

e B, considerando apenas a influéncia da regiao proxima s e em fungao dos desvios
astrogeodésicos em A e B.

Generalizando, para um ponto qualquer P(x,y) localizado na sub-regido sy,
tem-se:

i,(S) =ip-ip(s) = Ax + By + Cz. (6.42)
Ocorrendo mais de trés pontos (n > 3), na sub-regido so, 0s parametros A, B

e C podem ser estimados pelo método dos minimos quadrados que proporciona as

equacgdes:
inzA + inyiB + inC + Z:xili =0, (6.43)
D yB+Y yC+>yl =0, (6.44)
nC+>1 =0, (6.45)
onde

| =i-i(s); comi=(12...,n).

Obtém-se entéo:
ip =i, (s)+Ax+By+C, (6.46)
sendo os parametros A, B e C sao considerados constantes na sub-regido s
(GEMAEL, 1999, p.179).



7 CONCLUSAO E RECOMENDAGOES

7.1 Conclusao

O desenvolvimento do trabalho oferece um embasamento tedrico, pois a
literatura Geodésica nao dispde de trabalhos de facil compreensao para o ensino de
Geodésia Fisica nesses cursos.

O trabalho contribui metodologicamente no ensino da Geodésia Fisica dos
cursos de graduagao, pois promove a apresentacdo dos conceitos de forma
sistematizada e organizada.

O estudo detalhado dos conceitos e propriedades que envolvem a
determinagao do gedide proporcionam o entendimento progressivo do assunto.

Os métodos para a determinagdo das ondulagbes do gedide possuem
vantagens e desvantagens. Uma possibilidade a ser considerada € que estes
métodos devem ser encarados como complementares. Portanto, € importante
verificar os principios de cada um e verificar as melhores condigbes de
aplicabilidade. Além disso, é coerente estudar as possiveis combinacdes desses
meétodos.

Os conceitos relacionados a teoria do potencial representam base
fundamental para o entendimento e determinagédo das ondulagdes geoidais.

Os conceitos relacionados ao campo gravitacional da Terra real, 0 campo
gravitacional da Terra normal, potencial perturbador, anomalia da gravidade e
reducdes gravimeétricas sdo fundamentais na elaboragao da estrutura que define os
passos para a determinagao das ondulagdes geoidais.

As ondulagdes geoidais sao obtidas por meio da aplicagdo da formula de
Stokes, definida em fungdo das anomalias da gravidade para o modelo esférico da
Terra. No sentido de um posicionamento planimétrico, a superficie do geodide néo é
util, pois o gedide é uma superficie que nédo esta definida matematicamente. No
entanto, sendo uma superficie de nivel é ideal como referencial altimétrico e é usada
para a representacao da topografia terrestre e do mar.

Vening-Meinesz propds férmulas similares para o calculo das componentes

do desvio da vertical, a partir das anomalias da gravidade. O célculo do desvio da
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vertical ndo é feito diretamente. Utilizam-se suas componentes £ e mn, chamadas

respectivamente de componente meridiana e componente 1° vertical. O método
gravimetrico proporciona o desvio da vertical através da integral de Vening-Meinesz,

derivadas da integral de Stokes.
7.2 Recomendacgoes

Recomenda-se o estudo detalhado da superficie do co-gedide, que neste
trabalho somente foi citado superficialmente.

Recomenda-se o estudo do erro de truncamento. A diminuigcdo do erro de
truncamento pode ser conseguida através da redu¢cdo da magnitude ou o aumento
da taxa de convergéncia dos coeficientes de truncamento. Os métodos para a
reducao do erro de truncamento nos calculos do gedide, consistem na modificagao
do nucleo da integral de Stokes e podem ser definidos como: deterministicos,

estatisticos e estocasticos. Este estudo pode ser aprimorado com o auxilio das

seqguintes obras: Wenzel (1982), Sjoberg (1991), VANICEK e Sjoberg (1991).
Recomenda-se a efetiva realizagdo dos calculos relacionados a aplicagao
pratica da determinagéo do geodide pela integral de Stokes.
Recomenda-se a efetiva realizagdo dos calculos relacionados a aplicagao

pratica das ondulagdes do gedide através das férmulas de Vening-Meinesz.
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