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Resumo

Neste trabalho apresentamos os conceitos de loop transversal, anel centralizador

e S-anel de um grupo de permutação. As conexões entre esses três tópicos foram

obtidos por Kenneth W. Johnson em [6, 7], onde ele adaptou os resultados de Schur

e Wielandt de “S-anéis sobre grupos”para “S-anéis sobre loops”.
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Abstract

In this work, we present the concepts of loop transversal, centralizer ring and

S-ring over a permutation group. The connection between these three subjects was

obtained by Kenneth W. Johnson, where he translated the results of Schur and

Wielandt on “S-rings over groups”to results on “S-rings over loops”.
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Introdução

O conceito de loop transversal é devido à Baer, que em [1] mostrou como loops

surgem da generalização de grupos quocientes quando flexibilizamos a exigência da

normalidade do subgrupo, ou seja, se um grupo G com um subgrupo H tem uma

decomposição em classes laterais à direita de H, G = He ∪Hx1 ∪Hx2 ∪ ... onde e

é o elemento identidade, então é sempre posśıvel definir uma relação binária sobre

o transversal T = {e, x1, x2, ...}. Em certos casos essa operação binária torna T um

loop, e chamaremos T de loop transversal. A questão da existência ou não de tais

loops transversais está intimamente ligada às propriedades dos grupos envolvidos.

Além disso, podemos considerar a questão inversa: todo loop pode ser considerado

como um loop transversal de algum grupo G por um subgrupo H?

O anel centralizador de um grupo de permutação aparece em muitos contextos,

como por exemplo na teoria de representação de grupos clássicos sobre corpos finitos

ou infinitos onde eles são chamados anéis de Hecke. A estrutura do anel centralizador

de um grupo de permutação transitiva finito está estreitamente relacionada com a

estrutura algébrica do transversal do estabilizador de um ponto. Em [10, 11], Schur

considerou a situação onde um grupo de permutação agindo sobre um conjunto

finito Ω tem um subgrupo regular H. Neste caso Ω pode determinar a estrutura

do subgrupo H e o anel centralizador de H é isomorfo ao subanel do anel de grupo

ZH que é chamado de S-anel sobre H. Schur usou isto em sua investigação sobre

os B-grupos, isto é, os grupos de Burnside. Existe uma crescente conexão com anéis

centralizadores de grupos de permutação com combinatória e teoria de códigos. O

leitor interessado pode consultar [2, 5].

O estudo a respeito dos S-anéis surgiu com Schur [10, 11] e Wielandt [15, 16], e

mais tarde foi continuado por Tamaschke e Scott, veja por exemplo [13, 14]. Em [12],

Scott formalizou os trabalhos de Schur. Nesta dissertação os resultados de Schur e

Wielandt à cerca de “S-anéis sobre grupos”são adaptados para “S-anéis sobre loops”.
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Caṕıtulo 1

Pré - Requisitos

Neste caṕıtulo relembramos alguns resultados e conceitos clássicos da teoria de

grupos e de loops que serão necessários no decorrer deste trabalho. Para maiores

detalhes o leitor interessado pode consultar [3, 4, 9].

1.1 Quasigrupos e Loops

Quasigrupos podem ser definidos combinatorialmente ou equacionalmente. Com-

binatorialmente temos a seguinte definição.

Definição 1.1.1. Um quasigrupo à direita (à esquerda) é um conjunto Q com uma

operação binária (·) tal que para todo x, y ∈ Q a equação a · x = y (x · a = y) tem

uma única solução a ∈ Q. Um quasigrupo à direita e à esquerda é chamado um

quasigrupo.

A definição equacional de quasigrupo descreve-o como álgebra universal com

operações de multiplicação (·), left-division (\) e right-division (/).

Definição 1.1.2. Um quasigrupo (Q, ·, \, /) é um conjunto Q com três operações

binárias (·), (\), (/) que satisfazem as seguintes identidades:

(1) y \ (y · x) = x;

(2) (x · y)/y = x;

(3) y · (y \ x) = x;

(4) (x/y) · y = x.

A proposição seguinte mostra a equivalência dessas definições:
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Proposição 1.1.3. O quasigrupo (Q, ·, \, /) é um quasigrupo equacional se, e so-

mente se, (Q, ·) é um quasigrupo combinatorial.

Prova: Sejam x,z ∈ Q e considere a equação:

x · y = z. (1.1.1)

Tomando y = x \ z e usando a equação (3) temos: x · (x \ z) = z. Assim, a equação

1.1.1 tem solução para y = x \ z. Seja y′ outra solução de 1.1.1. Então

y = x \ z = x \ (x · y′) = y′.

Logo, a solução x \ z é única.

Reciprocamente, suponhamos que (Q, ·) é um quasigrupo combinatorial. Para cada

x, y ∈ Q, defimos x/y como sendo o único elemento de Q que satisfaz a equação (4):

(x/y) · y = x,

e defina y \ x como sendo a única solução de (3):

y · (y \ x) = x.

Isto define (/) e (\) como operações binárias em Q. Portanto, (Q, ·, /, \) é um

quasigrupo equacional. 2

A tábua abaixo é de um dos menores quasigrupos, cuja ordem é 3:

· 1 2 3

1 1 2 3

2 3 1 2

3 2 3 1

Definição 1.1.4. Um loop é um quasigrupo Q com um elemento identidade e tal

que e · x = x = x · e, para todo x ∈ Q.

Usaremos a justaposição ao invés de (·).
Segue direto da definição que num loop Q todo elemento é invert́ıvel. Para

x ∈ Q, o inverso à esquerda xλ de x é o único elemento de Q satisfazendo xλx = e.

Analogamente, o inverso à direita xρ de x é o único elemento de Q satisfazendo

xxρ = e. Se xλ = xρ então x−1 = xλ = xρ é chamado inverso de x. Por exemplo,

grupos são exatamente loops associativos.
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Considere (Q, ·) um loop qualquer, então os cancelamentos à direita e à esquerda

são válidos em Q. De fato, sejam x, y, z ∈ Q tais que xy = yz. Como Q é um loop,

existe um único w ∈ Q tal que yw = e. Logo, de xy = zy temos xyw = zyw, ou

seja, x = z. Analogamente mostra-se que xy = xz implica que y = z.

Um quadrado latino de ordem n é um quadrado n×n preenchido com n diferentes

śımbolos de tal maneira que esses ocorrem no máximo uma vez em cada linha ou

coluna. A tábua de Cayley ou tábua de multiplicação de um loop (ou quasigrupo)

finito é um quadrado latino.

Em um loop qualquer (Q, ·), definimos as translações à direita R(x) e à esquerda

L(x) por:

R(x) : y 7→ yx L(x) : y 7→ xy

para todo y ∈ Q. Na teoria de loops, é comum escrever a função à direita de seus

argumentos.

A definição de loop finito é equivalente a afirmação de que R(x) e L(x) são

bijeções de Q, para todo x ∈ Q. As translações à direita, por exemplo, são injetoras

já que vale o cancelamento em Q, e também sobrejetoras, pois se y ∈ Q a definição de

quasigrupo assegura a existência de z ∈ Q tal que zx = y. Portanto, o conjunto das

translações à direita e à esquerda gera um grupo M(Q) chamado grupo multiplicativo

de Q, que é um subgrupo do grupo simétrico no conjunto Q. Assim:

M(Q) =< R(x), L(x); x ∈ Q >.

Definição 1.1.5. Um subloop P de um loop (Q, .) é um subconjunto de Q que, sob

a operação binária herdada é também um loop.

Desde que, para cada p ∈ P a equação px = p tem solução única em Q, segue

que o elemento identidade de P e de Q são os mesmos.

Definição 1.1.6. Sejam Q1 e Q2 loops. A função f : Q1 → Q2 é um homomorfismo

de loops se satisfaz f(xy) = f(x)f(y), para todo x, y ∈ Q1. Além disso, quando o

homomorfismo f é bijetora dizemos que f é um isomorfismo.

1.2 Ação de Grupo em um Conjunto

Nesta seção apresentamos o conceito de ação de grupo com alguns resultados e

definições que decorrem deste. Apesar de clássica, a ação de grupo sobre um conjunto
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será uma ferramenta fundamental neste trabalho.

Definição 1.2.1. Sejam G um grupo e X um conjunto. Uma ação de G em X é

uma função:

ϕ : G×X −→ X

(g, x) 7−→ gx

tal que para todo x ∈ X e para todo g, h ∈ G:

(1) ex = x

(2) (gh)x = g(hx)

onde e é o elemento neutro de G.

Exemplos: (1) O grupo simétrico Sn age no conjunto {1, 2, . . . , n}.
(2) Seja G um grupo e X = G. A função:

ϕ : G×X −→ X

(g, x) 7−→ gxg−1

é uma ação de G em G chamada ação por conjugação.

Considere o grupo G agindo num conjunto X e x ∈ X. Para cada x ∈ X,

podemos definir dois importantes subconjuntos: a órbita e o estabilizador de x.

A órbita de x, denotada por O(x), é o conjunto:

O(x) = {gx; g ∈ G} ⊂ X.

Nessas mesmas condições, o estabilizador de x, denotado por Gx, é o subgrupo de G:

Gx = {g ∈ G; gx = x}.

Se para algum x0 ∈ X tivermos Gx0 = G, dizemos que x0 é um ponto fixo pela

ação de G.

Se H é um subgrupo do grupo G então denotaremos por [G : H] o ı́ndice de H em

G, isto é, o número de classes laterais de H em G. O resultado seguinte é bastante

conhecido na teoria de grupos sobre conjuntos. Uma demostração pode ser vista em

[9, Teorema 3.19].

Teorema 1.2.2. Se o grupo G age sobre um conjunto X e x ∈ X então |O(x)| =

[G : Gx].
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Definição 1.2.3. Uma ação de um grupo G num conjunto X é dita transitiva se

ocorre uma (e portanto todas) das três condições equivalentes:

(1) Existe x ∈ X tal que O(x) = X.

(2) Para todo x, y ∈ X existe g ∈ G tal que x = gy.

(3) Para todo x ∈ X, O(x) = X.

Vejamos um exemplo interessante de ação transitiva: seja H um subgrupo de um

grupo G e X o conjunto das classes laterais (à direita) de H em G. Então:

ϕ : G×X −→ X

(g, Hx) 7−→ Hxg−1

define uma ação de G em X que é chamada de ação por translação nas classes

laterais.

Se G age nos conjuntos X e Y , então podemos considerar a ação de G no produto

cartesiano X × Y com a chamada ação diagonal: g(x, y) = (gx, gy).

Proposição 1.2.4. Se um grupo G age transitivamente em um conjunto X então

todos os estabilizadores de pontos de X são conjugados entre si.

Prova: Sejam x, y ∈ X e g ∈ Gy. Como a ação de G em X é transitiva então

existe a ∈ G tal que y = ax. Dáı, gy = gax = ax, isto é, (a−1ga)x = x. Assim,

a−1Gya ⊆ Gx e de maneira análoga, temos que Gx ⊆ a−1Gya. Logo, a−1Gya = Gx

como queŕıamos. 2

Teorema 1.2.5. ( Lema de Burnside) Se G um grupo finito agindo num conjunto

finito X e N o número de órbitas de X. Então:

N =

(
1

|G|
) ∑

g∈G

F (g)

onde, para g ∈ G, F (g) é o número de elementos de X que são fixados por g.

Prova: Na soma
∑
g∈G

F (g), cada elemento x ∈ X é contado |Gx| vezes.

Se x e y estão numa mesma órbita então |Gx| = |Gy|, e assim os [G : Gx] elementos

constituindo a órbita de x são contados coletivamente [G : Gx]|Gx| = |G| vezes.

Como cada órbita contribui com |G| na soma, então
∑
g∈G

F (g) = N |G|. Portanto,

N = 1/|G|
∑
g∈G

F (g) 2
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Corolário 1.2.6. Se G é um grupo agindo transitivamente em um conjunto finito

X, com |X| > 1 então existe g ∈ G que não fixa nenhum elemento de X.

Prova: Temos que o número de órbitas N de X é igual a 1, uma vez que a ação é

transitiva. Pelo teorema acima,

1 =

(
1

|G|
) ∑

g∈G

F (g).

Seja |G| = k. Como F (e) = |X| > 1 então suponhamos que F (g) ≥ 1, para todo

g ∈ G. Logo,
∑
g∈G

F (g) = F (e) + F (g2) + · · ·+ F (gk) > k = |X|.

Portanto, (
∑
g∈G

F (g))/|G| > 1, o que é um absurdo, e portanto, existe g ∈ G tal que

F (g) = 0. 2

Suponhamos que G age em um conjunto finito X, onde |X| ≥ 2. A ação é dita

2-transitiva (ou duplamente transitiva), se quando (x1, x2) e (y1, y2) são pares de

elementos distintos de X, existe g ∈ G tal que gx1 = y1 e gx2 = y2. A ação é dita

k-transitiva (ou multiplamente transitiva), se para todo par de k-uplas com entradas

distintas, digamos (x1, x2, . . . , xk) e (y1, y2, . . . , yk), existe g ∈ G tal que gxi = yi,

para todo i = 1, 2, . . . , k.

Suponhamos que G age em um conjunto finito X. Um subconjunto B de X é

dito um bloco (ou conjunto de imprimitividade) para a ação se, para cada g ∈ G, ou

gB = B ou gB ∩B = ∅ (gB = {gx; x ∈ B}). Em particular, ∅, X e subconjuntos de

X formados por um único ponto são obviamente blocos e são chamados blocos triviais.

No caso particular em que G age transitivamente em um conjunto X, dizemos que

a ação é primitiva se os únicos blocos são os blocos triviais. Caso contrário a ação é

imprimitiva. O grupo G é um grupo primitivo se G age primitivamente em X, isto

é, para todo B ⊂ X, não trivial, existe g ∈ G tal que gB ∩ B 6= ∅ e gB 6= B. O

grupo G é dito imprimitivo se existe B ⊆ X tal que, para todo g ∈ G, gB = B ou

gB ∩B = ∅.
Toda partição {B1, . . . , Bm} de um conjunto X define uma relação de equivalência

≡ em X onde as classes de equivalência são exatamente os Bi. Em particular, se G

age em um conjunto finito X e B é um bloco então existe uma relação de equivalência

em X dada por:

x ≡ y se existem g ∈ G e B um bloco de X tal que gB contém x e y.
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Esta relação é G-invariante, isto é, se x ≡ y então gx ≡ gy, para todo g ∈ G. Por

outro lado, se ≡ é uma relação de equivalência G-invariante em X então qualquer

classe de equivalência é um bloco. Assim, G é primitivo se, e somente se, ele admite

uma relação de equivalência G-invariante trivial.

Teorema 1.2.7. Seja G grupo agindo sobre um conjunto X. Se G é duplamente

transitivo então G é primitivo.

Prova: Se X tem um bloco não trivial B, então existem elementos x, y, z ∈ X com

x, y ∈ B e z 6∈ B. Como G é duplamente transitivo, existe g ∈ G tal que gx = x e

gy = z. Assim, x ∈ B ∩ gB e B 6= gB, o que é um absurdo. Logo, X possui somente

blocos triviais, e portanto, G é primitivo. 2

Teorema 1.2.8. Sejam G um grupo agindo transitivamente em conjunto finito X

de ordem n e B um bloco não trivial de X. São válidos:

(i) Se g ∈ G então gB é um bloco.

(ii) Existem elementos g1, . . . , gm de G tais que Y = {g1B, . . . , gmB} é uma partição

de X.

(iii) |B| divide n, e G age transitivamente em Y onde a ordem de Y é m =
n

|B| .

Prova:

(i) Se gB ∩ hgB 6= ∅, para algum h ∈ G, então B ∩ g−1hgB 6= ∅. Como B é um

bloco, g−1hgB = B, e dáı, gB = hgB. Portanto, gB é um bloco de X.

(ii) Se X tem ordem 1 então gX = X é um bloco trivial. Podemos assumir que

a ordem de X é maior ou igual a 2. Tome b ∈ B e x1 6∈ B. Por hipótese, G age

transitivamente em X. Assim, existe g1 ∈ G com g1b = x1. Se g1B = B então

g1b ∈ B. Dessa forma, x1 ∈ B o que é um absurdo. Logo, como B é um bloco, temos

que g1B ∪ B = ∅ . Se X = B ∪ g1B então o resultado se verifica. Caso contrário,

tome x2 6∈ B ∪ g1B e g2 ∈ G tal que g2b = x2. É fácil ver que x2 ∈ g2B, x2 6∈ B e

x2 6∈ g1B. Portanto, g2B 6= B e g2B 6= g1B. Assim, g2B ∩ (B ∪ g1B) = ∅, já que B

e g1B são blocos. Continuando esse processo obtemos o resultado.

(iii) Note que |B| = |giB|, para todo i = 1, 2, . . . ,m, e que n = |X| = m|B|.
Consequentemente, |B| divide n e |Y | = m =

n

|B| .
Para verificar que G age transitivamente em Y , considere giB e gjB ∈ Y , x ∈ B.

8



Pela transitividade da ação de G em X, existe g ∈ G tal que ggix = gjx, ou seja,

∅ 6= ggiB ∩ gjB = (ggig
−1
j )gjB ∩ gjB. Como gjB é um bloco então ggiB = gjB. 2

Corolário 1.2.9. Se G age transitivamente em um conjunto X tal que |X| é um

número primo então G é primitivo.

Prova: Segue diretamente do item (iii) do teorema acima. 2

Existe uma caracterização para os grupos primitivos dada através do seguinte

teorema:

Teorema 1.2.10. Suponha que G age transitivamente em um conjunto X. Então

G é primitivo se, e somente se, para cada x ∈ X, Gx é um subgrupo maximal de G.

Prova: (⇒) Suponhamos que Gx não é maximal, isto é, existe um subgrupo H tal

que Gx < H < G. Iremos mostrar que Hx = {gx; g ∈ H} é um bloco não trivial.

De fato, se g ∈ G e Hx ∩ gHx 6= ∅ então hx = gh
′
x, com h, h

′ ∈ H. Como h−1gh
′

fixa x então h−1gh
′ ∈ Gx < H, e com isto, g ∈ H. Assim, gHx = Hx e Hx é um

bloco. Resta mostrar que Hx é não trivial. Claramente Hx é não vazio. Seja g ∈ G,

com g 6∈ H. Se Hx = X então, para todo y ∈ X, existe h ∈ H tal que y = hx. Em

particular, gx = hx para algum h ∈ H. Logo, g−1h ∈ Gx < H, e assim g ∈ H, o que

é um absurdo.

Finalmente, se Hx é um conjunto unitário então H ≤ Gx contradizendo o fato de

que Gx < H. Portanto, G é imprimitivo.

(⇐) Suponhamos que todo subgrupo Gx é maximal em G e que existe um bloco não

trivial B em X. Defimos o subgrupo H de G por: H = {g ∈ G; gB = B}. Tome

x ∈ B.

Se gx = x então x ∈ B ∩ gB, e portanto, gB = B. Logo, Gx ≤ H. Como B é

não trivial, existe y ∈ B, y 6= x. Pela transitividade da ação, existe g ∈ G tal que

gx = y. Assim, y ∈ B ∩ gB, e consequentemente, gB = B. Logo, g ∈ H e g 6∈ Gx,

isto é, Gx < H.

Se H = G então gB = B, para todo g ∈ G, e isto contradiz o fato de que X 6= B.

Portanto, Gx < H < G contradizendo a maximalidade de Gx. Logo, B é um bloco

trivial e G é um grupo primitivo. 2

Definição 1.2.11. Um subgrupo H de um grupo G é dito regular se H é livre de

ponto fixo, isto é, Gh = {e}, para todo h ∈ H.
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Definição 1.2.12. Seja G um grupo de permutação transitiva sobre X e que possui

um subgrupo regular H. O subgrupo H é dito um grupo de Burnside ou B-grupo se

G é imprimitivo ou duplamente transitivo.

Wielandt provou que o grupo diedral Dn é um grupo de Burnside. Na prova desse

resultado utilizou o teorema de Dirichlet para primos em progressão aritmética.

1.3 Representação de Grupos Finitos

Nesta seção G denotará um grupo finito multiplicativo com elemento identidade

e, V espaço vetorial de dimensão finita sobre o corpo dos números complexos C. De-

notaremos por GLn(C) o conjunto das matrizes inverśıveis de ordem n com entradas

complexas e, por GL(V ) o conjunto de todas as transformações lineares inverśıveis

de V em V .

Definição 1.3.1. Uma representação de G com espaço de representação V é um

homomorfismo de grupos:

T : G −→ GL(V )

g 7−→ T (g)

Duas representações T e T ′ com espaços de representação V e V ′ são ditas equi-

valentes se existe um isomorfismo S entre os espaços vetorias V e V ′ tal que:

T ′(g)S = ST (g), para todo g ∈ G.

A dimensão de V sobre C é chamado grau de T .

Analogamente, temos o conceito de representação matricial:

Definição 1.3.2. Uma representação matricial de G de grau n é um homomorfismo

de grupos:

T : G −→ GLn(C)

g 7−→ [T (g)]

Duas representações matriciais [T ] e [T ]′ são equivalentes se elas possuem mesma

ordem, digamos n, e se existe uma matriz fixada [S] ∈ GLn(C) tal que

[T ′(g)] = [S][T (g)[S]−1, para todo g ∈ G.
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Se T é uma representação de G com espaço V , então das propriedades de homo-

morfismo decorrem:

(1) T (e) = 1V

(2) T (g) ◦ T (h) = T (gh)

(3) T (g)
−1

= T (g−1)

para todo g, h ∈ G, onde 1V denota a transformação identidade de V . As correspon-

dentes propriedades valem, obviamente, para as representações matriciais.

O núcleo da representação T é o conjunto: KerT = {g ∈ G; T (g) = 1V }. Uma

representação é dita fiel se KerT = {e}.
Sejam T : G → GL(V ) uma representação de G e {u1, u2, . . . , un} uma base

de V sobre C. Para cada g ∈ G, a matriz [T (g)] de T (g) com respeito a base

{u1, u2, . . . , un} pertence a GLn(C), e
T : g → [T (g)]

define representação matricial de G chamada de representação matricial associada

à T . A representação T associa-se a outras representações matriciais mediantes a

escolha de outras C-bases de V . Porém, observe que todas essas representações

matriciais são equivalentes.

Exemplo (Representação de Permutação): Sejam Sn o grupo simétrico

com n śımbolos e V espaço vetorial sobre C de dimensão n com base {u1, u2, . . . , un}.
Considere a função P : Sn −→ GL(V ) que para cada σ ∈ Sn associa P (σ) : V −→ V ,

dada por P (σ)(ui) = uσ(i), para todo i = 1, 2, . . . , n.

Para quaisquer σ, τ ∈ Sn temos que: P (στ)ui = uστ(i) = uσ(τ(i)) = P (σ)P (τ)ui,

para todo i = 1, 2, . . . , n. Como cada ui faz parte da base de V , concluimos que

P (στ) = P (σ)P (τ). Mais ainda, se P (σ) = 1 então σ = 1, o que mostra que a

função σ → P (σ) é um isomorfismo de Sn em GLn(C).

Seja [P (σ)] a matriz de P (σ) relativa a base {u1, u2, . . . , un} de V . Então, [P (σ)]

é dita representação matricial de permutação e é caracterizada pelo fato de que em

cada linha e em cada coluna existe uma única entrada diferente de zero, que é igual

a 1. A função σ → [P (σ)] é um isomorfismo de Sn no subgrupo das matrizes de

permutação.

Agora, seja G um grupo de ordem n. Pelo Teorema de Cayley, existe um homo-

morfismo injetor ϕ : G → Sn. Portanto a função: R : g → P (ϕ(g)) é um isomorfismo

de G em GL(V ). O isomorfismo R é dito a representação regular de G, e é o mais

importante exemplo de representação.
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Suponhamos que G = {g1, g2, . . . , gn} é um grupo finito de ordem n e {u1, u2, . . . , un}
uma base de V . Para cada i, 1 ≤ i ≤ n e g ∈ G, existe um único 1 ≤ j ≤ n tal que

ggi = gj. Assim, temos R(g)(ui) = uj. A representação matricial R relativa a base

{u1, u2, . . . , un} é chamada representação matricial regular de G.

Evidentemente, para obter uma representação matricial de um grupo arbitrário

G, é suficiente encontrar as matrizes que correspondem ao conjunto de geradores de

G. Por exemplo, para encontrar a representação matricial regular R do grupo ćıclico

de ordem n, Cn =< g; gn = e >= {e, g, g2, . . . , gn−1}, é suficiente encontrar [R(g)],

pois g é o gerador de G:

R(g) =




0 0 · · · 0 1

1 0 · · · 0 0

0 1 · · · 0 0

· · · · · · ·
0 0 · · · 1 0




Uma pergunta natural que surge é a seguinte: dada uma representação, será que é

posśıvel escrevê-la de forma mais simples?

Definição 1.3.3. Sejam T : G → GLn(V ) uma representação de G e W um sub-

espaço de V tal que T (g)w ∈ W , para todo g ∈ G e para todo w ∈ W . Tal subespaço

é chamado subespaço G-invariante.

Se definirmos

T1(g) = T (g)|W (1.3.2)

onde T (g)|W denota a restrição de T (g) em W , então T1 é uma representação de G

com espaço de representação W .

Definição 1.3.4. Uma representação T de G com espaço de representação V não

nulo é irredut́ıvel se os únicos subespaços G-invariantes de V são {0} (espaço nulo)

e V . Caso contrário, T é chamada redut́ıvel. A representação T é completamente

redut́ıvel se para todo subespaço G-invariante W de V , existe um outro subespaço W ′

tal que V = W ⊕W ′.

Sejam T : G → GL(V ) uma representação de G e W um subespaço G-invariante

de V tal que W 6= 0 e W 6= V . Então podemos escolher bases tal que
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V = Cu1 ⊕ . . .⊕ Cur, W = Cu1 ⊕ . . .⊕ Cus, com s < r.

Com relação a essas bases, V assume a representação matricial [T ], digamos, e W a

representação matricial [T1]. Temos que para cada g ∈ G,

T (g) =

[
T1(g) V (g)

0 T2(g)

]
(1.3.3)

Observe que existe uma representação T2 : G → GL(V/W ) definida por:

T2(g)(u + W ) = T (g)u + W. (1.3.4)

A função T2(g) está bem definida e é um C-homomorfismo de V/W em si mesmo pois

W é um subespaço G-invariante de V . As classes {us+1 + W, . . . , ur + W} formam

uma base para V/W , e claramente T2 assume a representação matricial [T2] relativa

a essa base.

Se [T ′] é uma outra representação matricial qualquer de G associada a T , existe

uma matriz [S] ∈ tal que [S][T ′(g)][S]−1 tem a forma (1.3.3) para todo g ∈ G.

Agora, suponha que V é completamente redut́ıvel. Então podemos escrever:

V = W ⊕ W ′, W = Cu1 ⊕ . . . ⊕ Cus, W ′ = Cu1 ⊕ . . . ⊕ Cur, e relativo à base

{u1, . . . , ur}, T assume a representação matricial

T ′(g) =

[
T1(g) 0

0 T ′
2(g)

]
(1.3.5)

É fácil verificar que as representações matriciais [T2] e [T ′
2] são equivalentes. As-

sim, a redutibilidade completa de T implica que cada representação matricial (1.3.3)

é equivalente a uma da forma (1.3.5).

Em termos da representação matricial, temos que se encontrarmos uma base em

que todas as matrizes da representação podem ser escritas da forma (1.3.3), para

todo g ∈ G, então dizemos que a representação T é redut́ıvel. Se tal redução não

existe então [T ] é uma representação matricial irredut́ıvel. Quando V (g) = 0 a

representação matricial é dita completamente redut́ıvel.

O próximo resultado é clássico da teoria de representações para grupos finitos.

Uma demonstração pode ser encontrada em [3].

Teorema 1.3.5. Toda representação de G é escrita como soma direta de repre-

sentações irredut́ıveis de G.
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Caṕıtulo 2

Loop Transversal de um Grupo

Neste caṕıtulo tratamos a respeito da teoria de transversais, loops e grupos de

translações. Definimos transversal para grupos e damos condições para que esse

possua estrutura de loop. Reciprocamente, mostramos que dado um loop podemos

considerá-lo como um loop transversal de algum grupo. Investigamos propriedades

dos loops transversais bem como alguns exemplos. Os principais resultados aqui

desenvolvidos foram obtidos por Johnson em [6, 7].

2.1 Loop Transversal

Para esta seção, iremos fixar as seguintes notações: G é um grupo multiplicativo

com elemento identidade e, H subgrupo qualquer de G. Além disso, usaremos a

definição combinatorial de quasigrupo.

Definição 2.1.1. Um transversal à direita T para H é um sistema completo de

representantes das classes laterais à direita de H, tal que e ∈ T .

Analogamente, definimos um transversal à esquerda para H. Neste caṕıtulo

estudaremos sempre transversais à direita, não havendo perigo de confusão usaremos

simplesmente a expressão transversal.

Assim, G = ∪Hx onde essa união é disjunta e x percorre todos os elementos

de T . Uma operação binária (◦) pode ser definida em T da seguinte maneira: se

xi, xj ∈ T então xixj = hxk, onde h ∈ H e xk ∈ T é único. Assim, definimos

xi ◦ xj = xk.
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Observe que em geral, xixj 6= xi ◦ xj.

Proposição 2.1.2. Seja T um transversal à direita de H em G. O sistema (T, ◦) é

um quasigrupo à direita com elemento identidade e.

Prova:

Sejam T = {x1 = e, x2, . . .} um transversal à direita de H em G e xi, xj ∈ T .

Considere a equação:

a ◦ xi = xj (2.1.1)

Como G = ∪Hxi, existe xk ∈ T tal que xjx
−1
i = hxk, onde h ∈ H. Assim, xj =

hxkxi, ou seja, h−1xj = xkxi. Logo, xk ◦ xi = xj e a equação 2.1.1 admite solução.

Suponhamos que essa solução não é única, isto é, existe xm ∈ T tal que xm ◦xi = xj.

Então, xmxi = h1xj, onde h1 ∈ H. Portanto, xmxi = h1hxkxi, ou seja, xm = h2xk

com h2 = h1h ∈ H. Segue que xm = xk, pois T é um transversal de H em G. Logo,

(T, ◦) é um quasigrupo à direita.

Mostremos que e é elemento identidade de (T, ◦). De fato, seja xi ∈ T tal que

xi ◦ e = xj. Assim, xi = hxj, ou equivalentemente, xj = h−1xi. Como T é um

transversal, xj = xi. 2

Como vimos, a operação (◦) define uma estrutura de quasigrupo à direita em

T , ou seja, o cancelamento à direita é válido em T . Porém, o cancelamento à

esquerda não necessariamente se verifica como podemos ver no seguinte exemplo:

considere G = S3, o grupo simétrico com 3 elementos, o subgrupo H ={e, (23)} e um

transversal T = {e, (12), (13)} de H em G. Podemos ver na tábua de multiplicação

para (T, ◦), descrita abaixo, que o cancelamento à esquerda não é válido:

◦ e (12) (13)

e e (12) (13)

(12) (12) e (12)

(13) (13) (13) e

Note que essa tábua não é um quadrado latino.

Dizemos que T é um loop transversal à direita se (T, ◦) é um loop, ou seja,

(T, ◦) também possui o cancelamento à esquerda. Analogamente, definimos loop

transversal à esquerda quando consideramos um transversal à esquerda.

15



A seguinte proposição nos dá uma condição para sabermos quando (T, ◦) é um

loop transversal:

Proposição 2.1.3. Considere T = {x1 = e, x2, . . .} um transversal à direita de H

em G com a operação (◦) definida anteriormente. Então o transversal T relativo ao

subgrupo H de G é um loop transversal se, e somente se, T é um transversal para

todo conjugado de H.

Prova:

(⇒)Por hipótese (T, ◦) é um loop transversal. Suponha que xi ◦xj = xi ◦xm. Assim,

xixj = h1xk e xixm = h2xk onde h1, h2 ∈ H e xk ∈ T . Agora, xixjx
−1
m x−1

i =

xixj(xixm)−1 = h1xk(h2xk)
−1 = h1h

−1
2 . Chamando h = h1h

−1
2 temos xjx

−1
m =

x−1
i hxi, ou seja, xj = x−1

i hxixm.

Se T não é um transversal à direita para g−1Hg, para todo g ∈ G, em particular T

não é um transversal à direita relativo a x−1
i Hxi, para todo xi ∈ T . Porém, se T

não é um transversal para x−1
i Hxi então o cancelamento à esquerda não é posśıvel

em (T, ◦), contradizendo o fato de T ser loop transversal. Logo, T é um transversal

para todo conjugado de H.

(⇐) Suponhamos que T seja um transversal à direita para g−1Hg, para todo

g ∈ G, então o cancelamento à direita vale em (T, ◦). Mas isto é equivalente a T ser

um transversal à direita para x−1
i Hxi para qualquer xi ∈ T . Então o cancelamento

à esquerda é válido em T , e portanto, T é um loop transversal para H. 2

Se (T, ◦) é comutativo então o cancelamento à esquerda é automaticamente sa-

tisfeito e temos o seguinte corolário:

Corolário 2.1.4. Nas mesmas condições da proposição anterior, se (T, ◦) é comu-

tativo então T é um loop transversal.

Prova: Imediata. 2

Quando consideramos o subgrupo H normal em G e T um transversal relativo

a H então (T, ◦) tem estrutura de loop e é isomorfo ao grupo quociente G/H. Isto

será mostrado na proposição seguinte.

Proposição 2.1.5. Se H for um subgrupo normal de G e T é um transversal à

direita para H então são válidas as seguintes afirmações:
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(i) O transversal T é um loop transversal.

(ii) O loop (T, ◦) é isomorfo ao grupo quociente G/H.

Prova: (i) Imediata.

(ii) Seja T = {x1 = e, x2, . . .} um transversal à direita de H em G, onde H é

um subgrupo normal de G. Defina ψ : T −→ G/H por ψ(xi) = Hxi. Iremos

mostrar que ψ é um homomorfismo de loops. De fato, sejam xi, xj ∈ T . Assim,

ψ(xi◦xj) = ψ(xixj) = Hxixj = HxiHxj = ψ(xi)ψ(xj). Portanto, ψ é homomorfismo

de loops. Agora, se ψ(xi) = ψ(xj) então Hxi = Hxj, isto é, xix
−1
j ∈ H. Pela

definição da operação (◦), xi ◦ x−1
j = e. Logo, xi = xj e ψ é injetora. É fácil ver que

ψ é sobrejetora. Portanto, (T, ◦) é isomorfo a G/H. 2

Proposição 2.1.6. Seja T um transversal do grupo G relativo ao subgrupo H. São

equivalentes:

(i) T é um loop transversal à esquerda.

(ii) T é um loop transversal à direita.

Prova: (i)⇒ (ii) Suponhamos que T = {x1 = e, x2, . . .} é um loop transversal à

esquerda de H em G. Dáı,

x−1
i xj 6∈ gHg−1 (2.1.2)

para todo g ∈ G e para todo xi 6= xj.

Suponhamos que T não é um loop transversal à direita para H. Assim, existem

g1 ∈ G, xk, xw ∈ T tais que xk = g1hg−1
1 xw, com h ∈ H e xk 6= xw.

Logo, x−1
w xk = g2h

−1g−1
2 , onde g2 = x−1

w g1, o que contradiz 2.1.2. Portanto, T é um

loop transversal à direita de H em G.

A rećıproca é análoga. 2

A partir de agora, bem como na próxima seção, G será sempre grupo finito.

Como vimos na Proposição 2.1.5, se H é normal em G qualquer transversal T é um

loop transversal pois (T, ◦) é isomorfo a G/H. Em [1], o Teorema 1.1 mostra que

se N é o maior subgrupo normal em G que está contido em H então existe uma

correspondência bijetora entre loops transversais de H em G e loops transversais de

H/N em G/N , fazendo corresponder loops isomorfos. Assim, a existência de um

loop transversal de um subgrupo H de um grupo G pode ser reduzido ao caso onde

H não possui subgrupos normais não triviais em G.
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Dessa forma, considere H um subgrupo de G tal que H não contém nenhum

subgrupo normal não trivial. Sejam C o conjunto de todas as classes laterais à direita

de H em G, C = {H,Hx2, . . . , Hxn}, e P (C) as bijeções de C em C. Observe

que, para cada g ∈ G, g pertence à uma única classe lateral Hxi. Suponha que

T = {e, x2, . . . , xn} é loop transversal. Então para todo xi, xj ∈ T existe um único

xk ∈ T tal que xi◦xj = xk. Considere π : G −→ P (C) a representação fiel em classes

laterais à direita de H que associa para cada g ∈ G a função π(g) : C → C. Se g ∈ H

então definimos π(g) como sendo a função identidade , isto é, π(g)(Hxi) = Hxi, para

todo i = 1, 2, . . . , n. Se g ∈ G tal que g 6∈ H então g ∈ Hxi, para um único xi, e

faz sentido considerar a representação π somente nos elementos {x2, . . . , xn}. Assim,

π(xi) : C −→ C e π(xi)(Hxj) = Hxk, onde xi ◦ xj = xk e (◦) é a operação em T .

Para simplificar a notação utilizaremos apenas πi(xj) ao invés de π(xi)(Hxj).

A matriz (aij), onde aij = πi(xj), é um quadrado latino. Neste caso, o quadrado

latino é exatamente a tábua de multiplicação do loop correspondente. Portanto, a

existência de um loop transversal é equivalente a existência de um subconjunto de

permutação {π1 = e, π2, . . . , πn}.

2.2 Loops Transversais e Grupos de Permutação

O teorema de Cayley afirma que todo grupo finito é isomorfo à um subgrupo de

um grupo de permutações. Nesta seção, consideramos G um grupo finito como sendo

um grupo de permutações sobre um conjunto finito Ω e vamos nos restringir no caso

em que G é um grupo de permutação transitiva. Fixamos também, Gα como sendo

o subgrupo estabilizador do elemento α, α ∈ Ω.

Proposição 2.2.1. Sejam G um grupo de permutação transitiva sobre um conjunto

finito Ω e α ∈ Ω. Considere H = Gα e T um transversal relativo a H. Então T é

um loop transversal para H.

Prova: Seja γ ∈ Ω, γ 6= α. Pela Proposição 1.2.4, existe g ∈ G tal que Gγ = gHg−1.

Se T = {e, x2, . . . , xn} é um transversal para Gγ em G então T será um transversal

para todo conjugado gHg−1. Pela Proposição 2.1.3 temos que T é um loop transversal

de H em G. 2

Nas condições da proposição anterior, se T é um loop transversal para H = Gα

então T consiste de elementos que são livres de ponto fixo. De fato, considere J =
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{gHg−1; g ∈ G} o conjunto de todos os conjugados de H. Pela transitividade da

ação todo elemento de J é exatamente o estabilizador de algum ponto γ ∈ Ω, γ 6= α.

Reciprocamente, se S = Gβ, β ∈ Ω, então S ∈ J . Assim, como T é loop transversal

para H, T é um transversal para todo conjugado de H. Porém, observe que todo

subgrupo de G que não está em J é livre de ponto fixo. Logo, todos os elementos do

transversal são livres de ponto fixo. Dáı, segue a proposição:

Proposição 2.2.2. O loop transversal T relativo ao subgrupo H = Gα, α ∈ Ω,

consiste de elementos que são livres de ponto fixo.

A rećıproca do resultado acima não é válida em geral. Isto é, um grupo com

transversal livre de ponto fixo não necessariamente produz um loop transversal.

Vejamos o exemplo a seguir.

Seja G = A5, o grupo alternado com cinco elementos, agindo por translação à

direita nas classes laterais de um subgrupo H de ordem 10 isomorfo ao grupo diedral.

Neste caso, considere H = D5 = {(1), (25)(34), (12)(35), (12345), (13)(45), (13524),

(15432), (14253), (14)(23), (15)(24)} e T = {(1), (135), (354), (23)(45), (234), (243)}
um transversal à direita de H em G.

Na tábua de Cayley abaixo podemos observar que T não possue estrutura de loop:

◦ (1) (135) (354) (23)(45) (234) (243)

(1) (1) (135) (354) (23)(45) (234) (243)

(135) (135) (23)(45) (1) (243) (23)(45) (354)

(354) (354) (243) (135) (354) (135) (23)(45)

(23)(45) (23)(45) (1) (234) (1) (354) (135)

(234) (234) (354) (243) (234) (243) (1)

(243) (243) (234) (23)(45) (135) (1) (234)

O grupo das translações à direita de um loop qualquer Q é um subgrupo do

grupo das permutações nos elementos de Q gerado pelas permutações {R(x); x ∈ Q}
definida por: qR(x) = qx para todo q ∈ Q.

Já vimos na Proposição 2.2.1, se G age transitivamente em conjunto finito Ω =

{1, 2, . . . , n} e que se tomarmos como subgrupo H de G o estabilizador de algum

ponto α ∈ Ω, então o transversal T de G relativo ao subgrupo H será um loop
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transversal. Convém ainda destacar a rećıproca desse fato, que é verdadeira como

vemos na próxima proposição.

Proposição 2.2.3. Todo loop Q pode ser considerado como um loop transversal de

algum grupo G por algum subgrupo H.

Prova: De fato, basta tomar o grupo G como sendo o grupo multiplicativo de Q, e

já que G permuta os elementos de Q, podemos considerar H subgrupo de G como o

estabilizador de algum elemento q ∈ Q. Nessas condições, G terá um loop transversal

T associado à H. Claramente, Q e T são isomorfos via a função R : Q −→ T . Note

que, se R(x) = R(y) então x = eR(x) = eR(y) = y, para todo x, y ∈ Q. 2

Portanto, uma maneira óbvia de obter grupos com loops transversais é calcular

o grupo das translações à direita de um loop qualquer.

Um exemplo de uma famı́lia de grupos de permutação com loop transversal são

os grupos de Frobenius.

Definição 2.2.4. Um grupo de Frobenius é um grupo de permutação transitiva tal

que cada elemento não trivial fixa no máximo um ponto.

Seja G um grupo que age sobre um conjunto Ω. O núcleo de Frobenius K de

G consiste do elemento identidade e de todos os elementos que não fixam nenhum

ponto. O núcleo de Frobenius pode não ser um subgrupo de G, uma vez que a

operação em K pode não ser fechada.

O subgrupo H de um grupo de Frobenius que fixa um ponto é chamado com-

plemento de Frobenius. Em 1901, Frobenius provou que núcleos de Frobenius para

grupos de Frobenius são subgrupos normais. Exceto em casos muito particulares

não existe prova do resultado acima sem fazer uso da Teoria de Caracteres. E mais,

grupos de Frobenius têm um único núcleo de Frobenius. Portanto, tais grupos tem

um único loop transversal T tal que (T, ◦) é um grupo (que na realidade é o núcleo

de Frobenius).
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Caṕıtulo 3

Anel Centralizador de Grupos de

Permutação

Apresentamos neste caṕıtulo alguns tópicos relacionados ao conceito de anel

centralizador para grupos de permutação. Uma importante simplificação acontece

quando esse é comutativo. Introduzimos a definição de esquema associativo que

generaliza o anel centralizador.

3.1 Anel Centralizador

Sejam G um grupo finito de permutação transitiva sobre o conjunto Ω = {1, 2, . . . , n}
e V um espaço vetorial complexo de dimensão finita.

Sejam {u1, u2, . . . , un} uma base de V e a ação π de G em V que associa para cada

g ∈ G a função π(g) : V −→ V dada por π(g)(ui) = ug(i). Essa é uma representação

de permutação cujas matrizes são:

[π(g)]i,j =

{
1, se, e somente se, g(i) = j

0, caso contrário

Consideremos a ação diagonal de G sobre Ω× Ω: g(i, j) = (g(i), g(j)). Sejam H

o estabilizador do 1, denotado por G1, e ∆0, ∆1, . . . , ∆k as órbitas da ação de G em

Ω× Ω.

Definição 3.1.1. O anel centralizador R de G é o conjunto das matrizes de ordem

n (com entradas complexas) que comutam com todas as matrizes π(g).
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Para cada órbita ∆k, seja Ak a matriz de incidência n× n dada por:

[Ak]i,j =

{
1, se (i, j) ∈ ∆k

0, caso contrário
(3.1.1)

Note que se | ∆k |= t então Ak é t - regular, isto é, Ak possui t entradas iguais a 1.

Proposição 3.1.2. Uma base para o anel centralizador é dada pelo conjunto das

matrizes de incidência A0, A1, . . . , Ak de ∆0, ∆1, . . . , ∆k.

Prova: Seja B = [B]i,j uma matriz complexa arbitraria. Temos que,

[π(g)Bπ(g)−1]i,j = [B]g(i),g(j)

para todo g ∈ G. Assim, π(g)Bπ(g)−1 = B se, e somente se, [B]i,j = [B]g(i),g(j), para

todo g ∈ G.

Iremos mostrar que para todo g ∈ G, π(g) comuta com Ar, r = 0, 1, . . . , k. De fato,

se (i, j) ∈ ∆r, para alguma órbita ∆r, então a matriz Ar que representa ∆r tem a

(i,j)-ésima posição igual a 1. Logo,

[π(g)Arπ(g)−1]i,j = [Ar]g(i),g(j) = 1.

Se (i, j) 6∈ ∆r então [Ar]i,j = 0, e portanto,

[π(g)Arπ(g)−1]i,j = [Ar]g(i),g(j) = 0

pois como (i, j) 6∈ ∆r então não existe g ∈ G tal que (g(i), g(j)) ∈ ∆r. Assim, em

ambos os casos π(g) comuta com Ar, para todo r = 0, 1, . . . , k.

Se B comuta com π(g), para todo g ∈ G, então B =
s∑

r=0

crAr, com cr ∈ C. De fato,

inicialmente observemos que o conjunto de todas as órbitas ∆0, ∆1, . . . , ∆k formam

uma partição em Ω×Ω e que (i, j) e (j, i) estão na mesma órbita, e assim, cada matriz

de incidência A0, A1, . . . , Ak será simétrica. Além disso, o conjunto {A0, A1, . . . , Ak}
é linearmente independente. Seja B uma matriz qualquer de ordem n que comuta

com as matrizes πg, para todo g ∈ G. Temos que [B]i,j = [B]g(i),g(j), para todo

g ∈ G. Façamos i = j = 1. Como g percorre todos os elementos de G, então existe

g ∈ G tal que g(1) = 1, g(1) = 2, . . . , g(1) = n, ou seja, [B]1,1 = [B]2,2 = . . . = [B]n,n.

Logo, a diagonal da matriz B é formada por elementos que são todos iguais. Agora,

consideremos i 6= j. Como a ação é transitiva, existe g ∈ G tal que g(i) = j

e g(j) = i. Assim, [B]i,j = [B]j,i, e portanto, B é uma matriz simétrica. Logo,
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B = c0A0 + c1A1 + . . . + csAs, com ci ∈ C, s = 0, 1, . . . , k. Portanto, as matrizes de

incidência Ar formam uma base para o anel centralizador. 2

Consideremos o grupo finito G = {g1, g2, . . . , gn}, onde g1 = e (o elemento iden-

tidade). A cada gi vamos associar a variável xgi
. Definimos a matriz grupo XG como

sendo uma matriz n×n tal que a (i, j)-ésima entrada é xgi
xg−1

j
. Assim o anel centra-

lizador pode também ser caracterizado como um conjunto de matrizes que comutam

com a matriz grupo Xπ
G =

∑
π(g)xg que corresponde a π.

Exemplo: Seja o grupo diedral D4 = {e, g2 = (1234), g3 = (1432), g4 = (13), g5 =

(24), g6 = (13)(24), g7 = (12)(34), g8 = (14)(23)} agindo sobre Ω × Ω, onde Ω =

{1, 2, 3, 4}.
A ação pode ser descrita abaixo:

D4 × (Ω× Ω) −→ Ω× Ω

σ × (a, b) 7−→ (σ(a), σ(b))

onde as órbitas dessa ação são:

∆0 = {σ(1, 1); σ ∈ D4} = {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4)}
∆1 = {σ(1, 3); σ ∈ D4} = {(1, 3), (2, 4), (4, 2), (3, 1)}
∆2 = {σ(1, 2); σ ∈ D4} = {(1, 2), (2, 3), (4, 1), (3, 2), (1, 4), (3, 4), (2, 1), (4, 3)}

Consideremos V espaço vetorial de dimensão 4 e B = {e1, e2, e3, e4} a base

canônica de V . As matrizes de representação de G sobre C são:

π(e) =




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1




π(g2) =




0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0




π(g3) =




0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0




π(g4) =




0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1




π(g5) =




1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0




π(g6) =




0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0



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π(g7) =




0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0




π(g8) =




0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0




enquanto as matrizes de incidência são:

A0 =




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1




A1 =




0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0




A2 =




0 1 0 1

1 0 1 0

0 1 0 1

1 0 1 0




O anel centralizador R de D4 tem como base as matrizes A0, A1, A2. Vejamos a

tábua de R, onde (·) é a multiplicação usual de matrizes:

· A0 A1 A2

A0 A0 A1 A2

A1 A1 A0 A2

A2 A2 A2 2A0 + 2A1

3.2 Comutatividade do Anel Centralizador

É interessante sabermos se o anel centralizador de um grupo de permutação G é

comutativo (veja [2, 16]). Por exemplo, a comutatividade implica que a representação

de permutação de G, que se decompõe em representações irredut́ıveis, possue a pro-

priedade de que cada representação irredut́ıvel aparece no máximo uma vez, como

veremos a seguir.

Retornaremos a situação geral do grupo G agindo em um conjunto Ω.

A representação de permutação g → π(g) é claramente uma representação linear

sobre C, e portanto, cinde em fatores irredut́ıveis π =
s∑

i=1

ciσi, onde σi é uma

representação irredut́ıvel de G. Dizemos que π é livre de multiplicidade se cada

ci = 1.
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Teorema 3.2.1. Se G age em um conjunto Ω via g → π(g) o anel centralizador é

comutativo se, e somente se, π é livre de multiplicidade.

Prova: Suponhamos que π é livre de multiplicidade. Assim, π =
s∑

i=1

σi. Então a

matriz grupo Xπ
G =

∑
π(g)xg é similar a matriz bloco,

Dπ =




Xσ1 0 · · · 0 0

0 Xσ2 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 0 Xσs




que corresponde a decomposição de π em representações irredut́ıveis. Pelo Lema de

Schur temos que qualquer matriz que comuta com o a matriz grupo que correspondem

a representações irredut́ıveis é da forma λI, onde λ é um escalar e I é a matriz

identidade (consulte [8, Proposição 2.1.3]). Portanto, qualquer matriz que comuta

com Dπ deve ser diagonal da forma,




λ1In1 0 · · · 0 0

0 λ2In2 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 0 λsIns




onde λi são escalares arbitrários, i = 1, 2, . . . , s.

Claramente, o anel gerado por essas matrizes diagonais é comutativo. Logo, o anel

centralizador é comutativo.

Suponhamos que π não é livre de multiplicidade, isto é, existe ci ∈ C tal que ci > 1.

Por outro lado, as matrizes que comutam com a matriz da forma[
Xσ 0

0 Xσ

]

são da forma [
λ1I λ2I

λ3I λ4I

]

onde λ1, λ2, λ3, λ4 são escalares arbitrários. É claro que a álgebra de tais matrizes é

isomorfa a álgebra das matrizes 2×2 que não é comutativa. Logo, o anel centralizador

não é comutativo. 2
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No caso onde R é comutativo, o par (G,H) é freqüentemente chamado de par de

Gelfand.

3.3 Esquemas Associativos

Sejam Ω um conjunto finito não vazio e R = {R0, R1, . . . , Rd} uma coleção de

subconjuntos de Ω × Ω em (d + 1)-classes. A forma χ = (Ω, {Ri}0≤i≤d) ou sim-

plesmente χ é chamado um esquema associativo de d classes se satisfaz as seguintes

propriedades:

(1) R0 = {(x, x); x ∈ Ω}.
(2) Para quaisquer Ri, o conjunto Rt

i = {(x, y); (y, x) ∈ Ri} pertence a R.

(3) Para todo par (x, y) ∈ Rh, o número de elementos z ∈ Ω tal que (x, z) ∈ Ri,

(z, y) ∈ Rj é a constante ph
i,j dependendo somente de h, i, j. As constantes ph

i,j são

chamados números de interseção (ou parâmetros) de χ.

Além disso se χ satisfazer a seguinte condição:

(4) ph
i,j = ph

j,i, para todo h, i, j.

dizemos que χ é um esquema associativo comutativo. Freqüentemente na literatura

o termo esquema associativo inclui a comutatividade.

Definimos a composição de Ri e Rj por:

Ri ◦Rj = {(x, y); ∃z; (x, z) ∈ Ri, (z, y) ∈ Rj}
Assim, a condição (3) acima é equivalente a:

Ri ◦Rj = ph
i,jRh

ou seja, com a composição definida acima, os elementos de χ formam uma álgebra

sobre Z. A condição (4) é equivalente a Ri ◦ Rj = Rj ◦ Ri, em outras palavras, a

álgebra descrita acima é comutativa. Além disso, o esquema associativo é chamado

simétrico se a seguinte condição é válida:

(5) Ri = Rt
i, para todo i = 0, 1, . . . , d.

Note que (5) implica (4).

Observação 3.3.1. Existem várias definições na literatura para esquemas associa-

tivos. Aqui estaremos utilizando a definição onde um esquema associativo satisfaz

as condições de (1) a (4) descritas acima.

Exemplo: Seja G um grupo finito munido de uma operação (∗) agindo em si mesmo

através de (∗). Para cada g ∈ G, considere Rg = {(x, y); x = g ∗ y}. Assim, (G,Ri)
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é esquema associativo. Note que se G é abeliano então o esquema associativo é

comutativo.

Cada Ri do esquema associativo é descrito por sua matriz adjacente Ai definida

exatamente como em 3.1.1. Em termos das matrizes adjacentes, a definição pode ser

reescrita da seguinte maneira:

(1) A0 = I, onde I é a matriz identidade.

(2) Ai = AT
i , para todo i = 0, 1, . . . , d.

(3) AiAj =
∑

k

pk
i,jAk.

Além disso,
d∑

i=0

Ai = J , onde J é a matriz cujas entradas são todas iguais a 1.

Logo, as matrizes Ai são linearmente independentes e pelos itens (1), (2) e (3) vemos

que geram uma álgebra comutativa A, (d+1)-dimensional. Essa álgebra foi estudada

primeiramente por Bose e Mesner (1959) e por isso é conhecida como a álgebra de

Bose-Mesner do esquema associativo. As matrizes A0, A1, . . . , Ad formam a chamada

base canônica da álgebra de Bose-Mesner. Observe que as matrizes Ai são normais,

isto é, comutam com sua transposta conjugada. Pelo Teorema Espectral, como as

matrizes Ai comutam, elas podem ser diagonalizadas simultaneamente, isto é, existe

uma matriz unitária U tal que para cada A ∈ A, U−1AU é diagonal (uma matriz U

é dita unitária se U−1 = UT ). Portanto, Cn = V0⊕ V1⊕ · · · ⊕ Vd, onde cada Vi é um

autoespaço de A0, A1, . . . , Ad respectivamente.

Seja Ei a projeção ortogonal Cn → Vi, expressada na forma de matriz com

respeito a base canônica. Então essas matrizes satisfazem:

(i)
k∑

i=0

Ei = I

(ii)EiEj = δijEi

Em particular, podemos tomar E0 = 1
n
J , onde J é a matriz cujas entradas são

todas iguais a 1. As matrizes E0, E1, . . . , Ed são uma base de idempotentes ortogonais

para A.

Sejam {V0, V1, . . . , Vd} o conjunto de autoespaços de A0, A1, . . . , Ad respectiva-

mente e a matriz X ∈ R,

X = α0A0 + α1A1 + . . . + αdAd

onde αi ∈ C, i = 0, 1, . . . , d. Os vetores de Vi são exatamente os autovetores da matriz

X e podemos escolher V0 o subespaço unidimensional com base {v01 = (1, 1, . . . , 1)}.
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Explicitamente, se {vi1, vi2, . . . , visi
} formam uma base para Vi então uma base para

o espaço fundamental V é dada pelos vetores:

{v01, v11, v12, . . . , v1s1 , . . . , vd1 , . . . , vdsd
}.

Com respeito a essa base podemos escrever cada v ∈ V como: v =
d∑

j=0

sj∑

k=1

αjkvjk.

Assim Pi, a projeção na coordenada i, leva v em

si∑

k=1

αikvik. Além disso, Ai =

d∑
j=0

pi(j)Ej onde pi(j) são os autovalores de Ai.

Vamos retornar ao exemplo da página 23, onde o grupo diedral D4 age sobre

Ω×Ω, com Ω = {1, 2, 3, 4}. Note que os autovalores de A0 são todos iguais a 1 com

multiplicidade algébrica 4, os autovalores de A1 são 1 e −1 ambos com multiplicidade

algébrica 2 e os autovalores de A2 são 2, −2 e 0 com multiplicidade algébrica 2. Seja

X ∈ R , X = αA0 + βA1 + γA2 onde α, β, γ ∈ C.

Os autovetores de X são: v01 = (1, 1, 1, 1), v11 = (−1, 1,−1, 1), v21 = (0,−1, 0, 1)

e v22 = (−1, 0, 1, 0). Assim,

V0 =< (1, 1, 1, 1) > V1 =< (−1, 1,−1, 1) > V2 =< (0,−1, 0, 1), (−1, 0, 1, 0) >

e consideramos V =< V0, V1, V2 >. Seja v = (a, b, c, d) ∈ V . Então,

v = α01v01 + α11v11 + α21v21 + α22v22

(a, b, c, d) = α01(1, 1, 1, 1) + α11(−1, 1,−1, 1) + α21(0,−1, 0, 1) + α22(−1, 0, 1, 0)

(a, b, c, d) =
a + b + c + d

4
v01 +

b + d− a− c

4
v11 +

d− b

2
v21 +

c− a

2
v22.

Consideremos as projeções:

P0 : V −→ V

v 7−→ α01v01

P1 : V −→ V

v 7−→ α11v11

P2 : V −→ V

v 7−→ α21v21 + α22v22

As matrizes das transformações lineares Pi, i = 0, 1, 2, na base canônica são:

E0 =
1

4




1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1




E1 =
1

4




1 −1 1 −1

−1 1 −1 1

1 −1 1 −1

−1 1 −1 1




E2 =
1

2




1 0 −1 0

0 1 0 −1

−1 0 1 0

0 −1 0 1



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Observe que E0, E1, E2 são idempotentes e são ortogonais dois a dois.

O esquema associativo generaliza o conceito de anel centralizador de um grupo de

permutação, pois todo anel centralizador é um esquema associativo onde as órbitas

∆i podem ser identificadas com os Ri do esquema associativo. Um esquema associa-

tivo que surge através da ação de um grupo em um conjunto é chamado Schurian.

Frizamos que nem todos os grupos de permutação dão origem a esquemas associa-

tivos, já que em geral o anel centralizador pode não ser comutativo.
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Caṕıtulo 4

S-Anéis

Nas próximas seções estudamos vários resultados para S-anéis sobre loops equiva-

lentes aos encontrados em [12], que trata a respeito de S-anéis sobre grupos. A pas-

sagem de S-anéis sobre grupos para S-anéis sobre loops não é imediata e os conceitos

necessários para tal são aqui tratados. Também estabelecemos uma relação entre o

S-anel e o anel centralizador que foi definido no caṕıtulo anterior. Todos os resulta-

dos explorados neste caṕıtulo a respeito de S-anéis sobre loops podem ser vistos em

[6, 7].

4.1 S-Anéis

Primeiramente, começamos definindo S-anel sobre grupos:

Definição 4.1.1. Sejam H um grupo e ZH o anel de grupo sobre Z. Um S-anel

sobre H é um subanel S de ZH tal que existe uma partição H = ∪Ji, Ji 6= ∅ satis-

fazendo:

(i) J0 = {e}
(ii) J∗i = Jj para algum j, onde J∗i = {x; x−1 ∈ Ji}
(iii) {J0, J1, · · · , Jn} é base para o grupo abeliano livre (S, +), onde se Ji = {x1, x2, ..., xr}
Ji denota o elemento x1 + x2 + · · ·+ xr de ZH.

Um grupo abeliano G é chamado abeliano livre se esse é uma soma direta de

grupos ćıclicos infinitos. Mais precisamente, existe um subconjunto X ⊂ G de

elementos de ordem infinita, chamado base de G, com G =
∑
x∈X

< x >.
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O S-anel S é primitivo se i > 0 implica que o grupo gerado por Ji é igual a

H e S é dito primitivo trivial se existem apenas duas partições de H: J0 = {e} e

J1 = H − {e}.
Considere um grupo G agindo sobre um subgrupo H por translações à direita.

Dizemos que G é primitivo mediante essa ação se G não preserva partição não trivial

de H. Seja S o S-anel de H, isto é, S =< J0, J1, . . . , Jn > onde os Ji são como

definidos acima. Um resultado interessante nos diz que G é primitivo se, e somente

se, S é primitivo. Para maiores detalhes dessa prova consulte [12]. Se ainda, H for

um subgrupo regular de G então o anel centralizador R de G é isomorfo ao S-anel

sobre H. Veja [16].

No que segue, iremos obter resultados equivalentes aos anteriores quando o grupo

H é substituido por um loop Q = {q1 = 1, q2, ..., qn} tal que cada elemento de Q

possui inverso bilateral.

Lembramos que o conceito de anel de loop é o equivalente não associativo dos

anéis de grupo, onde o grupo é substituido por um loop qualquer.

Definição 4.1.2. Um S-anel sobre Q é um subanel de ZQ com uma partição Q =

∪Ji, Ji 6= ∅ tal que as condições (i), (ii), (iii) anteriores são satisfeitas.

Um S-anel sobre Q é primitivo se i > 0 implica que o loop gerado por Ji é Q.

Mostraremos que, se G é um grupo de permutação com um loop transversal T

dando origem a um loop Q então o anel centralizador de G sobre Z é anti-isomorfo

ao S-anel sobre Q e que G é primitivo se, e somente se, o S-anel sobre Q é primitivo.

Nos resultados a seguir, iremos assumir que G é um grupo de permutação tran-

sitiva em {1, 2, ..., n} que contém um loop transversal T = {x1, x2, ..., xn} relativo a

G1.

Note que (T, ◦) é isomorfo ao loop Q, onde o isomorfismo σ : T −→ Q é dado

por: σ(xi) = qi, para todo i = 1, 2, ..., n.

O grupo G age em T via:

G× T −→ T

(g, xi) 7−→ xg(i)

e da mesma maneira em Q:

G×Q −→ Q

(g, qi) 7−→ qg(i)

Agora considere a ação de T sobre Q:
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T ×Q −→ Q

(xj, qi) 7−→ qiσ(xj) = qiqj.

O grupo G contém uma cópia isomorfa do grupo das translações à direita de Q

via a função ϕ : R(qj) → xj, e G será reconhecido como um grupo de permutação

nos elementos de Q. Denotamos por e o elemento identidade de Q e por Ge a soma

dos elementos que pertencem a Ge (estabilizador do elemento neutro de Q).

Proposição 4.1.3. Se q ∈ Q, g ∈ G, então qg é o único elemento x ∈ Q tal que

GeR(x) = GeR(q)g em ZG.

Prova: Temos que GeR(x) = GeR(q)g se, e somente se, GeR(x) = GeR(q)g. Como

eGeR(qg) = eGeR(q)g, segue que x = qg. 2

Proposição 4.1.4. Sejam x =
∑

niqi em ZQ e R(x) =
∑

niR(qi) ∈ ZG. Então xg

é o único elemento y de ZQ tal que GeR(y) = GeR(x)g.

Prova: Seja x =
∑

niqi em ZQ. Por hipótese, R(x) =
∑

niR(qi) ∈ ZG. Dáı,

GeR(xg) = Ge

∑
niR(qig) e GeR(x)g = Ge

∑
niR(qi)g. Pela Proposição 4.1.3,

temos que Ge

∑
R(qig) = Ge

∑
R(qi)g. Assim, temos a igualdade GeR(xg) =

GeR(x)g.

Se GeR(y) = GeR(x)g onde y =
∑

miqig então,

GeR(y) = GeR(x)g = Ge

∑
niR(qi)g =

∑
niGeR(qi)g.

e R(y) =
∑

miR(qig). Logo,
∑

miGeR(qig) = Ge

∑
miR(qig) = GeR(y) =

∑
niGeR(qi)g.

Como os elementos GeR(qi)g ∈ ZG são linearmente independentes, segue que mi =

ni. Portanto, R(y) = R(xg), ou seja, y = xg. 2

Seja Z(Q,Ge) o subgrupo aditivo abeliano livre de ZQ gerado por J0, ..., Jm onde

J0, ..., Jm são as órbitas de Ge mediante a ação de Ge em Q. Observe que a função

β : Q −→ G tal que β(q) = R(q) nos dá uma imersão de Q em G.

Sabemos que, Z(Q,Ge) ⊂ ZQ. Seja u =
∑

niqi ∈ Z(Q,Ge), R(u) =
∑

niR(qi) ∈
ZG. Assim, podemos estender linearmente a função β : Z(Q,Ge) −→ ZG por

β(u) = R(u). Essa imersão obviamente preserva a soma. Mais tarde mostraremos

que Z(Q,Ge) é associativo.
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Proposição 4.1.5. Se x ∈ ZQ, então x ∈ Z(Q,Ge) se, e somente se, xg = x para

todo g ∈ Ge.

Prova: Seja x =
∑

niqi ∈ ZQ.

Se xg = x, para todo g ∈ Ge, então quando dois elementos q1 e q2 estão numa mesma

órbita de Ge eles possuem os mesmos coeficientes em x. Logo, x =
∑

miJi, e assim,

x ∈ Z(Q,Ge).

Reciprocamente, se x ∈ Z(Q,Ge) então x =
∑

miJi com mi ∈ Z. Obviamente,

quando dois elementos quaisquer q1 e q2 estão em uma mesma órbita de Ge esses

possuem o mesmo coeficiente em x. Portanto, xg = x para todo g ∈ Ge. 2

Proposição 4.1.6. Seja x ∈ ZQ. As seguintes condições são equivalentes:

(1) x ∈ Z(Q,Ge)

(2) Se u ∈ Ge então GeR(x)u = GeR(x).

(3) GeR(x)Ge = |Ge|GeR(x).

Prova: As equivalências de (1) e (2) seguem diretamente das duas últimas proposições

pois, se x ∈ ZQ então x ∈ Z(Q,Ge) se, e somente se, xu = x para todo u ∈ Ge, o

que é equivalente a GeR(x) = GeR(x)u.

(2)⇒(3)

Seja u ∈ Ge. Note que, GeR(x)Ge =
∑
u∈Ge

GeR(x)u. Por hipótese, GeR(x)u =

GeR(x). Portanto, GeR(x)Ge = |Ge|GeR(x).

(3)⇒(2)

Se a condição (3) é satisfeita e u ∈ Ge então, |Ge|GeR(x)u = GeR(x)Geu =

GeR(x)Ge = |Ge|GeR(x). Logo, GeR(x)u = GeR(x). 2

Proposição 4.1.7. Seja x ∈ ZQ. Então x ∈ Z(Q,Ge) se, e somente se, GeR(x) =

R(x)Ge.

Prova: (⇒) Seja x ∈ Z(Q, Ge). Pela linearidade, podemos supor que x = J onde

J é uma órbita de Ge. Pela Proposição 4.1.6, GeR(J)Ge = |Ge|GeR(J). Portanto,

temos que

GeR(J) = GeR(J)Ge ⊇ 1R(J)Ge = R(J)Ge

Assim, R(J)Ge ⊆ GeR(J). Como R(J) ∩Ge = {e} então,
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|R(J)Ge| = |J ||Ge| = |Ge||J | = |GeR(J)|.
Logo, R(J)Ge = GeR(J), e com isso,

GeR(x) = GeR(J) = R(J)Ge = R(x)Ge.

(⇐) Por hipótese GeR(x) = R(x)Ge. Portanto, GeR(x)Ge = Ge
2
R(x) = |Ge|GeR(x).

Pela Proposição 4.1.6, x ∈ Z(Q,Ge). 2

Proposição 4.1.8. Se x ∈ Z(Q,Ge), g ∈ G e u ∈ ZQ, então (xu)g = x(ug).

Prova: Se x, u ∈ Q então GeR(xu) = GeR(x)R(u).

Usando a Proposição 4.1.7 e a Proposição 4.1.4, se x ∈ Z(Q, Ge), u ∈ ZQ e

g ∈ G então, GeR(x(ug)) = GeR(x)R(ug) = R(x)GeR(ug) = R(x)GeR(u)g =

GeR(x)R(u)g = GeR(xu)g = GeR((xu)g). Como x(ug) ∈ ZQ, temos que x(ug) =

(xu)g. 2

Como já mencionamos anteriormente, estamos assumindo que cada elemento

x ∈ Q possue inverso bilateral x−1. Assim, R(x−1) = R(x)−1 para todo x ∈ Q.

Utilizaremos esse fato na demonstração da próxima proposição.

Proposição 4.1.9. O subgrupo aditivo Z(Q,Ge) de ZQ é um S-anel sobre Q.

Prova: A Proposição 4.1.8 e a Proposição 4.1.5 implicam que Z(Q,Ge) é fechado

com relação a multiplicação. Resta mostrar que Z(Q,Ge) satisfaz a condição (ii) da

definição de S-anel.

Sejam x, y ∈ Ji e x−1 ∈ Jj. Então existe g ∈ Ge tal que xg = y. Assim,

eR(x)gR(y)−1 = xgR(y)−1 = yR(y)−1 = e.

Logo, R(x)gR(y)−1 ∈ Ge. Agora,

x−1R(x)gR(y)−1 = egR(y)−1 = eR(y)−1 = y−1.

Portanto, y−1 ∈ Jj, e temos que, Jj = J∗i . 2

Proposição 4.1.10. O grupo G é primitivo se, e somente se, Z(Q,Ge) é o S-anel

primitivo.

Prova:

(⇒) Suponhamos que o S-anel Z(Q,Ge) não é primitivo. Assim, existe um loop

P , {e} < P < Q, e uma órbita J 6= {e} de Ge tal que J gera P . Se P não é a união

de órbitas de Ge então existe uma órbita U , um elemento a ∈ U ∩ P e um elemento
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b ∈ U − P .

Como J gera P , algum J
m

contém a e então contém b também ( pois Z(Q,Ge) é um

S-anel), e portanto, b ∈ P o que é um absurdo. Logo, P é a união de órbitas de Ge,

e assim, P ∈ Z(Q, Ge). Pela Proposição 4.1.7, GeR(P ) = R(P )Ge, e consequente-

mente, GeR(P ) = R(P )Ge. Se g1, g2 ∈ Ge e p1, p2 ∈ P então,

g1R(p1)g2R(p2) = g1(R(p1) · g2)R(p2) = g1(g3R(p3))R(p2) (para algum g3 ∈ Ge, p3 ∈
P ) = g1g3g4R(p3p2) (para algum g4 ∈ Ge). Logo, GeR(P ) é um subgrupo próprio

de G, Ge < GeR(P ) < G, ou seja, G não é primitivo.

(⇐) Se G não é primitivo então existe L tal que Ge < L < G. Portanto, L = GeK,

onde K = {R(q1), ..., R(qt)} com q1 = e, q2, ..., qt ∈ Q. Como R(qi)R(qj) = gR(qv)

para algum v, onde v = 1, 2, . . . , t, g ∈ Ge, o conjunto {q1, ..., qt} forma um subloop

de Q. Temos que K é também um transversal à esquerda para Ge em L. Logo, Ge

K = K Ge e q1 + ... + qt ∈ Z(Q,Ge), que implica que Z(Q,Ge) não é primitivo. 2

4.2 A relação entre S-Anel e Anel Centralizador

No caṕıtulo anterior, o anel centralizador de um grupo de permutação arbitrário G

agindo em um conjunto finito Ω tem uma base que consiste de matrizes cujas entradas

são zero ou um. Esta base pode ser calculada tomando o anel dos inteiros. Definimos

a função L : Q −→ G que associa para cada x ∈ Q a função L(x) : Q −→ G dada

por qL(x) = xq. Observe que L tem uma extensão natural para ZQ.

O próximo teorema é de fundamental importância pois descreve uma base para

o anel centralizador de G sobre Z em termos das órbitas de Ge.

Teorema 4.2.1. Seja {Ji}i∈I o conjunto das órbitas de Ge. Então {L(Ji)}i∈I é uma

base para o anel centralizador de G sobre Z.

Prova: Seja R o anel centralizador de G sobre Z. Cada elemento de R é uma

transformação linear em ZQ, e cada elemento g ∈ G também pode ser reconhecido

como uma transformação linear em ZQ.

Sejam u ∈ R e p ∈ Q. Se g ∈ G então gug−1 = u. Considere pu =
∑
r∈Q

αp,rr, onde

αp,r ∈ Z. Note que, pu = p(gug−1) = (pg)(ug−1) = (pgu)g−1 = (
∑
r∈Q

αpg,rr)g
−1 =

∑
r∈Q

αpg,rrg
−1 =

∑
q∈Q

αpg,qgq. Assim, αpg,qg = αp,q para todo g ∈ G.
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Em particular, se g = R(x) e p = e então αe,q = αx,qx para todo x ∈ Q, e com isto,

u =
∑
q∈Q

αe,qL(q).

Agora, seja u =
∑

mqL(q) ∈ R e g ∈ G. Dáı, eu =
∑

mqq e e(gug−1) =
∑

mqqg
−1.

Logo, mq = mq,g para g ∈ Ge, isto é, u =
∑
i∈I

niL(Ji), com ni ∈ Z.

Resta mostrar que, se J é uma órbita de Ge então L(J) ∈ R. De fato, sejam g ∈ G,

q ∈ Q e J = {ti}i∈I . Então,

q(gL(J)g−1) = (
∑
i∈I

ti(qg))g−1 = ((
∑
i∈I

tiτ)q)gg−1, onde τ = R(qg)·g−1 ·R(q−1) ∈ Ge.

Assim, q(gL(J)g−1) = (
∑
i∈I

ti)q = qL(J). Portanto, L(J) ∈ R. 2

Teorema 4.2.2. O S-anel Z(Q,Ge) é anti-isomorfo ao anel centralizador R de G

via a função: u → L(u).

Prova: É suficiente mostrar que para qualquer par de elementos u, v ∈ Z(Q,Ge),

L(uv) = L(v)L(u).

Sejam u = x1 + x2 + ... + xr e v = y1 + y2 + ... + yt, onde xi, yj ∈ Q. Como

uv ∈ Z(Q,Ge), então pelo Teorema 4.2.1 temos que L(uv) ∈ R.

Desde que R é um anel, temos que L(v)L(u) ∈ R. Um elemento de R é completa-

mente determinado pela ação em e, já que, e
∑

niL(qi) =
∑

niqi, onde ni ∈ Z.

Assim, L(uv) = L(v)L(u) se, e somente se, a ação em e é a mesma. Note que,

eL(xiyi) = xiyi = eL(yi)L(xi).

Como L(uv) =
∑

L(xiyj) e L(v)L(u) =
∑

L(yj)L(xi), com i = 1, 2, ..., r, j =

1, 2, .., t, segue que, L(uv) =
∑

L(xiyj) =
∑

L(yj)L(xi) = L(v)L(u). 2

Esse teorema faz a ligação entre dois importantes conceitos: S-anel e anel cen-

tralizador, explicitando a relação entre esses.

Corolário 4.2.3. (Schur) Se Q é um grupo, então Z(Q,Ge) é isomorfo a R.

Prova: Sejam as seguintes funções: ϕ : Z(Q,Ge) −→ Z(Q, Ge) tal que ϕ(u) = u−1,

para todo u ∈ Z(Q, Ge), e L : Z(Q, Ge) −→ R que associa a cada elemento u ∈
Z(Q,Ge) a função L(u) ∈ R. Iremos mostrar que L ◦ ϕ é o isomorfismo procurado.

De fato, sejam u, v ∈ Z(Q, Ge).

(L ◦ ϕ)(uv) = L(ϕ(uv)) = L((uv)−1) = L(v−1u−1).

Por outro lado, (L ◦ ϕ)(u)(L ◦ ϕ)(v) = L(u−1)L(v−1).
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Logo, (L ◦ ϕ)(uv) = (L ◦ ϕ)(u)(L ◦ ϕ)(v). Assim, L ◦ ϕ é homomorfismo. É fácil ver

que L ◦ ϕ é bijeção. 2

Corolário 4.2.4. Se Q é comutativo, então Z(Q,Ge) é isomorfo a R.

Prova: É imediato já que nesse caso Z(Q,Ge) é comutativo. 2

Corolário 4.2.5. O S-anel Z(Q,Ge) é associativo.

Prova: Como Z(Q,Ge) é anti-isomorfo ao anel centralizador e esse é associativo (pois

é um anel de transformações lineares), segue que Z(Q,Ge) é também associativo. 2

A proposição seguinte é uma aplicação direta do teorema anterior:

Proposição 4.2.6. Se G é um grupo de permutação e T é um loop transversal de

G tal que (T, ◦) é comutativo, então o anel centralizador de G é comutativo.
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