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Resumo

Neste trabalho apresentamos os conceitos de loop transversal, anel centralizador
e S-anel de um grupo de permutacao. As conexoes entre esses trés topicos foram
obtidos por Kenneth W. Johnson em [6, 7], onde ele adaptou os resultados de Schur

e Wielandt de “S-anéis sobre grupos”para “S-anéis sobre loops”.

v



Abstract

In this work, we present the concepts of loop transversal, centralizer ring and
S-ring over a permutation group. The connection between these three subjects was
obtained by Kenneth W. Johnson, where he translated the results of Schur and

Wielandt on “S-rings over groups”to results on “S-rings over loops”.
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Introducao

O conceito de loop transversal é devido a Baer, que em [1] mostrou como loops
surgem da generalizagao de grupos quocientes quando flexibilizamos a exigéncia da
normalidade do subgrupo, ou seja, se um grupo G' com um subgrupo H tem uma
decomposigao em classes laterais a direita de H, G = He U Hx; U Hxo U ... onde e
é o elemento identidade, entao é sempre possivel definir uma relacao bindria sobre
o transversal T' = {e, 1,23, ...}. Em certos casos essa operacao binaria torna 7" um
loop, e chamaremos T de loop transversal. A questdao da existéncia ou nao de tais
loops transversais estd intimamente ligada as propriedades dos grupos envolvidos.
Além disso, podemos considerar a questao inversa: todo loop pode ser considerado
como um loop transversal de algum grupo G por um subgrupo H?

O anel centralizador de um grupo de permutagao aparece em muitos contextos,
como por exemplo na teoria de representagao de grupos cléssicos sobre corpos finitos
ou infinitos onde eles s@o chamados anéis de Hecke. A estrutura do anel centralizador
de um grupo de permutagao transitiva finito esta estreitamente relacionada com a
estrutura algébrica do transversal do estabilizador de um ponto. Em [10, 11], Schur
considerou a situacao onde um grupo de permutacao agindo sobre um conjunto
finito  tem um subgrupo regular H. Neste caso ) pode determinar a estrutura
do subgrupo H e o anel centralizador de H é isomorfo ao subanel do anel de grupo
ZH que é chamado de S-anel sobre H. Schur usou isto em sua investigacao sobre
os B-grupos, isto é, os grupos de Burnside. Existe uma crescente conexao com anéis
centralizadores de grupos de permutacao com combinatéria e teoria de cédigos. O
leitor interessado pode consultar [2, 5].

O estudo a respeito dos S-anéis surgiu com Schur [10, 11] e Wielandt [15, 16], e
mais tarde foi continuado por Tamaschke e Scott, veja por exemplo [13, 14]. Em [12],
Scott formalizou os trabalhos de Schur. Nesta dissertagao os resultados de Schur e

Wielandt a cerca de “S-anéis sobre grupos”sao adaptados para “S-anéis sobre loops”.



Capitulo 1
Pré - Requisitos

Neste capitulo relembramos alguns resultados e conceitos classicos da teoria de
grupos e de loops que serao necessarios no decorrer deste trabalho. Para maiores

detalhes o leitor interessado pode consultar [3, 4, 9].

1.1 Quasigrupos e Loops

Quasigrupos podem ser definidos combinatorialmente ou equacionalmente. Com-

binatorialmente temos a seguinte definicao.

Defini¢ao 1.1.1. Um quasigrupo a direita (6 esquerda) é um conjunto QQ com uma
operagao bindria (-) tal que para todo x,y € QQ a equagdo a-x =1y (x-a =1y) tem
uma unica solucdo a € Q. Um quasigrupo o direita e a esquerda € chamado um

quastgrupo.

A definicao equacional de quasigrupo descreve-o como algebra universal com

operagoes de multiplicagao (+), left-division (\) e right-division (/).

Defini¢ao 1.1.2. Um quasigrupo (Q,-,\,/) € um conjunto ) com trés operagoes

bindrias (), (\), (/) que satisfazem as sequintes identidades:
W) y\(y-2) =

(2) (x-y)/y=x;
B)y-(y\z)=ux;
(4) (x/y) -y = .

A proposicao seguinte mostra a equivaléncia dessas definigoes:



Proposicao 1.1.3. O quasigrupo (Q,-,\,/) € um quasigrupo equacional se, e so-

mente se, (Q,-) € um quasigrupo combinatorial.

Prova: Sejam x,z € () e considere a equagao:
Ty =2z (1.1.1)

Tomando y = x \ z e usando a equagao (3) temos: x - (x \ z) = z. Assim, a equagao

1.1.1 tem solugao para y = x \ z. Seja y’ outra solucao de 1.1.1. Entao
y=z\z=xz\(z-y)=y.

Logo, a solugao z \ z é unica.

Reciprocamente, suponhamos que (@, ) é um quasigrupo combinatorial. Para cada

z,y € Q, defimos x/y como sendo o tinico elemento de @) que satisfaz a equagao (4):

(z/y) -y ==,
e defina y \  como sendo a tnica solucao de (3):
y-(y\z) =

Isto define (/) e (\) como operagoes bindrias em (). Portanto, (@Q,-,/,\) é um

quasigrupo equacional. O

A tabua abaixo é de um dos menores quasigrupos, cuja ordem é 3:

112
112
311
213

=N W

Definicao 1.1.4. Um loop € um quasigrupo Q com um elemento identidade e tal

quee-x =1x =2x-e, para todo x € Q.

Usaremos a justaposigao ao invés de (-).

Segue direto da definicao que num loop ) todo elemento é invertivel. Para
r € Q, o inverso a esquerda z* de z é o tinico elemento de ) satisfazendo z*z = e.
Analogamente, o inverso a direita x” de x é o tnico elemento de @ satisfazendo
rz” = e. Se " = 2” entdo v~ = 2 = 2” é chamado inverso de z. Por exemplo,

grupos sao exatamente loops associativos.



Considere (@, -) um loop qualquer, entao os cancelamentos a direita e a esquerda
sao validos em (). De fato, sejam x,y, 2z € () tais que xy = yz. Como @ é um loop,
existe um tunico w € @ tal que yw = e. Logo, de zy = zy temos zyw = zyw, ou
seja, r = z. Analogamente mostra-se que xy = xz implica que y = z.

Um quadrado latino de ordem n é um quadrado n xn preenchido com n diferentes
simbolos de tal maneira que esses ocorrem no méaximo uma vez em cada linha ou
coluna. A tdbua de Cayley ou tdbua de multiplicagao de um loop (ou quasigrupo)
finito é um quadrado latino.

Em um loop qualquer (@, -), definimos as translagoes a direita R(x) e a esquerda

L(z) por:
R(z):y—yx  L(x):y—zy

para todo y € (). Na teoria de loops, é comum escrever a funcao a direita de seus
argumentos.

A defini¢ao de loop finito é equivalente a afirmacdo de que R(x) e L(x) sao
bijecoes de ), para todo = € (). As translacoes a direita, por exemplo, sdo injetoras
ja que vale o cancelamento em (), e também sobrejetoras, pois se y € () a defini¢ao de
quasigrupo assegura a existéncia de z € @) tal que zx = y. Portanto, o conjunto das
translagoes a direita e a esquerda gera um grupo M (Q) chamado grupo multiplicativo

de @), que é um subgrupo do grupo simétrico no conjunto (). Assim:
M(Q) =< R(z), L{x);z € Q >.

Definigao 1.1.5. Um subloop P de um loop (Q,.) € um subconjunto de Q) que, sob

a operacao bindria herdada € também um loop.

Desde que, para cada p € P a equacao pr = p tem solugao tnica em (), segue

que o elemento identidade de P e de () sao os mesmos.

Definicao 1.1.6. Sejam Q1 e Qs loops. A funcao [ : Q1 — Q2 € um homomorfismo
de loops se satisfaz f(xy) = f(x)f(y), para todo x,y € Q. Além disso, quando o

homomorfismo f € bijetora dizemos que f é um isomorfismo.

1.2 Acao de Grupo em um Conjunto

Nesta secao apresentamos o conceito de acao de grupo com alguns resultados e

defini¢bes que decorrem deste. Apesar de classica, a acao de grupo sobre um conjunto
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seréd uma ferramenta fundamental neste trabalho.

Definicao 1.2.1. Sejam G um grupo e X um conjunto. Uma a¢ao de G em X ¢é
uma fungao:
v : GxX — X
(g,2) — gz
tal que para todo x € X e para todo g,h € G:
(1) ex =x
(2) (gh)z = g(hx)

onde e € o elemento neutro de (.

Exemplos: (1) O grupo simétrico S,, age no conjunto {1,2,...,n}.

(2) Seja G um grupo e X = G. A funcao:

p: GxX — X
(9,2) +— grg™!
é uma agao de G em G chamada agao por conjugacao.
Considere o grupo G agindo num conjunto X e x € X. Para cada z € X,
podemos definir dois importantes subconjuntos: a orbita e o estabilizador de x.

A drbita de x, denotada por O(z), é o conjunto:
O(x) ={gzr;9 € G} C X.
Nessas mesmas condicoes, o estabilizador de x, denotado por G, é o subgrupo de G:
G, ={g € Gy gz = z}.

Se para algum zy € X tivermos G,, = G, dizemos que z; é um ponto fixo pela
acao de G.

Se H é um subgrupo do grupo G entao denotaremos por [G : H| o indice de H em
G, isto é, o numero de classes laterais de H em G. O resultado seguinte é bastante
conhecido na teoria de grupos sobre conjuntos. Uma demostragao pode ser vista em
[9, Teorema 3.19].

Teorema 1.2.2. Se o grupo G age sobre um conjunto X e x € X entdo |O(z)| =

G Gyl



Definicao 1.2.3. Uma acdo de um grupo G num conjunto X € dita transitiva se
ocorre uma (e portanto todas) das trés condigoes equivalentes:

(1) Eziste x € X tal que O(z) = X.

(2) Para todo x,y € X existe g € G tal que z = gy.

(3) Para todo x € X, O(z) = X.

Vejamos um exemplo interessante de acao transitiva: seja H um subgrupo de um

grupo G e X o conjunto das classes laterais (a direita) de H em G. Entao:

p: GxX — X

(9,Hz) —— Hxg™!

define uma agao de G em X que é chamada de acao por translacao nas classes
laterais.
Se G age nos conjuntos X e Y, entao podemos considerar a a¢ao de G no produto

cartesiano X x Y com a chamada a¢ao diagonal: g(z,y) = (gz, gy).

Proposicao 1.2.4. Se um grupo G age transitivamente em um conjunto X entdao

todos os estabilizadores de pontos de X sao conjugados entre si.

Prova: Sejam z,y € X e g € G,. Como a agao de G em X ¢ transitiva entao
existe a € G tal que y = ax. Dai, gy = gax = ax, isto é, (a"'ga)r = x. Assim,
a"'Gya C G, e de maneira analoga, temos que G, C a*Gya. Logo, a'G,a = G,

como queriamos. a

Teorema 1.2.5. ( Lema de Burnside) Se G um grupo finito agindo num conjunto
finito X e N o numero de orbitas de X. Entdo:

V= (i) T Fw

geG

onde, para g € G, F(g) € o nimero de elementos de X que sao fizados por g.

Prova: Na soma Z F(g), cada elemento z € X é contado |G| vezes.

Se x e y estao nurrgleaGmesma érbita entao |G| = |G|, e assim os [G : G;] elementos

constituindo a 6rbita de x sao contados coletivamente [G : G.]|G.| = |G| vezes.

Como cada érbita contribui com |G| na soma, entao ZF (9) = N|G|. Portanto,
geG

N =1/|G| Y F(g) =

geG



Corolario 1.2.6. Se G ¢ um grupo agindo transitivamente em um conjunto finito

X, com | X| > 1 entao existe g € G que ndo fiza nenhum elemento de X.

Prova: Temos que o nimero de érbitas N de X ¢ igual a 1, uma vez que a agao é

transitiva. Pelo teorema acima,
= (ja1) Zre
|G| geG

Seja |G| = k. Como F(e) = |X| > 1 entdo suponhamos que F(g) > 1, para todo
g €G- Logo, p Flg) = Fle)+ Flgs) ++-- + Flge) > b = [X].

geG
Portanto, (Z F(g))/|G] > 1, o que é um absurdo, e portanto, existe g € G tal que
geG
F(g) =0. O

Suponhamos que G age em um conjunto finito X, onde | X| > 2. A acao é dita
2-transitiva (ou duplamente transitiva), se quando (z1,x2) e (y1,y2) s@o pares de
elementos distintos de X, existe g € G tal que gr1 = y; e gro = y2. A agao é dita
k-transitiva (ou multiplamente transitiva), se para todo par de k-uplas com entradas
distintas, digamos (z1,a,...,2%) € (Y1,Y2,--.,Yk), existe g € G tal que gz; = y;,
para todoi=1,2,...,k.

Suponhamos que G age em um conjunto finito X. Um subconjunto B de X é
dito um bloco (ou conjunto de imprimitividade) para a acao se, para cada g € G, ou
gB=BougBNB =10 (9B ={gzr;z € B}). Em particular, (), X e subconjuntos de
X formados por um tnico ponto sao obviamente blocos e sao chamados blocos triviais.
No caso particular em que G age transitivamente em um conjunto X, dizemos que
a acao é primitiva se os inicos blocos sao os blocos triviais. Caso contrario a agao é
imprimitiva. O grupo G é um grupo primitivo se G age primitivamente em X, isto
é, para todo B C X, nao trivial, existe g € G tal que gBN B # 0 e gB # B. O
grupo G é dito imprimitivo se existe B C X tal que, para todo g € G, gB = B ou
gBN B =1(.

Toda partigao { By, . .., By, } de um conjunto X define uma relagao de equivaléncia
= em X onde as classes de equivaléncia sao exatamente os B;. Em particular, se G
age em um conjunto finito X e B é um bloco entao existe uma relagao de equivaléncia
em X dada por:

x =y se existem g € G e B um bloco de X tal que ¢gB contém z e y.
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Esta relacao é G-invariante, isto é, se x = y entao gr = gy, para todo g € G. Por
outro lado, se = é uma relacao de equivaléncia G-invariante em X entao qualquer
classe de equivaléncia é um bloco. Assim, G é primitivo se, e somente se, ele admite

uma relagao de equivaléncia G-invariante trivial.

Teorema 1.2.7. Seja G grupo agindo sobre um conjunto X. Se G é duplamente

transitivo entao G € primitivo.

Prova: Se X tem um bloco nao trivial B, entao existem elementos x,y, z € X com
x,y € Bez ¢ B. Como G é duplamente transitivo, existe g € G tal que gr = = e
gy = z. Assim, x € BNgB e B # gB, o que é um absurdo. Logo, X possui somente

blocos triviais, e portanto, G é primitivo. O

Teorema 1.2.8. Sejam G um grupo agindo transitivamente em conjunto finito X
de ordem n e B um bloco nao trivial de X. Sao vdlidos:

(1) Se g € G entao gB € um bloco.

(11) Existem elementos g1, ..., gm de G tais que Y = {¢1 B, ..., gnB} € uma partigao
de X.

(7i1) |B| divide n, e G age transitivamente em Y onde a ordem de' Y ém = B

Prova:
(i) Se gB N hgB # 0, para algum h € G, entao BN g 'hgB # (. Como B é um
bloco, g~thgB = B, e dai, ¢gB = hgB. Portanto, ¢B ¢ um bloco de X.

(ii) Se X tem ordem 1 entdo gX = X é um bloco trivial. Podemos assumir que
a ordem de X é maior ou igual a 2. Tome b € B e 1 ¢ B. Por hipotese, G age
transitivamente em X. Assim, existe g1 € G com ¢g1b = z;. Se 1B = B entao
g1b € B. Dessa forma, x1 € B o que é um absurdo. Logo, como B é um bloco, temos
que ;]BUB =0 . Se X = BU g;B entao o resultado se verifica. Caso contrdrio,
tome xo € BU g1 B e g3 € G tal que gob = xs. E fécil ver que T2 € 9B, 12 € B e
ry & g1 B. Portanto, goB # B e g2 B # g1 B. Assim, goBN (B U g, B) =0, ja que B

e g1 B sao blocos. Continuando esse processo obtemos o resultado.

(iii) Note que |B| = |g¢;B|, para todo i = 1,2,...,m, e que n = |X| = m|B|.
Consequentemente, |B| divide n e |Y|=m = %
Para verificar que G age transitivamente em Y, considere ¢,B e g;B € Y, v € B.



Pela transitividade da agao de G em X, existe g € G tal que gg;xz = gz, ou seja,

0 # g9:BNg;B = (ggigj_l)ng N g;B. Como g; B é um bloco entao g¢;B = ¢g;B. O

Corolério 1.2.9. Se G age transitivamente em um conjunto X tal que |X| € um

numero primo entao G € primitivo.
Prova: Segue diretamente do item (iii) do teorema acima. a

Existe uma caracterizacao para os grupos primitivos dada através do seguinte

teoremas:

Teorema 1.2.10. Suponha que G age transitivamente em um conjunto X. Entao

G € primitivo se, e somente se, para cada v € X, G, € um subgrupo mazximal de G.

Prova: (=) Suponhamos que G, nao é maximal, isto é, existe um subgrupo H tal
que G, < H < G. Tremos mostrar que Hx = {gx;g € H} é um bloco nao trivial.
De fato, se g € G e Hx N gHx # () entdao hx = gh'z, com h,h' € H. Como h~'gh'
fixa z entdo h™'gh' € G, < H, e com isto, g € H. Assim, gHx = Hx ¢ Hx é um
bloco. Resta mostrar que Hz é nao trivial. Claramente Hx é nao vazio. Seja g € G,
com g ¢ H. Se Hxr = X entao, para todo y € X, existe h € H tal que y = hx. Em
particular, gz = hx para algum h € H. Logo, g *h € G, < H, e assim g € H, o que
¢ um absurdo.

Finalmente, se Hx é um conjunto unitario entao H < G, contradizendo o fato de
que G, < H. Portanto, G é imprimitivo.

(<) Suponhamos que todo subgrupo G, é maximal em G e que existe um bloco néao
trivial B em X. Defimos o subgrupo H de G por: H = {g € G;gB = B}. Tome
x € B.

Se gr = x entao x € BN gB, e portanto, gB = B. Logo, G, < H. Como B ¢
nao trivial, existe y € B, y # x. Pela transitividade da agao, existe g € G tal que
gr =y. Assim, y € BN gB, e consequentemente, gB = B. Logo, g € H e g & Gy,
isto é, G, < H.

Se H = GG entao gB = B, para todo g € G, e isto contradiz o fato de que X # B.
Portanto, G, < H < G contradizendo a maximalidade de GG,. Logo, B é um bloco

trivial e G é um grupo primitivo. O

Definicao 1.2.11. Um subgrupo H de um grupo G € dito reqular se H € livre de
ponto fizo, isto é, Gy, = {e}, para todo h € H.
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Definicao 1.2.12. Seja G um grupo de permutacao transitiva sobre X e que possui
um subgrupo reqular H. O subgrupo H € dito um grupo de Burnside ou B-grupo se

G € imprimitivo ou duplamente transitivo.

Wielandt provou que o grupo diedral D,, é um grupo de Burnside. Na prova desse

resultado utilizou o teorema de Dirichlet para primos em progressao aritmética.

1.3 Representacao de Grupos Finitos

Nesta secao G denotara um grupo finito multiplicativo com elemento identidade
e, V espaco vetorial de dimensao finita sobre o corpo dos niimeros complexos C. De-
notaremos por GL,(C) o conjunto das matrizes inversiveis de ordem n com entradas
complexas e, por GL(V') o conjunto de todas as transformacoes lineares inversiveis
de Vem V.

Definicao 1.3.1. Uma representacao de G com espaco de representacdio V € um

homomorfismo de grupos:

T: G — GL(V)
g — Tl(g)
Duas representacoes T e 1" com espacos de representacao V e V' sdo ditas equi-
valentes se existe um isomorfismo S entre os espacos vetorias V' e V' tal que:

T'(g)S = ST(g), para todo g € G.

A dimensao de V sobre C é chamado grau de T.

Analogamente, temos o conceito de representa¢ao matricial:

Definicao 1.3.2. Uma representacao matricial de G de grau n é um homomorfismo

de grupos:
T: G — GL,(C)

g — [T(9)]

Duas representagoes matriciais [T'] e [T'] s@o equivalentes se elas possuem mesma

ordem, digamos n, e se existe uma matriz fixada [S] € GL,(C) tal que

(T'(g)] = [S)[T(9)[S)™*, para todo g € G.
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Se T' é uma representacao de GG com espago V', entao das propriedades de homo-

morfismo decorrem:

(1) T(e) = 1y

(2) T(g) o T(h) = T(gh)

(3)T(9)" =T(g7")

para todo g, h € GG, onde 1y denota a transformagao identidade de V. As correspon-
dentes propriedades valem, obviamente, para as representacoes matriciais.

O nicleo da representagao T' é o conjunto: KerT = {g € G;T(g) = 1y}. Uma
representagao é dita fiel se KerT = {e}.

Sejam T : G — GL(V) uma representagao de G e {uy,us,...,u,} uma base
de V sobre C. Para cada g € G, a matriz [T(g)] de T'(g) com respeito a base
{uy,ug,...,u,} pertence a GL,(C), e

T:g—[T(g)]
define representacao matricial de G' chamada de representacao matricial associada
a T. A representacao T associa-se a outras representacoes matriciais mediantes a
escolha de outras C-bases de V. Porém, observe que todas essas representacoes
matriciais sao equivalentes.

Exemplo (Representacao de Permutag¢do): Sejam S, o grupo simétrico

com n simbolos e V' espago vetorial sobre C de dimensao n com base {uy, ug, . .., uy,}.
Considere a func¢ao P : S,, — GL(V) que para cada o € S, associa P(c) : V — V|
dada por P(0)(u;) = us@), para todoi =1,2,...,n.
Para quaisquer o,7 € 5, temos que: P(07T)u; = Usr(s) = Uo(r(s)) = P(0)P(T)us,
para todo i = 1,2,...,n. Como cada u; faz parte da base de V', concluimos que
P(ot) = P(0)P(7). Mais ainda, se P(c) = 1 entdo ¢ = 1, o que mostra que a
funcao o — P(o0) é um isomorfismo de S,, em GL,(C).

Seja [P(o)] a matriz de P(o) relativa a base {uy, us, ..., u,} de V. Entao, [P(0)]
é dita representacao matricial de permutacao e é caracterizada pelo fato de que em
cada linha e em cada coluna existe uma tunica entrada diferente de zero, que é igual
a l. A fungdo 0 — [P(0)] é um isomorfismo de S, no subgrupo das matrizes de
permutacao.

Agora, seja G um grupo de ordem n. Pelo Teorema de Cayley, existe um homo-
morfismo injetor ¢ : G — S,,. Portanto a funcao: R : g — P(¢(g)) é um isomorfismo
de G em GL(V). O isomorfismo R é dito a representacio reqular de G, e é o mais

importante exemplo de representacao.
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Suponhamos que G = {g1, g2, - . . , g } ¢ um grupo finito de ordem n e {uy, ug, ..., u,}
uma base de V. Para cada i, 1 <¢ <negé¢€ (G, existe um tnico 1 < j < n tal que
9g; = g;. Assim, temos R(g)(u;) = u;. A representacao matricial R relativa a base
{uy,us,...,u,} é chamada representagcio matricial reqular de G.

Evidentemente, para obter uma representacao matricial de um grupo arbitrario
G, é suficiente encontrar as matrizes que correspondem ao conjunto de geradores de
G. Por exemplo, para encontrar a representagao matricial regular R do grupo ciclico
de ordem n, C, =< ¢g;¢" = e >= {e,g,9°,...,¢g" '}, é suficiente encontrar [R(g)],
pois g é o gerador de G:

o = O
= o O

Uma pergunta natural que surge ¢é a seguinte: dada uma representacao, serd que é

possivel escrevé-la de forma mais simples?

Defini¢ao 1.3.3. Sejam T : G — GL,(V) uma representacio de G ¢ W um sub-
espago de V' tal que T'(g)w € W, para todo g € G e para todo w € W. Tal subespago

¢ chamado subespaco G-invariante.

Se definirmos

Ti(g) = T(9)|W (1.3.2)

onde T'(g)|W denota a restri¢ao de T'(g) em W, entdao T é uma representagao de G

com espaco de representacao W.

Definicao 1.3.4. Uma representacao T de G com espaco de representacao V nao
nulo € irredutivel se os unicos subespacos G-invariantes de V' sao {0} (espag¢o nulo)
e V. Caso contrdrio, T é chamada redutivel. A representacao T €é completamente

redutivel se para todo subespaco G-invariante W de V', existe um outro subespaco W’

tal que V=W @ W'.

Sejam T : G — GL(V) uma representacao de G e W um subespago G-invariante
de V tal que W # 0 e W # V. Entao podemos escolher bases tal que
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V=Cu1®.. Cu,, W=Cu; & ...® Cu,, com s <r.
Com relagao a essas bases, V' assume a representagao matricial [T, digamos, e W a

representagao matricial [T1]. Temos que para cada g € G,

T 1%
T(g)= | " Vo) (1.3.3)
0 T>(g)
Observe que existe uma representagao Ty : G — GL(V/W) definida por:
To(g)(u+ W) =T(g)u+ W. (1.3.4)

A fungao T5(g) estd bem definida e é um C-homomorfismo de V/W em si mesmo pois
W é um subespago G-invariante de V. As classes {us1 + W, ..., u, + W} formam
uma base para V/W | e claramente T assume a representacao matricial [T5] relativa
a essa base.

Se [T"] é uma outra representacao matricial qualquer de G associada a T, existe
uma matriz [S] € tal que [S][T"(¢)][S]* tem a forma (1.3.3) para todo g € G.

Agora, suponha que V é completamente redutivel. Entao podemos escrever:
V=WeW, W=Cui®...»Cu,, W = Cuy ... »Cu,, e relativo a base

{uy,...,u,}, T assume a representagdo matricial
T 0
() = | 9 , (1.3.5)
0 T5(9)

E facil verificar que as representacoes matriciais [T3] e [T%] sdo equivalentes. As-
sim, a redutibilidade completa de T" implica que cada representacao matricial (1.3.3)
¢ equivalente a uma da forma (1.3.5).

Em termos da representagao matricial, temos que se encontrarmos uma base em
que todas as matrizes da representagdo podem ser escritas da forma (1.3.3), para
todo g € G, entao dizemos que a representagao 1" é redutivel. Se tal reducao nao
existe entao [T] é uma representacado matricial irredutivel. Quando V(g) = 0 a
representacao matricial é dita completamente redutivel.

O préximo resultado é classico da teoria de representagoes para grupos finitos.

Uma demonstragao pode ser encontrada em [3].

Teorema 1.3.5. Toda representacao de G € escrita como soma direta de repre-

sentagoes irredutiveis de G.
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Capitulo 2
Loop Transversal de um Grupo

Neste capitulo tratamos a respeito da teoria de transversais, loops e grupos de
translacoes. Definimos transversal para grupos e damos condigdes para que esse
possua estrutura de loop. Reciprocamente, mostramos que dado um loop podemos
considera-lo como um loop transversal de algum grupo. Investigamos propriedades
dos loops transversais bem como alguns exemplos. Os principais resultados aqui

desenvolvidos foram obtidos por Johnson em [6, 7].

2.1 Loop Transversal

Para esta secao, iremos fixar as seguintes notagoes: GG é um grupo multiplicativo
com elemento identidade e, H subgrupo qualquer de G. Além disso, usaremos a

definicao combinatorial de quasigrupo.

Definicao 2.1.1. Um transversal a direita T para H é um sistema completo de

representantes das classes laterais a direita de H, tal que e € T'.

Analogamente, definimos um transversal a esquerda para H. Neste capitulo
estudaremos sempre transversais a direita, nao havendo perigo de confusao usaremos
simplesmente a expressao transversal.

Assim, G = UHzx onde essa uniao é disjunta e x percorre todos os elementos
de T. Uma operagao bindria (o) pode ser definida em T da seguinte maneira: se

x;,x; € T entao x;x; = hxy, onde h € H e x;, € T' é tnico. Assim, definimos

T; 0T = Tk-
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Observe que em geral, x;x; # x; © x;.

Proposicao 2.1.2. Seja T um transversal a direita de H em G. O sistema (T, 0) é

um quasigrupo a direita com elemento identidade e.

Prova:
Sejam T' = {z1 = e,x,...} um transversal a direita de H em G e z;,z; € T.
Considere a equacao:
aox; =1, (2.1.1)

Como G = UHzx;, existe x, € T tal que xjmi_l = hxy, onde h € H. Assim, z; =
hxix;, ou seja, h_lxj = x,7;. Logo, xp o x; = x; e a equacao 2.1.1 admite solugao.
Suponhamos que essa solucao nao ¢ tnica, isto ¢, existe x,,, € T tal que z,,, 0 x; = x;.
Entao, z,,,2; = hix;, onde hy € H. Portanto, x,,x; = hihxix;, ou seja, T, = hoxy,
com hy = hih € H. Segue que x,, = xj, pois T' é um transversal de H em G. Logo,
(T, 0) é um quasigrupo a direita.

Mostremos que e é elemento identidade de (7),0). De fato, seja x; € T tal que
x;0e = x;. Assim, z; = hx;, ou equivalentemente, r; = h™'z;. Como T é um

transversal, x; = ;. O

Como vimos, a operac¢ao (o) define uma estrutura de quasigrupo a direita em
T, ou seja, o cancelamento a direita é valido em 7. Porém, o cancelamento a
esquerda nao necessariamente se verifica como podemos ver no seguinte exemplo:
considere G = S5, o grupo simétrico com 3 elementos, o subgrupo H ={e, (23)} ¢ um
transversal 7' = {e, (12), (13)} de H em G. Podemos ver na tdbua de multiplicagao

para (7', 0), descrita abaixo, que o cancelamento a esquerda nao é valido:

o e (12) | (13)

e e (12) | (13)
(12) | (12) | e | (12)
(13) |[ (13) | (13) | e

Note que essa tabua nao é um quadrado latino.

Dizemos que T é um loop transversal a direita se (T,0) é um loop, ou seja,
(T, o) também possui o cancelamento a esquerda. Analogamente, definimos loop

transversal a esquerda quando consideramos um transversal a esquerda.
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A seguinte proposigao nos déd uma condi¢ao para sabermos quando (7', 0) é um

loop transversal:

Proposicao 2.1.3. Considere T = {x; = e, xs,...} um transversal a direita de H
em G com a operagao (o) definida anteriormente. Entdo o transversal T relativo ao
subgrupo H de G € um loop transversal se, e somente se, T € um transversal para

todo conjugado de H.

Prova:
(=)Por hipétese (T, 0) é um loop transversal. Suponha que x; 0x; = x; 02,,. Assim,

1,.-1 _
x; =

rix; = hxg e 2, = hoxy onde hy,he € H e z, € T. Agora, z,x;z,,
2:2;(2i0) "t = hzg(howg)™! = hyhy'. Chamando h = hihy' temos z;x,! =
x; 'ha;, ou seja, T; = T ha T,
Se T nao é um transversal a direita para ¢g~!Hg, para todo g € G, em particular T’
nao ¢ um transversal a direita relativo a z; '"Hax,;, para todo x; € T. Porém, se T
nio é um transversal para z; ' Hx; entdo o cancelamento a esquerda nao é possivel
em (7', 0), contradizendo o fato de T ser loop transversal. Logo, T' é um transversal
para todo conjugado de H.

(<) Suponhamos que T seja um transversal a direita para g~'Hg, para todo
g € G, entao o cancelamento a direita vale em (7', 0). Mas isto é equivalente a T" ser
um transversal a direita para z; 'Hax; para qualquer z; € T. Entdo o cancelamento

a esquerda é valido em 7', e portanto, 1" é um loop transversal para H. O

Se (T,0) é comutativo entao o cancelamento a esquerda é automaticamente sa-

tisfeito e temos o seguinte corolario:

Corolario 2.1.4. Nas mesmas condigoes da proposi¢ao anterior, se (T,0) é comu-

tativo entao T € um loop transversal.

Prova: Imediata. O

Quando consideramos o subgrupo H normal em G e T" um transversal relativo
a H entao (T, 0) tem estrutura de loop e é isomorfo ao grupo quociente G/H. Isto

serda mostrado na proposicao seguinte.

Proposicao 2.1.5. Se H for um subgrupo normal de G e T é um transversal a

direita para H entao sao validas as sequintes afirmacaoes:
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(7) O transversal T € um loop transversal.

(73) O loop (T, o) € isomorfo ao grupo quociente G/H.

Prova: (i) Imediata.

(ii) Seja T = {z; = e,xq,...} um transversal a direita de H em G, onde H é
um subgrupo normal de G. Defina ¢ : T — G/H por ¢(z;) = Hzx;. Iremos
mostrar que 1 é um homomorfismo de loops. De fato, sejam x;,z; € T. Assim,
Y(zon;) = Y(vxj) = Hrje; = HeyHa; = ()9 (x;). Portanto, ¢ é homomorfismo
de loops. Agora, se ¥(x;) = ¢(z;) entao Hzx; = Hzxj, isto é, xixj_l € H. Pela
definigao da operagao (o), x; o :cj’l = e. Logo, x; = x; e ¢ é injetora. E facil ver que
Y é sobrejetora. Portanto, (7', 0) é isomorfo a G/H. O

Proposicao 2.1.6. Seja T' um transversal do grupo G relativo ao subgrupo H. Sao
equivalentes:
(1) T é um loop transversal a esquerda.

(1) T é um loop transversal a direita.

Prova: (i)= (ii) Suponhamos que 7' = {z1 = e,z2,...} é um loop transversal a
esquerda de H em G. Dald,
v 'z, & gHg™! (2.1.2)

para todo g € G e para todo z; # z;.

Suponhamos que 7" nao é um loop transversal a direita para H. Assim, existem
g1 € G, xp, 1, €T tais que xp = glhgl_lxw, com h € H e xy, # xy.

Logo, v'w, = goh gy !, onde go = x,'g1, o que contradiz 2.1.2. Portanto, T' é um
loop transversal a direita de H em G.

A reciproca é anéloga. O

A partir de agora, bem como na proxima secao, G sera sempre grupo finito.
Como vimos na Proposicao 2.1.5, se H é normal em G qualquer transversal 7' é um
loop transversal pois (T, 0) é isomorfo a G/H. Em [1], o Teorema 1.1 mostra que
se N é o maior subgrupo normal em G que estd contido em H entao existe uma
correspondéncia bijetora entre loops transversais de H em G e loops transversais de
H/N em G/N, fazendo corresponder loops isomorfos. Assim, a existéncia de um
loop transversal de um subgrupo H de um grupo G pode ser reduzido ao caso onde

H nao possui subgrupos normais nao triviais em G.
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Dessa forma, considere H um subgrupo de G tal que H nao contém nenhum
subgrupo normal nao trivial. Sejam C' o conjunto de todas as classes laterais a direita
de H em G, C = {H,Hxs,...,Hz,}, e P(C) as bijegoes de C em C. Observe
que, para cada g € (G, g pertence a uma unica classe lateral Hx;. Suponha que
T = {e,xy,...,2,} é loop transversal. Entao para todo z;,z; € T existe um tnico
xy, € T tal que x;0x; = xy. Considere 7 : G — P(C') a representacao fiel em classes
laterais a direita de H que associa para cada g € G afungdo n(g) : C — C. Seg € H
entao definimos 7(g) como sendo a fun¢ao identidade , isto é, 7(g)(Hz;) = Hx;, para
todo i =1,2,...,n. Se g € GG tal que g € H entao g € Hx;, para um unico z;, e
faz sentido considerar a representacao 7 somente nos elementos {xs, ..., z,}. Assim,
m(z;) : C — C e w(x;)(Hxj) = Hxy, onde z; 0 x; = x4, e (o) é a operacao em 7.
Para simplificar a notacao utilizaremos apenas m;(z;) ao invés de m(x;)(Hz;).

A matriz (a;;), onde a;; = m;(z;), é um quadrado latino. Neste caso, o quadrado
latino é exatamente a tabua de multiplicacao do loop correspondente. Portanto, a
existéncia de um loop transversal é equivalente a existéncia de um subconjunto de

permutacao {m = e, m, ..., T, }.

2.2 Loops Transversais e Grupos de Permutacao

O teorema de Cayley afirma que todo grupo finito é isomorfo a um subgrupo de
um grupo de permutacoes. Nesta secao, consideramos G um grupo finito como sendo
um grupo de permutagoes sobre um conjunto finito {2 e vamos nos restringir no caso
em que G é um grupo de permutacao transitiva. Fixamos também, G, como sendo

o subgrupo estabilizador do elemento «, o € €.

Proposicao 2.2.1. Sejam G um grupo de permutacdo transitiva sobre um conjunto
finito Q2 e a € Q). Considere H = G, e T um transversal relativo a H. FEntao T é

um loop transversal para H.

Prova: Seja~y € Q, v # a. Pela Proposi¢ao 1.2.4, existe g € G tal que G, = gHg ™.
Se T'={e,xs,...,z,} é um transversal para G, em G entao 1" serd um transversal
para todo conjugado gH ¢~ *. Pela Proposicao 2.1.3 temos que 7" é um loop transversal
de H em G. a

Nas condicoes da proposicao anterior, se T' é um loop transversal para H = G,

entao T consiste de elementos que sao livres de ponto fixo. De fato, considere J =
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{gHg™';9 € G} o conjunto de todos os conjugados de H. Pela transitividade da
acao todo elemento de J é exatamente o estabilizador de algum ponto v € 0, v # a.
Reciprocamente, se S = Gg, 3 € (), entao S € J. Assim, como 7' ¢ loop transversal
para H, T é um transversal para todo conjugado de H. Porém, observe que todo
subgrupo de G que nao estd em J é livre de ponto fixo. Logo, todos os elementos do

transversal sao livres de ponto fixo. Dai, segue a proposicao:

Proposicao 2.2.2. O loop transversal T relativo ao subgrupo H = G,, a € €,

consiste de elementos que sao livres de ponto fixo.

A reciproca do resultado acima nao é valida em geral. Isto é, um grupo com
transversal livre de ponto fixo nao necessariamente produz um loop transversal.
Vejamos o exemplo a seguir.

Seja G = As, o grupo alternado com cinco elementos, agindo por translacao a
direita nas classes laterais de um subgrupo H de ordem 10 isomorfo ao grupo diedral.
Neste caso, considere H = D5 = {(1), (25)(34), (12)(35), (12345), (13)(45), (13524),
(15432), (14253), (14)(23), (15)(24)} e T = {(1),(135),(354), (23)(45), (234), (243)}
um transversal a direita de H em G.

Na tdbua de Cayley abaixo podemos observar que 7' nao possue estrutura de loop:

° (1) (135) (354) | (23)(45) | (234) (243)
(1) (1) (135) | (354) | (23)45) | (234) | (243)
(135) | (135) | (23)(45) | (1) (243) | (23)(45) | (354)
(354) || (354) (243) (135) | (354) | (135) | (23)(45)
(23)(45) || 23)45) | (1) (234) (1) (354) | (135)
(234) || (234) | (354) | (243) | (234) | (243) (1)
(243) (243) (234) | (23)(45) | (135) (1) (234)

O grupo das translagoes a direita de um loop qualquer ) é um subgrupo do
grupo das permutagoes nos elementos de () gerado pelas permutacoes { R(z);z € Q}
definida por: ¢R(z) = gz para todo ¢ € Q.

Ja vimos na Proposicao 2.2.1, se G age transitivamente em conjunto finito 2 =
{1,2,...,n} e que se tomarmos como subgrupo H de G o estabilizador de algum

ponto a € ), entao o transversal T' de G relativo ao subgrupo H serd um loop
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transversal. Convém ainda destacar a reciproca desse fato, que é verdadeira como

vemos na proxima proposicao.

Proposicao 2.2.3. Todo loop () pode ser considerado como um loop transversal de

algum grupo G por algum subgrupo H.

Prova: De fato, basta tomar o grupo G como sendo o grupo multiplicativo de @, e
ja que G permuta os elementos de (), podemos considerar H subgrupo de G como o
estabilizador de algum elemento ¢ € (). Nessas condigoes, G tera um loop transversal
T associado a H. Claramente, () e T" sao isomorfos via a funcao R : () — T'. Note
que, se R(x) = R(y) entdo = = eR(x) = eR(y) = y, para todo z,y € Q. a

Portanto, uma maneira 6bvia de obter grupos com loops transversais é calcular
o grupo das translagoes a direita de um loop qualquer.
Um exemplo de uma familia de grupos de permutacao com loop transversal sao

os grupos de Frobenius.

Definicao 2.2.4. Um grupo de Frobenius é um grupo de permutac¢ao transitiva tal

que cada elemento nao trivial fiza no mdximo um ponto.

Seja G um grupo que age sobre um conjunto 2. O niticleo de Frobenius K de
G consiste do elemento identidade e de todos os elementos que nao fixam nenhum
ponto. O nitcleo de Frobenius pode nao ser um subgrupo de GG, uma vez que a
operacao em K pode nao ser fechada.

O subgrupo H de um grupo de Frobenius que fixa um ponto é chamado com-
plemento de Frobenius. Em 1901, Frobenius provou que ntcleos de Frobenius para
grupos de Frobenius sao subgrupos normais. Exceto em casos muito particulares
nao existe prova do resultado acima sem fazer uso da Teoria de Caracteres. E mais,
grupos de Frobenius tém um tnico nicleo de Frobenius. Portanto, tais grupos tem
um tnico loop transversal 1" tal que (7', 0) é um grupo (que na realidade é o ntcleo

de Frobenius).
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Capitulo 3

Anel Centralizador de Grupos de

Permutacao

Apresentamos neste capitulo alguns topicos relacionados ao conceito de anel
centralizador para grupos de permutagao. Uma importante simplificacdo acontece
quando esse é comutativo. Introduzimos a definicao de esquema associativo que

generaliza o anel centralizador.

3.1 Anel Centralizador

Sejam G um grupo finito de permutagao transitiva sobre o conjunto Q = {1,2,...,n}
e V um espaco vetorial complexo de dimensao finita.

Sejam {uy, us, ..., u,} uma base de V e a agdo m de G em V' que associa para cada
g € G afuncao n(g) : V — V dada por 7(g)(u;) = ug;). Essa é uma representacao

de permutacao cujas matrizes sao:

1, se, e somente se, ¢(i) =7
[m(9)liy = (i
0, caso contrario

Consideremos a acao diagonal de G sobre Q x Q: ¢(i,7) = (g(i), g(j)). Sejam H
o estabilizador do 1, denotado por G1, e Ay, Ay, ..., A, as orbitas da acao de G em
Q x Q.

Definicao 3.1.1. O anel centralizador R de G € o conjunto das matrizes de ordem

n (com entradas complexas) que comutam com todas as matrizes m(g).

21



Para cada érbita Ay, seja Ay a matriz de incidéncia n x n dada por:

1, se (i,)) € A

[Axli; = { iy (3.1.1)
0, caso contrario

Note que se | Ag |=t entdo A é t - regular, isto é, Ay possui ¢ entradas iguais a 1.

Proposicao 3.1.2. Uma base para o anel centralizador ¢ dada pelo conjunto das
matrizes de incidéncia Ag, A1, ..., Ay de Ng, Aq, ..., Ap.

Prova: Seja B = [B]; ; uma matriz complexa arbitraria. Temos que,
[7(9)Bm(9) i = [Blgt.e)

para todo g € G. Assim, w(g)Bn(g)~! = B se, e somente se, [Bl; ; = [Bly(i)4(j), Para
todo g € G.
Iremos mostrar que para todo g € G, 7(g) comuta com A,, r =0,1,..., k. De fato,
se (i,7) € A,, para alguma 6rbita A,, entdo a matriz A, que representa A, tem a
(i,j)-ésima posicao igual a 1. Logo,

[7T<9)Arﬂ(g)il]i,j = [Ar]g(i),g(j) =1
Se (i,7) € A, entdo [A,];; = 0, e portanto,

[7(9)Arm(9) iy = [Arlg00) = O
pois como (7,7) ¢ A, entdo nao existe g € G tal que (¢9(7),g(j)) € A,. Assim, em
ambos os casos m(g) comuta com A,, para todo r =0,1,..., k.

Se B comuta com 7(g), para todo g € G, entdo B = ZCTAT, com ¢, € C. De fato,

r=0
inicialmente observemos que o conjunto de todas as érbitas Ag, Aq, ..., A, formam

uma particao em Q2 xQ e que (4, 7) e (4, 4) estdo na mesma 6rbita, e assim, cada matriz
de incidéncia Ay, Ay, ..., A serd simétrica. Além disso, o conjunto {Ay, Ay, ..., Ax}
¢ linearmente independente. Seja B uma matriz qualquer de ordem n que comuta
com as matrizes 7y, para todo g € G. Temos que [Bl;; = [Blyu)4¢), Para todo
g € G. Facamos 7 = j = 1. Como g percorre todos os elementos de GG, entao existe
geGtalqueg(l)=1,¢9(1)=2,...,9(1) =n,ouseja, [Bli1 = [Bla2 = ... = [Blun.
Logo, a diagonal da matriz B é formada por elementos que sao todos iguais. Agora,
consideremos i # j. Como a agdo ¢ transitiva, existe ¢ € G tal que g(i) = j

e g(j) = 4. Assim, [B];; = [B];;, e portanto, B é uma matriz simétrica. Logo,
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B =cyAy+ 1A+ ...+ csAs, com¢; € C,s =0,1,... k. Portanto, as matrizes de

incidéncia A, formam uma base para o anel centralizador. O

Consideremos o grupo finito G = {g1, g2, ..., gn}, onde g = e (0 elemento iden-
tidade). A cada g; vamos associar a varidvel z . Definimos a matriz grupo X¢ como
sendo uma matriz n x n tal que a (i, j)-ésima entrada é z,,x ot Assim o anel centra-
lizador pode também ser caracterizado como um conjunto de matrizes que comutam

com a matriz grupo X% = Y m(g)x, que corresponde a .

Exemplo: Seja o grupo diedral Dy = {e, go = (1234), g3 = (1432), 94 = (13), 95 =
(24),96 = (13)(24),9; = (12)(34),9s = (14)(23)} agindo sobre Q x Q, onde Q =
{1,2,3,4}.

A acao pode ser descrita abaixo:

Dix (2xQ) —  QxQ
o x (a,b) = (o(a),o(b))
onde as Orbitas dessa acao sao:
Ag={o(1,1);0 € Dy} ={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4)}
Ay ={0(1,3);0 € Dy} ={(1,3),(2,4),(4,2),(3,1)}
Ay ={0(1,2);0 € Dy} ={(1,2),(2,3),(4,1),(3,2),(1,4),(3,4),(2,1),(4,3) }
Consideremos V' espago vetorial de dimensao 4 e B = {ey, ey, €e3,e4} a base

canonica de V. As matrizes de representacao de GG sobre C sao:

1000 0100 000 1

© 0100 (@) 0010 (2 1000

e = T = T =
0010 92 0001 93 0100
000 1 1000 0010
0010 1000 0010

(a1 010 0 (4 000 1 (40 000 1

Twags) = Tmigs ) = Q) =

I 100 0 95 0010 96 100 0
000 1 0100 0100
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0100 0 001
(g7) 10 00 (g5) 0010
T = 70 =
I 0001 g 0100
0010 10 00
enquanto as matrizes de incidéncia sao:
1 000 0010 0101
0100 0 0 01 1010
Ay = A, = Ay =
0010 10 00 0101
0001 0100 1010

O anel centralizador R de D, tem como base as matrizes Ay, Ay, A>. Vejamos a

tabua de R, onde () é a multiplica¢do usual de matrizes:

Ao A Ay
Ao | Ay Ay As
A A A Ay
Ay | Ay Ay 240+ 24

3.2 Comutatividade do Anel Centralizador

E interessante sabermos se o anel centralizador de um grupo de permutagao G é
comutativo (veja [2, 16]). Por exemplo, a comutatividade implica que a representagao
de permutacao de G, que se decompoe em representacoes irredutiveis, possue a pro-
priedade de que cada representacao irredutivel aparece no maximo uma vez, como
veremos a seguir.

Retornaremos a situagao geral do grupo GG agindo em um conjunto 2.

A representacao de permutacao g — 7(g) é claramente uma representagao linear
S
sobre C, e portanto, cinde em fatores irredutiveis = = g c;o;, onde o; é uma

i=1
representacao irredutivel de G. Dizemos que 7 é livre de multiplicidade se cada

Cizl.
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Teorema 3.2.1. Se G age em um conjunto 2 via g — w(g) o anel centralizador é

comutativo se, e somente se, ™ € livre de multiplicidade.
S

Prova: Suponhamos que 7 é livre de multiplicidade. Assim, 7w = Zoi. Entao a
i=1

matriz grupo X7 = > w(g)z, ¢é similar a matriz bloco,

Xoy o --- 0 0
0 X, -~ 0 O
D = . . . .
0 0 - 0 X,

que corresponde a decomposi¢cao de m em representacoes irredutiveis. Pelo Lema de
Schur temos que qualquer matriz que comuta com o a matriz grupo que correspondem
a representacoes irredutiveis é da forma AI, onde A é um escalar e I é a matriz
identidade (consulte [8, Proposi¢ao 2.1.3]). Portanto, qualquer matriz que comuta

com D, deve ser diagonal da forma,

M1y, o -~ 0 0
0 Xlp, -+ 0 0
0 0 - 0 AsIp,
onde \; sao escalares arbitrarios, i =1,2,...,s.

Claramente, o anel gerado por essas matrizes diagonais é comutativo. Logo, o anel
centralizador é comutativo.
Suponhamos que 7 nao é livre de multiplicidade, isto é, existe ¢; € C tal que ¢; > 1.

Por outro lado, as matrizes que comutam com a matriz da forma
X, 0
0 X,

ML AT
Asl Al

onde A, A2, A\3, Ay sao escalares arbitrarios. E claro que a algebra de tais matrizes é

sao da forma

isomorfa a algebra das matrizes 2 X 2 que nao é comutativa. Logo, o anel centralizador

nao é comutativo. O
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No caso onde R é comutativo, o par (G, H) é freqiientemente chamado de par de
Gelfand.

3.3 Esquemas Associativos

Sejam €2 um conjunto finito nao vazio e R = {Ry, Ry, ..., Ry} uma cole¢ao de
subconjuntos de € x Q em (d + 1)-classes. A forma x = (Q,{R;}o<i<a) ou sim-
plesmente y é chamado um esquema associativo de d classes se satisfaz as seguintes
propriedades:
(1) Ry = {(x,x);x € Q}.
(2) Para quaisquer R;, o conjunto R! = {(z,y); (y,x) € R;} pertence a R.
(3) Para todo par (z,y) € Ry, o nimero de elementos z € 2 tal que (z,2) € R;,
(2,y) € R; é a constante pﬁj dependendo somente de h,i,j. As constantes pﬁj S0
chamados nimeros de interse¢ao (ou parametros) de x.

Além disso se x satisfazer a seguinte condicao:
(4) p}'; = pl};, para todo h,i, j.
dizemos que y é um esquema associativo comutativo. Freqiientemente na literatura
o termo esquema associativo inclui a comutatividade.

Definimos a composi¢ao de R; e R; por:

R;o R; ={(x,y);3z; (x,2) € R, (2,y) € R;}
Assim, a condic@o (3) acima é equivalente a:
RioR; = ijRh

ou seja, com a composicao definida acima, os elementos de y formam uma algebra
sobre Z. A condicdo (4) é equivalente a R; o R; = R; o R;, em outras palavras, a
algebra descrita acima é comutativa. Além disso, o esquema associativo é chamado
simétrico se a seguinte condicao é valida:
(5) R; = R, para todo i =0,1,...,d.
Note que (5) implica (4).

Observacao 3.3.1. Ezxistem vdrias defini¢oes na literatura para esquemas associa-
tivos. Aqui estaremos utilizando a defini¢ao onde um esquema associativo satisfaz

as condigoes de (1) a (4) descritas acima.

Exemplo: Seja G um grupo finito munido de uma operagao (*) agindo em si mesmo

através de (x). Para cada g € G, considere R, = {(z,y);x = g xy}. Assim, (G, R;)
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é esquema associativo. Note que se G é abeliano entdao o esquema associativo é

comutativo.

Cada R; do esquema associativo é descrito por sua matriz adjacente A; definida
exatamente como em 3.1.1. Em termos das matrizes adjacentes, a definigao pode ser
reescrita da seguinte maneira:

(1) Ag = I, onde I é a matriz identidade.
(2) A; = AT para todo i =0,1,...,d.
(3) AiA; = pl A

k

d

Além disso, Z A; = J, onde J é a matriz cujas entradas sao todas iguais a 1.
i=0
Logo, as matrizes A; s@o linearmente independentes e pelos itens (1), (2) e (3) vemos

que geram uma algebra comutativa A, (d+1)-dimensional. Essa algebra foi estudada
primeiramente por Bose e Mesner (1959) e por isso é conhecida como a algebra de
Bose-Mesner do esquema associativo. As matrizes Ag, Ay, ..., Ay formam a chamada
base canonica da dlgebra de Bose-Mesner. Observe que as matrizes A; sao normais,
isto ¢, comutam com sua transposta conjugada. Pelo Teorema Espectral, como as
matrizes A; comutam, elas podem ser diagonalizadas simultaneamente, isto é, existe
uma matriz unitdria U tal que para cada A € A, U AU é diagonal (uma matriz U
é dita unitdria se U~! = UT). Portanto, C" =V, ® V@ --- ® Vg, onde cada V; é um
autoespaco de Ag, Ay, ..., Ay respectivamente.

Seja E; a projecao ortogonal C" — V, expressada na forma de matriz com

respeito a base canonica. Entao essas matrizes satisfazem:

k
()Y Ei=1I
1=0

Em particular, podemos tomar Fy = %J , onde J é a matriz cujas entradas sao

todas iguais a 1. As matrizes Ey, E1, . .., Fy sao uma base de idempotentes ortogonais
para A.
Sejam {Vp, Vi, ..., V4} o conjunto de autoespacos de Ay, Ay, ..., Ay respectiva-

mente e a matriz X € R,
X:OéoA0+OélA1+...+OédAd
ondea; € C,7=0,1,...,d. Osvetores de V; sao exatamente os autovetores da matriz

X e podemos escolher Vj o subespaco unidimensional com base {vo; = (1,1,...,1)}.
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Explicitamente, se {v;1, vi2, . . ., Vs, } formam uma base para V; entdo uma base para

o espaco fundamental V' é dada pelos vetores:

{UOI7U117U127 <oy Vlsyy e o5 Udyy - v - 7vdsd}-
d 8
Com respeito a essa base podemos escrever cada v € V' como: v = E 5 QjkVjk.
§=0 k=1

si
Assim P;, a projecdo na coordenada i, leva v em E V. Além disso, A; =

k=1
d

Z pi(J)E; onde p;(j) sao os autovalores de A;.
§=0

Vamos retornar ao exemplo da pagina 23, onde o grupo diedral D, age sobre
QxQ, com Q =1{1,2,3,4}. Note que os autovalores de A, sdo todos iguais a 1 com
multiplicidade algébrica 4, os autovalores de A; sao 1 e —1 ambos com multiplicidade
algébrica 2 e os autovalores de A, sao 2, —2 e 0 com multiplicidade algébrica 2. Seja
XeR, X =aAy+ A +~v4; onde a, 3,7 € C.

Os autovetores de X sao: vg; = (1,1,1,1), v;3 = (=1,1,—1,1), vy = (0,—1,0, 1)
e vgg = (—1,0,1,0). Assim,
Vo =< (1,1,1,1) > Vi=<(-1,1,-1,1) > Vo =< (0,-1,0,1),(—1,0,1,0) >
e consideramos V =< Vy, V4, V4 >. Seja v = (a, b, c,d) € V. Entao,
U = Q1V01 + 11011 + Q21V21 + Qi22V22
(a,b,c,d) = ap(1,1,1,1) + asn(—1,1, —1,1) + a2, (0,—1,0,1) + ag(—1,0,1,0)

a+b+c+d b+d—a—-c d—>b c—a

1 Vo1 + 1 v11 + 7 Va1 + 5

(a,b,c,d) =

V922.

Consideremos as projegoes:

P: V — V PV — V PV — Vv

v = Qp1V01 v F— 01111 U Q1U21 1 QiaoUsg

As matrizes das transformacoes lineares P;, i = 0, 1,2, na base canonica sao:

1111 1 -1 1 -1 1 0 -1 0
11111 1l-1 1 -1 1 1l 0o 1 0 -1
Ey=- B =- By = -
411111 41 1 -1 1 -1 2| -1 0 1 0
111 1 -1 1 -1 1 0 -1 0 1
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Observe que Ey, £, F5 sao idempotentes e sao ortogonais dois a dois.

O esquema associativo generaliza o conceito de anel centralizador de um grupo de
permutacao, pois todo anel centralizador é um esquema associativo onde as orbitas
A; podem ser identificadas com os R; do esquema associativo. Um esquema associa-
tivo que surge através da acao de um grupo em um conjunto é chamado Schurian.
Frizamos que nem todos os grupos de permutacao dao origem a esquemas associa-

tivos, ja que em geral o anel centralizador pode nao ser comutativo.
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Capitulo 4
S-Anéis

Nas proximas secoes estudamos varios resultados para S-anéis sobre loops equiva-
lentes aos encontrados em [12], que trata a respeito de S-anéis sobre grupos. A pas-
sagem de S-anéis sobre grupos para S-anéis sobre loops nao ¢ imediata e os conceitos
necessarios para tal sao aqui tratados. Também estabelecemos uma relagao entre o
S-anel e o anel centralizador que foi definido no capitulo anterior. Todos os resulta-
dos explorados neste capitulo a respeito de S-anéis sobre loops podem ser vistos em

6, 7].

4.1 S-Anéis
Primeiramente, comegamos definindo S-anel sobre grupos:

Definicao 4.1.1. Sejam H um grupo e ZH o anel de grupo sobre Z. Um S-anel
sobre H € um subanel S de Z.H tal que existe uma particio H = UJ;, J; # 0 satis-
fazendo:

) Jo = {e}

1
i) Jf = J; para algum j, onde JF = {z;z"! € J;}

(
(
(vii) {Jo, J1, -+, Jn} € base para o grupo abeliano livre (S,+), onde se J; = {x1, xs, ..., 2, }
J; denota o elemento x1 + xo+ -+ - + z, de ZH.

Um grupo abeliano G é chamado abeliano livre se esse ¢ uma soma direta de
grupos ciclicos infinitos. Mais precisamente, existe um subconjunto X C G de

elementos de ordem infinita, chamado base de G, com G = Z <z >.
rzeX
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O S-anel S é primitivo se ¢ > 0 implica que o grupo gerado por J; é igual a
H e S é dito primitivo trivial se existem apenas duas partigoes de H: Jy = {e} e
J1 = H — {e}.

Considere um grupo G agindo sobre um subgrupo H por translagoes a direita.
Dizemos que G é primitivo mediante essa acao se G nao preserva particao nao trivial
de H. Seja S o S-anel de H, isto é, S =< Jy,J1,...,J, > onde os J; sio como
definidos acima. Um resultado interessante nos diz que G é primitivo se, e somente
se, S é primitivo. Para maiores detalhes dessa prova consulte [12]. Se ainda, H for
um subgrupo regular de G entao o anel centralizador R de G é isomorfo ao S-anel
sobre H. Veja [16].

No que segue, iremos obter resultados equivalentes aos anteriores quando o grupo
H é substituido por um loop Q = {¢1 = 1,¢2,...,q,} tal que cada elemento de @
possui inverso bilateral.

Lembramos que o conceito de anel de loop é o equivalente nao associativo dos

anéis de grupo, onde o grupo é substituido por um loop qualquer.

Definicao 4.1.2. Um S-anel sobre (Q ¢ um subanel de Z() com uma particio ) =

UJ;, J; # 0 tal que as condigoes (i), (ii), (i1i) anteriores sao satisfeitas.

Um S-anel sobre @) é primitivo se ¢ > 0 implica que o loop gerado por J; é Q.
Mostraremos que, se G é um grupo de permutacao com um loop transversal T’
dando origem a um loop @) entao o anel centralizador de GG sobre Z é anti-isomorfo
ao S-anel sobre () e que G é primitivo se, e somente se, o S-anel sobre () é primitivo.
Nos resultados a seguir, iremos assumir que G é um grupo de permutagao tran-
sitiva em {1,2,...,n} que contém um loop transversal T' = {z1, z, ..., x, } relativo a
Gy.
Note que (T,0) é isomorfo ao loop @, onde o isomorfismo o : T — @ é dado
por: o(x;) = ¢;, para todo i = 1,2, ..., n.
O grupo G age em T via:
GxT — T
(9, @) — w4,
e da mesma maneira em Q):
GxQ — Q
(9, @) g

Agora considere a acao de T sobre Q:

31



TxQ — Q
(zj,q) — qio(z;) = qiq;.
O grupo G contém uma cépia isomorfa do grupo das translagoes a direita de @
via a funcao ¢ : R(q;) — z;, e G sera reconhecido como um grupo de permutacao
nos elementos de Q. Denotamos por e o elemento identidade de @ e por G, a soma

dos elementos que pertencem a G, (estabilizador do elemento neutro de Q).

Proposicao 4.1.3. Se q € QQ, g € G, entao qg € o unico elemento x € () tal que
G.R(z) = G.R(q)g em ZG.

Prova: Temos que G R(r) = G.R(q)g se, e somente se, G.R(xr) = G.R(q)g. Como
eG.R(qg) = eG.R(q)g, segue que x = qg. O

Proposicao 4.1.4. Sejam x =Y n;q; em ZQ e R(z) = > n;R(q;) € ZG. Entio xg
¢ o0 tinico elemento y de ZQ tal que G.R(y) = G.R(x)g.

Prova: Seja x = > n;q; em ZQ. Por hipétese, R(x) = Y n;R(¢;) € ZG. Dal,
G.R(zg) = G.Y_niR(q:g) e GeR(x)g = G. Y niR(g)g. Pela Proposicao 4.1.3,
temos que G.>. R(qig) = G.>. R(g;)g. Assim, temos a igualdade G.R(rg) =
G.R(z)g.
Se G.R(y) = G.R(x)g onde y = 3 m;g;g entao,
ER(?J) = ER@)Q = G_GZ niR(gi)g =3 ni@R(Qz)g‘

e R(y) = 22 miR(qg). Logo,

> miGeR(qig) = G. Y- miR(q:9) = G R(y) = - niG.R(:)g-
Como os elementos G, R(q;)g € ZG sao linearmente independentes, segue que m; =

n;. Portanto, R(y) = R(xg), ou seja, y = xg. O

Seja Z(Q, G.) o subgrupo aditivo abeliano livre de ZQ gerado por Jy, ..., J,, onde
Jo, ..., J, s2o as Orbitas de GG, mediante a acao de GG, em (). Observe que a funcao
B:Q — G tal que B(q) = R(q) nos d& uma imersao de @) em G.

Sabemos que, Z(Q,G.) C ZQ. Sejau = >_n;q; € Z(Q, G.), R(u) =Y n;R(q:) €
ZG. Assim, podemos estender linearmente a funcao § : Z(Q,G.) — ZG por
B(u) = R(u). Essa imersao obviamente preserva a soma. Mais tarde mostraremos

que Z(Q, G.) é associativo.
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Proposicao 4.1.5. Se x € ZQ, entao x € Z(Q,G.) se, e somente se, tg = x para
todo g € Ge.

Prova: Seja x =) n;q € ZQ.

Se xg = x, para todo g € G, entao quando dois elementos ¢; e ¢ estao numa mesma
orbita de G, eles possuem os mesmos coeficientes em x. Logo, x = > m;.J;, e assim,
r € Z(Q, Ge).

Reciprocamente, se € Z(Q,G,) entdo x = > m;J; com m; € Z. Obviamente,
quando dois elementos quaisquer g; e go estao em uma mesma Oorbita de G, esses

possuem o mesmo coeficiente em x. Portanto, xg = x para todo g € G.. O

Proposicao 4.1.6. Seja x € Z(Q). As sequintes condicoes sao equivalentes:
(1) @ € Z(Q, G.)

(2) Seu € G, entio G.R(z)u = G.R(x).

(3) G.R(x)G, = |GL[GLR(x).

Prova: Asequivaléncias de (1) e (2) seguem diretamente das duas tiltimas proposigoes
pois, se € ZQ entao = € Z(Q,G,) se, e somente se, zu = x para todo u € G, 0
que é equivalente a G.R(x) = G.R(z)u.

(2)=@3)

Seja u € G,. Note que, G.R(z)G, = Z G.R(z)u. Por hipétese, G R(z)u =

G.R(z). Portanto, G.R(2)G, = |G.|G.R(x).

(3)=(2)

Se a condigdo (3) é satisfeita e u € G, entdo, |G.|G.R(z)u = G.R(z)Gu =
GoR(@)T: = |GGLR(x). Logo, GoR(w)u = CoR(x). 0

Proposigao 4.1.7. Seja x € ZQ. Entdo v € Z(Q,G.) se, e somente se, G.R(z) =

Prova: (=) Seja = € Z(Q,G,). Pela linearidade, podemos supor que z = J onde
J é uma 6rbita de G,. Pela Proposicao 4.1.6, G.R(J)G. = |G.|G.R(J). Portanto,
temos que

G.R(J)=G.R(J)G. 2 1R(J)G. = R(J)G,
Assim, R(J)G. C G.R(J). Como R(J) NG, = {e} entao,

3
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[R(J)Ge| = |J]|Ge| = |Ge[|J] = |GeR(J)].

Logo, R(J)G, = ( ), e com isso,

R(z) = GR(J) = R(J)Ge = R(2)Ge.
(<) Por hipotese GeR(x) = R(x)Ge. Portanto, G, R(z)G, = _ZR(x) = |G.|G.R(x).
Pela Proposicao 4.1.6, =z € Z(Q, G.). O

Proposicao 4.1.8. Se z € Z(Q,G.), g € G e u € ZQ, entdo (zu)g = x(ug).

Prova: Se z,u € Q entdo G R(zu) = G.R(z)R(u).

Usando a Proposigao 4.1.7 e a Proposigao 4.1.4, se z € Z(Q,G.), u € ZQ e
g € G entio, G.R(z(ug)) = G.R(z)R(ug) = R(x)G.R(ug) = R(z)G.R(u)g =
G.R(z)R(u)g = G.R(zu)g = G.R((ru)g). Como x(ug) € ZQ, temos que z(ug) =
(zu)g. O

Como ja mencionamos anteriormente, estamos assumindo que cada elemento
r € @ possue inverso bilateral z71. Assim, R(z™!) = R(z)™! para todo z € Q.

Utilizaremos esse fato na demonstracao da préxima proposicao.
Proposicao 4.1.9. O subgrupo aditivo Z(Q, G.) de ZQ) é um S-anel sobre Q.

Prova: A Proposigao 4.1.8 e a Proposicao 4.1.5 implicam que Z(Q, G.) é fechado
com rela¢ao a multiplicacdo. Resta mostrar que Z(Q, G.) satisfaz a condigao (ii) da
definicao de S-anel.
Sejam z,y € J; e z7* € J;. Entao existe g € G, tal que zg = y. Assim,
eR(z)gR(y)~ = zgR(y)™ = yR(y)~' =e.

Logo, R(z)gR(y)™! € G.. Agora,

' R(z)gR(y) ' =egR(y) ' =eR(y) " =y "
Portanto, y~* € J;, e temos que, J; = J;. O

Proposicao 4.1.10. O grupo G € primitivo se, e somente se, Z(Q,G.) € o S-anel
primativo.

Prova:
(=) Suponhamos que o S-anel Z(Q, G.) nao é primitivo. Assim, existe um loop
P, {e} < P <@, e uma érbita J # {e} de G, tal que J gera P. Se P nao é a uniao

de érbitas de G, entao existe uma érbita U, um elemento a € U N P e um elemento
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beU—P.

Como J gera P, algum J  contém a e entdo contém b também ( pois Z(Q, G,) é um
S-anel), e portanto, b € P o que é um absurdo. Logo, P é a unido de 6rbitas de G,
e assim, P € Z(Q,G.). Pela Proposicao 4.1.7, G.R(P) = R(P)G., e consequente-
mente, G.R(P) = R(P)G.. Se g1,92 € G e p1,p2 € P entéo,

91R(p1)g2R(p2) = g1(R(p1) - 92) R(p2) = 91(93R(p3)) R(p2) (para algum g3 € G, ps €
P) = g19394R(psp2) (para algum g4 € G.). Logo, G.R(P) é um subgrupo préprio
de G, G. < G.R(P) < G, ou seja, G nao é primitivo.

(<) Se G nao é primitivo entao existe L tal que G, < L < G. Portanto, L = G K,
onde K = {R(q1),...., R(q:)} com ¢1 = e,q2,...,q¢: € Q. Como R(q;)R(q;) = gR(qv)
para algum v, onde v = 1,2,...,t, g € G., o conjunto {q, ..., q} forma um subloop
de Q. Temos que K é também um transversal & esquerda para G. em L. Logo, G.
K=KG.eq+..+qc€7Z(Q,G.), que implica que Z(Q, G.) ndo é primitivo. O

4.2 A relacao entre S-Anel e Anel Centralizador

No capitulo anterior, o anel centralizador de um grupo de permutacao arbitrario G
agindo em um conjunto finito {2 tem uma base que consiste de matrizes cujas entradas
sao zero ou um. Esta base pode ser calculada tomando o anel dos inteiros. Definimos
a fungdo L : ) — G que associa para cada x € @ a fungao L(z) : Q — G dada
por gL(z) = xq. Observe que L tem uma extensao natural para ZQ).

O préximo teorema é de fundamental importancia pois descreve uma base para

o anel centralizador de G sobre Z em termos das orbitas de G,.

Teorema 4.2.1. Seja {J;}ic; 0 conjunto das érbitas de G.. Entdo {L(J;)}icr € uma

base para o anel centralizador de G sobre 7Z.

Prova: Seja R o anel centralizador de G sobre Z. Cada elemento de R é uma

transformacao linear em Z(Q), e cada elemento g € G também pode ser reconhecido

como uma transformacao linear em ZQ).

Sejam u € Rep € Q. Se g € G entdao gug~' = u. Considere pu = Zap,rr, onde
reQ

oy, € Z. Note que, pu = p(gug™) = (pg)(ug™) = (pgu)g™" = (Z ong,ﬂ’)g_1 =
re@

-1 .
Z QpgrTg = Z Qpg.qgq- Assim, oy .9 = v, Para todo g € G.
reQ qeQ
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Em particular, se ¢ = R(x) e p = e entao a., = 4, para todo z € @, e com isto,

u= Z aeqL(q).
9€@
Agora, seja u =Y m,L(q) € Re g€ G. Dai, eu=> myq e e(gug™) = > m,qg".

Logo, my, = my, para g € G, isto é, u = ZmL(Z), com n; € Z.

iel
Resta mostrar que, se J é uma érbita de G, entdao L(J) € R. De fato, sejam g € G,
q€QeJ={t}ic;. Entao,

a(gL(J)g™") = (Z ti(qg))g ™" = ((Ztﬁ)q)gg‘l, onde T = R(qg)-g~" R(¢"") € Ge.
Assim, q(gL(J)g™") = (Z t;)q = qL(J). Portanto, L(J) € R. O

el

Teorema 4.2.2. O S-anel Z(Q, G.) € anti-isomorfo ao anel centralizador R de G

via a fungdo: u — L(u).

Prova: E suficiente mostrar que para qualquer par de elementos u,v € Z(Q,G.),
L(uv) = L(v)L(u).

Sejam u = 3 +To+ ...+ 2 eV =y + Y2 + ... + Yy, onde z;,y; € Q. Como
w € Z(Q, G.), entao pelo Teorema 4.2.1 temos que L(uv) € R.

Desde que R é um anel, temos que L(v)L(u) € R. Um elemento de R é completa-
mente determinado pela acao em e, ja que, e Y n;L(¢;) = > n;q;, onde n; € Z.
Assim, L(uv) = L(v)L(u) se, e somente se, a agdo em e é a mesma. Note que,
eL(ziy;) = ziy; = eL(yi) L(z;).

Como L(uv) = Y L(zy;) e L(v)L(u) = > L(y;)L(x;), com i = 1,2,...,r, j =
1,2,..,t, segue que, L(uwv) = > L(z;y;) = > L(y;)L(x;) = L(v)L(u). 0

Esse teorema faz a ligacao entre dois importantes conceitos: S-anel e anel cen-

tralizador, explicitando a relagao entre esses.
Corolario 4.2.3. (Schur) Se Q é um grupo, entiao Z(Q, G.) € isomorfo a R.

Prova: Sejam as seguintes fungoes: ¢ : Z(Q,G.) — Z(Q, G.) tal que p(u) = u™?,
para todo u € Z(Q,G.), e L : Z(Q,G.) — R que associa a cada elemento u €
Z(Q,G.) a fungao L(u) € R. Iremos mostrar que L o ¢ é o isomorfismo procurado.
De fato, sejam u,v € Z(Q, G.).

(Lo ) (uv) = L(p(uwv)) = L((uv)™") = L(v~'u™).

Por outro lado, (Lo ¢)(u)(L o ¢)(v) = L(u™')L(v™1).
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Logo, (Lo ¢)(uv) = (Lo )(u)(Lo@)(v). Assim, Lo ¢ ¢ homomorfismo. E fécil ver
que L o ¢ é bijecao. a

Corolario 4.2.4. Se Q) é comutativo, entao Z(Q,G.) € isomorfo a R.

Prova: E imediato j& que nesse caso 7(Q,G,.) é comutativo. O

Corolério 4.2.5. O S-anel Z(Q,G.) é associativo.
Prova: Como Z(Q, G.) ¢ anti-isomorfo ao anel centralizador e esse é associativo (pois

é um anel de transformagoes lineares), segue que Z(Q, G.) é também associativo. O

A proposicao seguinte é uma aplicacao direta do teorema anterior:

Proposicao 4.2.6. Se G € um grupo de permutacao e T é um loop transversal de

G tal que (T,0) é comutativo, entdo o anel centralizador de G é comutativo.
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