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Resumo

Neste trabalho, a partir da lei da conservacao da massa e da segunda lei
de Newton, deduzimos as equacgoes de Navier-Stokes para um fluido incom-
pressivel. Em seguida fazemos, de forma detalhada, a formulacao variacional
destas equacgoes. Para esta formulacao, através do método de Galerkin, pro-
vamos a existéncia de solucao fraca em espacos de Sobolev em um dominio

limitado cuja fronteira seja regular.
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Abstract

In this work, based on the Law of conservation of mass and the Newton’s
second Law, we deducted the equations of Navier-Stokes for the uncompressing
fluids. Then we have developed in a detailed way the varying form of these
equations. For this formulation, through the Galerkin method, we have proved
the existence of weak solutions in Sobolev spaces in a bounded domain whit

regular boundary.
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Notacao

No desenvolvimento deste trabalho procuramos utilizar a notagao usual
contida em livros dedicados ao estudo de equacoes diferenciais parciais, como

referéncia ver ADANS [1], conforme descrito abaixo:

e () é um aberto limitado do R™ (n < 4) com fronteira 0S) regular.

Q é fecho do conjunto €.

alml
o DMu(x) = MTI%;@%xW com |m| =my +mg+ ... + My,

e [P(Q) é o espago das fungbes mensurdveis g tais que

1
|g}Lp(Q </|g |pdx) <oo, 1<p<o.

Para Q CR3 p>1eu={us,us,uz} onde u; : Q — Rcomi=1,2,3

3 ’
il = (Z / rui<x>rpdx>
i=1 /Q
‘VU‘LP(Q) - (
2,7=1

b(u,v,w) = Z/uzav] Sdx.

3,j=1

temos:

Ou;(x
81’ j

No caso de p = 2 as normas acima serao denotadas por |u| e |Vu.



C(Q), C*(Q), CF(Q), Cs°(Q) sdo espacos de funcoes definidos usualmente
em andlise, ver LIMA [16].

D(Q) é o espago da fungoes de C*°(§2) com suporte compacto contido

em §).

WP (Q) é o fecho de D(Q2) em W™ (se p = 2 escreve-se Hi* = Wi™?).
Em particular, H} () é o fecho de D(Q) em H'(Q).

V*={u e D(Q), divu = 0}.
V é o fecho de V* em H}(Q).
H é o fecho de V* em L?(2).

B’ ¢ o dual do espaco de Banach B, isto é, o conjunto de todos os

funcionais lineares continuos em B.

LP(0,T, X) é o espago da fungdes LP no tempo com valores em X, 1 <

p < 0.
L>(0,T,X) é o espago da fungoes L> no tempo com valores em X.

Para u e v definidas em () temos:
(u,v) = / u(z)v(z) de.
Q

((u,v)) = (Vu, Vo).
(f,u) é o funcional linear f aplicado em u.

S(R") é o espago das fungoes u € C*®°(R") tais que sup|z®D’u| <
T

00, a, € N" ondeparax = (1,2, ...,2,) € R"ea = (a1, ag,...,a) €

Qn

n a _ .01 002
N" tem-se % = x{".25%. ... .20,
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e S ={f:8(R") — R; f linear e continuo} é o espago das distribuigdes

temperadas.

e ), e 07 sao distribuicoes de Dirac dadas, respectivamente, por

do : D(R) — R or : D(R) — R
¢ (0o, 0) = ¢(0) ¢ (0r,¢) = &(T).
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Introducao

As equacoes de Navier-Stokes foram denominadas assim apds Claude Louis
Marie Navier (1785-1836) e George Gabriel Stokes (1819-1903) desenvolverem
um conjunto de equagoes que descreveriam o movimento das substancias fluidas
tais como liquidos e gases. Elas constituem um conjunto de equagoes que des-
crevem um grande nimero de fenémenos fisicos de grande interesse economico
e académico tais como: clima, correntes oceanicas, fluxo de dgua em canos,
fluxo ao redor de aerofélios (asas), propagagao de fumaga em incéndio, fluxo
sanguineo, etc.

As equacoes de Navier-Stokes sao equacoes diferenciais que descrevem o
movimento de um fluido (neste trabalho consideraremos a densidade do fluido
p = 1). As varidveis sdo o campo de velocidades e a pressdao. A formulagao
classica para um fluido viscoso e incompressivel é a seguinte:

achar uma funcao vetorial
v:Qx[0,T] — R"

e uma funcao escalar

p:Qx[0,7T] —R

tais que
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v +v-Vo—pAv+Vp=f em Qx(0,7T)
divo =0 em Q x (0,7)

v(z,0) = vy(z) Vo €

v(z,t) =0 Vt € (0,T) e Vo € 00

onde v(x,t) é a velocidade da particula que ocupa o ponto = no instante t,
p(z,t) é a pressao exercida sobre ela no mesmo ponto e no mesmo instante, p
é o coeficiente de viscosidade e vy(z) é a velocidade inicial.

O trabalho estd dividido em quatro capitulos principais. No primeiro
capitulo apresentamos os preliminares, resultados basicos de andlise funcio-
nal que darao suporte para o estudo de solugoes fracas em espagos de Sobolev.

No segundo capitulo deduzimos as equagoes de Navier-Stokes para um
fluido viscoso e incompressivel. Nesta deducao usamos principios basicos da
Fisica tais como a conservacao da massa e a segunda lei de Newton além do
teorema do transporte.

No terceiro capitulo comecamos fazendo uma série de consideracoes a res-
peito da forma trilinear b que aparece na formulacao variacional das equacoes.
Em seguida mostramos de forma detalhada a formulacao variacional das equagoes
de Navier-Stokes para um fluido viscoso e incompressivel bem como a existéncia
de solugao em dimensao finita.

O quarto capitulo é dedicado a existéncia de solugdo em um espago de
dimensao infinita. Comecamos este capitulo fazendo varias estimativas que
darao suporte para a demonstracao do teorema 3.1 que é o objetivo maior

deste trabalho. Para tal usamos as convergéncias forte, fraca e fraco-estrela.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentamos uma série de resultados basicos que darao
suporte tedrico para o estudo da equagao a que nos propomos.

A fim de nao tornar este trabalho longo e cansativo, os resultados aqui
enunciados nao serao demonstrados, apenas sera indicado uma referéncia onde

se pode encontrar tais demonstragoes.

1.1 Teorema da Divergéncia

Seja €2 uma regiao em trés dimensoes delimitada por uma superficie fechada
012, e denotemos por n o vetor normal unitario exterior a 92 em (z,y, z). Se

F é uma funcao vetorial dotada de derivadas parciais continuas em €2, entao

/ F-ndS:/dideV.
o9 Q

Referéncia: SWOKOWSKI [25] pag. 616.



1.2 Teorema de Carathéodory

Considere a equacdo diferencial ordindria ' = f(t,z). Seja f uma funcio
definida numa regido R dada por [t —7| < a e |[z—£| < btal que f é mensuravel
em t para cada z fixo e continua em x para cada t fixo. Se existe uma funcao

m integravel no intervalo |t — 7| < a com
[ft ) <m@)  (Lz)eR

entao existe uma solugao ¢ satisfazendo a EDO a menos de um conjunto de

medida nula.

Referéncia: CODDINGTON [4] pag. 43.

1.3 Imersoes de Sobolev

Se 2 é um aberto limitado do R™ com fronteira regular entao para todo u €

H}(Q) el < g < oo tem-se:

ulLae) < c(Q)|ulm)  se n=2,
|ulLs () < C<Q)|U|H5(Q) se n =3,
|ulra@) < c(Q)]ulpy o) se n =4,

|u|Ln%(Q) < c(Q)|ulgay se n>3.

Referéncia: TEMAM [26] p. 159 ou BREZIS [2] p. 168.

1.4 Identidade de Green

Se Q C R3 ¢ um conjunto aberto limitado entao

/ (uAv + VuVo) de — / w2 as
Q 0

Q 371
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. . . —
onde % ¢ a derivada de v na direcao de n’'.

Referéncia: EVANS [5] p. 559.

1.5 Desigualdade de Holder

Sejam1<p,q<oocom%+$:1. Seu € LP ev € L7 entao wv € L' e vale

a desigualdade
/ o] < [l oo [0] o

Referéncia: BREZIS [2] p. 56.

1.6 Teorema de Tonelli

Sejam ; C R™, Q5 C R™ abertos e f : {21 x 23 — R uma fun¢ao mensuravel.

Se

g |f(z,y)|dy < oo

para quase todo = € () e

/Q dr [ 1f(a,y)ldy < oo

Q2
entao f € L' x Q).
Referéncia: BREZIS [2] p. 55.

1.7 Teorema de Fubini

Sejam ; C R™, Q5 C R™ abertos e f : {21 X 23 — R uma fun¢ao mensuravel.

Se f € LY x Q) entdo

/ f(x,y)dyde/ f(ﬂc,y)dxdy:/ f(x,y) dxdy.
Q1 J Qo Qo J Q1 %09



Referéncia: BREZIS [2] p. 55.

1.8 Desigualdade de Poincaré

Se 2 C R™ é um aberto limitado com fronteira regular entao para todo v €
H}(Q) tem-se:

|U|L2(Q) S C|V’U|L2(Q)

onde ¢ é uma constante que depende de ).

Referéncia: MEDEIROS [21] p. 91.

1.9 Identidade de Parseval

Se f: R — C é infinitamente diferenciavel e tem suporte compacto entao
2 72
|f‘L2(R) = ‘f’LQ(R)'

Referéncia: IORIO [13] p. 192.

1.10 Teorema da Compacidade

Se Xy, X e X; sao espacos de Hilbert onde Xy € X C X; com injecoes
continuas e a injecao de Xy em X compacta entao para qualquer limitado K

e v > 0 dados a injecao de H (R, Xy, X1) em L?(R, X) é compacta, onde
HY(R, X, X;) = {v € L*(R, Xy); Djv € L*(R, X;)}

H?((R,Xo,Xl) = {'LL S H’Y<R7 X07X1)7 suppu C K}

Referéncia: TEMAM [26] p. 274.



1.11 Teorema da Representacao de Riesz
Sejam 1 < p, ¢ < 0o com % + é — 1. Se u € (LP(Q))" entdo existe uma tnica
fungao v € L1() tal que

(u,f):/vf Vfe LP(2).

Referéncia: BREZIS [2] p. 61.

1.12 Definicoes

e Se f € L'(R) a transformada de Fourier de f se define por

-~

f(r) = /R e 2y (t) dt

e Seu e S a transformada de Fourier @ de u se define por

~

Como exemplo calculemos a transformada de Fourier de dy e d7:

Bor &) = (60, 3) = B(0) = / om0 o)t = / T 1oy di = (1),

logo S5, =1
Analogamente
<8\T7 ¢> = <6T; g/Zg> = Q/ZS\(T) — / e—2i7rtT ¢(t) dt = <6—2im€T7 ¢>

Logo o7 = h(r) = e 2T,

1.13 Teorema

Se f € LY(R") a transformada fde f como distribuicao temperada coincide

com a transformada de f como funcao.

Referéncia: HOUNIE [12] p. 81.



Capitulo 2

As Equacoes de Navier-Stokes

2.1 A Funcao Fluxo

Uma maneira de se descrever o movimento de um fluido ! é tentando seguir
o movimento de suas particulas, atribuindo as coordenadas x, y e z a cada
uma delas e especificando estas coordenadas em fun¢ao do tempo.

Nesse contexto, um modelo matematico para esta descricao é a funcao ¢
definida da seguinte forma: seja €y C R?® uma regiao aberta limitada ocupada

por uma por¢ao de fluido (liquido ou gés) no instante ¢ = 0. A fungao

¢ Qx[0,T] — R
(a,t) > dla)

é tal que para cada a € )y a curva t — ¢(a,t) descreve a trajetoria da
particula que ocupava a posicao a no instante t = 0, ou ainda, considerando
o escoamento do fluido, para cada t fixo, ¢;(€2y) = Q; é a regiao ocupada pela

porcao de fluido no tempo t.

'Fluido é qualquer substancia ndo sélida capaz de escoar e assumir a forma do recipiente

que o contém.



A funcao ¢ chama-se func¢ao fluxo e esta é a descrricao lagrangeana. Os

pontos de €2y sao chamados coordenadas materiais.

2.2 O Campo de Velocidades

Outra maneira de descrever o movimento de um fluido é abandonar a ten-
tativa de especificar a trajetéria de cada particula e, ao invés, especificar a
velocidade do fluido, em cada ponto do espaco, a cada instante de tempo.

Nesse contexto, um modelo matematico para esta descricao é a funcao v

definida da seguinte forma: seja Q C R? um aberto limitado. A funcao

v Qx[0,T] — R
(z,t) — v(z,t)

é tal que para cada x fixo, v, = v(z,t) nos dé o vetor velocidade da particula
que esta passando pela posicao x, no instante t. Assim, focaliza-se a atencao
no que esta acontecendo em um determinado ponto no espago, num instante
particular, ao invés de no que esta acontecendo com uma determinada particula
do fluido.

A funcao v chama-se campo de velocidades e esta é a descricdo euleriana.
Os pontos x sao chamados coordenadas espaciais.

A funcao fluro e o campo de velocidades estao fortemente ligados. Das

defini¢oes acima segue-se imediatamente a relacao

v(¢(a,t),t) = %gb(a,t), a € € (2.1)

isso quer dizer que o vetor velocidade da particula que estd no ponto ¢(a,t) é
a derivada do caminho t — ¢(a, t).
Portanto, conhecendo-se a funcao ¢ podemos definir, para cada ¢, a fungao

¢i(x) = ¢(x,t). Essa nova fungao, para cada t fixado, nos dé a posigao da

7



particula que no instante ¢ = 0 ocupava a posi¢ao x. Por exemplo, ¢o(z) =
¢(z,0) = z.

Sabendo-se inverter a funcdo ¢, obtemos a funcio ¢; ' tal que ¢; '(x) é a
posicao a em que a particula se encontrava no instante ¢ = 0.

Se ¢(a,t) = x entdo ¢; '(x) = a. Assim, da relacdo 2.1, temos

o, 1) = v(o(a,1),1) = {067 (). 1)

ou seja, conhecendo-se ¢ e sabendo-se inverter a funcao ¢; obtemos o campo
de velocidades v(z,t). Reciprocamente, se o campo de velocidades v(x,t) for
conhecido, obtém-se ¢ resolvendo-se, para cada a € €y a equagao diferencial
ordindria com a condigao incial

do(a,t) = v(¢(a,t),t)

dt

(2.2)
#(a,0) = a.

Isso justifica o fato de apenas o campo de velocidades ser uma das varidveis
nas Equacoes de Navier-Stokes, como veremos adiante.

No intuito de deduzir as Equacoes de Navier-Stokes a partir da segunda
lei de Newton e do principio da conservacao da massa vamos admitir que a
funcao fluxo ¢ exista e possua todas as propriedades de diferenciabilidade e
invertibilidade que forem necessarias. Mais precisamente, se €); é a regiao do

espaco ocupada pelo fluido no instante ¢, admitiremos que

O 1 Qo — Q
r s P(x,1)

¢ diferenciavel e possui inversa diferenciavel.



2.3 A Derivada Parcial e Material

Dada uma funcao f(z,t), x € Q; C R® e uma trajetéria ¢ — ¢(a,t)
considere a fungdo composta f,(t) = f((b(a,t),t). Usando a regra da cadeia

para derivar f, e omitindo os argumentos das fungoes f e ¢ obtemos:

, d
folt) = Ef(¢17¢2,¢3,t)
/ of Oy n Of 0¢y  Of 0¢s  Of Ot

1) = 550t T a0, ot T oos ot T oo

/ _(of of If dp1 09y O3 of
fol®) = (a¢1’a¢2’a¢3> '(at’ ot &)*E
, / 9

i) = ¢+

onde a tdltima expressao é a forma reduzida da peniltima, de acordo com as

convengoes para a utilizacao dos simbolos - e V. Assim, de 2.2, temos:

0 = (095 + 9) (6ta 010

A derivada material de f, que denotaremos por %{, é definida pela féormula:

Df _ af

Assim, dada uma fungao f(z,t), a derivada material nos dd a taxa de
variacao de f ao longo da trajetéria de uma particula que, no instante t,
ocupa a posicao r € €);.

Se considerarmos um ponto fixo no espaco a derivada material nos da a
taxa de variacao de f em relagao ao tempo (descricao Euleriana). Neste caso,

Dy _ 9f ; ;
b = o chama-se derwada parcial.



2.4 O Teorema do Transporte

Uma funcao f: U — R", definida no aberto U C R™, diz-se diferencidvel
no ponto a € U quando, para todo v = (a, ..., a,,) tal que a +v € U e para

cadai=1,...,n, tem-se

fila +v) = fila) = Z afi} (a).c; 4 7i(v) com lim ri(v)

= 0.
w2 o

A matriz

O fi
[3%’

chama-se matriz jacobiana de f no ponto a e a transformacao linear f'(a) :

(a)] € M(n x m)

R™ — R", cuja matriz em relacao as bases canonicas de R e R" é a matriz

jacobiana de f no ponto a, chama-se a derivada da aplicacdo f no ponto a.

Lema 2.1. Se a aplicagio f : U — R3, definida no aberto U C R3 e dife-
rencidvel no ponto a € U, admite uma inversa g = f~:V — R? definida
no aberto V.C R3 e diferencidvel no ponto b = f(a), entio Jf(a) # 0, onde

Jf(a) € o determinante da matriz jacobiana de f no ponto a.

Demonstracao:
Seja I; : R®* — R? a aplicacao identidade, ou seja, I;(z) = (x), para todo
x € R®. A transformacao linear I, : R® — R?, cuja matriz em relacao a base
canodnica é I3 (matriz identidade de ordem 3) é a derivada de I;. Assim, go f =
I, e portanto, (go f) (a) = I,. Pela Regra da Cadeia vem que g'(f(a)).f (a) =
g (b).f'(a) = Is. Analogamente, f'(g(b)).g' (b) = f (a).g (b) = I5. Isso mostra
que g (b) = f'(a)~', ou seja, f (a) possui inversa. Assim, pelas propriedades
usuais dos determinantes temos que Jf(a) # 0.

Mais geralmente, se uma aplicagao f admite inversa em todo seu dominio

aberto D, entao Jf(x) # 0 para todo = € D.

10



Teorema 2.1 (Teorema do Transporte). Satisfeitas as hipdteses sobre a
funcao fluro ¢ mencionadas nas segoes anteriores e sendo £y uma regiao onde

se pode aplicar o Teorema da Divergéncia de Gauss, vale a sequinte formula:

% 5 f(x,t)dr = /Qt (%{ + fdz'vv) (z,t)dz.

Demonstracgao:
Na primeira integral acima, para cada t fixo, fagamos a seguinte mudanca de

variavel:
r = ¢ (y)
ou seja,

(w1, 23, 23) = (01(y), d2(y), d3(y)) = (D1 (Y1, Y2, y3), D2(Y1, Y2, y3), G3(Y1, Y2, y3))

assim, o jacobiano J(y,t) é dado por

Op1 Op1 O
Oy1 Oya Oy
Opa  Op2  O¢o
J(y:1) = Oy1 Oya Oy
O3 Jg3 03
Oy Oya  Oys

onde o argumento y das derivadas foi omitido. Logo,
flat)de = | f(eu(y). )] (y. 1)|dy. (24)
Q Qo
Como, por hipétese, ¢; é sempre inversivel, pelo Lema 2.1 J(y,t) nunca se
anula. Além disso, o jacobiano é continuo (pois é uma soma de produtos de
fungoes continuas).
Por outro lado, t = 0 = x = ¢o(y) = (21,72, 73) = do(y) =y = (Y1, Y2, Y3)-

Neste caso

Oo; 1, se 1=
P (y) = .
Yj 0, se ©#j.




Dessa forma, J(y,0) = det I3 = 1 > 0. Logo, J(y,t) é sempre positivo e 2.4
pode ser escrito como
flz, t)de = flou(y), t)J(y,t)dy. (2.5)
Q Qo

Pela definigao da fungao ¢, ¢:(y) = ¢(y,t) é a posicao da particula que no
tempo t = 0 ocupava a posicao y que nao se altera com o passar do tempo.
Dessa forma a integral que resultou da mudanca de varidveis tem dominio de
integracao independente do tempo. Podemos, portanto, trocar a ordem de

derivacao e integracao, obtendo

d

[ twnar = G [ 00,000, 0dy

_ /QO (% [f(¢(y,t),t)J(y,t)]> dy

= [ ([ e00:0] 160 + f0000.05 7000 dy

dt

d

— /QO [%f@(?/,t),t)} J(y, t)dy + 5 F(6(). 1) (. t)dy.

Consideremos a primeira integral apds a ultima igualdade acima. A deri-
vada no integrando ¢ a derivada de f calculada ao longo de um caminho, ou

seja, a derivada material. Logo

[ rowng i = [ |Fhew.n.n] s

Dal, pela mudanga de varidvel z = ¢(y), temos

Df
o, Dt

Treln.0.07. 0 = [ D), (2.6

Consideremos agora a integral
d
F(6l), 0570, )y,
Qo

12



Inicialmente vamos calcular a derivada do jacobiano,

I¢

0¢,

I¢

oy
o

0ys
Do

Jys
)

Iy
093

0ys
3

Jys
093

oy

0ys

ys

no ponto (y,t). Pela regra de Sarrus para o calculo de determinante, obtemos:

N
dt dt

O0p1 02 O3 D1 Oy O3
Oy1 Oy Oys Oy2 Oys Oy1 Oys Oyr Oy
O0p1 0 O3 01 O O3 Oy Oy O3

dys Dy, Oyr Oyr Dy Dy, Dyy Oyy Dy

Pela regra do produto, temos:

99

Ops

"9

91 O

).

4 (Gnoemnen) (@«h)’ 002 06
dt \ 0y; 0y; Oyy yi ) Oy; Oy

0y

0y;

)

Oy,

(5:)
Y '

0y; 3%’

Assim, fazendo i, j, k variar no conjunto A = {1,2,3}, com i # j # k # i

993

" D

0ya

993

Jy3

" O

| 00106 (aasg)’

Oy1 0ya \ Oys

0y3
ofe

)

9, U1
" 96

| 061062 <a¢3)’

0yo Oys \ Oy

Oy

)

Y2

| 06106, <a¢3)’

Oys Oy1 \ Oys

0ys3

a@)’ O3 ¢ 0
0ya

oy

(5)
oy

0ys Oys

obtemos:

4 (Sndde) (8@)' 00200, , 9o
dt \ 0y, Oys Oys Oy1) Oy Oyz Oy
4 (Sndmie) (8@)' 00200, , 9o
dt \ Oys Oys Oyr Oy ) Oyz Oyr  Oyo
4 (Sndie) (8%)' 06,06, | 06
dt \ Oys Oy Oys Oys ) Oy1 Oy Oys
4 (Lndmten) <8¢l)' a0 5 (
dt dys 0ys Oyp yz ) Oya Oy
T

dt \ Oyy Oys Oy Oy1 ) Oys Oy

13
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<8¢1)’ 06y g5 Oy (%)’ 0d5 01 06
Jy3

s

(5:)
Yo

Oy1 Oys



d (01 0¢s 0¢s 061\ 002005 Oy

062\ O3 001 Oa (03

0ya Oy1 Oys

(Bnanon) =~ (o) (

Observe que cada uma das seis derivadas acima é

Jy2) Oy Oys  Oys

Somando a primeira parcela de cada uma delas obt

0041 0941 99

ot dy1 Ot Oy2 Ot Oys

D, =| 09¢ 9¢2 O¢2
Oy Oy2 dys

O¢3 O¢3 O¢3

Y1 Oy Y3

Analogamente, a soma das segundas parcelas e das

tivamente, os determinantes

) (

uma soma de trés parcelas.

dyr) Oys  Oya Oyr \ Oys

emos o determinante

terceiras nos dao, respec-

991 991 991 991 991 91

Oy Y2 0ys3 Oy Y2 0ys3

= | 00942 0042 0 092 = | 9¢2 %2 092

D, 91 0y, 01 dys 01 dys e Ds Ay Bya dys
9¢3 9¢3 O¢3 00¢3 9 9¢3 0 g3
o1 Oy2 Oy3 ot dy1 Ot dya Ot dys

Por outro lado, pela regularidade da funcao ¢, podemos trocar a ordem de

derivacao e escrever

0 0 0 (0¢;
b 00 = g, (5 00)
19)
= 5, (6.0,
= 3 (S

Jy;

(v, t)) :

Assim, aplicando a propriedade da soma para determinantes, segue que

Ovy ¢  Ovy O Ovi Oy 1 91 1
1] 3 Oz, Oy1 Oz Oy2 Oz Oys 3 1 e dys
— = E [elob [elob) g2 + E OQug O¢)  Oug O Ouvz Dbk | +
dt oY1 0y 0ys Ozy Oy1  Oxy Oy2  Oxy Oys
k=1 k=1
9¢3 O3 O3 9¢3 Ods O¢3
Y1 Bya dys Oy 0y2 Ay3

14



9 9% Ody

3 oy Y2 dy3
+ E 9¢2 %2 9¢2
oy Oy2 Oys

=1

Or, Oy1 Oxyp Oya Oz Oys

Consideremos o primeiro somatorio acima. A primeira parcela deste so-

matorio é g—EJ . Ja a segunda e a terceira parcelas sao determinantes formados

por linhas proporcionais, portanto iguais a zero. Logo este somatoério é igual a

81}1
—J.
8:61

De maneira andloga vemos que o segundo e terceiro somatérios acima sao

iguais, respectivamente, a

g—ZJ e 2—21
Portanto,
Iy, t) = T(y.1) div o6y, 0),1).
Dai,

dJ
% f<¢<y7 t>7 t) E

Logo, através da substituicdo = = ¢,(y), temos
oJ .
f(¢(y7t)7t) _(yat) = f(flf,t) leU(ZE,t)dSL’
Q0 ot O

Assim,
d D
pr . (x,t)dx = /Qt (FJ; + fdivv) (x,t).

2.5 Conservacao da Massa

(y7 t) = o f((b(y? t)v t) [divv((b(y? t)7 t)] J(y, t)dy-

(2.7)

A lei da Conservacao da Massa afirma que em qualquer sistema natural

a matéria é conservada, ou seja, nao se gera nem se destréi matéria.
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qualquer sistema, fisico ou quimico, nunca se cria nem se elimina matéria,
apenas é possivel transforma-la de uma forma em outra.

Nesta secao vamos usar a lei da Conservacao da Massa para obter uma
relagao para o movimento de matéria continua.

Seja 2 uma regiao ocupada por uma porgao de fluido e seja p(z,t), ou
simplismente p, a densidade da particula de fluido que ocupa o ponto z € €2 no
instante t. Consideremos também uma particao interior €25 de €. Escolhendo
um ponto xp em cada sub-regiao €2, de volume AV} e formando a soma de

Riemann
> olw)AVy
k

obtemos o valor aproximado da massa m da por¢ao do fluido que ocupa a
regiao ).
Assim, por defini¢ao, a massa da porcao de fluido que ocupa uma regiao €2
no instante ¢t é dado por
m = / p(z, t)dx.
Q
Dessa forma, dizer que a massa se conserva significa que para todo t > 0,

com §); a imagem de €2y pela funcao ¢; e {2y arbitrario, tem-se
/ p(x,0)dx = / p(x,t)dx.
QO Qt

p(x,0)dx

Portanto
d

@ Jo, =t o

Como a primeira integral da igualdade acima independe do tempo temos

p(x,t)dx.

= t)dx = 0.
o Qtp(x, )dx

Assumindo que p tem derivadas continuas e aplicando Teorema do Trans-

porte 2.1 obtemos

D
0= 5 [ ste.tae= [ (7 + piive) a0z

16



Se €); é um aberto qualquer ocupado pelo fluido no instante ¢, entao existe
Qg aberto tal que ¢;(2y) = €, ja que estamos supondo ¢, inversivel e continua
(Veja LIMA [16], pag. 22) ou seja, em qualquer instante de tempo ¢ a integral

sobre a €2, da funcao continua

D’: + pdivo

é sempre nula. Isso s é possivel se esta fungao for identicamente nula. Ob-
temos assim a equacao da conservacao da massa, também conhecida como

equacao da continuidade

D
D§+pdwv__0 (2.10)

Pelas hipoteses feitas sobre a fungao p e o campo de velocidades temos

div(pv) = div(puy, pvg, pu3)
Olpvi) | 9puva) | Opvs)

Ox Ay 0z

_ Op v, 0p Ovy  Jp Ovs

= 8—1)1+,Oa -I—a—UQ-I—pa +a—v3+p8

_Op dp 8p Ovy Ovy 81)3

T et T eyt T Py TPy TP,
AN ) p Qv vz Ovs

- 81'7 ay) 82 U1, V2, U3 Y 3x’ 8y7 02

= v-Vp+pdivo. (2.11)

Dai e da equacao da continuidade 2.10 temos

Dp
E—l—dlv(pv) —v-Vp=0.

Assim, usando a definicdo de derivada material a equagao da continuidade
pode ser escrita como

dp

— +div(pv) = 0.

17



2.6 Fluidos Incompressiveis

Um fluido ¢é dito incompressivel quando o seu volume nao se altera durante
o escoamente, ou seja, se no instante ¢ = 0 uma porc¢ao de fluido ocupa uma
regiao )y de volume V; e no instante ¢ ocupa uma regiao €2; de volume V;
tem-se V) = V; mesmo que a forma das duas regioes sejam diferentes. Con-
sequentemente, devido a lei da conservacao da massa, dizer que um fluido é
incompressivel é equivalente a dizer que a densidade é constante.

Na verdade a maioria dos fluidos sao compressiveis, porém em certas condigoes
de temperatura e pressao a compressibilidade é tao pequena que o fluido pode
ser considerado como incompressivel.

Decorre da definigao de integral tripla que se f(z,y,z) = 1 em toda uma

/dx
Q

é o valor do volume de 2. Dessa forma, a condicao do volume de qualquer

regiao {2 entao a integral

porcao de fluido ser preservada pelo fluxo é descrita pela equacao:

d
L dr=o.
dt Jo, "

Assim, se um fluido é incompressivel, o Teorema do Transporte aplicado a

f=1nos da
d D
0 i /., T /Q(Dt+ 1vv) x,

/<U-Vf—{—g+divv) dx:/divvdx:().
Q ot Q

Esta relacao é valida para todo aberto €2. Dai se conclui que o divergente

ou seja,

da velocidade ¢ nulo em todos os pontos, ou seja,
dive =0 (2.12)
que € a condicao de incompressibilidade.

18



2.7 Conservacao do Momento Linear

Durante o movimento de um fluido a porcao de fluido que ocupa uma regiao
() interage mecanicamente com o meio externo (ao fluido) e com o resto do
fluido.

A interacdo com o meio externo se da através das forcas externas (peso,
forga de coridlis, forgas eletromagnéticas, etc.). A intera¢do com o resto do
fluido se da na fronteira de Q; através das for¢as internas (forgas de contato
ou tensoes).

O momento linear de um sistema é igual ao produto de sua massa por sua
velocidade. Ele mede a quantidade de movimento do sistema e tem o seguinte
significado fisico: quanto maior o momento de um sistema, mais dificil se torna
para-lo. Por exemplo, dados dois objetos com momentos lineares distintos, se
pararem no mesmo intervalo de tempo devido a uma colisao, as consequéncias
(ou seja, os estragos) serdo maiores no objeto com maior momento linear.

Nesta se¢ao deduziremos uma equagao que envolve este conceito.

Consideremos uma regiao €2;. Decompondo esta regiao em sub-regioes
1,8, ... tal que o interior de §2; é disjunto do interior €25, 7,5 € 1,2, ... k
sempre que ¢ # j, tomando-se arbitrariamente xz; € €); e considerando, res-
pectivamente, m; e AV; a massa e o volume da sub-regiao 2;, o valor aproxi-
mado do momento linear relativo a porcao do fluido que ocupa a regiao €2; é
M; = myv(x;,t) = p(x;, t)v(x;, t)AV,. Assim, o momento linear de uma porgao

de fluido que ocupa, no instante ¢, a regiao €); é, por definigao

/ p(x, t)v(z,t)dx.
Q4

Se nao existem forcas agindo no sistema seu momento linear se mantém
constante. Porém, se existem forgas agindo nele a segunda lei de Newton

afirma que a taxa de variagao temporal da quantidade de movimento linear

19



(momento linear) é igual a soma total das forgas que atuam no sistema, ou
seja,

4 (/ pU dx) = FORCA TOTAL.
dt \ Jq,

Esta, por sua vez, é a soma das forgas externas e das forcas internas.

Quanto as forgas externas suponhamos conhecida a fungao f(x,t) que da
o somatoério das forcas externas por unidade de massa. Dessa forma, a forca
externa total atuando na porcao do fluido que, no instante ¢, ocupa a regiao
Q; é, por definicao

/Q plx,t)f(z,t) dz.

(Se apenas o peso for considerado, f(z,t) =2 =4 =4 (gravidade))
Trataremos agora das forgas internas (forcas de contato ou tensdes). Um

dos mais importantes axiomas da mecanica do continuo ¢ a hipotese de Cauchy

com relacao a essas forcas. Considerando N o conjunto de todos os vetores

unitdrios de R3, Cauchy admite a existéncia de um campo de tensoes continuo

em x
s NxQx|[0,T] — R3

(n,z,t) — s(n,x,t)
que dé a forca de contato por unidade de area atuando numa superficie per-
pendicular a n, no ponto x, no instane t. Dessa forma, a forca exercida pelo
resto do fluido na porcao do fluido que, no instante ¢, ocupa a regiao €2, é
dada por

/ s(n,z,t) dS,
o9

onde n é normal a 0€);, apontando para fora. Assim,

d plx, t)v(x,t)de = /Q p(m,t)f(x,t)dx—l—/ s(n,z,t)dS,  (2.13)

dt Qs 02

(. J/ J/

-~

Vv VvV
forca total forca externa forca interna

O teorema seguinte garante que se o fluido satisfizer a segunda lei de New-

ton entao s tem de depender linearmente de n.

20



Teorema 2.2 (Teorema de Cauchy). Se s(n,xz,t) definida para todo x em
uma regiao aberta Q0 e para todo vetor unitdrio n é continua em x e se f(x,t)

¢ limitada em ) entdo s(n,x,t) € linear em n, isto €,
s(n,x,t) = S(x,t)n.

Demonstragao:

Pelo Teorema do Transporte temos
d D
p pv dr = / (Dt (pv) + pvdiv v) dx

Dp Dv
= / (Dtv+pﬁ+pvdlvv) dx

Dv Dp
= / (pﬁ +v {Ft —I—pdwv}) dz

donde, pelo principio da conservacao da massa, vem
D
— | pvdr = | p—dx. (2.14)

Consideremos a funcao g = pf — p . A segunda lei de Newton juntamente

com 2.14 nos da

D
p—vd:v = /pfd:r;—l—/ sdS,
Q o0

D
= + dx—l—/ sdS,
/(g th) o0
/gdx+/ / s5dS,.

Logo

/ stx:—/gdx.
o9 Q

21



Como por hipétese f é limitada segue-se que |g| < k, para algum k real.

/ sdSy /gda: S/|g|dx§/k‘dx:k‘/dx:kvol(9)
o) Q Q Q Q

onde vol(£2) é o volume da regiao (2.

Logo,

A fim de estender a hipétese de Cauchy a todo vetor de R3 consideremos

a funcao

lu| s (Wﬂ,a:) , se u#0
s(u,z) =

0, se u=20
onde o parametro t foi eliminado para simplificar a notagao.

Vamos mostrar que para todo = da regido de escoamento a fungao s(u, x)
definida acima ¢é linear em n. Para tal consideremos um ponto z, interior
a regiao de escoamento, os vetores u; e uy linearmente independentes e os
escalares € e § positivos e suficientemente pequenos. Além disso, consideremos
os planos 7y, com normal uq, que passa por zy € o plano m, com normal us,
passando também por xy. Tomemos também o plano 73 que passa por xo+€ us,
com normal uz = —(uy + uz).

Seja R a regiao limitada por estes planos e pelos planos paralelos m, e 75
distantes ¢ de xg, com normais uy = m e us = —m, respectivamente, conforme

figura abaixo.




Logo a fronteira da regiao R é

5
OR = U S,
=1

onde S; é a face de R cujo vetor normal é u;.
Na figura anterior considere um corte transversal produzido por um plano

7 paralelo a u; e uq, conforme figura abaixo.

Observe que o angulo 7 + 3 ¢ externo ao AAOF', logo A= (. Por outro lado,

o angulo § + «a é externo ao AOBF', logo B = a. Portanto
AAOB ~ AOCD

e dai
|| - |us| - |us|

OB OA AB

donde vem que
N 1 I 5

OB .2a N OA2u N AB .2«

ou seja, se «; ¢ a area da face .S; temos

|ua _ || _ |us|

o (%) as

23



logo,
= ——Q3 (S Qg = — Q3. (215)

Além disso, as faces paralelas tém areas

as |(—:u3| e|u3|
— a5 = Sl 2.1
A N T R (2.16)
e o volume da regiao R ¢ dado por
Vol(R) = %€|u3|26 = €|u3|a
2 2
Por outro lado,
5
s(n,x)dS, = / s(n,x)dS.
/aR ; Si
5
Z (/ (n,x dSm,/ So(n, x)dS,, / sg(n,:c)dsx)
S; S; S

=1

onde s;, j =1,2,3, é a componente j de s. Como por hipétese s é continua
em z, cada uma das suas componentes s; também sao. Aplicando o Teorema

do Valor Médio (para integrais) a integral

/ sj(n,x)dS, j=1,2,3
S;

no vetor |Z?| relativo a face S; e considerando z] € S; o ponto onde o Teorema
1

se verifica temos:
> Uu; Uu;
7 1 3
> (2 o (i)

041, 52(|
(3 3

7,

IN
N

onde z} = (z}, 2%, x?).

R B Rt
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Substituindo em 2.17 os valores de «;, @ = 1, ..., 5 calculados em 2.15 e 2.16
obtemos

||

|us|

as + s(@—;, ) az+

is( 4 ,x;“)

= ludl

6|U3|

€|U3| o
46 °

46

6|U3|
k_
- 2

*

+s(m, x}) as + s(—m, x%)

46
luslas

Multiplicando ambos os membros da desigualdade acima por temos

45|U1|

|U3|2

()

|U2|’ 2

‘s( t a:f)

|U1|’

+s(m, z))e + s(—m, xt)e| < 2kde

e dai

44

u U U
g ) + )+ ol ) )

+e(s(m,zy) + s(—m, 7)) | < 2kde.

Pela definicao da funcao s temos

46
W(S(uh 7)) + s(ug, x3) + s(us, x3)) + €(s(m, x}) + s(—m, z3)) | < 2kde.
3
(2.18)
Fazendo § tender a zero em 2.18 obtemos
le (s(m, z}) + s(—m, x%))| = 0. (2.19)

Como € > 0 2.19 nos da:

*

s(m,xy) = s(—m,x}).
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Agora fazendo € — 1z temos
* *
Ty — T e Ty — X

logo,
s(m,xg) = —s(—m, zo) Vm e R (2.20)

pois, dado m € R3 sempre existem g, u; e us satisfazendo as condicoes acima.
Em 2.18 facamos agora o contrario, ou seja, primeiro facamos ¢ — 0

depois 6. Assim
e—0 = s(up,2]) + s(ug, x3) + s(us,z3) =0

donde vem que

s(—(uy + ug), 25) = —s(uy, x7) — s(uz, x3).
Fazendo 6 — 0 temos

s(—(ug + uz), xo) = —s(u1, o) — s(uz, o).
Portanto, de 2.20 obtemos

s(uy + ug, xg) = s(u1, o) + $(ug, o)

Isto mostra que s é aditiva para vetores L.I. .
Mostraremos agora que dado « € R tem-se s(au, z) = a s(u, z) para todo

u € R3. De fato, pela definicio da funcio s temos

a=0 = s(0.a,z) = s(0,z)=0=0.s(u,z),

au u
a s(au, x) |au|s(’au|,x) alu| s(|u|,x) as(u,x)e
au u
a s(au, x) |au|s(’au|,x) o] [u] s ( —|u|,x)
u
= —!04|!u\8(—|u|,9€) = —lals(u, ) = as(u, ).
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Temos que mostrar ainda que s é aditiva para vetores nao necessariamente
L.I.. De fato, sejam u; e uy vetores L.D.. Assim us = ku; para algum k real.

Logo

s(up +ug,x) = s(up+kuy,x) = s(L+k)u,z) = (1+k)s(u,z) =
= s(up,x) + ks(uy,x) = s(uy,x) + s(kuy,x) =

= s(uy, ) + s(ug, x).

Resta-nos mostrar ainda que existe uma fungao matricial S(z,t). De fato,
se B = {e1, ez, e3} é a base canonica de R? entao existe uma matriz S(z,t) que

representa a transformacao linear s, ou seja,
s(n,x,t) = S(x,t)n

o que conclui a prova do teorema.

Assim, omitindo o argumento (z,t) das fungdes que aparecem no inte-

grando, 2.13 nos d&

4 pvdr = / pfdx + SndS, (2.21)
dt Jg, Q CioN
forca total forca externa  forca interna
com
aj; a2 ais ny a;iny + aieng + aisng li-n
Sn=| ayn ax az; ny | = | axni +agng +axmns | = | lr-n
as1 Az ass ns3 az1ny + agang + assng I3 n

onde [; (i = 1,2, 3) s@o as linhas da matriz S.
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Pelo Teorema da Divergéncia (preliminar 1.1) temos

/ SndS = / (ly-n,ly-m,l3-n)dS
BQt 8Qt
o o o
— (/1dhwldxl/‘dh42dxl/‘dhdgdx)
Qq Qy Q¢

= / (le ll,diV 12, div 13) dx
Q

= /DiVde.
Q

Assim

d

— pvdx:/ pfdx+/ Div S dzx.
dt Jo, o o

Pelo Teorema do Transporte temos

D
/ (—(pv)—i—pvdivv) dx:/ pfdx—i—/ Div S dz.
o, \Dt Q o

/ (2(;)1)) + pvdive — pf —DivS) dr =0
Q

Logo

Dt

Por outro lado

D (o) +pv di D'U_I_ Dp+ di DU+ Dp +odi Dv
— ivo = p—+4v— ivo = p— — ivo | =p—.
Dt PPN = P Oy TV EN O = P O T TPV "Dt
=0
Dai
/ D f—DivS|)dx =0 (2.22)
—uv —pf —Di =0. .
. Pl =P v x
Como o integrando em 2.22 é continuo e 2, é arbitrario, resulta
D
pfgzpf+Dws (2.23)

conhecida como a Fquacao da Conservagcao do Momento.
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2.8 Equacoes de Navier-Stokes

As equagoes da conservagao da massa 2.10 e do momento 2.23 ainda sao
insuficientes para descrever o movimento de um fluido. FElas consistem de
quatro equacgoes escalares e 13 incognitas: vy, ve, v3, p € as nove entradas
da matriz S. Para completar a descricao devemos relacionar S com outras
variaveis, como por exemplo a wviscosidade.

A viscosidade desempenha nos fluidos o mesmo papel que o atrito nos
sélidos. Ela é a propriedade fisica de um fluido que exprime sua resisténcia ao
cisalhamento interno, isto é, a qualquer forca que tenda produzir o escoamento
entre suas camadas.

Newton descobriu que em muitos fluidos, a tensao de cisalhamento é pro-
porcional ao gradiente da velocidade, com constante de proporcionalidade igual
a p (viscosidade). Os fluidos que obedecem esta lei sdo chamados Fluidos
Newtonianos e os que nao obedecem sao chamados nao-Newtonianos. Neste
trabalho vamos supor que o fluido seja Newtoniano.

Consideremos inicialmente o caso em que a viscosidade é nula, ou seja, as
forcas internas atuam apenas perpendicularmente a superficie de €2;. Neste
caso S(x,t)n deve ser sempre paralelo a n. Isto equivale a afirmar que existe

uma funcao p(z,t) tal que
S(z,t) = —p(x,t)]3 (2.24)

onde I3 denota a matriz identidade de ordem 3, p é a pressao e

—p 0 0 —ZE
Div S = Div(—pl3) = Div 0 —p 0= _aan = —Vp.
0
0 0 —p —a—;;

Neste caso a equagao da conservacao do momento é

Du
L VUp =
P T VP pf

29



que juntamente com a equacao da conservagao da massa 2.10 consistem agora
de quatro equacoes escalares e cinco incognitas: vy, vo, v3, p e p. Existem duas
saidas para esta situacao. A primeira é considerar que o fluido é incompressivel,
o que é uma boa aproximagao para os fluidos em algumas situagoes, como por
exemplo em v6o0s super-sonicos. Nesta dtica p(z,t) = po é constante e nés

temos as Fquacgoes de Euler para um fluido nao-viscoso e incompressivel:

Du

POE +Vp=npof

Divv = 0.

Uma outra maneira ¢ introduzir uma equacao de estado, ou seja, supor que

existe uma funcao conhecida

r: (0,00) — R
p — p=r(p).

Para um gés ideal a temperatura constante, p é diretamente proporcional a p.

Consideremos agora o caso viscoso. Neste caso, no sentido de obtermos
uma forma para a matriz S, vamos usar os argumentos de KREISS [14].

Experimentos fisicos mostram que quando o gradiente dos componentes de
v é zero, ou seja, v ¢ constante na variavel espacial, a forma para S em 2.24
ainda é apropriada. Para ficar claras as idéis consideremos, em particular, que
v seja constante também na variavel temporal. Assim é razoavel supor que
nao ha tranferéncia de movimento entre as particulas e portanto o fluido pode
ser considerado como inviscido (viscosidade nula).

Entao é natural supor que, na forma mais geral de .S, S + pl3 dependa dos
gradientes das componentes de v.

Numa primeira aproximagao podemos supor que tal dependéncia é linear,
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isto é, existe uma funcio S linear tal que S + pls = S (G), onde

v Qv Ou
Oxr1 Oxo Oxz

G=CGlat)=| 22 2 o

Oxr1 Oxo Oxg

Ouvz  Ovz  Ous
8x1 81’2 8z3

Por outro lado, G pode ser decomposta de maneira tinica como

—_

G(z,t) = %(G + G+ (G -G

. J/
-~ -~

Gs Ga

(bO

J/

onde Gg e G4 sao, respectivamente, as partes simétrica e antisimétrica de G.
Num corpo sélido nao ha transferéncia de momento entre as partes. Além
disto, a matriz G' é antisimétrica. logo devemos ter S (G) = 0. Portanto, para
fluidos, é razodvel supor que S (G) dependa somente da parte simétrica de T
Também é fisicamente razoavel supor que S (Gg) seja invariante sob rotagoes
do sistema de coordenadas, isto ¢, em termos matematicos S (UGsUY) =
US(Gs)U".
Usaremos agora o seguinte teorema cuja prova pode ser encontrada em

GURTIN & MARTINS [10].

Teorema 2.3. Seja S = S(D) wma transformacio linear de D = (dij)sxs
satisfazendo

S(UDUY = US(D)U
para todo Usxs ortogonal e D3xs simétrica. Entao

~ o a’Ul 81}2 8?}3

)g+mD

€3

onde e pi' sao constantes independentes de D.

Fazendo D = (G + G*) no teorema ?7 temos

1
2

S = —pl + p/ (divo)] 4+ u(G + GY) (2.25)
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, ~ . . ’ ~ , . . .
onde p é a pressao, p (viscosidade) e 1 sdo constantes, I3 é a matriz identidade

de ordem 3 e G ¢ a transposta da matriz

Ovr  Oui  du
o1 Oxo Oxs

= = | OQva Jua Juz
G V,U 8331 8332 8:1:3

Ovz vz Ous
8x1 81?2 813

Supondo que o fluido satisfaz 2.12 (condigao de incompressibilidade), 2.25

se reduz a

S = —pls + u(G + GY).

Além disso,

99u1 v 4 Ova  Ou | Ouvg

ox1 Oxo Ooxr1  Oxs oz

t— | OQva 4 Ova vg Qua | Oug

G + G oz + Oz 2812 Oxs + Oxo
Ovs 4 Ovy Qug | vy 99us
Ox1 Ox3  Oxo Ox3 Ox3
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logo,

82%vy 8%vq 82%v9 8%vq 92v3
2 Oz7 023 + Ox10x2 + Oz3 Ox10x3

3 t — 82’02 821}2 821)2 621)2 82113
DIV(G +G ) 0x3 + Ox10z2 + 2 02 + O3 + Oz20x3

82’03 82’01 821)3 621)2 82’03
ox? + Ox10z3 + ox3 + 0 + ox2

o | vy oy 0 (Ov | Gy | Ows
8:1:% + 830% + ng + ox1 \ Oz + 0o +

Oxs
— vy | vy 4 vy | O Qv 4 vy | Ovs
- 8:(;21 + 89&3 + Ozg + dzo \ 011 + Ox2 + Ox3

Pvg | vz 4 Pvg | O Qv 4 vy y Ovs
Ox? + 23 + 0z3 + Ozz \ Ox1 + Ox2 + Ox3

8%vq 82%vq 8%vq 0 73
81? + Bx% + awg + ox1 divo

_ 82vg 82%vy 8%v9 0 73
- ox? + Ox3 + O3 + Oxo divv

82v3 82%v3 8%v3 0 73
0x? + + O3 + O3 divv

8%v; 82%vq 8%vy
8@‘% + 830% + Bzg

_ 82vg 4 82%vy + 82%v9

- Ox? axg ('91:35
d2v3 93v3 d2v3
| 8:1:% + 6303 + 81:%

= Anv.

Portanto
Div S = Div (—pls + u(G + G")) = Div(—pl3)+pDiv(G+G') = —=Vp + pAv.

Dessa forma a equacao da conservagao do momento 2.23 se escreve como:

Dv

— = pf— A
P =PF = Vp+plv

que juntamente com a condi¢do de incompressibilidade (divv=0) constituem

as Fquacoes de Navier-Stokes para um fluido viscoso e incompressivel.
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Capitulo 3

Solucao em Dimensao Finita

3.1 Introducao

Neste capitulo daremos a formulacao variacional das equagoes de Navier-
Stokes para um fluido viscoso e incompressivel. Para esta formulacao, através
do método construtivo de Galerkin, garantiremos a existéncia e unicidade de
solucao em dimensao finita. Comecaremos esta secao dando alguns resultados

sobre a forma trilinear b.

3.2 A Forma Trilinear b

Como veremos na se¢ao seguinte, o termo nao-linear ( que é o complicador
maior) da formulacao classica das Equacoes de Navier-Stokes dard origem a
forma b = b(v,v,u) da formulagdo variacional. Em vista disto, nesta sec¢ao

demonstraremos alguns resultados de suma importancia sobre esta forma.

Lema 3.1. Se Q C R™ é um aberto limitado e n < 4 entao a forma b =

b(u,v,w) € trilinear continua em V x V x V.
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Demonstracao
Sejam u'eu’ €V e a €R.

b / " _ /[/ d
(u +au ,v,w) Z/u+au ijx

1,j=1

/ ( (911] 1z 31)] >
= Z w] ; dx
ox;

i,7=1

— Z/ u@dﬂH-OzZ/ "avjw]das

4,j=1 4,j=1

= b(u,v,w)+abu’,v,w)

isso mostra que a forma b é linear na primeira coordenada. Analogamente
mostra-se que b é linear nas outras duas coordenadas. Portanto b é trilinear
em V x V x V. Mostraremos agora a continuidade de b.

Sendo n < 4 e Q limitado, prova-se que V = {u € H}(Q), divu = 0} (Veja
TEMAN [26], p. 18). Assim, se u = (uy, ..., u,) € V entdo

luly = \/|u1|%, e F unl} <

donde vem que

luily < oo, 1<i<n.

Logo, pelas imersoes de Sobolev (preliminar 1.3),
uiGL%(Q), n>3 1<i<n.
Como em H} as normas | - |y e |V - | sao equivalentes, se v € V entao

oly = Il + o+ Joal?

VIVl 4 .+ Vo, |?

e dai,

|V’Uj|<OO, 1§j§n
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ou seja

2 2

< 00

an
8:1:1-

/

+ + an

donde vem que
2

v, o
1l <00, 1<4,5<n

0@»

0 que mostra que

a.
a—ZeLQ(Q), 1<i,j<n.

Além disso, se w € V entao

lw|y = \/|w1]%/ + o F wnlE < 00

e dai

lwily < oo, 1 <j<mn.

Assim, pelas imersoes de Sobolev (preliminar 1.3), observamos que

n = 3=w;€L5N) C L) e

n = 4:>wj €L4<Q)

Observe agora que

1 +1+1_1
2n 2 n

Portanto, pela desigualdade de Holder (preliminar 1.5), temos

811]' avj
/Q u; oz, w;dx

8:102-
1L 1 n
onde trocamos a norma |w;|;» pela norma |w;|y ja que Hy C L", quando

|w;lv (3.1)

L2

n—2

S |UZL2n

n < 4.
Por outro lado,

il 2n, < cluily

donde vem que

il | 2n, < c(Q)]ulv (3.2)
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Também temos

2 2

an an 8vj
<u/|=— = | < = 3.3
% _\/ ol |52 =l < v =y @3
e
|wjlv < fwly. (3.4)

Assim, de 3.1, 3.2, 3.3 e 3.4 obtemos

Ov;

Fazendo i e j variar de 1 a n na desigualdade acima obtemos n? parcelas tais

< kluly|v|v|w|y.

que
n

b(u, v, w)] <Y

,j=1

9v;

U =—w;dx
o Oz

< c{n)uly o]y wly.

Portanto, dado ¢ > 0 tome § = Ve Assim,

Y/ eln)
|b(u, v, w) — b(ug, v, wo)| = [b(u — up,v — vy, w — W)

< e(n)|u — ugly|v — voly|w — woly

Velm) /el /elm)

< ¢(n)

< €

isso mostra que a forma b é trilinear continua em V' x V x V. No caso em que

n = 2 basta substituir 3.1 por

’/uiavjwjdx
o Oz

Lema 3.2. Seja (2 C R™ um aberto limitado. Entao
(i) b(u,v,v) =0, Yu € V, v € H}(Q)N L"(Q)
(ii) b(u, v, w) = —=b(u, w,v), Yu € V, v,w € H}(Q)N L"(Q)

S |U7;|L4 |wj|L4 (35)

L2

aCL’Z‘
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Demonstracao:

(i) Pela regra do produto para derivadas temos:

1 81;]2 . E)vj

_ul ox; o ox; v
e dai
ov; 1 o2
dr = ——dx.
&'EZUJ v 2 Qu ox; .

Integrando por partes a segunda integral acima e usando o fato de que u se

anula na fronteira temos

ov; 1 ou,;
i—v;dr = —= . 2d
Qu axi% v 2/ ox; ’

Logo

b(u,v,v) = ——Z/gzlv dx

2,7=1

B ouy 8un 9
N Z/ (81’1 6.213n) Ui du
1 o
= 3 Z divu v; dx
j=17%

= 0

pois divu = 0 uma vez que u € V.

(ii) Por (i) podemos escrever
b(u, v+ w,v+w) = 0.
Pela linearidade de b provada no lema 3.1 temos
b(u,v,v) + b(u,v,w) + blu,w,v) + b(u, w,w) = 0.
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Dai, novamente por (i)

b(u,v,w) = —b(u,w,v).

3.3 Formulacao Variacional

O sistema de equagoes de Navier-Stokes descreve o fluxo de um fluido ho-
mogéneo (neste estudo consideraremos p = 1) em movimento, numa regiao
Q) C R™, sem obstaculos, com viscosidade constante, incompressivel e sujeito
a um campo de forgas externas f(z,t) dado, definido em Q x [0,7].

A formulcao classica do problema de valor inicial e de fronteira das equagoes
de Navier-Stokes é a seguinte:

achar uma funcao vetorial

v:Qx[0,T] — R"
e uma fungao escalar

p:Q2x[0,7T] —R

tais que

v +v-Vo—pAv+Vp=f em Qx(0,7)
divo=0 em Q x (0,7)

v(z,0) = vy(z) Yz €

v(z,t) =0 Vt € (0,T) e Vz € 00

\

onde v(z,t) é a velocidade da particula que ocupa o ponto x no instante t,
p(z,t) é a pressao exercida sobre ela no mesmo ponto e no instante , u é o
coeficiente de viscosidade e vy(z) é a velocidade inicial.

A primeira equagao dos sistema descreve a conservacao do momento linear,

a segunda a incompressibilidade do fluido, a terceira a velocidade no tempo
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t = 0 ser a velocidade inicial e a quarta o fato de a velocidade na superficie de
contato ser nula.
Passemos a formulagao variacional. Tomando o produto escalar da primeira

equagao com uma funcao u € V* e integrando obtemos
(vt+v-Vv—MAv+Vp,u) = (fvu)7

ou seja

(v, u) + (v - Vo,u) = p(Av, u) + (Vp,u) = (f,u). (3.6)

No primeiro produto interno de 3.6, como u = u(x), podemos escrever

d d d
(Ut’u):/ﬂd_::de:E Qvudxzﬁ(v,u).

Tratemos agora do segundo produto interno em 3.6.

t
v Qv Own
o0z 0z oxs

v-Vo = (v,v2,03) g_:"ﬁ g_zz g_x

Juz  Ovs  Quz
81’1 822 ax3

— vy el vy [elih) vy [elih) vz vz vz
- (Ul o1 + V2 Ora + U3 Ox3’ U1 Ox1 + V2 Oxo +u3 Ox3’ U1 o1 + V2 Ora + U3 8303)

logo,

(v-Vo,u) = / (Ul%ul + vg%ul + v3%u1> dx
Q xXr a

81‘1 8 2 8 3
Ovs ovy Ovy

+ /(2(1)18—1@—1—@18—@“24‘1138—3%2) dx
v ov v

+ /Q(v1a—jus+vza—xzu3+v3a—zu3> dx

= Z/'Ulg Ju] dx

ij=179 Li
= b(v,v,u)
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A fim de obter uma forma mais simples para o terceiro produto interno de 3.6,

usaremos a Identidade de Green (preliminar 1.4), ou seja

/(uAv + VuVv)dr = / ua—i dS,.
Q a0 On

Como u se anula na fronteira tem-se

/uAvdx: —/Vqudm,
Q Q

ou seja
(Av,u) = —((v,u)).

Quanto ao quarto produto interno de 3.6 temos

(Vp,u) = /Vpudx
Q

- 0 8$17 81'27 amg 1, 42, U3

0
= a—pul dx + —UQ dx + / 8—%163

Qo1
Integrando por partes as trés ultimas integrais acima e usando a fato de que
u se anula na fronteira temos

81)3 .
1y 24 —dx = d dx = 0.
(Vp,u) / (9x1 x / 8x2 x/ 3x3 T = /Qp 1zvu x =10

0
O 1ltimo produto interno de 3.6 é uma forma linear continua no espaco

V. Logo, existe um elemento pertencente ao dual de V,, tal que

(f;u) = (f,w).

Portanto, para a formulagao classica das equagoes de Navier-Stokes, a for-
mulacao variacional ¢ a seguinte:
dados
fel*0,T, V') e voe H
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achar v satisfazendo

%(v,u) + p((v,u)) + b(v,v,u) = (f,u) YueV (3.7)

v e L*0,T,V) e v(0) = . (3.8)

O teorema seguinte é o objeto principal deste trabalho (Veja TEMAN [26],
p. 282).

Teorema 3.1. Considere 0 C R" limitado e n < 4. Dados f € L*(0,T, V/) e
vo € H existe uma fungio v € L*(0,T,V) N L*(0,T, H) tal que

,u) + pl(0,0)) + blo,v,u) = (fu) VueV

v(0) = vy.

3.4 Solucao em Dimensao Finita

Nesta secao mostraremos a existéncia de solucao em dimensao finita para
a formulagao variacional das equacoes de Navier-Stokes para um fluido vis-
coso e incompressivel. Para tal usaremos o método construtivo de Galerkin.
Este método consiste em obter uma solucao v por meio de aproximacoes v,,.
Passemos entao a descrevé-lo.

Sendo V' um espago de Hilbert separdvel existe uma subconjunto enu-
meravel e denso B = {w;,wq, ws,...} C V. Além disso, como V* é denso
em V', podemos tomar o conjunto B em V*. De fato, seja (r,,) uma sucessao

de nimeros reais positivos tendendo a zero. Dado u € V, 3(w,,, ) tal que

lim w,, = u.

k—oo

Para simplificar esta notagao denominemos (w,,) esta subsequéncia. Para cada

m € N 3u,,, € B(up, 1) NV*. Fazendo m, n variar em N obtemos uma
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sequéncia (u,,,) tal que lim w,,, = u pois, dado € > 0 temos

n,m—00

[Upm —u| = |tupm — w, + w, — ul
< ftnm — wal 4 Jwp — ul
< Ty t+E€

< €—+e.

Seja V,, = [wy, wy, ..., wy,] 0 espago gerado por {wy, wy, ..., wy, }. Sem perda
da generalidade podemos supor que o conjunto {wy, wy, ..., w,, } é L.1.. Defini-

mos a solugao aproximada de 3.7 no espago V,,, como segue

Um(x,t) = Zg,m(t)wz(x) (3.9)

assim, a formulacao variacional no espago V, é

!/

(00 (8), w5) + p((0m (2), w;)) + 0(0m (t), v (£), w5) = (f(£), w;) (3.10)
tel0,7), j=1,...m

U (0) = vor,

onde vy, é a projecao ortogonal em H de v(0) sobre o espago V,,, com wg,, —
vg quando m — oo. Dessa forma devemos mostrar que existem as fungoes
Jim> 92ms -, Gmm que verificam 3.10.

De fato, escrevendo 3.10 mais explicitamente e omitindo os argumentos das

fungoes temos o seguinte sistema:

[ (W) + (0 02)) + D) = {fown)
va, wa) + p((Vm, w2)) + 0(Vy Uy wa) = (f,w2) (3.11)
L (v;m wm) + M((Uma wm)) + b(vmv Um, wm) = <f7 wm>

substituindo 3.9 em 3.11 temos:
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(GrmW1 + GomW2 + o + Gy Wiy W1) + ((GrmW1 + GomWa + oo & G Win, W1))+
+b(g1mw1 + GamWa + oo + GrmWm, G1mWi + GomWa + oo + Grm Wi, w1) = (f,w1)

(GrmW1 + GomW2 + o+ G Wiy W) + ((GrmW1 + GomWa + oo & G Win, W)+
+b(g1mw1 + GamWa + oo + GmWm, GrmWi + GomWa + oo + GrmWim, Wwa) = (f, wa)

(G1mW1 + GomWa + oo+ G Wiy W) + (((G1mW1 + GomtWa + oo+ G Wiy Wi )+

+b(g1mw1 + GamW2 + oo + GmmWim, G1mW1 + GomWa + . + GmmWim, W) = (f, W)

\

que é equivalente a

( m

D (wiw)gi + 1Y (Wi w1))gim + > b(wi, wy, w1) gimGim = (fwr)

i=1 i=1 Q=1
Z Wi, W2) i + MZ (wi, wa))Gim + Z b(wi, wi, Wa) GimGim = (f, w2)

=1 i,l=1

Z(wiv wm)g;m +p Z((wi7 wm))gim + Z b(wiv w, wm)Qimglm = <f7 wm>

[ =1 i=1 il=1

que na forma matricial é

(wi,wi) - (W, w1) 9/1m (wi,wr)) - (W, wr))
+u : : +
i (whwm) (wmawm> g';nm ((wlvwm)) ((wmvwm))
<fa U}1>
+C = : (3.12)
<f> wm>
onde C é uma matriz m x 1 satisfazendo
b(wlawlawk) e b(wlawmawk) 9im
Cr1 = [glm 9mm
b(wmvwlvwk) T b(wmawmawk) Jdim
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A matriz

(whwl) (wm;w1>
A —
(wla wm) e (wma wm)
¢ nao singular pois,
(w17w1) (wmawl) T 0
(U)l, wm) U (wm> wm) L 0
implica
.
(wl,wl)x1+ +(wm,w1)$m =0
| (Wi wm)zi+ o A (Wi, )T = 0
(
(xlwl,w1)+ —i—(xmwm,wl) = 0
L ($1w17wm)+ e +($mwm7wm) =0
(rywy + -+ + Tpwpm,w;) = 0
(x1wy + 4+ Wy, wy) = 0

Facamos agora o seguinte: multiplicamos a primeira equacao do sistema acima
por x; e agrupamos este termo a w; e repetimos este procedimento em todas

as equacoes do sistema acima. Somando estas m equacoes resultantes obtemos

(rrwy + -+ + Ty, TrwW + -+ + Tpwy) = 0.

45



Este produto interno sé é zero se,
rywy + 0+ Tpwy, =0

donde vem que

1= ..=x,=0

pois {wy, wa, ... wp,} é L.I. Isto mostra que a matriz A é ndo singular, ou seja,
admite inversa.
Multiplicando o sistema 3.12 pela inversa de A obtemos o seguinte sistema

de equacoes diferenciais ordindrias nao linear escrito na forma vetorial

im (1) = Z i (f (1), wy) — Z Bisgim() = > BijrGim(t)gem () (3.13)

k=1
onde

aij, Bij, Bk €R, 1 <53 <m
Vom = glm(o)wl + gzm(O)w2 + ...+ gmm(())wm_ (3.14)

O Teorema de Carathéodory (preliminar 1.2) garante que o sistema 3.13
juntamente com a condicao inicial 3.14 admite uma solucao definida no inter-
valo [0,7},), ou seja, a formulacdo variacional das equagoes de Navier-Stokes
admite solucao em dimensao finita.

Na verdade temos T,, = T pois T,, < T implica |v,(s)| — oo quando
s — T, (Veja SOTOMAYOR [24] p. 17) o que contraria a estimativa 4.1.1 a

ser obtida no capitulo seguinte.
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Capitulo 4

Solucao em Dimensao Infinita

4.1 Estimativas a Priori

Nesta secao, uma vez provada a existéncia de solugao em dimensao finita
para a formulagao variacional das equagoes de Navier-Stokes, faremos véarias
estimativas a respeito desta que serao usadas na demonstracao do teorema

principal deste trabalho.

4.1.1 A sequéncia {v,,} é limitada em L>(0,7, H)

Consideremos novamente a enésima aproximacao de Galerkin
(1) = 3 gim (1)) (11)
i=1

e a formulacao variacional

I

(Vs W5) + (V3 05)) + 0(Vy, Uiy wj) = (frwy) j=1,...,m. (4.2)
Multiplicando 4.2 por gj,, obtemos

(U;na gjmwj) + N((Um’ gjmwj)) + b(vmv Ums gjmwj) = <f7 gjmwj>'
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Fazendo j variar de 1 a m obtemos as m equagoes abaixo

(Vs Grontw1) 4 (U, Grm0;)) + bV Vs Grmw1) = (f, Grmiw1)
(Ur, GomWa) + (U, GomW2)) + bV, U, GomWs) = {f, Gomws)

(Vs GmmWin) + 1((Vimy GmmWim)) + 0(Vim, Uiy Grm@Win) = (f; Grmm W) -

Somando essas m equagoes e usando 3.1 (trilinearidade da forma b) obtemos

(U;m Z gjmwj> +,u <<vm7 Z gjmwj> ) +b (Umy Um, Z gjmwj> = <f7 Z gjmwj>
j=1 j=1 j=1 j=1

dai, por 4.1 temos

!/

(Vs Um) + (Vs Um)) + b(Vmy Uy Um) = (f, Urm)- (4.3)

Observamos agora que

d, d [
— = — d
dt'vm| dt/QUm v

donde vem que

(6 0m) = =L o2 (4.4)

Assim, de 4.3, 4.4 e do lema 3.2 temos

%Ivm(t)l2 + 20 Vum () = 2(f(t), v (1)) (4.5)

Em H; as normas | .|y e |V .| sdo equivalentes. Logo,

2(f (), vm(t)) < 2[(f (1), vm ()] < 21f(O)|y |vm(B)lv = 2[f @) [Vom(t)].
(4.6)
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Por outro lado,

1 2
(ﬁu(mw - mwmw) >0

donde vem que
1
2[f ()l [Vom(t)] < ;!f(t)IQVI + Vo (1)
Portanto, de 4.5, 4.6 e 4.7 temos
d 2 2 _ 1 2 2
St (O + 26 Vo, ()" < ;If(t)lvf + [V ()]
consequentemente
L on O + 1l Vo0 < 170,
dt m m — /J, v

donde vem que
d

dt

e daf, integrando de 0 a s, com s € [0, t], obtemos

2 _ 1 2
[om (O < (0]

1 S
on() < [+ [ 17O d
K Jo
onde v,,, é a projecao ortogonal de v, sobre o espaco V;,. Assim,
(Vo — Vom, v) =0 Yv €V,

em particular, v,,, € V,,. Logo,

(4.7)

(4.9)

(Uo — Vom,; Uom) =0 = (Um Uom) - (Uom7 Uom) =0 = <U0m7 Uom) = (Um Uom)-

Pela desigualdade de Holder (preliminar 1.5), temos
’Uom|2 - (Uoma Uom) - (Um Uom) S |UoHUom|

donde vem que

[Vom| < |vo]-
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dai e de 4.9 obtemos
1 [T
on(s)F < foof? + 5 [ 1700
K Jo
Por hipétese f € L?(0,T,V"). Logo a integral acima é finita e
Sup|v,(s)]* < Constante, s € [0, 7]

o que mostra que a sequéncia {v,,} C L>(0,T, H) e é limitada nesse espago.

4.1.2 A sequéncia {v,,} é limitada em L*(0,7,V)
Integrando 4.8 de 0 a T' obtemos
T 1 T
on(T) =l + 10 [ V00t < [ 1f0)
0 K Jo
ou seja,
T 1 /7
onT)F s [ 190n(OF <% [ 5O+ o
0 K Jo
Dai
T A
i [ o OP < 5O R oo
0 HJo
Dividindo esta desigualdade por p e usando 4.10 obtemos
T I 1
/ |V, (t)2dt < —2/ |FO)]Fdt + = vo]*.
0 K= Jo H
Como as normas |Vuy,| e |vy,|y sdo equivalentes podemos escrever
T I 1
/ [V () [3-dt < —2/ |f(t)[2dt + —]v,|* < Constante
0 K= Jo H

pois f € L*(0,T,V"). Isso mostra que a sequéncia {v,} C L?(0,T,V) e é

limitada neste espago.
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4.1.3 Se 0 <y < ; entado {v,,} é limitada em H"(R,V, H).

Se v é uma fungao de [0, 7] em V|, nés denotaremos por v a fungao de R

em V tal que

v(t) se te|0,T
o(t) = Q 0,7] (4.11)
0 se teR\[0,T].
Além disso, denotaremos por v a transformada de Fourier de v .

Inicialmente vamos mostrar que

/ |r|27\@m(7‘)\2 dr < Constante. (4.12)

[e.9]

A fim de calcular a derivada de (v,,, w;) no sentido das distribuicoes, con-
sidere ¢ € D(R) tal que supp ¢ C [—N,T + N|. Assim, para e suficientemente

pequeno temos

<di(5m»wj),¢> = - <(5m,wj), ¢/>

= [ G

[e.o]

-N —€
_ —lim(/ (5m,wj)¢’dt+/ (T w;) @ dt+

e—0 00 _N

T—e , T+N ,
€ T

+€
+ / (,1777“ wj)gb/ dt) .
T+N

Como o supp ¢ C [N, T+ N, a primeira e a tltima integrais acima sdo iguais
a zero. Além disso, como v, se anula em (—N,—¢) e em (T +¢,T + N), a

segunda e a quarta integrais acima também sao iguais a zero. Logo

d B ‘ T—e ,
(G0 =ty [ ()
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Integrando a ultima igualdade por partes obtemos

d e T g
<E(Um7wj)a¢> - _ll_r)% ((Um7wj)¢€ _/6 E(Uﬂ%wj)Qﬁdt)

T d .
= [ Gy de = tim [T = €))7 = ) =

—(vm(€), w;)p(e)]

- /Oo ()6t — (0 (T),1)0(T) + (1 (0), 0,)6(0)

e}

= (G0 ).0) = (0. 0)30,0) + (00 0) )00

d
= (0 10) = (0l )00 + (0 0), 0730 ).
No sentido das distribuicoes isso mostra que

d . d
%(Umawj) = a(vmawj) — (U (T'), w;)0r + (Vom, w;)0,

onde v, é a projegdo ortogonal de v,,(0) sobre o espago V,, e d, e dr sao
distribuicoes de Dirac.

Portanto, da formulagao variacional 3.10 temos

%(%wj) = (s ;) + (Voms ;)05 — (0m(T), w;)0p (4.13)
fm = f — pAvy, — Boy, (4.14)
(&
Fo=d Amoom 1071 (4.15)
0 em R\[0,T]

onde Av,,, Bv,, € V., e sdo tais que

<Avm> wj> = ((vm, wy))
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(B, w; ) = b(vym, U, w;).

Calculemos agora a transformada de Fourier de 4.13 no sentido das distri-

buigoes. Para ¢ € S temos:

<%(;;wj),¢> = <%(5m7wj),$>

= —/_Oo(ﬁm(r),wj)%a(r) dr.

o0

Mas
o) = [ e an

o0

donde vem que

%5(7*) = /_ N (—2mit)e > () dt

o0

Substituindo 4.17 em 4.16 obtemos

(4.17)

<$(vm,w3 > / / / Oy (1, 2)wj () 2mite ™" () dtdzdr  (4.18)

Usando os teoremas de Tonelli (preliminar 1.6) e Fubini (preliminar 1.7) em

4.18 obtemos

<d%(i7m,wj),¢> = / // m (7, 2)w; () 2mite > p(t) drdadt

_ /_ Z /Q Do, )0 ()2t (1) devdt

_ /_ " Bn(t), ;) 2mito(t) dt

= (2mit(Tn(t), w;), ¢) .

Isso mostra que

—

d
= — (U, wj) = 2mit (U (1), wy).
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Facamos algumas consideragoes antes de considerarmos o termo <J7m, wj).
Por hipétese f € L?(0,T,V"). Logo, pela desigualdade de Holder (prelimi-

nar 1.5), temos

/0 e

T
pdt = /0 |f(t).1],. dt

([ o) ([ vs)

< Constante. (4.20)

VAN

Isso mostra que

fe LYo, T,V).

Novamente pela desigualdade de Holder (preliminar 1.5) temos

‘ Av,,

= sup {(Avm,w>|

v/
[wly <1

= sup }(va, Vw)’

V| <1

IA

sup }vaHVw‘
IVw| <1

IN

sup }va}
V| <1

= |Von|. (4.21)

/OTywm(t)ydt < (/0T|va(t)\2dt>é(/0T12dt>2

- VT (/OT ]va(t)\th) 2 (4.22)

=
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Pelo lema 3.1 temos

’va

= sup [(Buy,w)|

V/
lwly <1

= sup }b(vm,vm,w)}
lwlyv <1

< sup |V || Vo[Vl

V| <1

< sup C|Vu,||Vu,
V| <1

= C|Vu,|. (4.23)

As consideracgoes 4.20, 4.21, 4.22 e 4.23, mostra que <fm,wj> € L'(R). De

fato,

| 1R wide < sty [ oo

—00

— Juylv /0 () = 1AV (D) = Bu ()]t

T T T

< ol ([ 15Ot [ wuaoiae € [ von o)
0 0 0

< Constante

pois {v,,} é limitada em L?*(0,7,V). Assim, podemos usar a preliminar 1.13
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€ escrever

Grw0) = [ e 7o),

o0

= / e_%”tr/fm(t)wj dx dt
—o00 Q

= / /eQi’Tt’"fm(t)wj dx dt
—oo JQ

// e~ 2 (1) dt wj dx
QJ—o0

= [ Bty e

Il

= (Fmwy)

onde a troca da ordem de integracao em (x) justifica-se pelas preliminares 1.6
e 1.7.
Aplicando a tranformada de Fourier em 4.13 e usando os exemplos contidos

na preliminar 1.12 obtemos
2T (T W) = (foms ;) + (Vom, ;) — (U (T)), w;)e 2T (4.24)
onde v, e fm sao as transformadas de Fourier de v,, e fm, respectivamente.
Sejam Gjn, € gjm as fungdes obtidas de g, (j-ésimo coeficiente de v, da

aproximacao de Galerkin em dimensao finita) conforme definigoes acima. Mul-

tiplicando 4.24 por gj,, obtemos

2Z7TT(®\m7/g\]mw]> - <fm7/g\]mwj> + (Uom,/g\jmwj) — (Um(T)7/g\jmwj>€_2i7WT

56



dai, fazendo j variar de 1 a m obtemos as m equagoes abaixo:

22'7T7"(i)\m7 /g\lmwl) = <fm7 /g\lmw1> + (Uoma /g\lmw1> - (Um<T)7 glmw1)672i7rrT
QiWT(i}m’ /‘g\QmwQ) = <fm, §2mw2> + (vom, §2mw2) - (Um (T)7 /g\QmwQ)e_Qm—TT
2077 (U, Grm W) = (fm,ﬁmmwm> + (Voms GmmWnn) — (U (T), Gram Wiy )€~ 2"

cuja soma nos da
2077 (T Orm) = { s O + (Voms Om) — (U (T), Ty )&~ 27T
em virtude da linearidade da transformada de Fourier. Dali,
2077 | O |* = (Fons Bon) + (Voms ) — (0 (T), Byn)e 2T (4.25)
De 4.20, 4.21, 4.22 e 4.23 segue que

/0|fm(t)|v’dt = /O | £ () + 1AV, (1) — Bog(t)]y dt

IA

T T T
/ F@Olydt+ / | Av(B)ly dt + / Bu(t)]y dt
0 0 0

IA

T T T
[ ol n [0l [ evo o d

< Constante
pois vy, (t) ¢é limitada em L?(0,T, V') (estimativa 4.1.2). Isso mostra que

sup |fm(r)|vf < Constante, Vr € R (4.26)
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pois,

Ty = \ [ e a

Vl

< > 727T’L't7‘~mt‘ dt
< [ lerriae),

o0

_ / 20| Fon(8) ]

o0}

-/ T LIFa®)ly de

T
= [ a0t
0

Além disso, pela estimativa 4.1.1 temos
[Vom| < Constante e |v,(T)| < Constante. (4.27)

Dai, tomando o médulo em 4.25 obtemos

2|1 ][O (1)]? = <fm(7"),6m(7")> + (Vom0 (7)) = (U (T), Ty (1) ) e~ 2
< (B 8nr))] + | o, Bn() |+ (0 (T), B

IN

fm(r)’w V5 ()] + | (oms B (1) | + | (0 (T, Bn(1)) | -

Usando a desigualdade de Holder (preliminar 1.5) nas duas ultimas parcelas

da desigualdade acima e usando 4.26 temos
2717 [0 (1) < €1V ()] + [Worn [0 (1) | + [0 (T) [T (7). (4.28)
Dividindo 4.28 por 27 e usando 4.27 temos
1[0 (1) < €2 VO (r)] + 30 (7).
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Dai, usando a desigualdade de Poincaré (preliminar 1.8), vem que

[T () < ea| VO (r)]. (4.29)

Ainda no intuito de provar 4.1.3 considere a funcao f, : R — R tal que

> + || 1
= 0<y<-.
AU = 71
Observamos inicialmente que
[y é par e fy(r) >0 VreR. (4.30)
Além disso,
. . T+
R
2v—1 1
g 1D
)
2v—1
_ g O ED
D)

pois 0 < v < }l. Isso juntamente com 4.30 mostra que f, ¢ limitada, ou seja,

- <
1+ — 5(7)
donde vem que
2y L L N
|7" < C5(7>1 + |7“1_2“f. (431)
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Multiplicando 4.31 por |0,,(r)|? podemos escrever

o0 o0 1
/ 2 o) 2dr < cs(y) / Bl BTN

. o T

= Cs(V)/der—i—%(V)/der

o THIT o T+

> [rl[m (r) |

o L+ |2

< o) [P dr+e) [

o0

donde vem, pela identidade de Parseval (preliminar 1.9), que

/OO 2|0 (r) [P dr - < Cs(V)/wlvm(r)Ferr%w) /OOM

0 oo oo LA |12

Usando, respectivamente, a desigualdade de Poincaré (preliminar 1.8) e 4.29

na pentltima e ultima integrais acima obtemos

/_Oo |2 [0 (r)|? dr < () /: [Vom(r)[* dr + 07(7)/_

o0 -

= |Voa(r)
o 1T

Pela estimativa 4.1.2 a segunda integral acima ¢ limitada. Logo devemos

mostrar que

/ M dr < Constante.

o L+ |r|t=2

Pela desigualdade de Holder (preliminar 1.5), temos

* |V (r)] /°° 1 : /T e\
- 7 dr < - d d .
/001+|7~|1—27 re L arpree®) Y, Voeldr

(4.32)

Comecgemos mostrando que a segunda integral em 4.32 é limitada. Fazendo a

mudanca de variavel s = —r temos

/1 dr _/1 —ds _/°° ds (4.33)
oo (L [r=2)2 o (T [s20)2 ) (L [s]'=2)2 ‘
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Logo,

/°° dr B /1 dr +/1 dr N
W TFREE T T L T
. /°° dr
(T r[t2)2
= 2
/1 (1+|r|1 27)2 +/ 1_|_||1 27)2
[e'e) 1
< 2 1.d
= / <1+|r\1 )2 */ ’

& dr

Observe agora que

/Oo dr B /°° dr
L (Tt T 2r 2y
* dr
1 T2—4'y

) ¢ dr
= lim
a—oo [q r2—4y

’ a[4’yfl 1
T e\ 1 1)

Como 0 < v < }L temos que 4y — 1 < 0. Isso garante que o limite acima existe

e éigual a ﬁ. Logo a segunda integral em 4.32 é limitada.

Consideremos agora a terceira integral em 4.32. Observamos inicialmente
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que

0

O,

~

[V (r)]*

o0

ol
31’1‘ _

/ e 2mitr aivm(x, t)dt

e 2 B (0, 1) dt

o0

7

Portanto, pela estimativa 4.1.2 a terceira integral em 4.32 ¢é limitada. Conse-

quentemente

4.1.2

[e.o]

Wm(t) |%2(R,V) =

62

o0
/ 7> [0, (r)|* dr < Constante.

Agora estamos em condigbes de provar a estimativa 4.1.3. Pela estimativa

| ok a

o0

T
/ |V (1)]? dt
0

Constante.



Pela identidade de Parseval (preliminar 1.9) temos:

~ 12 OO ~ 2
1D} Tl = / 1D} T (0)[? dt
= 2
:/ ‘Dva(r) dt

_ / i |G ()2t

oo

= P [ PP d

(e 9]

< Constante.

. 1
Assim, para 0 <y <

=

V| 11 (v, 1) = {]”ﬁm\%z(ﬁv) + | D} ”ﬁm|L2(R7H)}2 < Constante.

Isso mostra que {v,,} ¢ limitada em H7(R,V, H).

4.2 Solucao em Dimensao Infinita

Nesta se¢ao mostraremos o resultado principal desse trabalho. Observamos
inicialmente que L?(0,T, V') é um espago de Banach reflexivo. Isso, juntamente
com a estimativa 4.1.2 garantem a existéncia de uma subsequéncia {v,,, } C

L?(0,T,V) que converge fracamente para v; (Ver EVANS [5], p. 570), ou seja,

{vm,. } U1 em L*(0,T,V).

Ja L>(0,T,H) é um espago de Banach (nao-reflexivo). Isso, juntamente
com a estimativa 4.1.1 garantem a existéncia de uma subsequéncia {v,,, } C
L*>(0,T, H) que converge fraco-estrela para vy (Ver BREZIS 2], p. 42), ou
seja,

{vm, } ——12 em L*(0,T, H).
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A estimativa 4.1.3 juntamente com a preliminar 1.10 garantem a existéncia

de uma subsequéncia {v,,, } C L*(0,T, H) que converge fortemente, ou seja,

{vm, } —= U3 em L*(0,T, H).

Observe que nas trés convergéncias acima foi usada a mesma subsequéncia
{Um, }. Isso é possivel pois V' C H. Basta considerar subsequéncia de sub-
sequéncia, ou seja, para a subsequéncia convergente em L?(0,T, H) considere
a subsequéncia (sequéncia) convergente em L>(0,7T, H) e para esta, considere
a sequéncia (subsequéncia) convergente em L?(0,7,V). Por comodidade con-
sidereraremos v,,, = Up,.

De posse dessas trés convergéncias uma pergunta surge naturalmente: tem-
se v1 = vy = v3? A resposta é sim.

De fato, da primeira convergéncia, dado
ve [L20,T,V)] = L0, T,V

tem-se

donde vem que

/O<U(t),vm(t)>dt*>/0 <U(t),vl(t)>dt.

Por outro lado, (f, u) = (f, v), Vf € H e Yu € V (Ver TEMAM [26] p. 248).
Logo

/OT(v(t),vm(t))dtH /T(v(t),vl(t))dt Vo€ L2(0,T,V'). (4.34)

A convergéncia forte em L?(0, T, H) implica na convergéncia fraca, ou seja,
T
/ (v(t), v dt —— / ) dt Vv € L*(0,T,H). (4.35)
0
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ComoVCH=H CcV', de4.34 e 4.35 tem-se
T T
/ (u(t), va(8)) de = / (o(t), vs(t))dt Vo€ L(0,T, H).
0 0
Em particular v; € L?(0,T, H). Assim, tomando v(t) = vy (t) — v3(t) tem-se
g 2
/ lo1(t) — v3(t)| " dt =0
0

donde vem que

v = V3. (4.36)
Da convergéncia fraco-estrela, dado v € L*(0,T, H), tem-se
(0, o) — (v, ).
Dai, como em 4.34, obtem-se
T T
/ (0(t), vm(8)) dt —— / (v(t), o)) dt Vo L'0,T, H). (4.37)
0 0
De 4.34 e 4.37 segue-se que
T T
/ (v(t), vi(t)) dt:/ (v(t), va(t)) dt Vv € L*(0,T, H)
0 0

pois L*(0,T,H) c L*(0,T,V') e L*(0,T,H) C L'(0,T, H). Dai, como em
436, V1 = V.

Portanto
U v em L*(0,T,V)
Uy —5= em L*(0,T,H)
Upy —> em L*(0,T, H).

Vamos mostrar agora que v € solucao da formulacao variacional 3.7. Para

tal consideramos a fungao ¥ € C'[0,7] tal que ¥(T) = 0. Multiplicando 4.2
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por ¥ (t) e integrando de 0 a T" obtemos

/0 %(“m<t)v¢(t>wj>dt+u/o (U (1), Y(t)wy)) dt +

n / (0 (£), U (8), (t)0;) dt = / SO, ow;)dt. (4.38)

Integrando por partes a primeira integral acima obtemos

T q
/0 E(Um(t),lp(t)wj) dt = (vn(t), Y(t)w;)

(0m(0), B (O)wy) — / (0 (), ()

ja que ¥(T) = 0. Logo 4.38 pode ser escrito como

- / (0 (), & ()t + p / (Vom(t), Vi(tyw;) di+

T T
0 0
Fazendo m —— oo devemos mostrar que

@) [ nlt) v’ O at — [ ), 0/ 0w)

De fato, aplicando a desigualdade de Holder (preliminar 1.5) na variavel espa-
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cial z e depois na variavel ¢ obtemos

T T
/ (U, @D,wj) dt —/ (v, d)le) dt‘ =
0 0

T
/ (Vi — v, ¥ w;) dt’
0

T
< / /|(Um—v)1/zle’dxdt
0 Q
T /
< [ fom = ol el
0
T ) T 3
< (/ |vm_v\L2dt) (/ ‘¢wj|L2dt) .
0 0

Observamos que, sendo w; = w;(x) e ¢ € C'[0,T], temos que

T 3
(/ |1/lej ‘i? dt) =K (Constante)
0

Além disso, pela convergéncia forte de {v,,} em L?*(0,T, H), dado ¢ > 0 existe

ng tal que, Vn > ny tem-se
T 2
2 €
/0 |’Um—’U‘L2dt<P
donde vem que

<€

T T
/ (Um, wle) dt —/ (v, w/wj) dt
0 0

e (i) estd provado.

T T
(id) / (Vou(t), Vob(thwy) dt —— / (Vo(t), Vo)) d.
0 0
Inicialmente observe que Yw; € L*(0,T,V) j& que
T T T
sl = [ lowltdt= [ 6Pl it = uslp [l < oc
0 0 0
poisw; € Ve € C*0,T]. Assim, como V C V' temos que
Yw; € [LX0,T,V)] = LX0,T, V).
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Dai, pela convergéncia fraca de {v,,} em L*(0,T,V) temos
<2/1wj, Um> — <¢wj, v> em L*(0,T,V).
Pelo teorema da representacao de Riesz (preliminar 1.11) temos

(vm(t), ¢(t)wj)L2(o,T,v) - (U(t)’ ¢<t)wj)L2(O,T,V)

ou seja,
/0 (/Um(t)? w(t)w])vdt I /0 (’U(t), w(t)w])vdt

donde vem que

/0 (Vun(t), VY (t)w;) dt —— /0 (Vo(t), Vi (t)w;) dt.

T T
(i) / (U (£), v (8), (E);) dt — / b(o(t), v(t), b(t)w;) dt.
0 0
Para demonstrar essa convergéncia vamos usar o seguinte lema:

Lema 4.1. Se uma sequéncia {v,,} converge para v em L*(0,T, H) fortemente

entao para cada vetor w com componentes em C’l(@) tem-se,
T T
| b0, om@rweyde — [ blot), v(o)wie) d
0 0
onde Q € o fecho de [0,T] x Q.

Demonstragao:

Pelo lema 3.2 podemos escrever

T T n T awj
b(Vpm, U, W dt:—/ b(Vpm, w, V) dt = — / /vmi— U )5 dxdt.
| b vyt = = [ vyat == 30 [ [ (00 G2 w)

4,j=1
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Observamos agora que

ij ij
/Q(Um)l 8_91;1 (Um)j dr — /Qvi a_:[;z Uj dx

lﬁwj o Owj . Owj o lﬁwj .
/g)((vm)Za—xi(vm)J Uzﬁ_xi(vm)]> dx%—/Q (vz o (Um); — v; oz, v; | dx

IA
S~

Consideremos o termo em (*). Agrupando os termos semelhantes e usando a

Desigualdade de Holder na varidvel x obtemos

m)i 7 (Um)j — Vi (vm)j| dv < m)i — Vi 1 (V)51
J {0 G2 s = w5 | e < [ )= ul| 52 [yl
. | Ow;
< s 52 [ o) = ol(en)ide
zeQ
.| Ow;
< mix |G [0 = vl |00 2oy

e

Integrando no tempo e usando a Desigualdade de Holder na variavel ¢ temos

T (9wj 8wj r
/0 /S; ((Um)z 8_,’1'1 (Um)j — Uia_xi<vm)j) dfﬂdt‘ < C/Ov |(vm)z - ’Ui|L2(Q)|(vm)j‘L2(Q)dt

Ui|L2(0,T,H) ‘ (Vm); ‘LQ(O,T,H)'
(4.39)
Considerando o termo em (%) analogamente mostra-se que

T
ow; ow;
/0 /Q (viﬁ_rﬁj(vm)j —; a—;vj) dwdt‘ < C"(vm)j - Uj|L2(0,T,H) Vil 20,1, 1) -

Z (4.40)

Assim de 4.39 e 4.40 temos
/0 b(Up (1), v (1), w(t)) dt — /0 b(v(t), v(t),w(t))dt
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pois {v,,} converge para v em L?(0,T, H) e é limitada nesse espago.
Portanto, considerando w(t) = 9 (¢)w; no lema 4.1 (7ii) esta provado pois

Y e O, T) e w; € V*.

(iv) (vom, w;)1(0) —— (vo, w;)3(0).
De fato,

| (Wom, w;)4(0) = (vo, w;)(0)] = [(vom — vo, w;)¥(0)]
= [$(0)!|(vom — vo, w;)|
[4(0)[vom — ol lw;|

IN

e o resultado se segue pois {vg,,} converge fortemente para vy, em H.

Portanto, dado m, 7 € N, com m > j e fazendo m — oo temos:

—A<wwwuwwnﬁ+ué<vwm¢wwm»ﬁ+

T T

+ [ bl o) vl it = [0 60w e+ ) 00) (@)
para todo wy, ..., w;.
Por outro lado, a equagao 4.41 ¢ linear em w; = w;(x). Logo ela é véalida para
toda combinacao linear finita de w;.

Além disso, w; € V* que é um conjunto denso em V. Dai, Vu € V, I(wy,)
subsequéncia de {wy, ws, ...} tal que

lim w,, =u em V

k——+o0

donde podemos escrever

_/0 (v(t), ¢/(t)u) dt + M/o (Vo(t), (t)Vu) dt+
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+/T b(v(t), v(t), Y (t)u)dt = /T<f(t), Y(t)u) dt + (vo, u)p(0) YueV.
" " (4.42)
Considere agora 1 € D((0,7)). Multiplicando a formulacdo variacional
3.7 por ¥(t) e integrando de 0 a T obtemos 4.42, isto ¢, v satisfaz a formulagao

variacional no sentido das distribuigoes.

Temos que provar ainda que v(0) = vy. Para isto considere a formulagao

variacional

%(%U) + u((v,u)) 4 b(v,v,u) = (f,u) YueV.

Multiplicando esta equagao por ¥(t) e integrando de 0 a T' obtemos

/0 %(U(t)ﬂ/}(t)u)dt —l—u/o (Vo(t), (t)Vu)dt+

+ [Cse.vw. w0 = [ o.vona.

Integrando por partes a primeira integral acima temos

_/o (U(t),¢/(t)u)dt+u/0 (Vv(t),¢(t)Vu)dt+/0 b(v(t),v(t), Y (t)u)dt =

= /OT(f(t),w(t)m dt + (v(0), u)(0). (4.43)
Comparando 4.42 e 4.43 obtemos
(v(0), u)¥(0) = (vo, u)(0) Yu € V.
Seja 1 tal que ¥(0) # 0. Assim
(v(0) —vo, u) =0  VuelV.

Observe que v(0) — vy é um elemento de H. Logo, como V é denso em H,
Jv,, € V tal que

U — v(0) — vy em H
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donde vem que

lim (v, v(0) —vy) = (v(0) — vy, v(0) —vy) =0

pois
‘(vm,v(O) —g) — (v(0) — v, v(0) — vo)| = ‘(vm — (v(0) — vg),v(0) — v0’

< [om = (v(0) = vo)|[v(0) — vol.

Segue dai que

|0(0) —vo|* =0

donde vem que

v(0) = vy

e a prova do teorema 3.1 se completa.
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Conclusao

Neste trabalho vimos que a funcao fluxo e o campo de velocidades descre-
vem matematicamente o movimento de um fluido. De posse destas descricoes,
através da lei da conservacao da massa, da segunda lei de Newton (que sao as
leis fisicas que amparam o uso das equacoes de Navier-Stokes em modelagem
de fenomenos fisicos) e do Teorema do Transporte, deduzimos as equagoes de
Navier-Stokes para fluidos incompressiveis.

O objetivo central foi dar a formalagao variacional das equacoes de Navier-
Stokes e obter solugoes para esta formulcao em dominio limitado com fronteira
regular. Para a existéncia desta solucao foi usado o método de Galerkin.

Vimos que a solucao em dimensao infinita consistiu-se na dificuldade maior
deste trabalho. Esta solucao so foi possivel devido as estimativas a priori
obtidas das solucoes em dimensao finita.

Procuramos tratar o sistema de equacgoes de forma detalhada e com o rigor
que ele merece, porém em momento algum tivemos a intencao de esgotar o
assunto. Assim, esperamos que este trabalho sirva como fonte de consulta e

forneca subsidios para trabalhos futuros mais avancados na area.
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