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Resumo

Estudamos problemas de existéncia e unicidade de superficies de curvatura média
constante com bordo prescrito satisfazendo a condigao de declividade limitada (CDL).
Tais superficies sdo dadas como graficos euclidianos (verticais) em R? e como graficos
parabélicos em H?, definidos sobre dominios limitados contidos em superficies to-
talmente geodésicas destes ambientes, ou ainda como gréificos radiais em R? sobre

dominios limitados contidos em S2.

Palavras-chave: Gréficos de curvatura média constante; Condigao de declivi-

dade limitada; Teorema de Serrin.



Abstract

We study problems of existence and uniqueness of constant mean curvature surfaces
with prescribed boundary satisfying the bounded slope condition. The surfaces
are given as Euclidean graphs in R? and as parabolic graphs in H?, over bounded
domains contained in totally geodesic surfaces in these ambients, or moreover, as

radial graphs over bounded domains contained in S%.

Keywords: Graphs of constant mean curvature; bounded slope condition; Ser-

rin’s theorem.
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Introducao

O cléssico Teorema de Serrin para € C R? limitado e H > 0, pode ser enunciado

CcOomo segue:

Teorema 0.0.1 Seja Q C R? um dominio limitado e de classe C*?. Dado H > 0, o

problema de Dirichlet

;

we CHQ)NCQ)

o— y Vu —
Qpu(u) := div (—m> +2H =0 (1)

U|aQ =@

\
tem solugdo tnica para qualquer ¢ € C°(09) dada a priori se, e somente se, a

curvatura k de 052 satisfaz k > 2H .

No caso em que a condicao k > 2H nao é satisfeita, existe dado continuo no
bordo para a qual o problema (1) nao tem solugao.

Uma questao natural que se coloca entao neste contexto, é a de se caracterizar
uma familia de dominios e dados no bordo onde ainda podemos garantir a existéncia
de solugao do problema de Dirichlet (1), mesmo no caso onde a curvatura do cilindro
sobre 0 seja menor do que H.

No contexto da questao posta acima é que introduzimos uma nocao cléssica da
teoria de equagoes diferenciais parciais elipticas denominada “a condicao de declivi-

dade limitada”.



Definicao 0.0.1 Dizemos que €2 e ¢ satisfazem a condi¢ao de declividade limitada
(CDL) com constante K > 0, se para todo ponto p = (z,p(2)), z € 0L, existem

fungoes lineares afins n e m, definidas em {x3 = 0} satisfazendo:

(1) my (p) = ¢(p) =7, (p)
(ii) 7, (x) < p(x) < 7f(x), Vo € 0Q
(iii) |Vrr| < K

Observamos que se (£, ) satisfaz a condi¢ao da declividade limitada e H > 0,
os planos 7Tpi fornecem uma maneira natural de se obter barreiras relativamente ao
problema (1) (ao menos por “um lado”no caso H > 0), especialmente nos casos onde
Q e ¢ sejam de classe C**. Além disso, conforme pode ser visto em [18], caso (£2, ¢)
satisfaz a CDL e 2 nao é convexo, entao ¢ é linear afim. Assim, ao lidarmos com
o problema (1) e sob a hipdtese de que (£, ¢) satisfaz a CDL, em geral estaremos
considerando dominios convexos.

Nosso objetivo principal neste trabalho é entao lidar com o problema de Dirichlet
(1), ou com sua versao “suave até o bordo”(descrita em (1.4)), sob a hipdtese de
que (2, ¢) satisfaz a CDL, e que permitird encontrarmos solugoes do problema (1)
que nao estao contempladas pelo Teorema de Serrin. Faremos isso nao somente
no contexto de gréficos euclidianos em R* como descrito acima (que ¢ abordado no
Capitulo 2 e baseado no artigo [26]), mas também no contexto de graficos parabdlicos
em H? e de graficos radiais em R3.

O Teorema de Serrin pode ser estendido para outros ambientes. Em H?, para
graficos parabdlicos (ver Definicao 1.1.8 e Lema 1.1.3), temos a seguinte versao

“suave até o bordo”do classico Teorema de Serrin, que pode ser encontrada em [17].

Teorema 0.0.2 Seja P uma superficie totalmente geodésica contida em H3, Q C
P um dominio limitado e de classe C*>* e seja H > 0. Suponha que H < He,

onde He € a curvatura média hiperbdlica do cilindro parabdlico C(0S2) sobre O§) e



orientando C(02) pelo vetor unitdrio normal apontando para a componente conezra
de H\C(09). Entao, para qualquer ¢ € C**(0) dada a priori, existe uma tinica
fungio u € C**(Q) tal que o grdfico parabélico de u tem curvatura média constante

H e ulpg = o.

Porém, quando ndo temos H < H¢, podemos ainda garantir existéncia de
graficos parabdlicos de curvatura média constante sob algumas hipdteses extras
sobre o dominio €2 e sobre o dado no bordo . Eo que fizemos no Capitulo 3,
onde introduzimos a condicao de declividade limitada para gréaficos parabdlicos e
exploramos os principais resultados de [2].

No Capitulo 4, lidamos com o contexto de graficos radiais. O Teorema de Serrin

para os gréficos radiais, que pode ser encontrado em [23], é o que segue:

Teorema 0.0.3 Sejam Q C S? um dominio convexo de classe C** cujo fecho estd
contido em um hemisfério aberto de S?, ¢ € C**(0) positiva e H uma constante
real nao positiva. Se a curvatura geodésica k de 0N € tal que k(q) > —2Ho(q) para
todo q € OS), entdo existe uma tnica funcao u € C>*(Q) tal que o grdfico radial de

u tem curvatura média constante H e u|pg = ¢.

Como nos casos anteriores, supondo que a condigdo k(q) > —2H¢(q) nao seja
satisfeita, nos perguntamos se ainda assim existem dados no bordo ¢, para uma
certa classe de diferenciabilidade, para os quais ainda podemos garantir v € C>*(Q)
tal que o gréfico radial de u tem curvatura média constante H e u|sg = ¢.

Caracterizar tal familia de dominios e dados no bordo neste contexto é o que fize-
mos neste capitulo, a partir da definicao que chamamos de condi¢ao de declividade
limitada radial. Mostramos entao um resultado de [15], sobre existéncia e unicidade
para os graficos radiais de curvatura média constante em R?, com a hipétese extra
de o bordo prescrito satisfazer a condicao de declividade limitada radial, obtendo
assim solugoes nao contempladas no Teorema de Serrin.

No Capitulo 1 explanamos, de modo suscinto, a teoria concernente aos trés con-

textos acima descritos, que serao uteis na demonstracao dos principais resultados



tratados nos capitulos posteriores. A base da teoria exposta nesse capitulo pode ser
encontrada em [4], [6], [11], [12], [13], [15], [16], [18], [28] e [29].

A condicao de declividade limitada em suas varias versoes contextualizadas per-
meia todo o nosso trabalho e é também nosso objetivo reunir os mais recentes re-

sultados em um unico texto.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo caracterizaremos alguns graficos de Killing de curvatura média cons-
tante com os quais trabalharemos, como os gréaficos euclidianos (verticais) em R? e
os graficos parabdlicos em H?. Também caracterizaremos os graficos radiais em R3.

Apresentaremos ainda topicos sobre a teoria de operadores diferenciais parciais
elipticos de segunda ordem que utilizaremos em capitulos posteriores no estudo
de problemas de existéncia e unicidade de graficos de curvatura média constante
com bordo prescrito em R? e/ou H?, como o método de Perron e o método da

continuidade.

1.1 Graficos de Killing

Nosso objetivo ao definir graficos de Killing é visualizar os graficos euclidianos em
R3 e os parabdlicos em H? como casos especiais de graficos de Killing.

Comecamos com o seguinte resultado.

Teorema 1.1.1 ([9], p. 63) Seja X um campo suave em um aberto W de uma
variedade riemanniana M e seja p € W. Entao existem um aberto U C W, p € U,
um nimero € > 0 e uma aplica¢io suave ¢ : (—€,€) x U — W, tais que a curva

t— p(t,q), t € (—¢€,€), € a tnica trajetdria de X que no instante t = 0 passa pelo

11



ponto q, para cada q € U, isto €, p(0,q) =q e

olt.0) = X (olt, )

para todo t € (—¢,€).
Pelo Teorema 1.1.1, fixando ¢ com [t| < €, temos que a fungao

o U — o (U)C M

q — ¢i(q) = p(t,q)

é um difeomorfismo e é valido, estando bem definido, que ¢y, © 1, = @414, (Ver
[21], pagina 48). Isto implica que o campo X gera um grupo G’ = {¢,;} denominado
subgrupo (local) a um parametro de difeomorfismo locais.

Dizemos que o campo X em M é completo se € = oo para todo p € M, onde €
é como definido acima. Assim, se X é completo, para todo t € R esta bem definido
um difeomorfismo ¢, : M — M.

Lembramos que, se M e N sao variedades Riemanianas, um difeomorfismo f :

M —— N é chamado uma isometria se:

(u, v)p = (dfp(u), dfp (V) )

paratodop € M, u, v € T,(M). No que segue, salvo men¢ao em contrario, denotare-
mos M para uma variedade riemanniana e ”suave” para a classe de diferenciabilidade
C>, além de V para conexao afim.

Observamos que o conjunto das isometrias de uma variedade riemanniana M
forma um subgrupo do grupo dos difeomorfismos de M e, em geral, um subgrupo a
um parametro de isometrias de M é o fluxo de um campo de Killing, cuja defini¢cao

estd contemplada na proposicao que segue.

Proposicao 1.1.1 ([21], p. 48) Seja X um campo de vetores suaves de uma va-
riedade riemanniana M. O campo X € um campo de Killing se, e somente se, X

gera um subgrupo (local) a um pardametro de isometrias locais de M.

12



Desta forma, dizemos que um campo de vetores suaves X gera um subgrupo a um
parametro de isometrias se X, em M, gera uma familia a um parametro constituida
de isometrias.

Observamos que todo campo de Killing em uma variedade Riemanniana M com-
pleta é completo.

Seja G = {P, },er um subgrupo a um parametro de isometrias de uma variedade
Rimanniana M completa. Observando a explanacao anterior, temos que para todo

reR, ®.: M — M é uma isometria e

d

X(p) = %@(p)lrzo

é um campo de Killing em M. Além disso, as orbitas de G sao dadas por
G(p) = {2 (p);r eR},p e M.

A seguir definimos hipersuperficie totalmente geodésica, pois trabalharemos com

tais hipersuperficies no desenvolvimento do texto.

Definicao 1.1.1 Uma hipersuperficie totalmente geodésica é uma hipersuperficie
tal que qualquer curva na hipersuperficie que € uma geodésica em relagdo a métrica
induzida na hipersuperficie, também € uma geodésica na variedade em que o hiper-
superficie estd inserida, ou equivalentemente, é uma hipersuperficie tal que qualquer

geodésica que € tangente a hipersuperficie em um ponto permanece na hipersuperficie.

Relembremos que uma folheacao de dimensao n de uma variedade diferenciavel
M, de dimensao m, é uma decomposicao de M em subvariedades conexas de di-
mensao n chamadas folhas, as quais se aglomeram localmente como os subconjuntos
de R™ = R"™ x R™™". Precisamente:

Seja M uma variedade de dimensao m e classe C*°. Uma folheagao de classe
C" e dimensao n de M, é um atlas maximo F de classe C" em M com as seguintes

propriedades:

13



(a) Se (U,p) € F entao p(U) = Uy x Uy C R* x R™™" onde U; e U, sao discos

abertos de R™ e de R™™", respectivamente.

(b) Se (U,p) e (V,4) € F tais que U NV # () entdo a mudanga de coordenadas
o™t p(UNV) — ¢(UNV) tem a forma 1o o~ (z,y) = (ha(x,y), ha(y)),
(z,y) € R™ x Rm~™.

Dizemos também que M é folheada por F, ou ainda que F é uma estrutura
folheada de dimensao n e classe C” sobre M.

A partir do exposto no lema a seguir estaremos em condicao de definir graficos

de Killing.

Lema 1.1.1 ([20]) Suponha que X seja um campo de Killing sem singularidades
e com distribuicao normal integrdvel. Entao as folhas da distribuicao normal de X

sao hipersuperficies totalmente geodésicas de M.
Por conseguinte, faz sentido definirmos graficos de Killing como segue:

Definigao 1.1.2 Sejam X um campo de Killing como no Lema 1.1.1, P uma folha
da distribui¢io normal de X, Q C P um dominio e u € C°(Q2). O cilindro sobre
¢ dado por

C(Q) ={®:(p);r eR,p € O},

e o grafico de Killing de u em relagao a X € dado por

Gx(u) = {Pyp)(p);p € 0}

Maiores detalhes relativos a graficos de Killing podem ser obtidos em [12]. Em
[24], hd uma classificacao detalhada sobre os grificos de Killing, no entanto estamos
interessados somente nos graficos parabdlicos em H? e nos graficos verticais em R3,

que sao graficos de Killing como veremos adiante.

14



1.1.1 O problema de Dirichlet para a equacao das superficies

de curvatura média constante em R?

Nesta se¢ao trataremos das principais defini¢oes e resultados que serao utilizados no
Capitulo 2.

Um grafico vertical (euclidiano) em R3, doravante chamado apenas de “grafico”, é
uma secao de um fluxo de um subgrupo a um parametro de isometrias translacionais
{¢t}teR de R3.

Notamos que, para Q C {z3 = 0} C R3, o grifico de u € C°(Q) é uma segao

sobre €2 do fluxo ¢; dada por
¢i(z) =+ (0,0,t), 7 € Q,

ou seja, a escolha, para cada x € €2, de um ponto que esté sobre {¢(z);t € R}.

Segue entao que o grafico de u é dado por

Grafs(u) = {oun(a)iz € Q)
= {(x1, 29, u(x1,29)) € R} 2 = (21, 2,0) € Q}. (1.1)

Desta forma, o campo de Killing associado é entao

X: R — TR*=R3

r — X(z)

onde

d d
X == 6= (a1,22,75+) = (0,0,1) = 5.

Lembramos que se S C R? é uma superficie regular, dados p€ Se ¢ : Q — S
uma parametrizagao de S na vizinhanga de p, Q C R? um dominio, pondo ¢ = ¢~ *(p)

—a(q) % y(q)

N = 1 @ < el
H(p) = % (eG ];éff;gE) (1.2)

15



onde E, F,G e e, f, g, sao os coeficientes da 1¢ e da 2% forma fundamental respecti-
vamente, é chamado de Curvatura Média de S em p relativamente a N.

Assim, dado H € R, dizemos que a superficie S tem curvatura média constante
igual a H com relagdo a NN, se e somente se, H(p) = H, para todo p € S.

Notamos que dado um dominio 2 C R? e uma fungao u € C*(2), o gréfico de u

dado por (1.1) é uma superficie regular contida em R3.

Proposigao 1.1.2 Dado um dominio Q C R*, H € R e u € C*(Q), as seguintes

afirmacgoes sao equivalentes:

(i) O Grafg(u) tem curvatura média constante H com relagdo a seu vetor normal

unitario N tal que (N, ez) < 0.
(ii) (1+ uf/)um — U Uy Uyy + (1 + u)uy, + 2H/(14+ | Vu [2)3 =0

Vu
1) div| ——— | +2H =0
(i) <\/1+|Vu |2)

A Proposicao 1.1.2 é um resultado classico de EDP elipticas. Em relacao a
eG —2fF 4+ gF
2(EG — F?)
parametrizagao ¢ : 2 C R? — R3 do grafico de u dada por p(x,y) = (z,y, u(z,y)).

constante e considerar a

prova deste resultado, a idéia é supor H =

Notemos que o item (ii) da Proposigdo 1.1.2 é uma equagao diferencial parcial
eliptica de segunda ordem, e com ela lidaremos boa parte deste texto. Neste sentido,
cabe lembrarmos também mais algumas informacoes basicas a respeito desta teoria.

Dado €2 C R" temos particular interesse nos operadores diferenciais parciais

quase-lineares elipticos de segunda ordem. FEstes operadores sao da forma @ :

C?(Q) — C°Q), onde

0%u
8:62-895]-

Qu = Z a;j(x,u, Vu)

ij=1

+ b(x,u, Vu) (1.3)

com z € ) e com a matriz [a;;]| relativa aos coeficientes das derivadas de segunda

ordem simétrica, cujo autovalores sao positivos.

16



Dentre os operadores desta natureza, nos concentraremos entao naquele que
denominaremos “operador curvatura média constante”cuja definicao é oriunda da

Proposicao 1.1.2.

Definigdo 1.1.3 Dado H € R o operador Q : C*(Q) — C°(Q) definido por

_ Vu

¢ chamado operador curvatura média constante em R3.

Estaremos interessados em demonstrar resultados de existéncia e unicidade de
graficos de curvatura média constante em R? com bordo prescrito, donde constan-
temente lidamos com o Problema de Dirichlet para a equacao das superficies de

curvatura média constante em R3, cuja definicao é a que segue.

Definicao 1.1.4 Seja H € R. O Problema de Dirichlet para equacdo das superficies
de curvatura média constante H em um dominio limitado Q do R? € caracterizado
pelo sistema (1), onde ¢ € C°(00Q) ¢ dado a priori e V e div sio o gradiente e

divergente usuais do R?.

Cabe salientar que em alguns casos nos atemos a uma restrigdo do problema

acima, considerando o seguinte problema de Dirichlet:

u € C2%(Q)
Qu(u)=0 , (1.4)
uloq = ¢

onde ¢ € C*%(9R) é dado a priori.

Ao trabalharmos no contexto deste 1ltimo problema, ou seja, com dominios e
dados no bordo bem comportados (no minimo de classe C** onde a € (0,1) é o
coeficiente de Holder), nosso objetivo é poder usar ferramentas como o “método da

continuidade”.

17



O teorema a seguir descreve tal método no contexto do problema (1.4) e é um
resumo de toda uma teoria que pode ser encontrada em [16]. Para o caso H >0 a
prova pode ser verificada em [6] e, particularmente, para H = 0 em [1], com todos

os detalhes.

Teorema 1.1.2 Sejam Q C R? um dominio limitado de classe C** e p € C**(99),
€ (0,1). Seja

V ={te[0,1]; I € C**(Q), Qur(us) = 0,us|oq = to}. (1.5)

Suponha que exista M tal que, dado t € [0,1], se u € C**(Q) satisfaz Qu(u) = 0

com u|aq = ty, tem-se

sup|Vu| < M.
o9

Entao V- =[0,1]. Em particular, o problema (1.4) tem solugao.

Abaixo elencamos algumas defini¢oes e resultados que necessitaremos no con-
texto do Capitulo 2. Observamos que muitos destes resultados estao diretamente
relacionados com a prova do Teorema 1.1.2, mas o objetivo de colocéd-los aqui nao
¢ este, e sim dar suporte a uma série de afirmacoes feitas dentro de algumas provas

de teoremas do referido capitulo.

Definigao 1.1.5 Dizemos que um operador L : C?(Q) — C°(Q), Q C R*, n > 2,

¢ um operador diferencial parcial linear eliptico de sequnda ordem se L € da forma

n

L(u) = Z a;;(z 8x 8% Zb 811 c(x)u (1.6)

ij=1 i=1
com a;;, b, ¢ : Q@ — R sendo [a;;] uma matriz simétrica positiva definida, ou seja,

seus autovalores sao positivos.

18



Notemos que a elipticidade do operador é caracterizada pelo fato de [a;;] ser
positiva definida em €, onde [a;;] = [a;;] é a matriz relativa aos coeficientes das
derivadas de segunda ordem.

Salientamos ainda que em relacao aos autovalores da matriz [a;;], conforme (1.6),

cabe definirmos a seguinte classificagao:

Definicao 1.1.6 Dado z € Q, sejam A = N(x) e A = A(z) os autovalores, minimo

e mdzimo de [a;;], como na Defini¢ao 1.1.5.

(i) Se existe g > 0 tal que dy < ing, entdo o operador L € dito estritamente

eliptico.

(i1) Se existem dg > 0 e &y > g tal que &y < ing < supA < 4y, entdo o operador
Q
L € dito fortemente eliptico.

A A
(11i) Se 5 ¢ limitado em Q, ou seja, 307 > 0 tal que 1 < Y < 61, Vo € Q (ou
ainda, 309 > 0 tal que 0 < 99 < XA < A, Vo € Q) entao o operador L € dito

uniformemente eliptico.

Teorema 1.1.3 ([16], p. 32) Seja L um operador eliptico como em (1.6), com
¢ =0. Dada uma fungio u € C?(Q) N C°(Q), tem-se:
(a) se L(u) > 0 entao

supu = supu
Q o0

(b) se L(u) <0 entdo

infu = infu
Q EY)

Corolario 1.1.1 Seja L um operador eliptico como em (1.6), com ¢ < 0. Dada
uma fungdo u € C2(Q) N C°Q), ut = maxr{u,0} e u™ = min{u,0} tem-se:
(a) se L(u) > 0 entdo

supu < supu’
Q a9

(b) se L(u) < 0 entdo

infu > supu~
Q i)
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(c) se L(u) =0 entao

suplu| = suplu
Q 89

O préximo resultado, Teorema 1.1.4, é conhecido como o “principio do maximo

de Hopf”.

Teorema 1.1.4 ([16], p. 35) Seja L : C*(Q) — C°(Q) um operador uniforme-
mente eliptico como em (1.6), em um dominio Q2 C R%, nao necessariamente limi-
tado e seja u € C*(Q) tal que L(u) > 0. Entao:

(i) se c =0 e existe xy € Q tal que u(xy) = Sl(lzpu entdo u € constante.

(ii) se ¢ <0 e existe xog € 2 tal que u(xy) = supu > 0 entdo u € constante.
Q

Frequentemente precisamos de estimativas da norma do gradiente de uma solucao
a partir de estimativas do gradiente da solugao no bordo (observando que trabalha-
mos com dominios com bordo). Assim, ocuparemos o seguinte resultado, denomi-

nado “principio do maximo para o gradiente”.

Teorema 1.1.5 ([16], p. 362) Seja Q um dominio limitado do R? e seja u €
C%(Q) N CY(Q) uma solugio de Qy = 0. Entdo

sup|Vu| = sup|Vu|. (1.7)
Q G

O seguinte teorema € usualmente utilizado para demonstrar unicidade de solucoes

no contexto do problema 1.4.

Teorema 1.1.6 Seja Q um dominio limitado do R? e sejam u,v € C**(Q) duas

solugoes de Qg = 0 em § e suponha que ulsq > v|gq. Entdo, u > v em €.

A proposigao seguinte é utilizada na prova do teorema anterior. Notemos que esta
proposicao terd importancia por si sé em algumas situacoes especificas no contexto

do Capitulo 2.
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Proposigao 1.1.3 Sejam uy,us € C?(Q) tais que Q(uy) > Q(us), onde Q € um
operador quase linear eliptico. Entdo, w = u; — uy satisfaz L(u) > 0, para algum L

operador linear eliptico, da forma (1.6), com ¢ = 0.

O proéximo resultado sera utilizado para garantir que a diferenga de duas solugoes
distintas do operador )y, que coincidem na fronteira de um dominio ilimitado, nao

sejam limitadas.

Teorema 1.1.7 ([10], p. 453) Seja Q C R* um dominio ilimitado. Sejam u e u
duas funcoes distintas definidas em ), de classe C? e considere a curvatura média do
grafico de u e tais que H,(x1,x2) = Hy(x1,22) em Q. Sejam ulsq e Tlgqa continuas
por partes e coincidentes nos seus pontos de continuidade. Seja M (r) = sup|u — ul

r

com
C,=Qn{z eR?|z|=r}.

r
Entdo, lim (1—()) > 0. Além disso, se o comprimento do arco C, € uniforme

r—oo \ logr
. ) M (r)
entao temos lim > 0.
r—00 T

Faremos uso também dos seguintes resultados referente a classe de diferenciabi-

lidade:

Teorema 1.1.8 ([16], p. 109) Sejau € C? uma solugao da equagdo linear eliptica
L(u) = f em um aberto Q C R?. Suponha que f e os coeficientes de L estio em
Ch(Q). Entao u € C*2(Q). Se f e os coeficientes de L estio em C™(Q) entdo
ue C>®(Q).

Teorema 1.1.9 ([16], p. 111) Sejam Q C R? um dominio C**>%, com k > 0, e
o € CH22(Q). Suponha que erista uma funcdo u € C?*(Q) N C°(Q) satisfazendo
Lu=f em Q, u=p em 02, onde [ e os coeficientes do operador L (estritamente

eliptico) estao em C*+%2(Q). Entdo u € C**2(Q).

Além disso, de [27], necessitaremos dos seguintes resultados :
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Proposigao 1.1.4 (Coroldrio 2 de [27]) Se Q C R? € um dominio convezxo, li-
mitado e de classe C*%, e suponha que a curvatura k de 0N satisfaz k > H. Entdo
existe u € C*(Q) N C°(Q) tal que Qu(u) = 0 com ulsq = 0. Além disso, se k > H

entdo a solucdo pertence a C**(Q).

Proposigao 1.1.5 (Coroldrio 3 de [27]) Seja H > 0 dado e Q C R?* um dominio
convezo contido entre duas linhas paralelas cuja distancia é 1/H. Entdo, o sistema

(1) € solivel em Q.

A inequagao abaixo, que usaremos no Capitulo 2 na demonstracao do principal
resultado do mesmo (Teorema 2.2.1), pode ser encontrada em [25] (estimativa 3.6)
e estd no seguinte contexto:

Sejam D C R?, ki, a curvatura minima de 0D, H > 0 e ¢* := |Vu|? onde u
satisfaz (1) e ¢az = MAX ¢ = 1Wax ¢. Entao,

2

2
Imar S 35— 2

min

(1.8)

O principio da tangéncia é um resultado que estabelece critérios geométricos que
permite estabelecer quando duas superficies de curvatura média constante tangentes
em um ponto coincidem em uma vizinhanca deste ponto, em termos da curvatura
média das mesmas. Vale pontuar que este principio ¢ vélido para pontos de tangéncia

no bordo.

Teorema 1.1.10 (Principio da Tangéncia) Sejam S, e Sy superficies de cur-
vatura média constante em R3, com Hy > 0 e Hy > 0, respectivamente. Seja
p € S1NY, tal que T,51 =T,59 e N a normal a Sy em p. Suponha que a curvatura
média de S calculada com relacdio a N € Hy e de Sy € Hy. Se Sy estd de um mesmo
lado de S7 em uma vizinhanca de p, entao Hy < Hy. Além disso, Hy = Hy se, e

somente se, existem vizinhancas Uy e Uy de p em Sy e Sy, respectivamente, tais que

U1 - UQ.

22



Uma técnica que ocuparemos para lidar com o problema (1), ou seja, quando
temos ¢ € C?(09Q), para o nosso contexto no Capitulo 2, é denominada Método de

Perron. Segue um resumo do mesmo.

Definigao 1.1.7 Seja Q C R? um dominio. Uma fungio s € C°(Q)) € uma su-
persolugcao (subsolug¢ao) de Qg se, dado qualquer subdominio D C , se v €

C*(D) N C%D) satisfaz Qu(v) = 0 em D e vlap < slap (vlep > sap) entdo

vlp < sp (vlp = s|p)-

Estas fungbes sdo vistas como limites (barreiras locais) em relagao ao problema
de Dirichlet para a equagao das superficies de curvatura média constante (1), e em
muitos casos podem ser obtidas em termos de H, da geometria do dominio e do
dado no bordo.

O método de Perron pode ser enunciado como segue:

Teorema 1.1.11 Sejam Q2 C R? um dominio limitado de classe C°, o € C°(9Q) e
H > 0. Suponha que ¢ seja reqular (admite barreiras) relativamente a Q. Entdo,

u dada por
u(z) = Sup{v(z) tal que v € C°(Q) € subsolucio de Qp e v]sa < ¢}
satisfaz (1).
Maiores detalhes podem ser vistos em [13].
Vale ressaltar que o operador Qg satisfaz as trés condigoes seguintes, visto que a

primeira e segunda condigoes sao verificadas via Teorema 16.11 e a terceira condi¢ao

via Corolario 16.1, ambos de [16]:
(i) Sewy,wy € CHOQ)NCY(Q) tais que Qp(w;) = Qu(ws) = 0 entdo suplw; — wso| =
Q
sup|w; — ws|.
G

(ii) Para cada x € €, existe um conjunto aberto B tal que x € B C (2, onde dada
¢ € C°(0B), existe uma solucao w € C?(B)NC°(B) de Qi = 0 em B tal que

wlop = &
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(iii) Se w, € C?%*(B) é uma sequéncia de solucoes de Qg = 0 em B uniforme-
mente limitada (3 P € R tal que sup|w,| < P, ¥n € N), entao existe uma

Q
subsequéncia w,,; de w, que converge uniformemente em compacto de B para

uma solu¢ao w € C*(Q) de Qy = 0.

Estas condigoes sao suficientes para garantir a aplicabilidade do Método de Per-

ron ao problema (1). Note também que de (i), é imediato a unicidade de (1).

1.1.2 Graficos Parabdlicos de curvatura média constante em

H3

Nesta secao nos concentraremos no espaco hiperbdlico de dimensao trés, deno-
tado por H?, apresentando no modelo do semi-espaco superior de H? as superficies
umbilicas. Apds, definiremos os graficos parabélicos de H?, caracterizando o ope-
rador curvatura média constante associado, e veremos alguns resultados sobre estes
graficos que serao tteis posteriormente no Capitulo 3.

Para trabalharmos em H?, adotaremos um modelo conhecido como o modelo do

semi-espaco superior de Poincaré para H?, definido por:
R} = {(z1, 22, 23) € R% x5 > 0}
munido com a métrica

1
ds* = —(dai + da3 + dx3).
3
Denotaremos o modelo definido anteriormente por U3,
Enunciaremos e descreveremos a seguir algumas informacoes em relagao ao semi-

espaco U?, mais precisamente sobre as superficies umbilicas em U?:

O bordo do semi espago superior de Poincaré é dado por

OU® = (R* x {0}) U {oc}.
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Figura 1.1: Geodésicas de U?

As geodésicas em U? (Figura 1.1) sao identificadas como as intersecgoes de R
com as retas euclidianas verticais ou os circulos de R? ortogonais a R? x {0}.

As superficies totalmente geodésicas de U? (Figura 1.2) sao identificadas como as
intersecgoes de R? com os planos euclidianos verticais de R? ou de esferas euclidianas

de R? ortogonais a R? x {0}.

Figura 1.2: Superficies totalmente geodésicas de U3

As superficies equidistantes de U? (Figura 1.3) sdo identificadas como a inter-
seccao de RZ’L com planos euclidianos de R? nao horizontais ou com esferas euclidianas

de R? que nao estejam inteiramente contidas em R3 .

Figura 1.3: Superficies equidistantes de U?
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A esfera hiperbdlica de U? (Figura 1.4) é o conjunto de pontos que equidistam,
na métrica de U3, de um determinado ponto (chamado centro hiperbélico) de U3.

Note que sao as esferas euclidianas contidas inteiramente em Rf’r.

Figura 1.4: Esfera hiperbdlica de U3

As Horosferas de U% (Figura 1.5) podem ser identificadas como as esferas eu-
clidianas de R? tangentes a R? x {0} ou planos horizontais de R?, isto é, R(t) =

{([L’l,l‘g,t) S ]Rg;t > 0}

Figura 1.5: Horoesfera de U3

Denotemos a curvatura média hiperbdlica por H, enquanto H continuara deno-
tando a curvatura média euclidiana.

Observamos que as superficies umbilicas de H? sao as horoesferas, as esferas
hiperbdlicas e as superficies equidistantes com curvatura média |[H| =1, [H| > 1 e
|H| € [0,1), respectivamente.

Notemos também que as superficies equidistantes de curvatura média nula sao
exatamente as superficies totalmente geodésicas.

Tendo em vista que nao ha distingao entre as superficie totalmente geodésica,
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a menos de isometrias, trabalharemos, sem perda de generalidade, com a superficie
totalmente geodésica P = {(xy, 22, 23) € R? ; 29 = 0 e x3 > 0}.

Nosso objetivo no tocante a H? é estudar o caso especifico de graficos parabdlicos,
tendo como modelo U? e usando basicamente conhecimentos de Geometria Diferen-
cial, tangenciando quando necessario conhecimentos de Geometria Riemanniana.

Neste sentido, é que se da a escolha de P = {(z1,x9,23);23 > 0 e x5 = 0}
bem como da forma do operador @)%, descrito posteriormente em (1.10), que nos é
familiar.

Note que ¢, : U3 — U? dada por

(2,9,2) — on(z,9,2) = (v, +7,2)

sao as isometrias a 1-parametro de U3, cujo campo de Killing associado ¢ X = ey =
(0,1,0), visto que

d

L r(r.2) = mytr2) = (0,1,0) = e

Estas isometrias sdo do tipo parabdlico (ver [24], secao 1.2.2).

Definigao 1.1.8 Seja Q C P um dominio e u € C°(Q). O grdfico parabdlico de u é
dado por:

Grafp(u) = {(z1, u(z1, 23), 23); (21,0, 23) € Q}. (1.9)

Segue dai que os graficos parabélicos em H? sao um caso especifico de graficos

de Killing, tendo em vista a defini¢ao de graficos de Killing (Definigao 1.1.2).

Proposicao 1.1.6 Dados H € R, um dominio 2 C P e u € C*(Q). O grdfico
parabdlico de u possui curvatura média constante H com respeito ao vetor unitdrio

normal 1, no sentido euclidiano, tal que (e3,n) < 0 se, e somente se,

Vu 2 [— Uy
Qu(uw)=div| —m— | - — | H+ —— 1.10
) V1+|Vul? 3 V1+|Vul? (1.10)
onde div e V sao o divergente e o gradiente em P, respectivamente, no sentido

euclidiano.
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A dedugao da Proposic¢ao 1.1.6 pode ser encontrada em [4].

Neste contexto, temos o Problema de Dirichlet “suave’para a equagao das su-
perficies de curvatura média constante em H? dadas como graficos parabdlicos. Pre-
cisamente:

Seja 2 C P um dominio de classe C>® e H > 0 dado. O Problema de Dirichlet
para equacao das superficies de curvatura média constante H em H? é caracterizado

pelo sistema

u € C*(Q)
Q*ﬁ(u) =0 (1.11)
ulog = ¢

onde ¢ € C*%(9RQ) é dado a priori.

Em relagao aos resultados basicos sobre esta teoria destacaremos alguns na
sequencia que serao utéis no Capitulo 3.

Seja S uma superficie em H? e seja n o vetor normal unitdrio & S em H?, no

sentido euclidiano. Entao a curvatura média de S em H? é dada por

H:$3H+773

onde H é a curvatura média de S no sentido euclidiano e 73 é a terceira coordenada
de n (ver [5]).

Assim, se a é uma curva de Jordan suave em P,

ko = kaxs + 15 (1.12)

onde k, é a curvatura hiperbélica de «, k, é a curvatura euclidiana de « e ng € a

terceira coordenada do vetor normal unitario a a no sentido euclidiano, apontando

para o interior da regiao limitada por a. Maiores detalhes da relagao (1.12) estao
disponivéis em [5].

Os seguintes resultados terao implicagoes importantes na prova do principal re-

sultado de nosso trabalho no tocante a graficos parabdlicos contidos no Capitulo

3.

28



Teorema 1.1.12 ([4], p. 69) Seja D um dominio em uma superficie totalmente
geodésica de U® tal que kop > a > 1, e sejah € C%, h: D — [~a,a], k > 1. Entdo
existe uma fungdo g € C**2° 0 <a <1, g: D — R, glap = 0, cujo grdfico tem

curvatura média h no espaco hiperbdlico.

O primeiro lema que segue, garante estimativas do gradiente das solugoes de Q%
no interior do dominio €2 a partir das estimativas do gradiente da mesma no bordo e
da norma C°. J4 o segundo, é conhecido como a estimativa da altura, garante uma
limitacao da solugao do problema de Dirichlet (1.11), em termos do dominio e da
curvatura média H. Tais lemas encontram-se em [11] para um contexto mais geral

(warped product); as versdes que seguem sao adaptagoes ao nosso contexto.

Lema 1.1.2 ([11], p. 200) Seja Q C P e seja u € C3(Q) N CHQ) uma solugdo
de Q% = 0. Suponha que u é limitada em §) e que |grad u| € limitado em OS).
Entao, |grad u| é limitado em Q por uma constante que depende somente de |uly e

sup|grad u| (aqui grad é o gradiente em P).
o0

Lema 1.1.3 ([11], p. 196) Seja Q C P um dominio C*>*, ¢ € C?>*(99Q) e H > 0.

Suponha que H < H' onde H' € a curvatura média do cilindro parabélico

C(09) := {,(p);p € O}

orientando C(9) pelo vetor unitdrio normal apontando para a componente conexa
de HP\C(99Q). Sejau € C*(Q)NC°(Q) satisfazendo Q% (u) = 0 e ulpg = ¢. Entio,

existe uma constante ¢ = c¢(Q0, H) tal que
|ulo < ¢+ |glo-

Ressaltamos que o método da continuidade dado no Teorema 1.1.2, quando adap-
tado para este contexto, é também valido tendo em vista que o dominio é limitado e
de classe C*%, o dado no bordo também ¢é de classe C*“ e devido as cararacteristicas
do operador (7. Vamos apenas assumir este fato, pois terfamos que fugir muito do

eixo que nos orienta se quiséssemos provar esta afirmacao.
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1.2 Graficos Radiais de curvatura média constante

em R?

Nesta secao elencaremos as principais defini¢oes e resultados usados no Capitulo 4.
Lembremos inicialmente a nocao de grafico radial, para obtermos na sequéncia
estes em termos de coordenadas locais, por meio da projecao estereografica.

Uma superficie M C R? é um gréfico radial sobre um dominio
QCS*={(n,y,2) eR}2* +9* + 22 =1}
se existe uma funcao u : Q@ — (0, 4+00) tal que
M = {u(p)p € R*; p € Q}.

Vamos parametrizar localmente as superficies M, ou seja, desejamos obter o
grafico radial em termos de coordenadas locais e, para isto, usaremos a projecao
estereografica.

Tomemos 7 o plano {(z,y, z) € R* 2 = 0} e s a reta determinada pelos pontos

(z,9,1) e (0,0,—1). Definimos a projegao estereografica P : R* — S? por
P(z,y) =p <= p e SN (s —{(0,0,1)}.
Temos, ver [14],

1
P(z,y) = 1+x—2+y2(2x’2y’ 1—a2° —y?).

Portanto, dado 2 C S?, denotando u(z,y) = u(P(x,y)), obtemos o grafico radial

em coordenadas locais:
M = Grafr(u) = {u(z,y)P(z,y); (z,y) € P7H(Q) = A}.
Se tomarmos v = e* no lugar de u, podemos dispensar a condi¢ao u > 0. Logo

M = Grafg(v) = {v(z,y)P(z,y);(z,y) € PT(Q) = A}
= (" P(z,y); (z,y) € P71 (Q) = A}
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Observamos que os graficos radiais em R?® nao sdo graficos de Killing, visto que
nao sao uma sec¢ao de um fluxo de um campo de Killing.
Na proxima proposi¢ao explicitaremos o operador curvatura média constante

relativo a graficos radiais.

Proposigao 1.2.1 ([14], p. 81) Sejam A C R* e w € C?*(A), w > 0. Entdo,
M = Grafp(w) é uma superficie reqular do R3. Além disso, se N é o campo
normal a M tal que (N(p),p) < 0 para todo p € M (onde {, ) € o produto interno

usual do R?) entao, dado H € R, M tem curvatura média H se, e somente se,

. (V 2 2
Q¥ (w) = div (%;) - Tf (ﬁ - H) (1.13)
onde = 4w? + N2 |Vw]* e A =1+ 2% + 2.

Destacamos a mudanca funcional que esta explicitada no lema a seguir.

Lema 1.2.1 Sejam Q C S*, w € C* (P71 (2)), com w > 0. Defina Ty (w) como

Ty () = div (Vw) 4 2He

SN2 | 2512 + A2

onde § = 4+ N2 |Vw|>. Se u > 0 pertencente o C? (P~ (Q)) € tal que Q% (u) = 0
entao Ty (In (u)) = 0 em P71 (Q). Além disso, se v = In(u) e Ty (v) = 0 temos
Qu (") =0em P71 (Q).

A prova deste lema pode ser encontrada em [14].

Embora nao trabalharemos diretamente com tal mudanca neste texto, desta-
camos a importancia de tal mudanca funcional, que aparece quando analisamos a
derivada de Frechét do operador )};. Tendo em vista as dificuldades que aparecem,
torna-se muito mais simples analisar a derivada do operador Ty do que de Q%.
Entao tratamos de analisar a derivada para Ty e utilizamos a correspondéncia exis-

tente entre as solucoes de Ty = 0 e Q3 = 0 para obtermos as informagoes desejadas

para Q%.
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Do caso euclidiano sabemos que, se G é um grafico sobre um dominio W C R?
dado por f : W — R entao |V f(p)| = |tana|, onde « é o angulo formado pelo
vetor (0,0, 1), normal & W, e a normal a G em p.

Para o caso radial, o significado geométrico do modulo do gradiente é o que

segue:

Lema 1.2.2 ([14], p. 21) Sejam Q C S*, ACR?, f:Q — R de classe C*,
M = {e/Pp;p € Q},
N(p) normal a M em p, P: A — Q a projecdo estereogrdfica. Entao,
| V(f o P)(u,v) |= %tana(p) < tan a(p)

onde A\ = 1+ 2* +y* p = P(u,v), a(p) é o dngulo entre p e N(p) e V denota o

gradiente de f o P na métrica usual do R?.

Em relacao a orientagao do vetor normal N de um gréafico radial M de curvatura
média constante H < 0, como ja assumido na Proposicao 1.2.1, trabalharemos com
a orientagao (N(p),p) < 0, para todo p € M, isto é, o vetor normal aponta ”para
fora”da superficie.

Outras definicoes recorrentes durante o desenvolvimento do Capitulo 4 sao as

seguintes.

Definigao 1.2.1 Seja Q C S* um dominio. Dada ¢ € C**(00Q), dizemos que ¢
admite barreiras locais em relagio ao operador QY em p € 082, se existem uma

vizinhanga Q, de p em S* e funcoes s;t e C%Q,NQ), diferencidveis em p, que

satisfazem

- +
Sp S ’U)| QpNQ S Sp

onde w € C?(Q) N C°Q) ¢ uma solugio de QY =0 com w|ag = ¢.
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Definicao 1.2.2 Dizemos que ¢ é H — regular, se ¢ admite barreira (local) s;t
relativa a Q% em cada ponto p € OS). Além disso, requeremos a existéncia de C' > 0

tal que |VsE(p)| < C, para todo p € 9.

Notemos que o caso 0 — regular é chamado, neste contexto, apenas de regular.
Na sequéncia citamos alguns resultados sobre o contexto radial, que utilizaremos
no desenvolvimento do Capitulo 4. O primeiro resultado é denominado Teorema de

Serrin para as minimas, e a prova pode ser verificada em [14], Teorema 17.

Teorema 1.2.1 ([29], p. 485) Sejam Q C S* um dominio convexo de classe C**
cujo fecho estd contido em um hemisfério aberto de S* e seja ¢ € C**(0N2). Entao,

existe um unico grdfico radial minimo sobre €} tendo como bordo o grdfico radial de

¢.

Teorema 1.2.2 ([15], p. 386) Sejam Q2 C S* um dominio de classe C** ¢ H uma
constante real nao positiva. Dada ¢ € C**(0R), suponha que v é H-reqular. Se

existe v € C2%(Q) cujo grdfico radial tem CMC H =0, com v|aq = ¥, entdo existe

um grdfico radial u € C>*(Q) de CMC H tal que ulsq = .

Observamos que para a prova do Teorema 1.2.2 é necessaria a mudanca funcional
do Lema 1.2.1, onde consta que os operadores Q}; e Ty sao equivalentes. Também
notamos que Ty € estritamente eliptico e localmente inversivel, e que as solucoes de
Ty = 0 satisfazem o Teorema 1.1.5. Estes fatos permitem a aplicacao do Teorema
1.1.2 ao operador Ty, para provar oTeorema 1.2.2.

Particularmente, quando ¢ = 1, Rafael Lopez em [23] provou o seguinte resultado

sobre a existéncia de gréafico radial de curvatura média constante.

Teorema 1.2.3 Sejam Q C S? um dominio estritamente convero de classe C*
contido em um hemisfério de S?, k a curvatura geodésica de O e H < 0. Se

k > —H entdo existe um grafico radial de curvatura média constante H dado por

u € C?(Q) N COQ) tal que ulsn = 1.
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Capitulo 2

Graficos de CMC em R° com dado

no bordo satisfazendo a CDL

Neste capitulo trataremos da existéncia e unicidade de graficos de curvatura média
constante em R? com bordo prescrito satisfazendo a CDL, dentre os quais graficos de
solugdes do problema de Dirichlet (1) nao contempladas no Teorema 0.0.1 (Teorema
de Serrin). Além disso, exploramos um resultado que nos dd uma estimativa do
gradiente de uma solu¢do do problema (1) sob condigoes especiais envolvendo a
geometria e a classe de diferenciabilidade do dominio.

Em 1970, James Serrin provou em [28] o seguinte resultado, j4 mencionado na

introdugao (Teorema 0.0.1).

“Seja H > 0 e seja 0 C R? um dominio limitado de classe C? cujo bordo tem

curvatura k satisfazendo

k> 2H. (2.1)

Entao, o problema de Dirichlet (1) tem solugdo unica para qualquer ¢ € C°(09).”

Notemos que div, V e |.| sdo o divergente, o gradiente e a norma euclidiana,

respectivamente, e do fato de H > 0 e kK > 2H temos entao que o dominio {2 é
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convexo.
Observamos que se (2.1) ndo ocorre, existem dados continuos no bordo ¢, para
os quais o problema (1) nao tem solugao.
Uma questao natural que se coloca é: Se (2.1) nao ocorre, é possivel caracterizar
uma familia de dominios e dados no bordo neste contexto onde ainda podemos
garantir a existéncia de solugoes de (1)? Respondemos esta pergunta neste capitulo,

através do Teorema 2.2.1.

2.1 A condicao de declividade limitada para graficos

em R?

A nocao da condicao de declividade limitada vai de encontro a nossa indagagao
anterior, ou seja, ¢ uma nogao que nos auxilia a encontrar solucoes descritas pelo
problema (1) que nao sdo possiveis de se obter via Teorema de Serrin (Teorema
0.0.1).

Hartman e Nirenberg utilizaram em varios trabalhos na década de 1960 a definigao
que ficou conhecida como a “condigao da declividade limitada” (Definigao 0.0.1). Em
[18], podemos obter maiores detalhes em relacdo as caracterizagoes e propriedades
de uma funcao que satisfaz a condicao de declividade limitada.

No contexto de graficos em R3 a definicao é a que foi dada na introducao que
relembramos aqui.

Dizemos que Q e ¢ satisfazem a condi¢ao de declividade limitada (CDL) com
constante K, se para todo ponto p = (z,¢(2)), z € IR, existem fungies afins lineares

- — - _ ' .
T, em, definidas em x3 =0, satisfazendo:

(i) w5 (p) = ¢(p) = m, (p)
(ii) 7, (v) < p(z) < 7 (), Vo € 00

p

(i) |V7E| < K.
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Graf(ep) ——

L

Figura 2.1: CDL - condicao de declividade limitada

Neste nosso caso, onde n = 2, a condicao de declividade limitada é equivalente
a condicao dos trés pontos, que frequentemente aparece na literatura sobre as su-
perficies minimas, no calculo das variagoes nao paramétricas e na teoria das equacoes

diferenciais parciais elipticas.

Definicao 2.1.1 Seja Q C R? um conjunto convezo, aberto e limitado e ¢ uma
fungao definida em 0SX). Dizemos que ¢ satisfaz a condi¢do dos trés pontos (CTP)
com constante K, se para cada conjunto de trés pontos p; = (x{,x%,O), 73 =123,

de 0N, existe um plano

2
z=<a,x>+c=2aixi+c

i=1
onde a = (a1, az), v = (v1,22) que passa pelos pontos P = (), v}, p(a],23)), com

7 =1,2,3 e satisfazendo

Suponhamos agora 02 conexo e que a curva I' = Graf(p) satisfaz a CTP

(equivalente a dizer que (€, ) satisfaz a CDL). Tome trés pontos distintos de T,
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P = (pi,o(p:)), i = 1,2,3. Notemos que se py, p2, ps sao colineares, entao Py, Py, P;
também sao colineraes em I', caso contrario esses pontos determinam um plano ver-
tical, contradizendo (ii) e (i7i) da CDL. Assim, se (2, ¢) satisfazem a CDL, ¢ ¢é
linear em segmentos de reta contidos 0€2. Se 2 é limitado e convexo entao a curva
I satisfaz a condigao dos trés pontos com constante K, para quaisquer trés pontos
distintos nao colineares de I' contidos num plano com declividade menor ou igual a
K.

Além disso, se Q ¢ estritamente convexo e p € C**(9Q) entao (£, ) satisfazem

a condicao de declividade limitada para alguma constante K > 0 (ver [18], pagina

505).

2.2 Um resultado de existéncia e unicidade para

graficos de CMC em R?

Tendo por base a definicao da condicao de declividade limitada, temos o seguinte

resultado:

Teorema 2.2.1 Seja Q2 um dominio limitado e convezo C** no plano e ¢ € C°(9N)
tal que Q) e ¢ satisfazem a condicao de declividade limitada com constante K.
Suponha que

k> H(1+ K?)? (2.2)

onde k € a curvatura de 9. Entdo, dado t € [0,1], existe uma solugdo u € C*()N
C°Q) com Qu(u) =0 em Q tal que ulsq = tp. Além disso, se p € C**(00Q) entdo

_ R/ = (L PRPPH? + Hy/(1+ PK?)

sup|Vu 2.3
wp| Vel < VR — (1t PK2PH? — tKH\J(1 1 PK2) (23)

Em particular, se k > H(1 + t*K?%)?,
sup|Vu| < oc. (2.4)

Q
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Observemos que o Teorema 2.2.1 nos fornece situagoes nao contempladas pelo
Teorema de Serrin (Teorema 0.0.1).

Notemos ainda que, se para algum ponto z € I temos (1+ K?)? <2 ek < 2H,
pelo Teorema de Serrin (Teorema 0.0.1), ainda existe um dado continuo no bordo
(tendo inclinagdo maior que K'), o qual nao é restri¢ao a 0S2 de qualquer solugao de
(1).

No que segue, veremos alguns lemas que serao uteis na demonstragao do Teorema
2.2.1. O primeiro lema, denominado lema bésico, reduz o problema de provar a
existéncia de solugoes de (1) em dominios convexos com dado no bordo arbitrario,
para a prova da existéncia de solugdes de (1) em dominios convexos, com dado no

bordo zero.

Lema 2.2.1 (Lema Basico) Seja Q@ um dominio convexo do plano. Seja ¢ €
CY(09Q) tal que Q e ¢ satisfazem a condigdo de declividade limitada com constante
K > 0. Seja H > 0 dado. Considere C(Q) := Q xR o cilindro sobre Q. Suponha
que existe L € RU {400} com

1

0<L<— (2.5)

tal que dado p = (z,¢(z)), z € 0, pondo A, = C(Q) N7}, existe solugao v, €

p’

C2(A,) NCO(A,) de Qu =0 em A, com vy|oa, = 0 satisfazendo

sup|Vv,| < L. (2.6)

P
Entao, existe uma solu¢ao de (1). Além disso, existe no mdzrimo uma solu¢ao de
(1) limitada. Se Q é um dominio limitado de classe C** e p € C**(99), entdo o

gradiente da solugdo u de (1) € estimado por

K+L
<22 2.
sgp\VU\ ST %I (2.7)

O lema bésico nos garante a existéncia e unicidade de solucao de (1) em um
dominio convexo 2 desde que (£2, ) satisfazem a CDL e exista uma solugdo v, em

A,, com gradiente limitado em A,. Notemos que a constante L garante que a solugao
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v, seja grafico sobre 2. Além disso, temos garantido uma estimativa do gradiente
da solucao u no dominio ©, desde que €2 e o dado no bordo sejam de classe C*.

Faremos agora a demonstracao do Lema 2.2.1.
Demonstracao Lema 2.2.1:

Vamos inicialmente construir uma supersolugao relativa ao problema (1), com o
proposito de aplicar o Método de Perron (Teorema 1.1.11).

Afirmamos que dado p = (2,¢(2)), z € 99, existe uma solugao u, € C*(Q) N
C%(Q) de Qu = 0 em Q tal que u,(2) = ¢(2), uplaa > ».

Com efeito, se H = 0 basta tomar u, = 7,/ |q.

Suponhamos entao H > 0 e mostraremos que dado p = (z,¢(2)), z € 99, o
grifico de v, em A, é também grafico da funcio u, € C%(2) N C°(QY) satisfazendo

Qu(up) =0 em Q, uy(2) = p(2) e uplaa > ».

Graf(p) —|

Figura 2.2: Ilustracao da situacao descrita

Do Teorema 1.1.8, v, € C*(A,)NC*(A,) de modo que |V, |> € C*(A,) NCO(A,).
Logo, da demonstracao do Teorema 1.1.5 (detalhes em [6], Teorema 3.5) temos que

|Vu,|* satisfaz um operador linear uniformemente eliptico de segunda ordem da

39



forma (1.6) com ¢ < 0.

Desta forma, pela parte (¢) do Corolario 1.1.1 obtemos
sup|Vu,|* = sup|Vu,|?. (2.8)
Q o9

Logo, pelo Teorema 1.1.4 temos que |Vuv,|*> ndo atinge o maximo no interior de
A,, a ndo ser que |Vu,|*> = ¢, onde ¢ = constante, ja que v,]g, = 0.

Suponha que |Vv,|* = ¢, ou seja, [Vv,| = ¢. Entao, v, ¢ linear e portanto H = 0.
O que é um absurdo, pois contradiz a hipétese H > 0.

Notemos que esta conclusao é 6bvia se €2 é limitado, pois por hipdtese v,|aa, = 0,
ou seja, o bordo do grafico de v, estd sobre o plano 7rp+ .

Agora, suponhamos que 2 é ilimitado, |Vuv,| = ¢ e v, € C%(A,) N C°(A,) é tal
que Q(v,) = 0 com vply, = 0. Entdo obtemos A(v, + HCz?) = 0, i = 1 ou 2, onde
C = (1+|Vv,|>)V2, (z1,25) € A,

Para ver isto, definimos

wy,: Ay — R

wy(z) = vy(z) + HC2?,

com ? =1 ou 2.

Entao,
*v, N *v,
dx?  0x3

Como Grafg(v,) tem curvatura média constante H, entao

Aw,(z) = +2HC = Av, + 2HC. (2.9)

Vo
vy) =div | —=2—=— | +2H = 0.
QH( p) (W)
Assim,
2H = —div(C™'Vv,) = —C div(Vv,) = —C~ ' Aw,,
Dai, 2HC = —Auw,. Logo, por (2.9)
Awy(z) = Av, — Av, = 0.

Portanto, A(v, + HCz?) = 0, i = 1,2, ou seja, wy(z) = vy(z) + HCx? ¢

harmonica. Como |Vu,| = ¢, ¢ = constante, para ¢ # j temos
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2
D, (v, + HCa2) = vy, n 0HCx; _ vy,

— 0=D, v,
axj 8$Cj 8:(:j + va

Tendo em vista que w, = v, + HCz? é harmonica, pelo Teorema 2.2 de [16]
([16], p. 15), se existe y € A, tal que u(y) = supw, entao w, ¢ constante, ou seja,
vy, + HC2? = . '

Como |D,,v,| é limitado ja que 0 < [D, v,| < |Vu,| = ¢, segue que D, v, é
constante, j = 1,2, ou seja, terfamos Grafg(v,) um plano.

Portanto, quando H > 0, |Vv,| ndo é constante. Consequentemente |Vu,(q)| <
L, para todo g € A, e de (2.8) resulta que

sup|Vu,| < L.
AP

Neste caso, a condigao (2.5) implica entdo que o grafico de v, é também gréfico
da funcio u, € C*(Q)NC°(Q) de Qp(u,) = 0 em Q tal que u,(2) = p(2), uploa > ».

De fato, denotando por I' o plano normal a Grafp(r,) e tangente a Grafg (v)
em p, seja 0, 7 e a os angulos entre Grafp(m) e {z = 0}, 'e {z = 0}, I' e

Grafg(m)), respectivamente, entao:
v <0+ a.
Comog—«9<’y§geg—a<’y§gobtem08
tany < tan(f + «). (2.10)
Tendo em vista que tanf < K e tana < L, segue que
tan o + tan 6 L+ K

t = < <
MY = hatand — 1Lk = %

Logo, utilizando (2.6) e 2.5), temos que
1
tany = 174 > L > |Vu,| (2.11)

provando, assim, nossa afirmacao inicial, ja que |Vuv,| < L em A,
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Lembramos que ¢ € C°(09). Seja {z,} C 0 uma sequéncia densa em 9.
Fixe p, = (2n, ¢(2,)) e defina supersolugoes w,, de (1) em 2, colocando wy = uy,
e, assumindo que w, estd bem definido para n > 1, ponha w,11 = min{uy, ,,, w,}
(note que a proxima supersolugao limita inferiormente as anteriores).

Desde que ugy|an > ¢ e uy(2) = p(2), Vg = (2,9(2)), z € 09, temos que

wn(2;) = p(2;), Vi € {1,...,n} (2.12)
Wnlag > @
Portanto, Vn
igfwn > igzéf(w; = min{w,,0}) > igzﬂfgp.

Visto que {w,} C C°() é uma sequéncia mondtona ndo crecente de super-
solucdes limitadas por baixo, {w, } converge uniformemente em compactos de Q para
w € C°(), pois sabemos que toda sequéncia mondtona limitada é convergente. Por
construgao, w também é uma supersolucao de (1). Logo, por continuidade, desde
que w(z,) = @(z,), Yn, temos w|gg = ¢. Portanto, construimos uma supersolugao
wde Qg =0em Q com w= ¢ em 2.

Dado n € N. Seja D,, o disco centrado na origem com raio n, ou seja D, =
B(0,n), e suponha que Q, := D, NQ # &, Vn > ny.

Pelo Teorema 1.1.11, a funcao u,, definida em €2,, por
un(z) := sup{s(z)|s é subsolugao de (1) em Q,, e s|sq, < waq, }

é solucao de (1), para n > ny.

Como toda sequéncia num conjunto compacto possui subsequéncia convergente
para um ponto do compacto e pelo Teorema de Arzela- Ascoli (ver [22], p. 244), segue
que existe uma subsequéncia de {u,} convergindo uniformemente em compactos de
Q para uma solucao u € C?(Q) com Qg = 0 em €.

Afirmamos que u se estende continuamente a 92 e ulsq = ¢. Com efeito, dado
T, € Q, x, — z € 09, como 7, é uma subsolucao de (1), ¢ = (z,(2)), z € 99,

temosemQ,w;Sugwe

o(z) =7, () = lim 7, (2,) < lim u(z,) < lim w(z,) =w(z) = ¢(2),

n—oo n—oo n—o0
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isto ¢, p(2) = u(z) = w(z), Vz € 09, daf u|spg = ¢. Como x,, — z e u(x,) — u(z)
resulta que u € C%(2) N CO(Q).

Portanto, existe solu¢io u € C*(Q) N C°(Q) de Qy = 0 tal que usq = .

Mostraremos que existe no maximo uma solugao limitada de (1). Se € é limitado,
tome u, v solugdes de Qg = 0, tal que u|sn = v|sq, € ponha w = u — v. Entao,
pela Proposigao 1.1.3, L(w) = 0, onde L é um operador eliptico como em (1.6) com
¢ = 0, e o resultado segue agora do Teorema 1.1.4, ja que supw = supw.

Se €2 ¢ ilimitado e se u,v sdo duas solugoes de (1) limi?adas e 8Csz)incidentes em
0 entao |u — v| é limitada em 2, o que é um absurdo, pois contradiz o Teorema
1.1.7 , salvo se u = v.

Portanto, existe no maximo uma solugao limitada de (1).

Suponhamos que 2 é um dominio limitado C%“ e que p € C**(9€). Mostraremos

que o gradiente de u é estimado por (2.7).

Se
K+ L

T—KL
incluindo a possibilidade K = 0 e L = 400, entao a desigualdade (2.7) é satisfeita,
pois é a primeira parte do Lema.

Assim, suponha que KL < 1 com L < +o0o. Sob esta suposicdao, provaremos
que existe solugao de (1) e obteremos uma estimativa de (2.7). Note que se 2 é um
dominio de classe C** entdo, para p = (z,p(2)), z € 0, A, ¢ um dominio de classe
Cc?e,

Como v, € C?(A,) N C°(A,) é uma solugdo de Qi = 0 em A, com v,|gr, = 0
satisfazendo

sup|Vu,| < L < 400,

P

entao v, € C*~ (Kp). Para provar isto, consideremos um operador linear eliptico
L(w) = (1 + (DlUp)Z)DQQw — 2D1UPDQUPD12U) + (1 + (DQUP)Q)Dllw,
we C? (Kp), e observamos que Qg (v,) = 0 se, e somente se, L(v,) = f onde
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f=-2H\/(1+|Vu,|?)3,
jé que,

Vo,

vy) =0 <<= div | —

Qn(wy ( T

(1 -+ (Dl'l}p)z)DQQUp _ 2D1’UpD2UpD12’Up i (1 -+ (DQ'UP)Q)Dll’Up i OH — ()
(14 [V, [?)? (1+[Vo,[?)? (1+[Vo,[?)?

L(v,) = —2H /(1 + [V, [2)3 = f.

Logo, pelo Teorema 1.1.9, temos que v, € C*>*(A,).

>+2H:0<:>

1
Além disso, se L < 17 entao a fungao u, definida em 2 cujo grafico é o grafico

de v, ¢ C*%(Q) e

K+L

I AR

[Vup(q)

De fato, dado t € [0,1], entdo Q e tp satisfazem a condi¢do de declividade
limitada com constante tK. Por isso, em qualquer ponto p; = (z,tp(z)) do grafico
de ty, z € 0F2, podemos tomar planos ﬂi através de p; paralelos com W;k, p=p =

(z,¢(2)), satisfazendo 73 (z) = p; com

7, (x) < to(r) < nf (r), Vo € 0Q.

bt

Pelo Teorema 1.1.5, temos uma estimativa a priori do gradiente para qualquer
solucdo u € C%*(Q) com Q;z = 0 em Q e ulsg = tp, t € [0, 1] dada por

tan o + tan 6 L+ K

sup [Vul < tany = tan(a +0) = 1—tanatanf 1-— LK

onde «, 0 e vy sdo como em (2.10).

Como estamos nas hipdteses do Teorema 1.1.2; segue que para cada t € [0, 1]
existe uma solucao u, € C%%(Q) da equacdo Quzy = 0 em Q com wlpg = te.
Portanto, temos a existéncia de solugao u € C2%(Q) de Q@ = 0 em € com u|gg = ¢

e satisfazendo (2.7), como querfamos demonstrar.
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Necessitamos também do lema abaixo, que denominamos Lema Auxiliar, que
estabelece uma relagao entre a curvatura da 9A, e a curvatura da 0f2, onde A, =
tmi N C(Q), em termos de t € [0,1] e da constante da condi¢do de declividade
limitada K. Notemos que esta relacao serd fundamental na prova do Teorema 2.2.1,

tendo em vista o explicitado no Lema 2.2.1.

Lema 2.2.2 (Lema Auxiliar) Seja Q C R? um dominio limitado e convero. Seja
k a curvatura de 92 e o € C°(9Q) tal que Q e p satisfazem a condi¢ao de declividade

limitada com constante K > 0. Entdo a curvatura k de 0N, satisfaz:

k
kon, > —F———= (2.13)
4 (1_|_t2K2)3

onde A, = Grafp(tr,,)NC(Q), t €[0,1], C(Q) :=Q xR enf: Q— R definido

como na Defini¢ao 0.0.1.

Demonstracao:

Dados 2 € 0Q e t € [0,1], sejam p = (20, t0(20)), Ap = Grafe(tr,) N C(Q),
onde Grafg(tm, ) serd denotado por ¢IL.

Seja 7(s) uma parametrizacdo por comprimento de arco de 9€2, ou seja, y(s) =

(71(5),72(s),0) tal que |7 (s)| = 1. Entdo

a(s) = (7(s), (a, (7(s) = 20)) + tp(20)), (2.14)

é uma parametrizacio de A, para algum a € R? com (a, (0,0,1)) = 0, onde (.) é
o produto interno em R3.

De fato, seja a(s) = (71(s), 12(s), w(s)) uma parametrizacao de A, para alguma
funcao w.

Se K = 0, o resultado é ébvio pois |Vim; | = K =0 e kg, = k.

Suponhamos entdo K > 0 e consideremos a reta r = tILF N {(21, 72, 73) €

Rg; I3 = 0}
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Sejam (a, b,0) # (0,0,0) e (e, f,g) com g # 0 vetores do R?, paralelos a r e tILy
respectivamente, que geram o plano tH]‘f.

Notemos que o vetor normal a tH; ¢ dado por
N = (a,b,0) x (e, f,g) = (bg, —ag, af — be)
e, sem perda de generalidade, consideremos a, b, ¢, f, g tal que
IN| = (bg)” + (—ag)® + (af — be)* = 1.

Dado zy € 010,
20 = 7(s0) = (711(0), 72(s0), 0)
temos
p = (7(50),72(50), t7; (20)) € DA,

Tome p € tH;; e v € R3. Entao, se o vetor pz é perpendicular a N, temos a

equagao do plano I} dado por (z —p, N) = 0. Logo,

0 = (z,N)—={p,N)
- <(x1,$2,£173), (bg> —ag,af - be)) - <pa N>

= bgxr; — agry + (af —be)xs — (p, N). (2.15)

Assim, (af — be)rs = —bgzy + agzs + (p, N), ou seja,

_ —bgxy + agxy + (p, N)
N af —be

—bg ag (p, N)
de A= —— B= D = :
onee af —be’ af—bee af — be

Como (2o, tm} (20)) € tILF, obtemos tm (20) = Av1(s0) + By2(s0) + D. Entao,

= Az, + Bxy + D, (2.16)

xs3

D = tr)(z) — Ay(s0) — By2(so)
= <(_A7 - B, 1)7 (’71(50)a 72(30)7 tﬂ;(zl))»

= <(—A,—B,1),p>. (2.17)
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De (2.16) e (2.17), temos que

r3 = A$1+B$2—|—D

= Aml + Bx? + <(_A) _B7 1)7p>

= Az + Bxy +tm) (q) — Ayi(se) — Bya(so)- (2.18)
Logo,
w(s) = tm, (20) + Ani(s) + Bra(s) — Ayi(so) — Bz(so)
= tﬂ;(V(SO)) + <(A7 B? 0)7 7(5» - <<A7 B> 0)7 7(50)>
= tmy (v(s0)) + (4, B,0),7(s) — 7(s0))- (2.19)
Portanto,
als) =

/71(5)7 ’72(3>7 0) + (Ov O’ tﬂ;(V(So)) + <(A’ B> 0)7 ’7(8) - 7(30»)
(), {J; (7(s) = 20)) + t(20)) (2.20)

onde J = (A, B,0) e tmf (v(s0)) = te(20).
De 2.20 segue

(

= (n(s),72(s), tm) (7(s0)) + (A, B,0),7(s) —v(s0)))
(
(

a(s) = (11(s),72(s), (J,1(s) = z0) + tp(20)) =
a (s) = (n(s),72(5), (1,7 (5)) =
a’(s) = (31 ()% (), (1,7 (5))-
Usando o fato que 7y é parametrizado por comprimento de arco, temos que
Y (s)I* =1, (3(s),7"(5)) = 0 (pois [y'(s)]P = 1 = %(v’(S),V'(S» =0=
2(7'(s),7"(s)) = 0), donde
(@'(s),0'(s)) = ((11():72(5): (17 (9))), (1 (5), 72(5), (7' (9))))
= (M) + (1(5)* + (1,7 (5))°
= [V &I+ (17 (5))?
= 14+ (J,7(s))% (2.21)
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(@"(s),a"(s)) = (1 (5),72(5), (7" (), (01 (), 7 (5), (L,7"(5)))
= (1 (5)) + (12 (s)” + (1,7 (5))
= [V SIF + (17" (5))
= K+ (], (s)? (2.22)

(@ (s),a"(s) = {(11(5),7(), (L7 (5))): (7 (8):72.(5), {17 (5))))
= () (s) + ()12 (s) + (L7 ()07 (). (2.23)

Relembremos que a curvatura de o em R? é dada por

ko = WO"’O‘/MO‘;"?"/),; o) (2.24)

Assim, de (2.24) resulta que

L VIF T EOPEF TA 6 = (A LA )
i Va+ <J7<s>>2>3
VI + (T ()2 + K2 (T,7 () + <J <s>>2 <J,7"(S)>2—<J77’(8)>2-<J,7"(8)>2

_ VR (A(8)? R, (s )>2

_ (2.25)
V(I + {9 (5))?)?
Notemos que
FHLA ()" + (L () = KTy ()P cos b + |T[*|" (5)]* cos® B
= k*|J|? cos® 0y + |J|*k? cos® O,
= k?*|J]*(cos® Oy + cos® 0y), (2.26)

onde 6, é o angulo entre J e 4 e, é o angulo entre J e 7.

Temos que v L 7", entdo quatro possibilidades sao possiveis:
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T
01+92—§7T
|91—92|=3§

T
014—82:7
6, + 605 = 0.

Em qualquer caso, usando as relacoes trigonométricas, ocorre
cos? 0, + cos? 6y = 1.
Por exemplo, para o caso (i),
cos? ) + sin? 6, = 1 < cos? 0, + cos2(g —01) =1 <= cos?0; + cos’ Oy = 1

Dai, de (2.26), obtemos

"

K7 ()2 + (o () = K|, (2.27)

Como N = (a,b,0) x (e, f,g) = (bg, —ag, af — be) é normal unitério a tIL entao

(bg, —ag,af — be)
af — be

= (—A,-B.1) (2.28)

também é normal a tILY. Seja § o angulo entre {(z1,2s,73) € R* 23 = 0} e tIT},

dai

1),(-A,—-B,1 1
COSQ — <(0707 )7( 9 ) )> _ . (229)
|<07071>H(_A7_Bvl)| A2—|—BQ—|—1
1
Da rela(;éo trigonométrica COS2 0= m e de (229) segue
1 1

= . 2.
A2+ B2+1 1+ tan?4 (2.30)

Por hipédtese, 2 e ¢ satisfazem a condicao de declividade limitada com constante

K >0, logo |VirS| = tK = tan6. Assim, usando (2.30), temos
tan = tK = /A2 + B2 (2.31)
e notemos também que
|J|? = (J,J) = ((A,B,0), (A, B,0)) = A + B*> = t*K?, (2.32)
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Segue de (2.27) que k%(J,7 (5))2 + (J,7" (5))? = kK*12K?.
Logo, de (2.25) e (2.32) obtemos

VE2 (9" (5))2 + k2,4 ())?
NEERVRIOIDE
V(1,7 (s))?)?
N R Ee
VI (TA 2P
kv1+t2K?
VI (17 (5))2)?

Assim, de (2.32), obtemos

(<, '//($)>2 _ A (LA(s)

ko =

cos? 0, =

[Ty (s) ]2 | J|? 2K
Entao

0< (J,7 ()2 =12K%cos? 0, < 12K

Portanto, de (2.33) e (2.35),

_ 1+ t2K2
o = ’“\/ 0+ (o ()2

2772 42772
" 1—|—tK/ ti(g
(1+(J,9'(s))?)
1
> k| ——
= "V +ekr?)s
Kk
(1+t2K2)37

provando assim este Lema.

(2.33)

(2.34)

(2.35)

OJ

Com base no Lema 2.2.1 e Lema 2.2.2 vamos provar o principal resultado deste

capitulo.
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Demonstracao do Teorema 2.2.1:

Dados 2y € 9 e t € [0,1], sejam p = (20, %p(20)), Ay = (tILT) N C(2), onde
tILY ¢ o plano dado como gréfico de uma fungao t7} : {z3 = 0} — R, e y(s) uma
parametrizacao por comprimento de arco de 0f2.

Entao, por (2.20), temos que

afs) = (v(s), (4, (7(s) = 20)) + tp(20))

é uma parametrizagao de dA,, para algum J € R? com (J, (0,0,1)) = 0.

Do Lema 2.2.2, temos que

ko > i

@ = / +t2K2)37
e da hipStese (2.2), segue que Vt € [0,1] temos k > H(1 + t*K?)%.

Logo,

Hl 2K22
ho > i SHUAURY) A erisn (236
N OV (R OF

Pelo Coroldrio 1.1.4, temos a existéncia de solugdo v, € C%(A,) N C°(A,) de (1)

em A, com v,|ga, = 0. Da estimativa (1.8), segue que

HQ
Vopl* < (2.37)
ay
onde k,, = min k.
De (2.36) e (2.2) obtemos
H2
2
[V, 2
H2
< 2
I = o>
(1+t2K2)3
= L°
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Em particular,

k2
(1+ 2K2)4
k2 k2
(1+£22K2)3  (1+2K2)!
/{ZQ
(1+ 2K2)*
2 1+ 2K — (1 + 2K?)3
(1+ 12K2)12
(1+t2K2)3
(1 +t2K2)4 _ (1 +t2K2)3
1 1
(1+12K2) -1  2K?

L2

IN

(2.38)

Entao,

1

\Y% <L < —.
|vp|— _tK

Consequentemente,
sup|Vu,| < L.
Ap

Assim estamos nas hipdteses do Lema 2.2.1 e portanto, dado t € [0, 1], existe
solugao u € C%(Q) N C°(Q) com Qy(u) = 0 em Q tal que u|sg = tp (bastando
aplicar o lema a cada t).

Suponhamos agora 2 um dominio limitado C%“ e ¢ € C?%(9). Mostremos que
(2.3) ¢é satisfeito.

Do Lema 2.2.1 temos que o gradiente de u é estimado por (2.7) onde

L? = H
B
(1—|—t2K2)3
Entao
2 2 _ H2(1 +t2K2)3
k2 e k2—H2(1+t2K2)3’
(1+t2K2)3
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o que implica que

H(1+#2K?)V1+ 2K>2

L= .
\/k2 —H2(1+t2K2)3

Por (2.7) do Lema 2.2.1 temos entao que

Portanto,

sup|Vul
Q

LK+ L
< —
suplVul < 3777

tK + L
1—tKL

H(1+#?K?)V1 + 2K?

VR — H2(1 + 2K2)3

H(1+ K1+ 2K?

VRE— H2(1 + 12K2)3

tK\/k? — H2(1 + 2K2)3 + H(1 + *K?)V/1 + 2K?
VE2 — H2(1+2K2)3 —tKH(1 + 2K2)2\/1 + 2K?
tK\/k2 — (1 + 2K2)3H? + H /(1 + 2K2)3

VE2 — (1+2K?2)B3H? —tKH\/(1+ 2K2)3’

tK +

1—-tK

o que conclui a prova deste Teorema.

2.3 Solucao com gradiente limitado

a condicao de declividade limitada.

23

(2.39)

Do Teorema de Serrin 0.0.1, nao obtemos nenhuma informagao em relacao a limitagao
ou nao do gradiente de uma solucao. Veremos em seguida, um resultado que tem
como principal contribuicao a teoria o fato de nos assegurar que uma solucao u ad-

vinda do Teorema de Serrin, possui gradiente limitado se o dado no bordo satisfaz

Teorema 2.3.1 Seja Q C R? um dominio limitado C** e ¢ € C°(9Q) tal que Q
e o satisfazem a condi¢ao de declividade limitada com constante K > 0. Dado

H >0, suponha que k > 2H, onde k € a curvatura da 0S2. Entao, existe solu¢cao



u € C2(Q) N C°%Q) com gradiente limitado tal que u|oq = ¢. Além disso, se k >
2HV1+ K2 entao

KVk? —4H? +2H
Vk* —4H? —2KH

sup|Vu| < (2.40)
Q

Demonstracao:

Dividiremos a demonstracao do teorema em dois casos: ¢ € C*%(9Q) e ¢ €
C°(09).

Suponha ¢ € C%%(952). Como Q2 é C** podemos supor ¢ € C2%(Q).

Tomemos ¢ € [0, 1]. Assim, dado p; = (2, tp(2)), 2z € I, definimos

Ay, = Grafp(tr)) N (Q x R).

Tendo em vista que Q é C?“ e Grafg(tm,) é um plano, segue que A, é um
dominio C**, ou seja, A, é uma regiao planar limitada e C**.
Afirmamos que A,, ¢ um dominio planar limitado situado entre duas retas para-

lelas [1, [, com

1
d(ly, 1) < T
Com efeito, tome Z € Jf) e [, a reta tangente a Q2 em Z. Como k >2H e H >0
entao () é convexo. Da convexidade de 2 implica que 0f) esta toda de um mesmo
semi-plano de ;. Seja C' o circulo de raio 1/2H tangente a J2 em Z e contido no
mesmo semi-espaco determinado por [; no qual estda 0€). Por hipdtese kgg > 2H,
entao 02 estd contida no interior da regiao delimitada por C'. Logo, considerando

[y reta tangente a 0S) paralela a [;, obtemos

11
< = _——,
A1) < 2R =2 =

Desta forma, segue do Corolario 1.1.5 que dado h € [0, H], existe uma solucdo
Up,n € CP(A,,) com Q, =0 em Ay, € vy, plon,, = 0.

Seja G, 5, 0 gréafico euclidiano de vy, ,. Claramente, G), , ¢ uma superficie suave
compacta de curvatura média constante i tendo como bordo um grafico que coincide
com Grafg(ty) em p;, para qualquer h € [0, H].

Defina,
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S, = {h € [0,tH]; Gp, n, é um grafico C** sobre Q)

onde G, 5, é definido como acima.

Mostraremos de modo usual que S, = [0, tH], ou seja, S,, # 0, aberto e fechado
em [0,tH|. Como h =0 € [0,tH] e Gp, o é 0 proprio A, que é um grafico C** sobre
Q, entdo 0 € S, e por conseguinte S, # 0.

Notemos que t € [0,1] e ¢ € C?*(Q2), ponha

C(%a(ﬁ) = {Upt,h S 027Q(Kpt>; vpt,h‘aApt - 0}
Fixe t e defina

T :[0,tH] x Co*(Q) — C%(Q)

T(h,v) = Qulv + tp).
Entao

DQT(ho,U0> = Lh : CS’O{(ﬁ) — Ca(ﬁ)

d
DQT(ho, Uo)(U) = %T(}Lo, Vo + tU>|t:0,

é¢ um homeomorfismo linear. Este é um resultado classico da teoria de EDP Elipticas
(olhar Método da Continuidade). Desta forma, pelo teorema das fungdes implicitas,
concluimos a abertura de .S, .

Para provarmos o fechamento de S,,, consideremos h, € S, uma sequéncia
convergente para h € [0,tH] e mostremos que G, ;, é um grafico C* sobre ().

Como h,, € S,,, entdo cada G, , é gréfico sobre 2, onde G, 5, estd contido no
cilindro sélido 2 x R sobre €2, para todo n, e assim G, , também est4 contido sobre
o cilindro.

Pelo teorema da fungao implicita, segue que a norma C* de v,, », depende con-
tinuamente de h.

E fato que o gréfico de to divide a superficie M := 9(Q xR) em suas componentes

conexas. Defina M™ a parte do grafico que contém a terceira coordenada maior.
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Afirmamos que M™* é uma superficie suave tendo como bordo o grafico de ty e
curvatura média maior ou igual a H.
Com efeito, como a curvatura do cilindro na direcao de e3 é nula e kygq > 2H

obtemos

kit ks >0+2H_
==y =

Hy+ H.

Notemos que a cada ¢ fixo temos um ponto de tangéncia entre G, , ¢ MT que
é dado por p;. Assim, variando ¢, pelo principio da tangéncia no bordo (Teorema
1.1.10), segue que G, 5 € M™ sao transversais ao longo do gréafico de tp. Isto
implica que G, ;, é um grafico C>*(Q2) tal que h € [0,tH] com t € [0, 1], concluindo
o fechamento de 5,,.

Portanto, S,, = [0,tH|. Consequentemente, garantimos a existéncia de w,,; €
C?(Q), z € N et € [0, 1], cujo grafico é uma superficie Gy, 15, com p; = (2,t0(2)).

Diretamente do teorema da fungao implicita, temos que a norma C' de w,;

depende continuamente de z € 9Q e ¢ € [0, 1], tal que

T := sup sup sup|Vw,,| < oo
te(0,1] z€0Q Q

onde usamos o fato de 92 e [0, 1] serem compactos. Assim, para um dado dominio
), a constante T depende continuamente apenas de H e K.
Assim sendo, dado z € 9 e t € [0,1] obtemos a solugio w,;, € C>*(Q) de

Qig = 0 em  tal que
sup|Vw,4| <T
Q

w¢(2) = tp(2)
W tlog > tp.
Temos tm, uma subsolugao de Q;z = 0, p = (2,t0(2)), ja que Quu(tm,) > 0,
com |Vir, | < tK.
Pelo principio do maximo, Teorema 1.1.3, qualquer solucio u € C%*(Q) de

Qg = 0 em , com ulspg = tp satisfaz

supu = supu
Q o0
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e pelo principio do maximo para a norma do gradiente, Teorema 1.1.5, satisfaz
sup|Vu| = sup|Vu|.
Q o9

Portanto, dado t € [0,1] qualquer solucio u € C**(Q) de Q;z = 0 tal que
ulpn = tp satisfaz uniformemente a estimativa C! a priori. Entao, pelo método da
continuidade (Teorema 1.1.2), existe uma solucdo u € C**(Q) de Qy = 0 em € tal
que ulgn = ¢ e

sup|Vu| < T.
Q

Desta forma, a prova do teorema estd concluida para o caso ¢ € C**(99),
pois existe solucdo u € C?*(Q) € C%(Q) N C°(Q) com gradiente limitado tal que
ulon = ¢.

Suponha agora o caso onde ¢ € C°(99).

Consideremos as sequéncias ¢ € C?*(99) satisfazendo a condigao de declivi-
dade limitada com constante K, tal que

pf—peK,—K,

n—oo

temos
Tlim (g7 — ¢loon + Ky — K[) =0 (2.41)
e, Vn € N,
on <o <o

Dado n, como ¢ € C%%(99), pelo caso anterior temos uma solucao correspon-
dente u,, de ¢,. Considerando as estimativas uniformes C'! (gradiente e solucao) da
sequéncia (u,) em todo o dominio 2, pelo Teorema de Arzeld-Ascoli (ver [22], pg.
244) vemos que existe subsequéncia de (u,) convergindo em compactos de €2 a uma
solugao u € C%(2) N C%(N) com Qy = 0 em Q tal que ulgg = .

Desde que a convergéncia ¢ C! em todo ponto de €2, entdo a estimativa uniforme
do gradiente da sequéncia wu, garante que u tem gradiente limitado em €2, o que

demonstra o caso C°.
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Suponha agora que k > 2H+/1 + K? e mostraremos que (2.40) é satisfeita.
Para mostrar que (2.40) ¢ satisfeita basta provarmos que

2H

para algum p = (z,¢(2)), z € 052 com v, = vy, g, de acordo com a notagao usada

[Vu,| < (2.42)

anteriormente. De fato, por hipdtese

k

v

2HV1 + K? <—
k2

v

4H*(1+ K?) =
k? — 4H? AH’K? «—

vk —4H?2 2HK <—
2H 1

NV e K’

(AVARNV,

IN

(2.43)

donde,

2H 1
sup|Vo,| < L= ———== <
AP

VE2— 402 — K
e entao, do Lema 2.2.1, vem que
K+L
1—- KL
2H

NGy

2KH
Vk2 —4H?
KVE® —4H? 4+ 2H VkZ — 4H?

V2 —4H? k2 —4H0? - 2KH
KVE?2 —4H? + 2H
VE? —4H? - 2KH

Para mostrar (2.42), consideremos o caso onde ¢ € C**(92). A estimativa do

sup|Vau| - <
Q

K +

IA

caso geral serda obtida como o limite das estimativas uniformes do gradiente das
solugoes (u,,) relativas a sequéncia de dados no bordo ¢ de classe C*®, como ja
mencionado anteriormente.

Como A, é um dominio convexo situado entre duas linhas paralelas {1 e [,

com d(l,l2) < 2R = 2/k, e considerando a parte do cilindro de curvatura média
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constante H tendo como bordo as linhas [y, [y, podemos afirmar que a altura do

grafico G, de v, ¢ no maximo

Niyie

T (2.44)

Com efeito, seja € o angulo entre os planos Grafg (W;_) e II = {(z1,29,23) €
R3; 23 = 0}. Entao, tanf < K.

Temos es normal ao plano II e seja w o vetor normal a Grafg (ﬂ';r). Entao, o
angulo entre w e e é 6.

Seja A € A, e considere a reta p que passa por A e tem a dire¢io de w. Seja
B um ponto de p, tal que AB = R = % Seja s a reta paralela a Grafg (w;) que
passa por B e que intercepta a reta p que passa por A e tem a diregao de es.

Logo fica determinado o triangulo ABC', retangulo em B, tal que {C'} = N 's.

Seja h,d eR o comprimento de AC', CB e BA, respectivamente.
Assim, por Pitdgoras, h? = 62> + R?> = § = vV h? — R2.

Por outro lado,

1 _Cotg_R_L
K 5 VR—R?
Entao,
1 R2 2 2 2 2172
jzm:)h:}{(ﬁ +1) < R°K*. (2.45)

De (2.45) e usando (2.43) obtemos

1 k? —4H?
< - R
h< RK sz— 2HE

Portanto, o grafico de v, tem altura maximo dada por (2.44), provando nossa
afirmacao.
Desta forma, podemos usar a parte do cilindro dado por

1 , VEE—4H? 1
=/— - ——<z<
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onde (z,y) sdo coordenadas cartesianas de A,, como barreira em todo ponto da A,
(bastando tomar partes de cilindro congruente a este).

Consequentemente, para todo p € 9A,,

2H

Vu,| < |Vz| = —,

provando assim (2.40).

60



Capitulo 3

Graficos Parabodlicos de CMC em
H° com dado no bordo

satisfazendo a CDL

Neste capitulo introduzimos a definicao da condicao de declividade limitada para
graficos parabdlicos e apresentamos resultados de existéncia e unicidade de graficos
parabdlicos de curvatura média constante em H? com bordo prescrito, ndo contem-
plado por uma extensao do Teorema de Serrin para este contexto.

Considere Gy = {¢, },er 0 subgrupo a l-paramétro de isometrias de U? do tipo
parabdlico cujas érbitras sao ortogonais a P := {(z,y,2) € R%y =0e 2z > 0}, e

denomine por C'(Q2) o conjunto

C(Q) == {or(p);p € Q}.

Uma extensao do caso suave até o bordo do Teorema 0.0.1 para os gréaficos

parabdlicos, é dado pelo Teorema 0.0.2, que repetimos aqui:

“Seja Q0 C P um dominio de classe C* e seja H > 0. Suponha que
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onde He ¢ a curvatura média do cilindro parabdlico C(02) e onde C(0Q) é orien-
tado pelo vetor unitdrio normal apontando para a componente coneza de H>\C(09).

Entdo existe uma inica func¢io u € C>%(Q) tal que

Q(u) =0

ulog = @,

(3.2)
onde ¢ € C**(0Q) € dada a priori e Q% € dado por (1.10)”.

No entanto, se (3.1) nao ocorre, ainda assim podem existir solu¢oes do problema
(3.2) sob algumas hipéteses extras sobre o dominio €2 e sobre o dado no bordo ¢.

Um exemplo que esclarece este comentério anterior é o que segue.

Exemplo 3.0.1 Seja B a bola euclidiana de centro (0,0,2) e raio 1, B C P.
Notemos que a curvatura euclidiana kgg = 1. Como a curvatura hiperbolica € dada
por kap = w3kap + 3, em (0,0,1) temos que kop = 1.1+ 1 = 2. Logo, kap > 2.
Tome a = 1. Dai, kop > 2> a =1 e considere h : B — [~1,1], h € C".

Pelo Teorema 1.1.12, existe uma funcio g € C*2* 0 < a < 1, g : B — R,
gles = 0, cujo grdfico é uma superficie de curvatura média h no espago hiperbolico.
Note que a curvatura média euclidiana Heopp) € 1/2 e como a curvatura média
hiperbdlica € dada por ﬁc(aB) = x3Hcop) +n3 temos, em (0,0, 3), EC(BB) =3.1/2—
1=1/2.

Assim, para h € (1/2,1], existe u € C**(B) tal que Q% (u) = 0, ulopp = 0 e
Hep) < h (pelo Teorema 1.1.12).

Portanto, mostramos uma solu¢cao com bordo nulo que nao é contemplada via Teo-

rema 0.0.2.

Logo, pondo H¢ a curvatura média do cilindro sobre  C P, surge mais uma
questdo: Se H > H¢ e ¢ # 0, ainda é possivel caracterizar uma familia de dominios
e dados no bordo neste contexto onde ainda podemos garantir a existéncia de solugao

de (3.2)7
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E natural que nos concentremos entao no problema (3.2), onde ¢ € C**(99),
ja que podemos neste caso usar o Teorema 1.1.2, uma ferramenta poderosa neste

contexto.

3.1 A condicao de declividade limitada para graficos

parabdlicos em H?

A nocao da condicao de declividade limitada do caso euclidiano aponta uma direcao
para definir uma condigao similar no contexto hiperbdlico. A esta nova nocao de de-

clividade limitada denominaremos por “condicao de declividade limitada parabdlica”.

Definicao 3.1.1 Seja Q2 C P. Dizemos que (), p) satisfaz a condi¢ao da declividade
limitada parabdlica com constante K > 0, se para cada ponto p € 0X), existem
superficies equidistantes E;,t dadas como grdficos parabdlicos de fungoes 7T;t P—R

tal que

(i) 75 (p) = ¢(p) = 7, (p)
(ii) 7, (q) < ¢(q) < 77 (q),Vq € 00

(iii) |gradm| < K, em Q
onde grad denota o gradiente em P (na métrica de P).

Observamos que E;,t quando visto em U? sdo interseccoes de planos euclidianos
nao horizontais com R? (note que ndo sao intersecgoes de esferas euclidianas com
centro fora de R com R3).

No que segue, para uma funcao u € C?(Q2), |Vu| denotara o gradiente euclidiano

de u e |gradu| denotard o gradiente no sentido hiperbélico.
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Figura 3.1: CDLP - condi¢ao de declividade limitada parabdlica

3.2 Resultado de existéncia e unicidade para graficos

parabélicos de CMC em H?

Com base na defini¢ao acima enunciaremos o principal resultado deste capitulo, que

desejamos demonstrar no desenvolvimento do mesmo:

Teorema 3.2.1 Seja Q2 C P um dominio limitado, simplesmente conexo de classe
C** ¢ seja o € C**(9N). Suponha que (Q, ) satisfaga a condi¢do de declividade
limitada parabélica com constante K > 0. Seja k a curvatura da 02 em H3, no

sentido hiperbolico, com respeito a orientac¢ao interna. Dado

K

H> ——
K241

se
E>0(H+ 1)1+ K?)?+1
entdo existe u € C**(Q) solucdo de Q% = 0 em Q, com ulgg = .

Notemos que este teorema faz uso da condigao de declividade limitada e nos
capacita solucionar o problema (3.2) para dominios mais gerais do que aqueles dados

pela extensao do caso suave do Teorema de Serrin (Teorema 0.0.2).
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Um resultado que vamos precisar para demonstrar o teorema acima ¢ similar ao

Lema 2.2.1 do contexto euclidiano. No contexto H? ¢ dado pelo seguinte resultado.

Lema 3.2.1 Seja Q C P um dominio convexo no sentido euclidiano e k, k as cur-
vaturas hiperbolica e euclidiana de OS2, respectivamente, com respeito a orientacdo
interna. Seja ¥ uma superficie equidistante em U dada como grdfico parabdlico de
uma fungio ™ : P — R, e suponha |V7| = K. Seja h a curvatura média de ¥ e
A =C(Q)NI. Entdo, a curvatura euclidiana ks e a curvatura hiperbélica koy da

OA satisfazem:

k(q)
kaa(p) > it ko (3.3)

(14 K2)3
onde q € 0Q e p = ¢y (q)-

Demonstracao:
A prova de (3.3) é anédloga ao Lema 2.2.2 (maiores detalhes Lema 4 em [2]).
Mostremos entao (3.4). Dados ¢ = (x1,0,23) € 0Q e p = (21, w(x1, x3), x3) € OA,
de (3.3) segue que

Foalp) = hoa(p)zs + 15"
k (q ) A
TES G

k(q) — ng®

€3 OA
= =3+

NEor
_ E(C]) - 77:5?Q 77aA
1+ K23

vV

Como OA é uma curva de Jordan (fechada e sem auto-intersecgoes) suave contida

em ¥, o menor valor que nd* assume é igual a —|sin |, onde o é o angulo entre 2

e {x3 = 0}. Note que {23 = 0} C O H? := {23 =0} U {cc}.
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Além disso, h = cos o entao
cos’ 0 +sin’ 0 = 1 <= sin’0 = 1 — h? <= |sino| = V1 — h2.

Logo, segue que |[nd?| > /1 — h2.

Tendo em vista que o maior valor possivel assumido por 73 é 1, obtemos

T 00
Fn) = S
o1 o
V+ K2> ’
k(q) — —
vaEs o R
Bq) - 1 — VI— 12/ + K2
(1+ K2)3
R(g) — I W1+ K2 — 1
(1+ K2)3

v

o que prova (3.4).
U

Salientamos que ocuparemos somente a desigualdade (3.3) do lema anterior.
Porém provamos (3.4), pois é um resultado interessante que relaciona a curvatura
hiperbdlica em 0A com a curvatura hiperbédlica em 02, em termos da constante K
e da curvatura média de X.

Outro resultado utilizado na demonstragao do teorema 3.2.1 é seguinte proposicao:

Proposicao 3.2.1 Seja 2 C P um dominio limitado, simplesmente conexo e de
classe C*. Seja k a curvatura da OQ com respeito a orientacdo interna. Seja
Y uma superficie equidistante em U dada como grdfico parabélico de uma funcao

m:P — R, tal que |V7| = K e seja h a curvatura média de ¥. Dado |h| < H, se
E>6(H+1)(1+K*?+1 (3.5)

onde § = e® ™) " entio existe u € C**(Q) solugdo de Q5 =0, tal que OGrafp(u) =
OA, onde A =C(Q2)NE
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Demonstracao:

Em U3, temos A = (2 x R)NY. Sejam k e kpp a curvatura da 0 e A em R?; k
e koa a curvatura da 9Q e OA em H?; n?? = (22, 9% nd?) e not = (ndA ndh ndt)
o vetor unitario normal a 0€2 e A no sentido euclidiano, apontando para 2 e A,
respectivamente.

Afirmamos que k& > 0. Com efeito, pondo dy : H? x H* — R a distancia

hiperbdlica, o diametro de €2 C P é definido por
diam(Q) = Sup{du(p, ¢);p,q € O}

e considere

§ = ediam(V), (3.6)
Tomando
($§Q>m = min{rs; (1,0, 3) € 0Q}
¢
(28NM = max{zs; (1,0, 23) € 0N},
entao
o0\ M
= (5173[,99) <9,
(5™
onde ¢ é dado por (3.6).
E _ 7789
De (3.5) e como k = 2 entdo
T3

S(H+1)(1+ K?)2+1—nd%

k > .
(“"QQ)M 7 3 22 o0
—($aﬂ)m (H+1)(1+ K?)*+1—1n§
> 3 -
o @OMH DA+ KPP+ (1= 8 (28
a zg(z§*)m
o @EHMH + 1)1+ K?)?
N z3(zg)m
> 0, (3.7)
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pois (1 — nd?)(z§%)™ > 0, tendo em vista que 1 > 1 e (z§2)™ > 0.
Dado p € OA, consideremos o circulo euclidiano C), em ¥, tangente a A em p e
cuja curvatura em R3 é
k, = k—m, (3.8)
(1+ K2?)3
onde

k., = mink.
m a0

De (3.3), para todo ponto p = (z1, (21, 23),23) € OA

k ko
koa(p) > @ > = kp,

V(A + K232 T /(1+ K?)3

onde g = (21,0,23) € 052. Logo, como kyp(p) > k,, podemos escolher o circulo C,

tal que A estd contido na componente conexa limitada de X cujo bordo é C,.

Seja S, a esfera euclidiana de raio R cuja intersecao com X é C, e tal que
T,(0Q2 x R) é tangente a S, em p. Note que o plano determinado pelo centro O
de S,, pelo centro O’ do circulo C, em X e por p, é ortogonal a ¥ e ¢é ortogonal a
T,(09 x R).

Assim, a distancia euclidiana entre o centro de S, e o centro de C), é dado por

Op =00 +p0", (3.9)
Logo,
R?=d(0,0")?+r? = d(0,0") = VR* =12,
onde
1
T = /{/‘p.
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ou seja,

Kr=vVR?:—12= (Kr)?=R> -1’ =

R
R=yr(K?+1) = R=rVK’+1—=r = ———

K2+1
C k, = i _ R=rvK?+1 obt
omo p—m,r—k—pe =r + 1 obtemos
ko _1:> km B 1 .
/(1+K2)3 r /(1+K2)3 R
K?2+1
VEK?2+1 1+ K?)?
:R:k—+‘/(1+K2)3:(2—)'

Denotamos S;r a parte de S, que estd no semi-espaco determinado por X para a
qual ey aponta e por S, a parte de 5, no outro lado de X.

Se p > R, denotamos por S, a esfera euclidiana de raio p cuja intersecao com X
¢ C, e tal que S;r estd contido no fecho da regiao limitada por S; e X, notemos que
temos duas esferas euclidianas de raio p passando por C), se p > R, uma delas com
as caracteristicas mencionadas. Uma ilustracao desta situagao pode ser observada
pela Figura 3.2 abaixo.

Desta forma, S;r N (Q x R) é gréfico parabélico de uma funcao real suave s;;

sobre Q tal que sy (q) = m(q), isto &,
p € Grafp(s)) = {(x1, s (x1,x3), x3); (1,0, 23) € Q}.
Além disso, se R < p entao
Sup|Vs;| < L,
Q

onde L, ¢ uma constante que depende de p, ja que o grafico de S;r é transversal a
C(09Q).
Daf a curvatura média euclidiana H? de Grafp(s}) satisfaz

1 Em
S —

H=-<_=__"m
R~ (1+K2)?

1
p
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Figura 3.2: ITlustracao da situacao descrita

Seja H' a curvatura média hiperbélica de Gra fp(s;). Como R < p entao

1
< —.
R

DI

Entao,

_ 1 k
H' = 13- < pg— 3.10
$3p+7l3_1’3(1+K2>2 + 13 (3.10)

onde 73 ¢ a terceira coordenada do vetor unitario normal a S;; , apontando para o

interior da regiao limitada por S;; e x3 é a terceira coordenada do ponto do grafico,

observe que
(8™ < g < (B, (3.11)

Pelas hipdteses, temos que

k>

>

v
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Por outro lado, usando (3.11) e como k = kz§* + 7%, obtemos
2% 22 | 00
(ng?)m(H+1>(1+K )+ =

g‘;)m(ﬁJr D1+ K?)? =

kg 4+ nd >

k>

N

(H +1)(1+ K?)?

(g™
- (H+1)(1+ K?)?
> s
H —n3)(1+ K?)?
5 | ”3);3 + K (3.12)
Assim,
H —n3)(1+ K?)?
L A-m) K
3
(1+—7;(2)2333 > ﬁ — N3 =
o, —
ml‘g +n3 > H.
Desta forma por (3.10), existe p > R tal que
H' >H, (3.13)

ou seja, " > H.

Entao, para tal p, Gra fp(S;—) tem curvatura média H' tal que H® > H. Tomando
B={te0,1];3u; € C’Q’O‘(Q),Q*ﬁ(ut) =0, u]oq =t}

e considerando ¥; = Grafp(tr), Ay = (2 x R) N %, entdo tK = tanf; < K onde 6,
é o angulo entre X, e P.

Assim, por (3.3),

o) K N
VA +e2E?)E T O+ ek T O+ K2

Logo, dado p, € JA;, procedemos como acima, tomando o circulo C,; de raio

kan(p) >

1/k, tangente a 0A; em p; e tal que A; estd contido no fecho da componente conexa

limitada de Y; cujo bordo é C,;.
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Assim, segue que existe uma esfera euclidiana S, ; obtida da mesma forma como
foi obtida S, tal que o raio de S,; é p’' < p, e S; N (Q x R) é o grafico parabdlico

de uma fungao suave s, sobre Q, com
+
Sliplvsp,t| S Lpt
)

Além disso, como p' < p, de (3.13) obtemos que a curvatura média H, de

Grafp(s;

»¢) ¢ maior ou igual a H. Pelo principio do méximo (Teorema 1.1.3) e

como s/, é tal que Qg,(s);) = 0, entdo Qz(s,,) < 0.

Logo, s;’ . € barreira “por cima’para ()77 em p, e, como uma barreira “por baixo”,
usamos os planos equidistantes dados pot tw, visto que sua curvatura média h,
satisfaz |h;| < |h| < H.

Como [0, 1] e OA; sdo compactos, existe 0 < L < oo tal que
L = sup{L,,;p; € O\, t € [0,1]}. (3.14)

Pela hipétese (3.5), obtemos

- k—1 — k— —
E>H+ D)1+ K’ +1= ——=>H+t1l= ———= —1>H
(14 K?) (1+ K?)
_ kE—1 _

Como |h| < H < k e k > 1, pelo Teorema 1.1.12 existe uy € C?*(Q) tal que
Q% (ug) = 0 em Q com uglag = 0. Entao, B # 0.
Para ver que B é aberto basta aplicar o Teorema das Funcoes Implicitas, tendo

em vista que

T:R x Cg’a(ﬁ) — C’O‘(ﬁ)

(t,w) — Qu(w + ty)
com ¢ € C**(9Q) dada a priori, é de classe C! e
DyT (to, wo) = Ly Co™ () — C*(Q)
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¢ um homeomorfismo linear (L linear, continuo e bijetiva com Lg linear e continua).
Afirmacao: B é fechado. Com efeito, usando a teoria de equacoes diferenciais
parciais elipticas de [16], particularmente a resumida no Teorema 1.1.2; temos que

o fechamento de B é uma consequéncia de
sup|Vs},| < L, (3.15)
Q
para todo t € [0,1] e todo p; € A, e
sup|V ()| < K. (3.16)
Q

Desta forma, mostramos que B é nao-vazio, fechado e aberto. Entao, existe
u € C?%(Q) tal que Q% = 0 e ulpq = mlaq.

Portanto, existe u € C**(Q) solugao de Q5 = 0, tal que dGrafp(u) = JA, onde
A=C(Q)NX.

O

Passamos agora a demonstracao do Teorema 3.2.1, que é o nosso principal resul-

tado no contexto hiperbdlico.

Demonstracao do Teorema 3.2.1:

Suponhamos, sem perda de generalidade, que (z§)™ > 1. Se nao for o caso,
basta reduzir a situacao descrita, considerando uma isometria do tipo hiperbdlico,
ou seja, uma homotetia euclidiana com centro em (0, 0, 0) no modelo em que estamos
trabalhando.

Por hipétese, (€2, ¢) satisfazem a condicao de declividade limitada com constante
K, entdo para cada p = (x1, p(21,23), ¥3) € Grafp(yp) seja 7 : P — R conforme a
Definicao (3.1.1), isto é, neste contexto sao fungdes lineares afins tais que |V7 7| < K
(Notemos que este gradiente é euclidiano. Sabemos que |gradr,| = 3|V} | e como

x5 > 1, podemos trabalhar com |Vr]).
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Afirmamos que para qualquer p € Grafp(yp), o angulo ¢ entre Grafp(m,) e P
e o angulo ¢ entre Grafp(m)) e o plano {(x1, 7, x3) € R3; 23 = 0}, ou equivalen-
temente, o angulo 6 entre Grafp(m,) e P e o angulo o entre Grafp(m,) e o plano

{(x1, 29, 73) € R z3 = 0}, satisfaz

—0<o<

b |
b |

Com efeito, tome 1o = (0, 3,0) e n3 = (0,0,7), 3,7 = 1, vetores normais a P e
a {(z1, 79, 73) € R® 13 = 0}, respectivamente.
Como 0 # g, suponhamos 7, = (A,«,B), a # 0, como o vetor normal a

Grafp(my ). Por defini¢ao, o angulo entre dois planos é o menor angulo entre eles,

logo
m
(§
ogegg. (3.18)

Se o conjunto A = {ny, 72,13} é linearmente dependente, a afirmagao é ébvia.

Suponhamos entao que A seja linearmente independente. Assim, é possivel es-
colher «, 3 e 7y tal que os elementos do conjunto A formam um angulo triedro (que
é limitado por trés planos), cujas medidas dos angulos das faces sdo 6,0 e g

Das propriedades de um angulo triedro, temos que qualquer face é menor que a

soma das outras duas, desta forma g < 0+ 0. Segue que g — 0 <oede(3.17)

?

g—9<a§

b |

provando nossa afirmagao.

Como h = coso e tanf < K, a curvatura média h de Grafp(my) é tal que

0<|h|=coso < cos (g—@)

< cos (g — arctan K)

= sin(arctan K)

.( : K ) K
= sin | arcsin = :
VEK?2+1 K?2+1
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Por hipdtese, (2, ) satisfazem a condigao de declividade limitada com constante
K > 0. Logo, como é facil ver, (€2, tp) também satisfazem a condi¢ao de declividade
limitada com constante tK > 0, onde tK < K. Em particular, as funcoes twjﬂt estao
de acordo com o contexto da Defini¢ao 3.1.1 para (€2, tp) nos pontos

pr = (w1, tp(z1, 73), 73) € Grafp(ty)
e satisfazem
Vi, | < tK.
Seja Ay, = Grafp(tm) N (2 x R) e defina
B=A{tel0,1];3u € CQ’Q(Q),Q*F(ut) =0, u]aq = te}.
Cabe ressaltar que cada p, € A}, C Grafp(try) e de (3.5) segue que

ko> s(+1D)(1+K*»?+1

> O(H +1)(1+12K?*)? +1.

Pela Proposicao 3.2.1, temos garantido a existéncia de uma funcao u,, € C**(Q)

solugao de Q% = 0 em 2 com u; tloq = tm; e, além disso,
SEP|V(U;;¢)| < Lypg.
0
Pela compacidade de [0,1] e Grafp(p) temos que
sup|V(u,,)| < L < max{L, K} (3.19)
Q

para todo p € Grafp(p) e t € [0, 1].
Por outro lado, a curvatura média hy,; de Grafp(tr,) satisfaz

K

|fpe] < |A] < Noaia ho
e, além disso, [Vir | < tK em Q.
Assim,
sup|V(tr, )| < K < max{L, K} (3.20)
Q
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para todo p € Grafp(p) et € [0, 1].

De (3.19) e (3.20), segue uma estimativa a priori para o gradiente no bordo de
qualquer solugdo u de Q3(u) = 0 em € com ulpg = ty, para todo t € [0, 1], dado
por

sup|Vu| < max{L, K}. (3.21)
o0

Pelo Lema 1.1.2 temos que (3.21) vale em todo €2, e pelo Lema 1.1.3 obtemos
estimativas uniformes C' de qualquer solucao de Q5 (u) = 0 em Q com ulpg = te,
para qualquer ¢ € [0, 1].

Da Proposicdo 3.2.1 sabemos que k > 1 e |h| < H < k. Entdo hg < H < k e,
pelo Teorema 1.1.12, segue que B # ().

Agora é consequéncia imediata do Método da Continuidade, Teorema 1.1.2, que
existe uma solugdo u € C>*(Q) de Q5 = 0 satisfazendo ulsn = ¢.

A unicidade é uma consequéncia do Principio do Maximo para a diferenca de
duas solugoes, Teorema 1.1.6, relativa ao operador (1.10).

Com efeito, tome uy, up solugdes de Q7 = 0 satisfazendo U)o = ¢ € uslan = ¢.
Entao, pondo w = u; — us, temos pela Proposi¢ao 1.1.3 que L(u) > 0, onde L é um
operador linear eliptico da forma (1.6) com ¢ = 0.

Como w|sq = (u1 — ug)|an = 0, segue pelo Teorema 1.1.3 que

supw = supw = 0 =
Q o0
U — Uy =0 em ) —

U] = Uy em ).

3.3 Um exemplo nao contemplado na extensao do
Teorema de Serrin para graficos parabdlicos

Com o objetivo de esclarecer o Teorema 3.2.1, exibiremos um exemplo de conjunto

Q) C P que satisfaz as seguintes propriedades:
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(i) a curvatura satisfaz k > 0(H + 1)(1 + K?)? 4 1 para algum K >0 e

K

H> ——
K?2+1

(i) a curvatura média Ho de C(09) satisfaz Ho < H.

Considere o disco euclidiano de centro ¢ = (0,0, m) com raio euclidiano
1
P~ 100°
Notemos que
- 49
e rl'=c—p=—
3 p 50
e M =ct+p=1
. , 1
e a curvatura euclidiana da 0f) é kyo = — = 100
p
e a curvatura média euclidiana de C'(052) é
1 1
He = 5(k:l + ko) = §(0 +100) = 50
O diametro hiperbdlico de €2 é dado por,
M 50
diam(2) = In (xi) =In (—)
x5 49
e dai,

(%)

In| —

. 50

5= diam($2) _ 50 _ -

e e 9

Seja koq a curvatura da 9 em H®. Como ksq = w3kaq + 13 , em (0,0, 1) temos

koo = 1.100 — 1 = 99.

Queremos K tal que

IA
Sl

K?2+1
ed(H+1)(1+K**+1<99.
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Notemos que de §(H + 1)(1 4+ K?)? + 1 < 99 resulta

|

|

H

<

50(1 + K2)?

98
(1 + K2)?

98
-1

(a5™) ™
(g?)m
100

(14 K2)2

50 -1

%(1 + K2)2

98.49
-1

Por exemplo para K = 1/10 temos que

98.49

50(1 + (1/10)2)2

Assim, para K = 1/10 como

para qualquer H tal que

V101

— 1= 93,14763.

K V101

K*+1 101

—— <H 14
T < H < 93,14763,

temos koo > 6(H + 1)(1 4+ K?)? + 1.
Além disso, como €2 é estritamente convexo no caso euclidiano, dado K > 0
existe p € C?*(09Q) tal que (1, p) satisfazem a condi¢ao de declividade limitada

com constante K (basta tomar ¢ = m|gg, onde 7 é uma fungao linear afim com

declividade K).

Segue do Teorema 3.2.1 que para tais Q e ¢, existe u € C**(99Q) solugao de

* —
=0 em Q com ulspg = .

Notemos também que a curvatura média de C'(092) é

He=asHe +n3 <23 He +n)' =150 +1 =51

onde He é a curvatura média euclidiana de C'(052).
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Entdo, para H tal que 51 < H < 93, 14763, por exemplo, temos que Ho < H.
Portanto temos um caso que nao é contemplado pelo Teorema 0.0.2 e cujo dado

no bordo nao é nulo.
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Capitulo 4

Graficos Radiais de CMC em R?
com dado no bordo satisfazendo a

CDL

Neste capitulo estudamos problemas de existéncia e unicidade de graficos radiais de
curvatura média constante em R?® com bordo prescrito satisfazendo a condicdo de
declividade limitada radial.

Um estudo pioneiro sobre graficos radiais de curvatura média constante foi o
trabalho [29] de James Serrin, cujo principal resultado Teorema 0.0.3, j4 mencionado

na introdugao, repetimos a seguir:

“Sejam Q C S? um dominio convexo de classe C*“ cujo fecho estd contido em
um hemisfério aberto de S*, ¢ € C**(9) positiva e H uma constante real nao

positiva. Se a curvatura geodésica k de 0S) € tal que

k(q) > —2H¢(q) (4.1)
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para todo q € 0S), entao o sistema

u € C*(Q)
Q% (u) =0 (4.2)
uloo = ¢

tem unica solugao, onde Q% € o operador curvatura média constante radial dado

por (1.13)”.

Notemos que se (4.1) ndo ocorre, ainda assim existem dados continuos no bordo
¢, para os quais o problema (4.2) nao tem solucao.

Desta forma, é conveniente questionar: Se (4.1) nao ocorre, é possivel caracterizar
uma familia de dominios e dados no bordo neste contexto onde ainda podemos
garantir a existéncia de solucao de (4.2)?

Observamos que como ¢ € C*%(9Q) e Q) é de classe C?<, é aplicdvel ao problema
(4.2) a ferramenta dada pelo Teorema 1.1.2, considerando a mudanca funcional dada

no Lema 1.2.1.

4.1 A condicao de declividade limitada para graficos

radiais em R?

Com a intencao de responder o nosso questionamento anterior, vamos definir a
condicao de declividade limitada no contexto radial. Esta condi¢ao nos direcionara
ao encontro de solugbes descritas no problema (4.2) que nao estao necessariamente
contempladas no Teorema de Serrin (Teorema 0.0.3).

Uma representagao grafica da condigao de declividade limitada radial pode ser
observada pela Figura 4.1.

Precisamente:

Definicao 4.1.1 Seja Q um dominio contido em S?, ¢ uma funcdo definida em O5).

Dizemos que € e ¢ satisfazem a condicdo de declividade limitada radial de constante
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Figura 4.1: CDLR - condicao de declividade limitada radial

K >0, se para cada ponto p € 0S) existe funcgoes 71';— e m, definidas em S?, cujos

grdficos radiais sao esferas, tais que:

(i) 7 (p) = ¢(p) = 7, (p)
(i) 7, (q) < #(q) < 7} (q), Vg € 0Q
(iii) |Vrr| < K

Na condigao (iii), o gradiente é tomado em relacio a métrica de S?.
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4.2 Um resultado de existéncia e unicidade para
graficos radiais de CMC nao necessariamente
contemplado no Teorema de Serrin

O resultado principal deste capitulo é o teorema abaixo, que responde nosso ques-

tilonamento anterior.

Teorema 4.2.1 Sejam Q C S? um dominio estritamente convero de classe C*
contido em um hemisfério de S?, k, a curvatura geodésica de 0Q, H < 0, K > 0.
Suponhamos que ¢ € C**(09Q), ¢ > 0, satisfaz a condigcdo de declividade limitada

radial de constante K. Se

—H+/(K2+1)3sup¢ + 2K (K* +2) < k, (4.3)
entdo o problema (4.2) tem tnica solugao.

Ressaltemos que este teorema nao é uma consequéncia do Teorema de Serrin
(Teorema 0.0.3), tendo em vista que dado H < 0, existem K > 0 e ¢ satisfazendo a

condicao de declividade limitada de constante K tal que
—H+/(K2+1)3sup¢ + 2K (K* +2) < k, — 2Hpsup .

Por outro lado, a condi¢ao (4.3) ndo implica na (4.1) para K ~ 0.

Notemos que o Teorema 4.2.1 foi também inspirado no Teorema 1 de [26] e, além
disso, note que o dominio nao precisa estar contido em um hemisfério aberto de S2,
como no Teorema de Serrin .

Para provar o Teorema 4.2.1, come¢amos com a demonstracao do seguinte lema.

Lema 4.2.1 Sejam Q C S? um dominio estritamente convezo de classe C* contido
em um hemisfério de S*, k, a curvatura geodésica de 9Q e K > 0. Suponhamos que
¢ € C*(99Q) satisfaz a condi¢io de declividade limitada radial de constante K.

Entao
ky — 2K

SETXI G .
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onde kr denota a curvatura geodésica de I' = C(92) NS, (R), sendo S, (R) o grdfico

radial sobre S* de uma funcao m, conforme Definigao 4.1.1.

Demonstracao:

Seja 7y(s) uma parametrizagao de 92 pelo comprimento de arco tal que v(0) = z

e seja k., a curvatura geodésica de v em S?, ou seja k., = k.

Como I' é grafico radial sobre 0f), temos que

I'(s) = ef(v(s))ws)

para alguma funcao f : 992 — (—1,00). Escolhendo a orientacao de I' para a qual

k, > 0 e omitindo os parametros, temos da férmula cldssica pra curvatura média

que (ver [3], p. 115)

onde b € R? é o centro de S; (R).

1 1" /
W<F 7]\/v x T >
| or
<F”>_ X Fl)
T jor
1 1" F_b I
r r
|F/|3< ) R X >
_1 1 /
|F,|3R(F x T',T —b)
(I'" xT", T —b)

PR

Derivando I' em relagao a s obtemos:

e, portanto,

I =y + £7)

M= +a(f 4 1) +27).
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Como 7' x v =0 e~ x v =0 pois sdo linearmente dependentes, de (4.6) e (4.7)

obtemos

/

I' xT

1"

= (Y + ) xed (A )+ 21

S 3+ (0 )y 2y <o

+ Sy x A )y )2y x A

Ty <y + (O x v+ frx " 2y x A
= 0 xS (I <y <y =27 <]

— €2f[’7/ v ’y// + <f// . f/2)’)// % ~ + f/’}/ % 7//]. (48)

Observamos que podemos expressar k. por k, = (’y",N x 7'} tendo em vista

que v é parametrizada por comprimento de arco. Como a normal unitéria & S? é o

préprio v, tendo em vista que

entdo k, = (v, x 7).

Note que

pois

0y 0
I gl
N=—S=1—"=I=4 (4.9)
(o5 -
V= =y + ko x (4.10)

(Yx7,7") = (yxy v+ ky xq)
= (¥ X7, =) + k(v x 7 x )
= 0—1—/€7|7><7,|2:k‘7

onde, acima, utilizamos o fato de vy L 4" entdo v L v x 7 e |y x 7’| = sinf]y||y|

com 6 = /2.
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Segue de (4.8) e (4.10),

’ 1"

' x I = ey x 9"+ (f = x v+ fyxy]
= Y x (—y+kyxy)+ (= ) x v
+ frx (= 4k xq)]
= X[y xy+hka x (yx )+ (=) xy
— Fyxy+ ey x (v xq)]

= (=14 f = 9 x v+ kA x (v x )+ fhyy x (v x 7).

(4.11)
Como (v,7) =0¢e (7,7") = 1 segue que
Y x(yxy) = —(yxq)xA
=~ =GN
e
yx(yxy) = —(rx7)xy
=~ =0
= _[7/ - 0] = _’yla
entdo, aplicando em (4.11), obtemos
I'x T = (=14 f = 9 x vk x (v x 7))+ fhyy x (7 x 7))
= eM(-1+f — flz)yl X+ kyy — f/krvyl]. (4.12)
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Portanto,

(I x0T =b) = (14 = N x v+ kv = f k] D =b)
= =1+ =) x 7T =) +ky (7, T = b)
— k(7. T =)
= (1, T=b) + (=14 = ) x7.T)
— (7 x7,0) = f (7, T) = (7, 0))]
= Mk (v, T =)+ (=14 f = f*)((v x 7, e/7)
— (V x7,0) = fR(( ) = (7, 0)]
= (1, T =b) + (=14 f = ) (7 x7,7)
— (7 x7b) = FR () = (3 0)]
= Ak (y, T =b)+ (=14 f = f)(e

— (3 x0) = fh(ef 1=y, b))

= A, T =)+ (1= + ) x7,b)

+ k(b)) (4.13)

Como I' é uma curva sobre S_(R),

T',b—T)=0 (4.14)
e, portanto,
d T b-T)=0—=
ds' "’ N
T b-—T)+ (I, -T)=0=

T b—T) = (I, T. (4.15)

Entdo, usando que (7, T) = (v, efv) = ef(y',7) = /.0 = 0, temos de (I, b —
) =0 que (e/(y' + f'7),b=T) = 0.
Logo,
(Y. o=T)+ f{yb-T) =0,
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ou seja,

donde

f = ’ (4.16)

<ba ’7/>/<7’ I'— b) _ <b7 7/><77 I'— b>/

<’7a I'— b>2
<b7 /7”><77 I'— b> — <b7 7’>[<,}/7 I'— b> + <’Y7 Fl>]
<77 I'— b>2
<b’ 7/l><7a I'— b> — <b7 7/>[<7/’ effy — b> + <7> ef(’Y/ + f/7)>]
(v, I' =)
<b7 'Y”><'7, I'— b> + <b7 7/>2 — effl<b7 ry,>
<77 I'— b>2

<b> 7H> 2z ef<b> 7/>2
o N e )

(b.7") e el f”
<’77F_b> +f - <77F_b>

(b, 7”) — eff/2 2

+f

el —(v,b)
(b, =l f° 4 17 (e = (3,D))
el —(v,b)
(b,7") = 7 (7,b)
6f - <’7> b>
(b, =7+ kyy x 7)) = £ (7,b)
el —(v,b)
—(b,7) + Ky (b, x 7)) — £ (7,b)
el —(7,b)
ks (b, xefw_ —<b<1;’: + (. (4.17)
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Logo, de (4.13) usando (4.16) e (4.17),

' XTI, D=0 = (7, T =0+ (1 —f" + )y x7,b)
= A= 1+ ) x0b) + (v, T = b) + fhs[f (7,1 = b)]

1=+ ) x 7,0 + (L + £ )k, T = )]

11—+ ) x 7,0y + (1 + £ )k (v, = b)

+ 2K(1+ )( F—b)—2K(1+f )<7,F—b>]

(1= 1"+ ) x 7,0 + (ky = 2K) (1 + ) (7, T = b)

+ 2K(1+f )(V,F—b)]. (4.18)

+ £k (7, b)]

Mostraremos que
(L= "+ 10 x7.b) + 2K (1 + f7) (3.1 = b) > 0. (4.19)

Usando (4.16) e (4.17) obtemos

1_f”+f/2 _ (1+f’2> i _k7<b7’y X’7> - (f +1)<b7’7>

el — <b7 7>
_ kA X + (T D)+ (L4 ) (b))
ef — <b7 ’Y>
ko (b, X 9) + (F7 + 1)e!
Sy (4.20)
Como (b,y x 7') = —(b,y" x 7), de (4.20) obtemos
/ 1 2 / ' * ef
XA YL= 147 = oy <y )
_ k(b x )+ (T el (by x o)
- TG . (4.21)

Tendo em vista que § = {v, vy X 7'} é uma base ortonormal orientada de R?
e observando que b = (by,ba,b3) = |b| = /b3 + b3+ b3 = |b]* = 0?2 + b2 + 12,
podemos escrever

B = (0,7 + (b,7)° + (b7 x )™ (4.22)
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Considerando os pontos 0, b, I' = e/ € R? como vértices de um triangulo, pela

lei dos cossenos temos

o= 0b + o — 200.0C cosé =

R? = [b]* + |efy|? — 2.|p].|T|.cost =

R? = b + e (y,7) — 2.7|b|.|y|.cost¢ =

R? = |b]* + e —2ef (b, ), (4.23)

onde £ é o angulo entre 0b e 0T, e, analogamente,
b* = R? 4+ €2/ — 2¢/ (, T — b). (4.24)
Como a esfera S, (R) contém a origem, temos b < R?, e de (4.24) segue que
e =2/ (4T —b) < 0=
el < 2(y,T —b). (4.25)

Como (v,I' = b) = |7||I" = bl cos B < R, onde 3 é o angulo entre v e I' — b, pois
7| =1, |I' =b] = R e cos B < 1, temos

2R > 2(y, T —b) > . (4.26)

Denotando por 6 o angulo entre I' e I' — b, e como a constante de declividade

limitada radial é K > |tan 6|, pelo Lema 1.2.2 do primeiro capitulo, obtemos

(7, L =b)? = |*IL —bJ*cos® 0
1
RN £ —
1+ tan?6
R2

> . 4.2
- OK%241 (4.27)

Como (y,T — b)2 = (y,efy — b)?, segue que

<,77 - b>2 = (€f<77 7) - <77 b>)2
= (el = (7,0))?
= e —2ef{y,b) + (7,b)2 (4.28)
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De (4.27) resulta entdo que

R2
e S 2 b+ (b (4.29)

Por outro lado, vem que de (4.23) e (4.29)

R2
7T S R* — |b)* + (7, D)% (4.30)

Assim,

R*  R(K*4+1)—R> K2R

b> — (v, b)2 < R? — — — . 4.31
1o (7,0 < R K2+1 K2+1 K2+1 ( )
Desta forma, de (4.22) e (4.31)
! / K2R2
b~V + (b 2 || = (b,4)2 < .
(b, )  + (byy x7)° = 1[b|" = (b,7) S
Entao
p K?R?
b 2 <
/ vV EK2R?2 KR
b,y xv) < = . 4.32
b,y x7) e T (4.32)
Também
p K2R?
by )2 < ) 4.33
h7>_}@+1 (4.33)
De (4.21), (4.32) e (4.25) obtemos
: " —ky (b, X 7)2+ (f + D)ef b,y x )
b 1— = RANE :
byxy)YA—f +f) o — (b7
< el (f* +1)(b,y x 7)
- el —(b,7)
_ 2(v,0 = 0)(f* + 1){(b,y x ')
ef - <ba 7)
= 2(f" + )b,y x )
20f* + 1)RK
< 2f TURE (4.34)
K241



onde na primeira desigualdade usamos o fato de k; > 0, ja que 2 ¢é estritamente
convexo.

Assim, de (4.34), (4.27) e observando que v x ¥ = —7 x 7, vem que

by <N =+ 7)) 1 2RE(f" +1)
(fP+ 1) =0,7)  — P+ =0,) VEZ+1
2RK
(ef = (b, VE*+1
B 2RK
- VEKZF1(y,T —b)
_ 2RK
K?2+1
— 9K, (4.35)

o que prova (4.19) pois

b,y x N =1+ %)
(f* + 1)(ef — (b))
b,y x N = 1+ 7)) <2K(f° + 1)(ef — (b,7)) =

2K (f* + 1){y, T —b) — (b7 xN(f — A+ f)>0=

2K (F* + 1)y, T = b) + (b7 x N (=f +1+ f)>0.

<2k =

Logo, por (4.19) e (4.18),

(U T T=b) = X[(1—f + )0 x7,b) + (ky = 2K)(1+ f)(7,T = b)
+ 2K(1+ )y, T —b)]

> e (ky = 2K)(1+ ) (y,T = ). (4.36)
De (4.6), obtemos que |T'|> = |/ (7" + f'7)|?, ou seja,
P = [ef(y + fy))?
= Sy + FyPIY + £ )l
= S+ Y+
= MU+ )Y + £l (4.37)
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Além disso

W+l =V A ) = VL

Obtemos entdo de (4.5) e de (4.36), que

I xT", T —b)
UPR
e (ky = 2K)(1+ [)(7,T — 1)
PR
e (ky — 2K)(1+ f*)(7,T = b)
e R(1+ (Y + f )

_ (k“f _ 2K)<77 I'— b> (438)

efR\/1+ f*

Finalmente, de (4.16), (4.27) e (4.33)

kr =

R2K?
fl2 = <7/,b>2 :K2+1:K2
bR |

K2+1

(4.39)

Usando novamente (4.27), vem que

(ky = 2K){y, L — b)

efR\/1+ f”
R
(ky — 2K>\/K?+1
e/ RV1+ K2
k2K
(1 + K7
k2K
sup ¢(1 + K?)’

kr

(4.40)

ja que ef < sup ¢.

Portanto, temos demonstrado a desigualdade (4.4).

Podemos passar agora a prova do resultado principal deste capitulo.
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Demonstracao do Teorema 4.2.1:

Se H = 0, estamos nas hipéteses do Teorema 1.2.1, entao nada temos a mostrar.

Suponhamos H < 0. Nossa intencao é aplicar o Teorema 1.2.2, donde temos que
mostrar que ¢ é H—regular.

Desta forma precisamos, para cada ponto p = ¢(29)z0, com zg € 02, encontrar
fungdes g, , g, definidas em € tal que o gréfico de g, ¢é de curvatura média H; com
Hy < H e o gréfico de g; é de curvatura média Hy com H < H, g;t(zo) = ¢(z0) e
6;(2) < 0(2) < g (2), V= € 99,

Como devemos ter H < H, entao basta tomarmos as funcoes g; tais que seus
graficos tenham curvatura média constante H = 0 (caso anterior dado pelo Teorema
1.2.1), ou seja, graficos radiais minimos. Assim, basta construir as fungoes 9, -

Por hipdtese, ¢ € C**(0N) satisfaz a condigao de declividade limitada radial de
constante [, logo existe uma esfera S, (R) gréfico radial sobre §* de uma funcao

satisfazendo:

(i) ¢(z0) = m, (o)
(ii) 7, (2) < ¢(2), Vz € 0Q
(i) V| < K,

onde V é o gradiente em SZ.

Sejam

C(Q)={tz;t e R, 2 €Q}
C(00Q) = {tz;t € RT, 2 € 90}
['=C00Q) NS, (R)

e b € R3 o centro de S, (R). Sem perda de generalidade, podemos supor b €
R3 — C(£2). Denotemos por kr a curvatura geodésica de I' em S, (R). Logo, pelo

Lema 4.2.1 segue que
k, —2K
= Swpo(l+ K7)°
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Sejam S (1) a esfera de raio 1 cujo centro é b (b centro de S, (R)), 71 a projegao
de I' sobre S, (1), " C S, (1) estritamente convexo tal que Q" =, k., a curvatura

geodésica de y; em S (1). Tal situagao pode ser observada pela Figura 4.2.

-
-

et T SEE—

Figura 4.2: Ilustragao da situacao descrita

Da desigualdade (4.4) e por hipdtese (desigualdade 4.3) temos
k, —2K o
~sup (K2 +1)
Por outro lado, k,, = Rkr, ou seja, k., é diretamente proporcional a kr onde
R ¢ dado por S, (R), j& que 71 e I' sao graficos radiais sobre o0 C S, (1). Assim,
ky > —RH.
Pelo Teorema 1.2.3, existe M grafico radial de curvatura média constante H

sobre Q' dado pela funcio e’ : Q' — R com Ulse = 0 tal que

e RH + (12, = (RH)2 +1
sup Vo] <

kK2, — (RH)? 4+ 1+ RH
(Note que como v|sq = 0 isso implica que u = €|,y = 1, donde equivale a dizer

que O(Grafg (u)) = 0. Assim, estamos nas hip6teses do Teorema 1.2.3.)
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A mostrar que M é grafico radial sobre Q.

Seja N o campo normal unitario de M apontando no sentido contrario ao centro
de S, (R). Dado ¢ € M, temos que mostrar (g, N(q)) # 0. Para isso, basta mostrar
que tana(q) < oo onde a(q) é o angulo entre os vetores ¢ e N(q), que aponta no
sentido contrério ao centro de S, (R).

Seja N; o campo normal a Sg(R) Se N, estd entre ¢ e N(q) ou coincide com
um destes entao a(q) = qT]V,r + N, N, sendo «a(q) < g, N7r + N, N;,. Desta forma,
a(q) < ¢, N, + N, N,.

)

Como g —m <a(g) <

bo| 3

e g ~N,N, < a(q) < 5 obtemos

tana(g) < tan(ﬁij)
tan(q,N )+tan(N Ny)

1 —tang, NﬂtanN, N,
Vol + K
- 1- K|Vl

1
Logo, tana(q) < oo se | Vo |< 7 ou se

kaHJr\/k (RHZ+1
< —.

sup |Vu| <
by /K2, — (RH? +1+ RH I

Vamos mostrar que a hipdtese dada por (4.3) implica na expressao acima.

Isolando H obtemos

—k, RH + \/k (RH)2 + )

k,h\/k: —(RH)>+ 1+ RH K

K(— k%RH+\/k (RH)2 +1) < k%\/k; RH)? +1+ RH <

—k,RHK — RH < k:m\/k RH)? +1—K\/k: 2 4] e

—(
—(
~RH(k K +1) < (ky, — K \/k — (RH)2 +1 <=

RPH*(ky K +1) < (ky, — K)*(K2, — (RH)* + 1) <
RPH?*(k, K +1)* < (K2, +1) — (RH)*(ky, — K)? <=
(

RPH?[(k, K +1)* + (k,, — K)?] <



RPH?[K2 K? +2ky K + 14 k2, — 2k, K+ K?] < (ky, — K)*(k} +1) <
RPH?K K?+1+k + K? < (ky, — Kk} +1) =

RPH?[(K2 + DK?+ (14+K2)] < (ky, — K)*(K, +1) <=

( ) =

( )
( )
( )
RPH(E + 1)(K*+1) < (k) — K)
RPH*(K*+1) < ( )

( )

—RHVEK?+1 < (ky, — K
k,, — K
Y/ e (4

Como, de (4.41) temos k., = Rkr, entdo

Rkr — K 1 K
—H < = kr —— . 4.42
VEK?+1 \/K2+1<F > (4.42)

Substituindo (4.40) em (4.42),

- 1 ky—2K K
K2+1\e/(1+K?%) R

o 1 k,—2K —2K(K?+1)+2K(K*+1) K
K2 +1 ef(1+ K?2) R
oy k7—2K—2K(K2+1)+ 1 (2K K)
ef\/(K?2+1)3 VA+EK2)\e R
Por (4.26) temos
2K 2K K 2K K
F <2 — > — == < — — —.
e<R:>€f>2R R:>O_€f 7
Portanto
k. — _ 2
gk 2K —2K(K —|—1)’
ef /(K2 + 1)
donde

—Hel /(K2 +1)3 + 2K + 2K (K? + 1)

IN

—Hsupo(2)y/ (K2 +1)3 + 2K + 2K(K* +1)

z€082
< k.
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que ¢é a nossa hipotese.

Assim, concluimos que ¢ é H—regular. Como para H = 0 ja temos um grafico
minimo cujo bordo é Grafg (¢) dada pelo Teorema 1.2.1, segue do Teorema 1.2.2
que existe um grafico radial de curvatura média constante H dado por uma fungao

u € C%2(Q) tal que ulsg = ¢.
0

Destacamos que no Teorema 4.2.1, nao foi necessario a hipétese de o dominio {2
estar contido em um hemisfério aberto de S?, como ¢é exigido no Teorema 0.0.3. E

suficiente que € esteja contido em um hemisfério de S2.
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Conclusao

Neste trabalho estudamos alguns resultados de existéncia e unicidade de graficos
euclidianos, radiais e parabdlicos de curvatura média constante com bordo precrito
satisfazendo a condicao de declividade limitada, em ambientes como R3 e H?. As
principais contribuicoes deste trabalho dizem respeito as demonstragoes do Teoremas
2.2.1, 3.2.1 e 4.2.1, além do Teorema 2.3.1, onde esclarecemos algumas passagens
nao triviais. Além disso, reunimos em um tunico texto e com todos os detalhes
contextualizados, os mais recentes resultados sobre o tema.

Em relacao a perspectiva de continuidade deste trabalho vislumbramos aplicar
os mesmos métodos usados nas demonstragoes dos teoremas acima descritos, para

resultados similares no contexto de gréaficos hiperbélicos no espago hiperbdlico.
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