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Resumo

Mark V. Lawson, no livro ” Inverse Semigroups: The Theory of partial
symmetries”, fornece um estudo bastante relevante das caracteristicas dos
semigrupos inversos sendo alguns destes, baseados no famoso Teorema da
representacao de Wagner-Preston, que afirma que todo semigrupo inverso
pode ser fielmente representado por um semigrupo inverso de bijegoes par-
ciais sobre um conjunto. Um refinamento deste teorema mostra que cada
semigrupo inverso ¢ isomorfo a um semigrupo inverso de todas simetrias par-
ciais (de um especifico tipo) de alguma estrutura especifica. Estas estruturas
pertencem a uma classe de agoes de categorias sobre conjuntos. Nesta dis-
sertacao pretendemos compreender cada etapa deste refinamento e ir mais
além, conforme o artigo ” Constructing inverse semigroups from category ac-
tions” deste mesmo autor, inicialmente, destacaremos que a partir de acao de
categorias sobre um conjunto que satisfazem a chamada condicao de orbita,
podemos construir um semigrupo inverso com zero e reciprocamente, a cada
semigrupo inverso com zero é possivel construir uma acgao de categoria sat-
isfazendo certas condicoes. Tais agoes sao denominadas sistemas, sendo a
categoria dos sistemas denotada por SY.S. A seguir, construiremos funtores
entre as categorias SY S e a categoria INV dos semigrupos inversos com
zero: © : SYS — INV e Q : INV — SY S, mostrando que a cada semi-
grupo inverso S de INV, temos O(€2(S)) isomorfo a S. No entanto, para



cada sistema T de SY'S, Q(O(T)) e T nem sempre sao isomorfos. Mesmo
assim, € possivel mostrar que INV é equivalente a um quociente adequado

da categoria SY'S.



Abstract

Mark V. Lawson, in the book " Inverse Semigroups: The Theory of partial
symmetries”, provides a very relevant study of the characteristics of inverse
semigroups, including Wagner-Preston Theorem of Representation, which
states that every inverse semigroup can be faithfully represented by a inverse
semigroup of partial bijections on a set. A refinement of this theorem shows
that every inverse semigroup is isomorphic to an inverse semigroup of all
partial symmetries (of a specific type) of some structure specifies. These
structures belong to a class of category actions on sets. In this work we
study each stage of refinement and go further, as the article ” Constructing
mverse semigroups from category actions”of this author, Initially, we point
out that based on the actions on a set of categories that satisfy the condition
of the orbit we obtain an inverse semigroup with zero. Reciprocally, each
inverse semigroup with zero we can obtain a category action that satisfies
some conditions. Such actions, called systems, constitute the category SYS.

Next, build functors between the categories and category SY.S and the
category INV of inverse semigroups with zero: © : SYS — INV and Q) :
INV — SYS, showing that every inverse semigroup S of INV, we have
O(€2(S)) isomorphic to S. However, for each system 7" of SY.S, Q(O(T))
and T does not always are isomorphic. Still, it is possible to show that INV
is equivalent to a proper quotient of the category SY'S.
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Introducao

Em [8], Mark V. Lawson, fornece um estudo bastante relevante das car-
acteristicas dos semigrupos inversos sendo alguns destes, baseados no famoso
Teorema da representacao de Wagner-Preston, que afirma que todo semi-
grupo inverso pode ser fielmente representado por um semigrupo inverso de
bijecoes parciais sobre um conjunto. Um refinamento deste teorema mostra
que cada semigrupo inverso é isomorfo a um semigrupo inverso de todas sime-
trias parciais (de um especifico tipo) de alguma estrutura especifica. Estas
estruturas pertencem a uma classe de acoes de categorias sobre conjuntos.

Nesta dissertacao pretendemos compreender cada etapa deste refinamento
e ir mais além, pretendemos seguir os passos do artigo ” Constructing inverse
semigroups from category actions” ([9]) deste mesmo autor. Iniciamos desta-
cando que a partir de uma agao de categorias (entendemos por categoria o
que a literatura chama de small categoria) sobre um conjunto que satisfaz a
chamada condicao de drbita, podemos construir um semigrupo inverso com
zero e reciprocamente, a cada semigrupo inverso com zero é possivel construir
uma acao de categoria sobre o semigrupo que satisfaz certas condigoes. A du-
pla, conjunto e respectiva agao, munida com alguma propriedade adicional,
¢ denominada sistema, tais estruturas, fomam uma categoria que denota-
mos por SYS. A seguir, construimos funtores entre as categorias SY S e

a categoria INV dos semigrupos inversos com zero: © : SYS — INV e



Q : INV — SYS, mostrando que a cada semigrupo inverso S de INV,
temos ©(€2(S)) isomorfo a S. No entanto, para cada sistema 7' de SY'S,
Q(O(T)) e T nem sempre sao isomorfos. Mesmo assim, é possivel mostrar
que INV é equivalente a um quociente adequado da categoria SY'S.

Esta dissertacao tenta ser autossuficiente, os prérequisitos sao apresen-
tados na sua maioria e facilitam a leitura do trabalho. Necessitamos con-
hecimentos basicos de semigrupos com zero que podem ser encontrados em
[8] e [7] e necessitamos também de algum conhecimento sobre categorias que
podem ser obtidos de [11], [10] e [12].

No Capitulo 1, apresentamos uma breve revisao dos resultados de grupos,
mondides e acoes destas estruturas sobre conjuntos. Em seguida falamos dos
principais resultados utilizados no texto envolvendo semigrupos inversos com
zero e terminamos o capitulo, apresentando o conceito geral de categorias e
funtores, conceitos estes que aparecerao na maior parte do texto.

No Capitulo 2, iniciamos apresentando um conceito particular de cate-
goria, que generaliza a estrutura de mondide. Tais categorias sao chamadas
na literatura de categorias pequenas, que sao categorias tais que a uniao dos
objetos e seus morfismos formam um conjunto. Em seguida, com objetivo
de generalizar acoes de monoides, definimos uma agao de uma categoria C'
sobre um conjunto X e com isso, definimos o que chamamos de sistema a
esquerda, denotando-o por ¢X. Um refinamento destes sistemas a esquerda
serao chamados simplesmente de sistemas e denotados por (C, X). A partir
desta nova estrutura, construimos um semigrupo inverso associado, final-
izamos o capitulo fazendo o caminho inverso, isto é, construimos, a partir de
um semigrupo inverso, um sistema.

No Capitulo 3, comecamos definindo morfismos entre sistemas, estab-

elecendo assim a categoria SY'S, dos sistemas. Denotando a categoria dos



semigrupos inversos por INV, construimos funtores © : SYS — INV e
Q : INV — SYS. Estando interessados em comparar os semigrupos S
com O o (S) e os sistemas (C, X) com (2 0 ©)(C, X) faremos, ainda neste
capitulo, uma prova de que S e © o Q(S) sao equivalentes.

Finalmente, encerramos o trabalho com o Capitulo 4, estabelecendo uma
relacdo de equivaléncia entre sistemas, comparamos os sistemas (C,X) e
(200)(C, X), mostrando que estes pertencem a uma mesma classe ampla
de sistemas e finalizamos mostrando que a categoria I NV é equivalente nao

a toda categoria SY S, mas sim a um quociente desta categoria.
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Capitulo 1

Preliminares

Iniciamos apresentando algumas notagoes e resultados sobre semigrupos
inversos, alguns nao seram provados aqui, outros serao generalizados e prova-

dos no decorrer do trabalho. A maior parte foi obtida do Livro [8].

1.1 Bijecgoes parciais

E bem conhecido que um grupo G é um conjunto munido com uma

7N

operacao binaria ”-”satisfazendo:

1. (x-y)-z=x-(y-z) para todo x,y, z € G}

2. existe e € G tal que e - x = x - e = x para todo = € G|

3. paracadaz € Gexistez7 ' € Gtalquez- 27 =271 -z =e.

Desta definicao podemos obter duas generalizagoes: dizemos que G é
um mondide se valer 1. e 2. e dizemos que G é um semigrupo se valer apenas
1.

A literatura bésica fornece iniimeros exemplos de grupos e mondides,

por exemplo o grupo das permutagoes de um conjunto nao vazio e o mondide

11



aditivo dos nimeros naturais. Estamos interessados num caso particular de
semigrupo, chamado semigrupo inverso, que mesmo nao possuindo um ele-
mento neutro como num mondide, serao considerados uma espécie de inverso
a cada elemento deste semigrupo. Antes de introduzir o conceito formal

veremos um exemplo classico que deu origem a este novo conceito.

Definicao 1.1.1 Sejam X e Y dois conjuntos quaisquer, f é uma funcao
parcial se f e definida da seguinte forma:

f: X1 CX — Y, CY, onde dominio de f e imagem de f sao dados por
X1 =d(f),eYr =7r(f) = f(d(f)), respectivamente. Apartir dai, definimos a
composicao entre as fungoes parciais f : d(f) — r(f) e g : d(g) — 7(9)
por fog: g~ (r(g)Nd(f)) — f(r(g)Nd(f)) se r(g)Nd(f) # D do contrério,
fog=0:0— 0 (tal fungao é chamada de zero).

Funcoes parciais que induzem bijecoes entre seus dominios e imagens, chamare-

mos de bijegoes parciais.

Se f é uma bijecdo parcial, entdo f~! também é uma bijecao parcial.
Denotamos por I(X) o conjunto de tadas as bije¢oes parciais da forma f :
X; — Y] onde X; e Y; sdo subconjuntos de X. Veremos que I(X) pode ser
munido com identidades parciais e cada elemento terd um inverso parcial em
particular. No que segue, usaremos a notacao 1, para denotar a aplicacao

identidade de A em A.

Proposicao 1.1.2 Sejam X,Y subconjuntos quaisquer de um conjunto Z e

f: X — Y uma bijecao parcial, entdo:
L7 =Taygy e fI7 = Lup;i
2. Para a bijecdo parcial g:Y — X, f=fgf eg=gfg e g=f"1;
. (f ) t=1

12



4. 1xly = 1xqy = lylx para qualquer identidade parcial 1x e 1y, onde

X,Y C Z;
5. (fg) =g

Prova.

(1) Seja x € X. Entao, x € (f~1f) e por hipétese x € d(f). Assim os
dominios de f e f~!f sdo os mesmos. Como f~1f: X — X, ouseja, f~1f é
uma funcao identidade 14(5). Logo, f~'f = 14). Analogamente, verifica-se
que ff'=1p €Y.

(2) (=) Suponhamos que f = fgf e g = gfg. Consideremos y € d(g) e
x = g(y). Entao, x = (¢f9)(y) = 9f(9(y)) = g(f(x)). Como g é uma bijecao
parcial e y = f(z). E ainda x = f~!(y), ou seja, d(g) C d(f~'). Agora seja
y € d(f7') e f é uma bijegao barcial,temos que f(x) = y. Entao, (fgf)(x)
e f(g(y)) = y. Mas f é bijegao parcial e g(y) = z, logo d(f~') C d(g).
Portanto, f~! = g.

(«) Se g = f, entio, fof = ff7f = flug = f e gfg = fLfF =
[Ty =f"=g

(3) Por (2) temos que f~! = g e segue que (f~1)"! = (g9)" .Logo f =g te
portanto, (f~1)~1 = f.

(4) Seja z € d(1x1ly). Entao, (1xly)(x) = 1x(1y(z)) = x. Logo 1x1ly é
uma identidade parcial, ou seja, d(1x1y) = 1xny. Portanto, 1x1y = 1xqy.
(5) Temos que gf(f~'g~")gf = g(ff )9~ 9)f = glg™'9)(ff)f = gf,
pois pelo item (4), as identidades parciais comutam. E também
(f'g7Ngf(f'g7") = f'g7". Logo, pelo item (2) temos que (fg)™' =
gifl. m

A seguir definiremos semigrupos inversos.

13



Definicao 1.1.3 Seja S um semigrupo. Dizemos que S é um semigrupo

inverso se satisfaz as seguintes condigoes:

1. Para cada a € S existe um tnico a~! € S (chamado inverso de a) tal

que a = aaila (§ ail = ailacfl;

2. Os idempotentes de S comutam.

O Teorema 3 de [1] garante que o item 2 acima é equivalente a
2’. cada elemento de S tem inverso unico.

O préximo exemplo mostra que 1(X) é um semigrupo inverso.

Exemplo 1.1.4 I(X) é um semigrupo inverso, pois para cada f € I(X)
existe um unico f~' € I(X) tal que f = ff'fe f~ = f1ff1 onde

f: X7y — Y] e Xy eY] sdo subconjuntos de X.

Observamos que para cada X; C X temos que o elemento 1y, : X7 = Xj
satisfaz 1x,1x, = lx,. Assim os idempotentes de I(X) sao os elementos 1.
Pelo item 4 da Proposicao 1.1.2 temos que 1x, e 1y; comutam.

De agora em diante iremos denotar por F(S) ao conjunto de todos os idem-

potentes de um semigrupo.
Proposicao 1.1.5 Sejam S um semigrupo inverso e s € S. as sequintes

propriedades sao vdlidas:

1. Se e € um idempotente em S, entdo, e = e;

2. s7ls e g5t

sao idempotentes, s(s™'s) =s e (ss7!)s =s;
3. (s t=s;

4. Para todo idempotente e € E(S) e o elemento s~tes é um idempotente;

14



5. Para todo idempotente e € E(S) e elementos s existe um idempotente

f tal que es = sf;

6. Para todo idempotente einE(S) e s € S existe um f € E(S) tal que

se = fs.

Prova.

(1) Imediato.

(2) Observamos que, por um lado (s7's)? = s7lss7ls = s7!(ss7's) = s71s

e com isto ss7ls = s. Por outro lado (ss7!)? = ss7lss™! = ss7!. Logo

ssTls = s.

(3) Observamos que s~ (s71)™ st = st e (s7H)7ts7l(s71)7t = (s71)7L
1

Pela unicidade do inverso obtemos s = (s7!)~1.

(4) Notamos que (s~ 'es)? = (s7tes)(s7tes) = s7less™les. Como e e ss!

1 1

sdo idempotentes assim eles comutam, segue que s less~les = s7lss lees =
sles. Logo, s~tes é um idempotente.

(5) Seja f = s les. Entao, por (4), f é um idempotente. Assim sf =
s(s7les) = ss7les = essT's = es. Logo fs = es.

(6) E similar a prova do item 5. W

Definigao 1.1.6 Sejam S e S semigrupos. Dizemos que uma aplica¢do f :
S — 5" € um homomorfismo de semigrupos se satisfazer f(sr) = f(s)f(r),
para todo s,r € S. E facil ver que se S e S" sdo semigrupos inversos, entao,
f(s7Y = f(s)™, para todo s € S. Dizemos ainda, que f ¢ O-restrito se
fHO} ={0}. Onde 0/ €0 denotam os zeros de S' e S, respectivamente.
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1.2 Ideais em semigrupos

Sabemos que num grupo G nao existem ideais proprios gerados por um
elemento x pois G-z = x -G = G, para todo x € G, 0 mesmo nao ocorre
em semigrupos em geral. A seguir definiremos ideais e ideais gerados em

Semigrupos.

Definicao 1.2.1 Sejam S um semigrupo e I um subconjunto nao-vazio de
S. Dizemos que I é um ideal a esquerda (direita) se s.a € I (a.s € I) para

cadaa €l ecadasel.

Observagao 1.2.2 Dado s € S, ao menor ideal (a esquerda, direita ou
bilateral) que contém s chamamos de ideal principal gerado por s.

Observamos que s = s+ (s7's) = (s-s7')-s temos que s € S-s, s €s- S
e ainda s € S -s-S. Assim, nao € dificil provar que S -s,s-S eS-s-8
sao os ideais principais gerados por s, respectivamente, a esquerda, a direita

e bilateral.

Proposicao 1.2.3 Seja S um semigrupo inverso. As sequintes condi¢oes

sao verdadeiras:

1. aS = aa™'S para qualquer a € S e aa™*

€ unico gerador de aS;
2. Sa = Saa™! para qualquer a € S e a=ta € unico gerador de Sa;

3. eSNfS=efS, onde e e f sao idempotentes;

4. SenNSf=S8ef, onde e e f sao idempotentes.

Prova. (1) Notamos que aS = aa™'aS = (aa™')aS C aa™'S, pois aS C S.
Assim (aa™1)aS C aa™tS C aS. Segue que, aS = aa™'S. Agora, seja e um

idempotente tal que aS = eS. Entao aa='S = eS. Deste modo, aa™! =es e

16



1

e = aa~'t para algum s,t € S. Segue que, eaa ! = aa"! e aa"'e = e. Como

em um semigrupo inverso os idempotentes comutam, entao e = aa ™.

(2) Anélogo ao item (1).

(3) Seja a € eSN fS = efS. Entao, ea = a e fa = a. Assim, (ef)a =
e(fa) = ea = a. Segue que a € efS.

Por outro lado, se a € efS, entao, ea = a e fa = a, pois os idempotentes
comutam. Logo, a € fS =efS.

(4) Anélogo ao item (3). W

1.3 Uma ordem parcial natural num semi-
grupo inverso

Usando o Lema 1.2.3, podemos definir uma relagao < sobre um semigrupo
inverso S, do seguinte modo: sejam s,t € .S, dizemos que s < ¢ se existir um

idempotente e € S tal que s =1 - e.

Lema 1.3.1 Seja S um semigrupo inverso. As sequintes condi¢oes sao equiv-

alentes:
1. s <t;
2. s = ft para algum idempotente f;
g st <t
4. s =ss";
5. s=1ts"'s.

Prova. (1) = (2) Se s <t, entdo, s = te, e pelo Lema 1.1.5 item (6) temos

que s = te = ft, logo, s = ft para algum idempotente f.

17



(2) = (3) Se s = ft para algum idempotente f, entdao, s™' = t~1f. Assim,
por definicao s7! < ¢~

(3) = (4) Se s7' < t7!, entdo, s7' = t~le para algum idempotente e.
Observamos que (s71)™1 = (t71e)™!, ou seja, s = et. Por outro lado es = s,

e segue que ess~ ' = ss!. Logo s = ss71t.

(4) = (5) Se s = ss7't e s = te, entdo s = se e s 'se = s's. Logo,

s =1s"'s.
(5) = (1) Se s = ts™'s, entdao, s = te para algum idempotente e. Logo,

s<t. N

Observagao 1.3.2 Agora podemos ver que a relagao acima definida € de

ordem como seque:
e Reflexiva: E imediato da proposicio 1.1.5 pois, s(s7's) = s;

o Antissimétrica: s <t et < s, entdo, s = ts 's et = st~ 't. Assim,

s=ts1ls =st ts s = st7lt =t;

o Transitiva: s <t et <wu, entdo, s =te et =uf para algume, f € S.

Logo, s = te = (uf)e = u(fe) e portanto, s < u.

Proposigao 1.3.3 Seja S semigrupo inverso. As sequintes afirmacoes sao

validas:
1. Parae, f € E(S) temos quee < f < e=cef = fe;
2. Ses<teu<w, entao su < tv;
3. Ses<t, entio s t's <t 'tessTt<tt!.

4. Se s <t, entao asb < atb para todo a,b € S.

18



Prova. (1) Suponhamos que para idempotentes e, f € S tenhamos e < f.
Desse modo, e = fi para algum idempotente i. Como, fe = ffi = fi,
entao e = fe. desde que e, f sao idempotentes eles comutam, temos que
e= fe=ef.

(2) Como s < t, entdo s = te, para algum idempotente e e ainda u < v,
entdo, u = vf para algum f idempotente. Notamos que su = te(vf) pelo
item (6) da Proposigao 1.1.5 segue que ev = vi, assim su = tevf = to(if).
Logo, su < tv.
(3) Pelo item (3) da Proposi¢ao 1.3.1 segue que s~ < ¢! e por hipdtese
s < t, logo, pelo item (2) temos que s™'s <t 't e ss™! <tt7L.
(4) Como s < t, entdo, s = te para algum idempotente e. Sejam a,b € S
qualquer,tais que asb = ateb, como eb = bf para algum f € F(S), entao,
asb = atbf. Logo, asb < atb para todo a,b € S. R

Consideremos a relacio < em E(S) pore < f < e = ef = fe. B facil

ver que < é uma relacdo de ordem parcial em E(S).

Exemplo 1.3.4 Dado o semigrupo inverso I(X), consideremos f : X; — Y]
eg: Xy — Yoonde X1, X5, 71, C Xe X; C XoeVY; CVY,. Tome o
idempotente 1x, : X; — X;. Entao, f < g se, e somente se go 1y, : X1 —

Yz C Yi,0useja, go Ly, = f.

1.4 Acoes de grupos, mondides e semigrupos

No Capitulo 2 iremos estabelecer o que conceito de acao de uma categoria
sobre um conjunto e mostraremos que esta definicao generaliza o conceito
de acao de mondides sobre conjuntos. Nesta secao vamos estudar acoes de

grupos, mondides e semigrupos sobre um conjunto.
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Definigao 1.4.1 Sejam G um grupo (mondide) e X um conjunto qualquer
onde e é aidentidade de G. Uma agdo do grupo (mondide) G sobre o conjunto
X é uma aplicagdo G x X — X, com (a,z) — a - x para todo a € G e todo

x € X tal que as seguintes conclusoes sao satisfeitas:

1. (ab) -z =a- (b-x) para todo a,b € G e todo x € X. (A concatenacao

representa a operagao do grupo (mondide));

2. e-x = x para todo x € X.

Observamos que no caso de G é um grupo a definicao equivale a ex-
isténcia de uma aplicagao ¢ : G — Aut(X) com g — ¢(g) : X — X, onde
Aut(X) denota o conjunto das bije¢oes sobre X | satisfazendo ¢(g)op(h)(x) =
©(gh)(x) e p(e) = Ix. No caso em que G é um mondide, entao, cada g € G
corresponde a um endomorfismo sobre X, ou seja, a definicao equivale a a
existéncia de uma aplicagdo ¢ : G — End(X) com g — ¢(g) : X — X, onde
End(X) denota o conjunto das fungées de X, satisfazendo ¢(g) o p(h)(z) =
p(gh)(z) e p(e) = Ix.

De fato, se existe G x X — X com (g, ) — ¢ - x onde, para todo a,b € G e
x € X temos que (ab) -z =a-(b-x)ee-x =z Entdo, para cada g € X
definiremos a funcao : g : X — X com x — ¢(g)(z) =g - =.

1

Vale observar que no caso de GG ser um grupo g~ ¢ a aplicacao inversa

1

de g em Aut(X), enquanto que em mondides g~ nao precisa estar definida.

Exemplo 1.4.2 Sejam G um grupo ciclico de ordem 3 gerado por g e X =
{1,2,3}. Definimos g : X — X, por g(z1) = 3; g(x2) = x5 € g(as) = 1. B

facil ver que temos uma acao de GG sobre X.

Vamos agora generalizar este conceito para semigrupos
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Definicao 1.4.3 Sejam S um semigrupo e X um conjunto qualquer. Dize-
mos que S age em X a esquerda se existe uma aplicagao S x X — X
denotada por (a,x) — a-x tal que (ab) -z =a- (b-x) para todo a,b € S e
x € X. O conjunto X equipado com uma acao a esquerda de S é chamado

de S-sistema a esquerda.

No que segue, usaremos a seguinte notagao: Sejam X um S-sistema a
esquerda, X' C XeS CS. Denotamos por S X = {a-z:a € S/,a: € X’}.
Para as proximas defini¢oes consideremos X e Y dois S-sistemas a

esquerda.

Definicao 1.4.4 Uma aplicacao 6 : X — Y, 6 é um S-homomorfismo se
O(a-x) =a-0(x), para todo a € S e x € X. Se 6 for uma bijecao dizemos

que # é um S-isomorfismo a esquerda.

Definicao 1.4.5 Seja X; C X. Dizemos que X; é S-invariante , se para
todo s € S, s- X; C Xy, ou seja, a-x € X; para qualquer a € S e x € Xj.
Neste caso X; é um S-sistema a esquerda e, que chamarmos de S-Subsistema
a esquerda. Além disso, se X1 = S -z := S -{z} para algum = € X, dizemos

que X é ciclico.
Vejamos uma classe importante de S-homomorfismos.

Exemplo 1.4.6 Consideremos os subsistemas ciclicos S-x paraxz € X. Para
cada a € S defina p, : S — S, onde p,(x) = z - a. Para cada a € S, temos
que p, é um S-homomorfismo, pois p,(s - x) = pu(sr) = (sz)-a =s- (ra) =

s+ (za) = s pa(x).

Proposicao 1.4.7 Denotemos por S ao conjunto de todos 0s S-isomorfismos

entre ideais principais a esquerda de um semigrupo tnverso S. Entao, S é um
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subsemigrupo inverso de I(S), onde 1(S) € o semigrupo inverso das bije¢oes

parciais sobre S.

Prova. E claro que S C I(S). Iremos mostrar que S é fechado em
relacao a composicao de seus elementos e que preserva inversos. De fato, se
0 :Sa— Sbe S, entdo, temos que 81 : Sb— Sa € S. Sejam 0 : Sa — Sb e
¢ :Sc— Sdem S. Entio, fop : o' (SbNSc) — 6(SbNSc). Pela Proposicao
1.2.3, podemos considerar b e ¢ idempotentes e ainda SbNSc = Sbe, e com isto
resta provar que para todo f € S e I um ideal & esquerda contido na imagem
de f, temos f(I) é um ideal principal a esquerda. Primeiramente, temos
que todo inverso de um S-isomorfismo a esquerda é outro S-isomorfismo a
esquerda. Sejam a um S-isomorfismo a esquerda, t € r(a) e r € S. Entéo,
(t)a™t € d(a) tal que (r(t)aHa = r((t)aHa = rt. Assim, (rt)a™' =
r(t)a .

Por outro lado, observe que se I é um ideal a esquerda que contém d(«),
entdo, af contém r(a). Sejam r’ € al e s € S. Entao, ' = (r)a, para algum
r € 1. Mas sr € I, tal que (sr)a € Ia. Portanto,(sr)a = o(r)s =1r's.
Agora sejam «, f dois S-isomorfismos. Suponha que a intersecao de o e 8
é nao vazia. Observe que S71(d(a) Nr(B)) é um ideal que contém d(3) e
(d(a)Nr(B))a é um ideal que contém a r(«). Assim Sa é uma bijegao entre
estes dois ideais. Observe que (fa)(rs) = B(a(rs)) = f(a(r)s) = Bla(r))s =
(Ba)(r)s, ou seja, temos um S-homomorfismo. Logo fop € S. W

O Proximo resultado que enunciaremos é conhecido como sendo o Teo-
rema de Wagner-Preston que é uma espécie de generalizacao do Teorema de
Cayley para grupos que afirma que todo grupo G é isomorfo a um subgrupo

de um grupo de permutacoes de um conjunto.

Teorema 1.4.8 (Teorema de Wagner-Preston) Seja S um semigrupo in-

verso. Entdo existe um conjunto X e um homomorfismo injetor 0 : S —
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I(X) tal que a < b se e somente se O(a) C 6(b).

Prova.

Para cada elemento a € S defina 6, : a™'aS — aa™'S por 0,(z) = ax,
que estd bem definida, pois aS = a~'asS.
Observe que 07! : aa™'S — a~'aS e que 6,0, ¢ uma identidade em a~'aS
e 0,0, é uma identidade em aa™'S. Assim 6, é uma bijegao e 6, =6,_,.
Defina 6 : S — I(S) por 0(a) = 0,. Mostremos 0,0, = 04, assim de um
lado temos que d(6, N r(0)) = a'aS NS = a~tabb™'S e por outro
d(0w) = 0, ' (a"tabb™1S) = b~ta"taS = b~ta"'abS, entdo, d(0.) = d(0.0s).
Suponha que a < b, entao, em particular a ta < b~'btal que a taS C b= 'bS.
Seja x € a~taS. Entao, 0,(z) = br = b(a"'az) = ax = 0,. Assim, 0, C 0.
Analogamente, mostra-se que 6, C 6,. Por definicio a~'aS C b~1bS. Agora
a™' € a 'aS. Por hipétese, 0,(a™t) = Oy(a'). Assim, aa™! = ba"! e

a = ba"'a. Portanto, a < b. E imediato que 6 é injetiva. W

1.5 Categorias e funtores

Nos préximos capitulos estudaremos acoes de categorias sobre conjun-
tos e construiremos funtores entre certas categorias. Assim finalizamos este
capitulo com uma pequena relacao de defini¢oes que sao importantes para os

préximos capitulos.

Definicao 1.5.1 Uma categoria é formada por: objetos a, b, ¢, ... e morfismos
f :a— b; com uma operagao (parcialmente definida) entre os morfismos, ou
seja, dados f:a — be g:b— ¢, existe um morfismo go f : a — c.

Esta operacao deve ser associativa e para cada objeto a existe um morfismo

identidade: Id, : a — a.

23



Denotaremos por Ob(C') (ou simplesmente por C' se nao houver confusao)
ao conjunto formado pelos objetos de C' e C'(a, b) ao conjunto dos morfismos

entre a,b € C.
Quanto a subestruturas de uma categoria temos

Definicao 1.5.2 Sejam C' e D categorias. Dizemos que D é uma subcate-

goria de C' se as seguintes condigoes sao satisfeitas:
1. Ob(D) C Ob(C);
2. dados a,b € Ob(Hom) temos Hom(a,b) € Hom(a,b);

3. dados a,b,c € Ob(Hom), f € Hom(a,b) e g € Hom(b, c), a composi¢do

go f em D coincide com sua composicao em C.

Em particular, se Hom(a,b) = Hom(a,b), para todo a,b € Ob(D)
dizemos que D é uma subcategoria cheia de C.

Em relacao aos objetos existem dois tipos que vamos destacar: objetos
iniciais e finais. Sejam a € Ob(C), se Hom(a,z) consiste de um elemento
para cada x € C, entao a é chamado um objeto inicial de C'. E ainda, se para
cada x € ob(C), Hom(zx,a) é um conjunto com um unico elemento, entdo o
objeto x é um objeto terminal.

Os operadores que associam duas categorias sao os chamados funtores

que definiremos a seguir.

Definicao 1.5.3 Sejam C' e D categorias. Um funtor F : C' — D satisfaz

as seguintes condicoes:

1. para todo a € Ob(C') existe um tunico F(a) € Ob(D);

2. paracada f € Hom(a,b) associamos um unico F(f) € Hom(F(a), F (b))
ese f:a—beg:b—c entdo, F(go f)=F(g)o F(f);
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3. F(Id,) = Idp(), para todo a € Ob(C).

Definigao 1.5.4 Sejam a,b € Ob(C), f € Hom(a,b) e x,y € Ob(C'). Defin-
imos h,(f) : Hom(x,a) — Hom(x,b) e hy(f) : Hom(b,y) — Hom(a,y) por
he(f)(g) = f-gehy(f)(s) = f-s, respectivamente. Se existe v € Hom(b, a)

tal que f-v=1,ev- f =1, entdo v é chamado de C-isomorfismo.

Definicao 1.5.5 Sejam F, G funtores entre as categorias C' e D. Se para
cada x € Ob(C) existe um morfismo 7, : F(x) — G(z) de D, chamado de
componente de 7 em x,tal que para cada morfismo f € Hom(zx,y) o seguinte

diagrama seja comutativo

4 L ow
F(y) -5 Gly)

Entao, 7 é chamada de uma transformacao natural do funtor F' para o funtor

G que € denotada simplesmente por 7 : F — Q.

Exemplo 1.5.6 Sejam C = D = Gr a categoria dos grupos, onde os mor-
fismos sao os homomorfismos de grupos. Os funtores identidade I e o funtor
oposto H : Gr — Gr que associa o objeto G ao seu grupo oposto G°p sao
naturalmente transformados por 17 : I(G) — H(G) onde 7¢(g) = g~ para
todo g € G. De fato, desde que f(g~") = f(g)~" para todo homomorfismo de
grupos [ e todo g em G, temos que H(f) = f° = f, temos que o diagrama

abaizo é comutativo

G & @qe
H=r 4 I awp=r
H X fge
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Iremos definir a seguir o que é uma equivaléncia entre duas categorias,

lembrando que este é o objetivo principal deste trabalho.

Definicao 1.5.7 Sejam C' e D duas categorias. Se existirem os funtores
F:C—>DeG:D—C taisque GoF = Idg e FoG = Idp, dizemos que
as categorias C e D sdo categorias equivalentes. Em particular se GoF = Id¢

e F'oG = Idp temos que as categorias C' e D sao isomorficas.
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Capitulo 2

Acoes de Categorias e

Semigrupos Inversos

Iniciaremos com um conceito particular de categoria (defini¢ao geral estéd
na segao 1.5) que generaliza a estrutura de mondides. Estas categorias sao
chamadas na literatura de ”small” categorias, que sao categorias tais que a
uniao dos objetos e seus morfismos formam um conjunto. Em seguida, com
objetivo de generalizar as idéias da Secao 1.4, definimos agoes de categorias
sobre um conjunto. A essa dupla (conjunto e agdo) chamamos de sistema
a esquerda, e exigindo a este sistema a esquerda alguma condi¢ao a mais,
teremos o que chamamos simplesmente de um sistema. A partir de um
sistema iremos construir um semigrupo inverso associado e finalizamos o
capitulo, mostrando que o processo pode ser de alguma forma revertido (é
o que veremos nos Capitulos 3 e 4), construindo a partir de um semigrupo

inverso, um sistema.
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2.1 Redefinindo categoria

Vamos trabalhar com uma classe particular de categorias (ver segao 1.4) de
tal modo que possamos ver claramente que tal definicao generaliza a estrutura

de mondide. Estas categorias sao chamadas na literatura de ”small” categorias.

Definicao 2.1.1 Sejam C' um conjunto e - uma operacao bindria parcial-
mente definida. Dizemos que C' é uma categoria se para todo z,y,z € C as
seguintes condigoes sao satisfeitas:

Cy. 3z - (y-2) < Ix-y) -z e se existirem, temos que x- (y-2) = (x-y) - 2;
Cy. dx-(y-2)&Jr-yedy-z;

Cs. FExistem e, f € C, tal que para qualquer x € C se existir x - e, entao,

x-e=ux e seexistir f-x, entao, f-x =x.

Aos elementos e, f € C satisfazendo C3, chamaremos de identidades

de C. Denotamos o conjunto de todas as identidades de C', por Cj.

Vejamos alguns exemplos

Exemplo 2.1.2 E f4cil ver que um mondide é um exemplo de categoria, pois
a operacao esta sempre definida satisfazendo as condigoes acima definidas.

O conjunto das identidades de um mondide é unitario.

Exemplo 2.1.3 Sejam [ € Z, com [ positivo. Consideremos

M= Um,ngz M, »m(R), onde M, x,(R) sdo matrizes de ordem m por n, com
entradas em R. Dadas A € M,,, e B € My, dizemos que existe A - B cujo
resultado é uma matriz C' € M,.«; obtida pelo produto usual. Dessa maneira,
temos que M é uma categoria onde My = {I,,,n = 1,2, ..., 1}, onde I, denota a

matriz identidade de ordem n.
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Podemos ver que as identidades associadas a um elemento da categoria

sd0 unicas

Lema 2.1.4 Para cada x € C existem unicos e, f que satisfazem (C3) da

Definicao 2.1.1.

Prova. Do item C3 da definicao 2.1.1 para qualquer x € C' existem e, f tais
que existem z-e = x e f-x = x. Suponhamos que exista e’ tal que dx-e’ = .
Assim Jz-e = (z-e) - e, e segue que I(x - ¢) - e.
Do item C5 obtemos que, Je-e’. Desde que e, e € Cy, temos que e = e-e’ = e'.
Analogamente se prova que f é tinica. W

De agora em diante, denotaremos por d(z) e r(x) as identidades de x

tais que r(z) -z =z ex-d(x) = x.

Proposicao 2.1.5 Seja C' uma categoria e x,y € C. FEntao Jx -y se, e

somente se d(z) = r(y).

Prova. (=) Pela Condigao C5 da Definigdo 2.1.1, para z € C temos
x-d(z) = z. Assim, se 3x -y, entdo, z -y = (v - d(x)) - y. Por Cy 3d(z) - vy,
como d(z) é uma identidade d(x) - y = y. Por outro lado temos r(y) -y = y.
Do Lema 2.1.4 sabemos que e, f sdo tnicos, logo r(y) = d(x).

(<) Se d(x) = r(y), entdo, Iz - d(x) e r(y) - y. Assim r(y) -y = d(z) - y. Por
Cy existe (z-d(x)) -y = x - y. Portanto, existe - y. W

Observacao 2.1.6 Esta definicao é um caso particular da Definicao 1.5.1
da Secao 1.5. Aqui, os objetos sao as identidades e os morfismos sao dados
por Cle,f) = {z € C : d(z) = eer(x) = f} para todo e, f € Obj(C).
Na definicao sé podemos ”compor” x por y quando o dominio de z é igual a

imagem de y que é exatamente o que mostra a Proposicao 2.1.5.
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2.2 Acoes de categorias, sistemas e morfis-
mos entre sistemas

Vamos agora, definir uma acao de uma categoria sobre um conjunto, gen-
eralizando os conceitos da Segao 1.4. Usaremos de agora em diante, a con-

catenacao ab ao invés de a - b para indicar a operacao de a por b e que Ja - b.

Definicao 2.2.1 Sejam C uma categoria, X um conjunto, e p : X — ()

uma funcao. Considere o conjunto
CxX ={(a,x) e C x X :d(a) =p(z)}
Consideremos ainda, que exista uma aplicagao C' * X — X onde
(a,x) — a - x.

Nestas notagoes, dizemos que Ja -z se (a,z) € C'*x X. Dizemos que C é uma
acao em X a esquerda ou que C' age sobre X a esquerda se valem as seguintes
condigoes:

Ay, Jp(x) -z ep(x) - x =z, para todo x € X ;

Ay. se Jda - x, entao, p(a-x) =r(a);

As. se Jab € C e J(ab) -z entdo 3b-x e Ja- (b-x) e (ab) -z = a - (b- x).
Neste caso, dizemos que X ¢ um C-sistema a esquerda e usamos a notagdo

cX para denotar tal sistema.

Exemplo 2.2.2 Toda acao de mondide sobre um conjunto é uma acao de
categoria a esquerda. De fato, seja M um mondide agindo sobre um conjunto
X, pela aplicagao ¢ : M x X — X (veja se¢ao 1.3). Observando que M, =
{e}, onde e é a identidade de M, entao definimos p(z) = e = d(z) = r(x),
para todo x € X. Temos M « X = M x X e as condigoes da Definicao 2.2.1

sao trivialmente satisfeitas, desde que m -z = p(m, x).
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Exemplo 2.2.3 Seja M = | M, «m(R) a categoria do Exemplo 2.1.3.

m,n<l

1. Consideremos X = {1,2,...,1}. Definimos p : X — My por p(n) = I,
para todo n € 1,2,....1. Assim M* X = {(Asxx, k) : para todos, k € X}.
Definimos Mx X — X por (Asxg, k) — s,e que temos Ay, Ay e A3 da Definigao
2.2.1 sao satisfeitas.

2. Consideremos Y = {(a,b)1 < a,b < l}. Definimos p : Y — My por
p(a,b) = I, para todo (a,b) € Y e temos Mx X = {(Asup, (k, 1)) : 1 < s,k,t <
[}. Seja M*x X — X definido por (Asxg, (k,t)) — (s,t) temos A, A e Az da

Definicao 2.2.1 sao também satisfeitas.

Iremos agora, definir subsistemas e subsistemas ciclicos aos moldes das

agoes definidas na Secao 1.4.

Definicao 2.2.4 Sejam X um (C'-sistema a esquerda e Y C X. Dizemos que
Y é C-invariante se C'-Y :={a-y:a € C,y € Y} CY. Neste caso, Y é
um C-sistema a esquerda e, que chamamos de C-subsistema a esquerda. No
caso em que Y = {z} usamos a notagao C - = para denotar C'-Y e dizemos

que Y é ciclico.
Observacao 2.2.5 Vale observar que Y = ¢ é C-invariante.

Exemplo 2.2.6 No (-sistema do Exemplo 2.2.3 item 1. os M-subsistemas
ciclicos a esquerda sao dados por M-z = X, para todo z € X. Assim, X
nao possui C-subsistemas proprios a esquerda. No M-sistema a esquerda Y

do item 2 do mesmo exemplo, os M-subsistemas ciclicos a esquerda sao dados

por M- {(s,k)} ={(t,k) : 1 < s <}
No que segue usamos a Defini¢ao de funtores dada na Segao 1.5.

Definigao 2.2.7 sejam C «* X — X e D xY — Y dois (C-Sistemas,

munidos com as fungoes p : X — Cye p: X — Dg. Um morfismo de ¢ X
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para pY é um par (F, ) constituido de um funtor F' : C' — D e uma fungao
0 : X — Y que satisfazem as seguintes condicoes:

M. p(0(z)) = F(p(x)), para todo z € X;

M;. se Jda-.x € Cx X, entao 0(a-x) = F(a) - 0(z).

Ainda, se tivermos C=D e F for o funtor identidade, entao dizemos que 6 é
um C-homomorfismo. Se além disso, 8 for uma bijecao, entao dizemos que 6

é um C-isomorfismo.

Exemplo 2.2.8 No Exemplo 2.2.6, consideremos F' : M — M o funtor identi-
dade e 0 : Y — X dada por 6(a,b) = a para todo (a,b) € Y. Neste caso as
seguintes condicoes sao satisfeitas

M1. p(0(a,b)) = I, = p(a) para todo (a,b) € Y e

M2. 0(Auxp - (b,¢)) = a = 0(a, c) para todo a,b,c € {1,...,1}.

Logo (F, ) é um M-morfismo.

De agora em diante nao mais distingueremos p de p ao tratarmos com

morfismos de sistemas a esquerda.

Lema 2.2.9 Sejam X e oY C-sistemas a esquerda e 0 : X — Y um C-

isomorfismo. Entao 07 :Y — X € um C-isomorfismo.

Prova. Como 6 ¢ bijecao, entao existe #~! que também ¢ uma bijecao,
logo basta mostrar que ~! satisfaz as condicoes M1 e M2 da Definicao 2.2.7.
De fato, sejam y € Y e z € X tal que y = #(x), como # é um isomorfismo,
obtemos que p(y) = p(6(z)) = p(x). Desde que 67 (y) = x, entdo p(y) =
p(0~1(y)) e com isto a propriedade M1 esta provada.

Agora sejam y = 0(x) e x = 67 (y), como acima. Assim 6~ '(a-y) =
0 a-0(x))=0"10(a-z))=a-x=a-0"'(y). Logo, 0~ a -y) =a-071(y).
|
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Lema 2.2.10 Sejam X um C-sistema a esquerda, A e B subconjuntos C'-
invariantes de X e 6 : A — B um C-isomorfismo. FEntdo as sequintes

afirmacgoes sao validas:
1. Se A’ C A ¢é C-invariante, entao 0(A") é C-invariante.
2. AN B é C-invariante.
3. Se B' C B é C-invariante, entio 0~'(B') é C-invariante.

4. Seja C - x C A um subconjunto C-invariante ciclico. Entao 0(C - x) €

um C-invariante ciclico de C - 0(x), ou seja, 0(C - z) C C - 0(x).

5. Seja C -y C B um C-invariante ciclico. Entao, 0~1(C - y) é um C-
invariante ciclico de C' - 07 (y), ou seja, 67(C -y) C C -0~ (y).

Prova. 1. Desde que A é C-invariante, temos C - A" C A’ isto significa
que a-x € A" para qualquer a € C e x € A’. Tomemos a-y € C - 0(A),
onde y = 0(z), para algum = € A’. Entao a-0(z) € C - 0(A"). Como 6 é
um C-isomorfismo, a - 0(x) = 0(a - x). Logo a-y = 0(a-x) € O(A’), ou seja,
C-0(A") CH(A"), por definigao O(A") é C-invariante.

2. Trivial.

3. Como B’ é C-invariante, entao C' - B C B’, ou seja , para qualquer
a-y € C-0(B") C B'. Pelo Lema 2.2.9, §~!(B’) ¢ C-isomorfismo e pelo item
1 e temos que 07! (B’) é C-invariante.

4. A demonstracao é direta da definicao.

5. A demonstragao é direta do Lema 2.2.9 e do Item 4. W

Na préxima proposicao usaremos as notagoes dadas na secao 1.1 e deno-
taremos por I(¢X) ao conjunto de todos os C-isomorfismos entre subcon-

juntos C-invariantes de X e veremos que tal conjunto é um subsemigrupo de

1(X).
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Proposicao 2.2.11 I(¢X) € um subsemigrupo inverso de I(X).

Prova. Primeiro provaremos que I(¢X) C I(X). De fato, se 8 € I(¢X),
entao, existem C-subsistemas a esquerda, X; e X5 de ¢ X, tais que 6 : X7 —
Xy é uma bijegao, onde X;, Xy C X. Portanto § € I(X). Agora, pelo
Lema 2.2.10, #~! é um C-isomorfismo, e segue que 871 € I(¢X). Assim que
I(cX) é fechado por seus inversos. Temos que mostrar que se 01 : X; — X»
ety : X3 — X, s@o elementos de I(¢X), entao 0 06, € I(X). Mas, por
definicdo, fy00; : 0,1 (XoNX3) — 02(XaNX3) e sendo Xy e X3 C-invariantes,
temos, pelo Lema 2.2.10, que ;1 (X5 N X3) e (X, N X3) sdo também C-

invariantes. W

2.3 Construindo semigrupos a partir de sis-
temas a esquerda

A cada sistema a esquerda, queremos associar um semigrupo inverso. Esse
sistema deverd ter propriedades adicionais que passaremos a discutir agora.
Lembrando que o semigrupo inverso /(¢X) obtido na se¢ao anterior fornece

um semigrupo com zero, iniciamos esta secao refinando este semigrupo.

Definicao 2.3.1 Seja X um C-sistema a esquerda. Dizemos que X satisfaz

a condicao de érbita se para todo x,y € X existir um z € X tais que
C-zanC-y=C-z
sempre que C -2 NC -y # 0.

Denotamos por J(¢X) ao subconjunto de I(¢X) constituidos de todos

os C-isomorfismos entre C-subsistemas ciclicos a esquerda de X incluindo
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a funcao zero. E conveniente lembrar que na funcao nula o conjuntos de

dominio e imagem sao vazios.

Teorema 2.3.2 Seja X um C-sistema d esquerda. Entao, J(cX) é um
subsemigrupo inverso de I(cX) se, e somente se, ¢ X satisfaz a condi¢ao de

orbita.

Prova. (=) Sejam ¢ : C -2 — C -z ey : C-y — C -y aplicagoes

identidades. Neste caso, ¢ e 1 estao em J(¢X) C I(X). Desde que, por
hipétese, J(¢X) é um subsemigrupo, temos que @ o : =1 (C-xNC-y) —
o(C-zNC-y) pertence a J(¢X), e obtemos que im(potp) = p(C-zNC-y) =
C-zouledom(pop)=9¢p~Y(C-zNC-y)=C-wou .
Se p(C-xNC-y) =0 nada temos a mostrar. Caso contrario, temos ¢(C -
xNC-y)=C"z Assim, por hipétese que ¢ € J(cX), que é bijecao parcial.
Desta maneira, existe ¢! tal que ¢ 1 op(C-zNC-y) = ¢ (C-2) ou
seja, Id(C -z N C-y) = Y(C - 2). Pelo item 5 do Lema 2.2.10 temos que
e H(C-2)=C-¢7(2), onde p7!(2) € X. Fazendo p~!(z) = ¢, temos que
C-zNC-y=C -t Logo, C-x satisfaz a condicao de orbita.

(<) Suponhamos que X satisfaca a condi¢ao de orbita. Sejam ¢ : C-u —
C-zetp:C-y— C-velementos J(¢X), para certos x,y,u,v € X. Notamos
que

pop Y HC-2NC-y) = p(C-2NC-y)

Se C-zNC-y = ), entao o) = 0 € J(cX). Caso contrario, C-zNC-y = Ct,
para algum ¢t € X e C'-t é ciclico. Pelo Lema 2.2.10, = 1(C-t) = C-y7(t) e
e H(C-t)=C-¢(t). Logo, potp € J(¢X). Finalmente, como ¢ : C'-x —
C -y pertence a J(¢X) C I(X), é uma bijecao, entao, pelo Lema 2.2.10,
temos o resultado. W

Na proxima defini¢ao exigimos um pouco mais dos C-sistemas a esquerda.
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Definicao 2.3.3 Seja X um C-sistema a esquerda. Dizemos que X satisfaz

a condi¢ao forte de orbita se, para todo x,y € X, existe z € X tal que
C-aznC-y=0C-z.

Teorema 2.3.4 Seja C' uma categoria agindo em X a esquerda e satis-
fazendo a condicao forte de orbita. Entao o produto de dois elementos nao

nulos de J(cX) € nao nulo.

Prova. Sejam ¢, ¢ € J(¢X),ouseja, ¢ :C-x - C-xzep:C-u—C-v
sao C-isomofismos. Pelo Teorema 2.3.2 e como J(¢X) C I(X), existe ¢ o,
onde dom(pot)) = p~1(C-xNC-v), Por hipétese temos que (C-zNC-v) # 0,
ou seja, por # ). M

Denotando por J*(¢X) = J(¢X) — {0} obtemos o seguinte corolario

imediato
Corolario 2.3.5 J*(¢X) € um semigrupo inverso.
Prova. Imediata do Teorema 2.3.4. W

Exemplo 2.3.6 Consideremos os sistemas do Exemplo 2.2.6. No item 1.
temos que todos os ciclicos coincidem com X, assim yX satisfaz trivialmente
a condicao forte de orbita.

No item 2. que temos M- (a,b) M- (c,d)) # () se e somente se, b = d e somente
neste caso temos M- (a,b) "M - (¢,d) = M- (a,b). Logo Y satisfaz a condigao

de érbita, porém nao satisfaz a condicao forte de érbita.

Definicao 2.3.7 Seja X um C-sistema & esquerda. Definimos uma relagao

R* sobre X do seguinte modo:
(z,y) € R*, se e somente se, existe 6 € I(¢X) tal que 0(x) = y.
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Lema 2.3.8 R* € uma relacao de equivaléncia sobre X.

Prova. R* é reflexiva, pois, para cada x € X, seja § : C - x — C' - x como
sendo a identidade e temos que 0(x) = 0(p(x) - x) = p(z) - = x.

R* é simétrica pois se 0 € I(¢X) tal que 0(z) = y, entdo, pelo Lema 2.2.10,
temos que existe 071 € I(¢X) é tal que 67! (y) = z.

R* é transitiva, pois I(¢X) é fechado em relagdo a composigao. W

Lema 2.3.9 Sejam X um C-sistema a esquerda e sejam x,y € X. Entao,

as sequintes afirmacgoes sio equivalentes:
1. (z,y) € R".
2. p(z) = p(y) e para todo a,b € C tais que Ja -z e Ib -z, temos que

a-r=b-x&a-y=>0-y.

Prova. (1) = (2) Seja 0 € I(cX) tal que 6(z) = y. Entao por My,
p(z) = p(O(z)) = p(y). Suponhamos que a-z = b-z, desde que a -z pertence
ao dominio de € temos 0(a - z) = 0(b- x). Como € é um C-homomorfismo,
entdo a - 0(x) =b-0(zx). Pelo fato que 0(x) =y, obtemos a -y =b - .

Reciprocamente, obtemos por 07 (y) =x e 0 ' € [(¢cX) quea-y=0b-y
implica que a-x =10b- .

(2) = (1) Definimos a fun¢ao 6 : C-o — C-y onde §(a-z) = a-y. Observe
que # esta bem definida, pois, se a-x = d'-x, entdo a-y = a’-y. Claramente,
O(x) = y. Nao é dificil de ver que, € é injetora pois, se 0(a - z) = 6(b- x),
entao a -y =b-y e a-zx = b-x. Observamos que # também ¢é sobrejetiva,
pois se a -y € C -y, entdo d(a) = p(y) = p(z). Como existe a - x, entdo
O(a-z) = a-y. Mostremos que # é um C-homomorfismo, mostrando que

valem M, e My da Definicao 2.2.7.
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De fato, seja 2’ € C' -z onde 2/ = a - z. Entao, p(6(z')) = p(f(a - z)) =
p(a-y) =r(a). Desde que r(a) = p(a-z) = p(z') temos que p(0(z')) = p(z’)
e a condicao M estd satisfeita.

Sejam ' = a-x e a’ € C tal que existe ¢’ -2’. Entao, 0(a’-2') = 0(d’ - (ax)) =
O((a’a)- ) e pelo item Az da Defini¢ao 2.2.1 temos que 0(a’ - 2') = (d'a) -y =
a-(a-y) =d-0a-z)=4d- 6. Como 0 satisfaz todas as condigoes
exigidas na Definicdo de R*, temos que (z,y) € R*. Logo, a condi¢ao M,

estd satisfeita. W

Lema 2.3.10 Seja X um C-sistema a esquerda satisfazendo a condi¢ao de

orbita. No conjunto de pares ordenados R*, definimos a relagao ~ por:

(z,y) ~ (z',y) & emistem u,v € C tais que (v,y) =u-(z,y) e

(x/?y/) =v- (x,y),

ondeu-(z',y) = (u-2",u-7y). Entio, ~ € relagio de equivaléncia sobre R*.

Prova. Observemos que ~ é:

Reflexiva: Seja (x,y) € R* satisfaz (z,y) ~ (z,y), entao, pelo Lema 2.3.9,
temos u = v = p(x) = p(y). Assim (x,y) = p(x)(z,y), dai, (z,y) ~ (z,y).
Simétrica: Suponhamos que (z,y) ~ (2/,y'). Desta maneira (z,y) = u -
(', y") e (2/,y) =v- (z,y), para alguns u,v € C. Tome u = v e v = u, logo
(,y) =v- (@, y) e (@ y) =u-(z,y), dai, (2, y) ~ (z,y).

Transitiva: Suponhamos que (z,y) ~ (2/,¢') e (2/,y') ~ (w,z). Assim
(5,9) = (@ 0), (& 9) = v-(,9) € (@) = - (w, 2) & (w, 2) = 0/~ (a', ),
para certos u,v,u’,v" € C. Desta maneira, (z,y) =u- (v - (w,2)) e (w,2) =
v (v (x,y)). Logo, existe u - (u' - (w, 2)) se, e somente se, (u, (u' - (w, 2))) €
C * X, e isso ocorre, se, e somente se, d(u) = p(u' - (w,2)) = r(u’). Segue

que d(u) = r(u’), ou seja, existe u - u'. Analogamente provamos que existe
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v' - v. Portanto, (z,y) = (u-u') - (w,z) e (w,2) = (Vv -v) - (z,y), ou seja,
(z,y) ~ (w,2). W

Nosso préximo objetivo é mostrar que o conjunto quociente R*/ ~ é
um semigrupo inverso, antes porém, apresentaremos algumas notagoes que
iremos utilizar nesta prova. Para x,y € X:
1. (z,y) denotara um par em R*.
2. [z,y] denotara a classe de equivaléncia em R*/ ~ do elemento (x,y) € R*.
3. Quando C'-xNC -y # 0 e a condicao de drbita for admitida, denotamos
por x Ay a um dos elementos de X que satisfaz C -2 NC -y =C - (z Avy).
4. Quando C' -xNC -y # (), denotamos por y * x e = * y a elementos da

categoria C' que satisfazem (y *z) -z = (x xy) - y.

Definigao 2.3.11 Seja S = R*/ ~ o conjunto das ~-equivaléncias unido
com 0. Definimos o seguinte produto em S: [z,y] ® [w, 2] = [(w*y) - =, (y *

w)-zl,se C-yNC-w+#0elx,y @ [w,z] =0, caso contrario.

Nas notagoes acima, veremos que ® esta bem definida. Iniciemos com

seguinte resultado auxiliar:

Lema 2.3.12 Sejam z,y,z,w € X tais que (x,y) ~ (w,z) e C-yNC-w # ().
Entao, ((wxy)-x,(yxw)-z) € R*.

Prova. Vamos mostrar que ((w * y) - x,(y * w).z) € R*. De fato, por
hipétese X satisfaz a condigao de 6rbita e portanto, (w*y) -y = (y *x w) - w.
Se existe (wxy) -y, entao, p((w*y)-y) = r(w*y) e da mesma forma se existe
(y*w)-w, entdo p(y*w) - -w = r(y*xw). Como (wxy)- -y = (y*w)-w, entdo
p((w*y)-y) =ply*w)-w e segue que r(w*y) = r(y*w). Notamos que por
M temos que p((wxy)-z) = r(w*y) e p((y*xw)-z) = r(y*w). Deste modo,
p((wxy)-x) = p((y*w)-z). Suponhamos que exista a-((w*y)-x) = b-((wxy)-x).
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Assim, existe a - ((w*y) - x) se, e somente se, [a, (wxy) - x)] € C*x X se, e
somente se d(a) = p((w*y)-x) = r(w*y) se, e somente se, existe a - (w xy).
Assim, a- ((wxy)-z) = (a(w*y))-zeb- ((wxy)-z) = (b(w*y)) -z e segue
que, (a(wxy)) -z = (b(w=y))-xz. Como (z,y) € R*, temos que (a(wx*y))-y =
(b(w xy)) - x e da Defini¢ao 2.2.1, temos, a- ((w*y) -y) =b- ((w*y) - y).
Logo, existe

a-((wsy)-z) =b-((w+y) ) 2.1)
se, e somente se,

a (wxy)-y)=b-((w=xy) y) (2.2)

Como (w *y) -y = (y * w) - w, entdo, analogamente obtemos

a-((y*w) w)=b-((y*w)- w) (2.3)

se, e somente se,

a-((yxw)-2)=b-((y*w)-=2) (2.4)
Observando que (2.1) < (2.2) = (2.3) < (2.4), segue-se que, (2.1) & (2.4),

ou seja, existe

0 ((wiy)-w)=b- (wry) ) o a-(yrw)-2) =b-((y+w)-2),
logo (w*y) -z, (y*w).z) € R*. A
Lema 2.3.13 O produto ®, da Definicao 2.3.11, estd bem definido.

Prova. Se [z,y] = [2/,v/] e [w, 2] = [, /], entdo, por defini¢do, existem

u,v,a,b € C tais que:



Observamos que se y = uy’ e ¥ = vy entao C -y = C - y'. Analogamente
temos que C'-w = C - w'. Deste modo, C-yNC -w # @ se, e somente se,
C-yNC-w' # 0 e temos duas possibilidades:

(i) Se [z,y] ® [w,z] =0, entdo C' -y N C -w = e isso ocorre se, e somente
se, C-yNC-w =10, dal [o,y] ® [w, 2] =0. E portanto, [z,y] ® [w, z] =
[+ y] & [w', 2.

(i) Se [z, y'|@[w’, 2'] # 0 entao C-yNC-w # (). Como X satisfaz a condigao
de 6rbita, temos que C-yNC-w = C-(yAw) e C-y'NC-w' = C-(y Aw'). Desde

queyAw = (yxw) - w=(w*xy)-yey ANw = *xw) -w = (w*xy)- y.
Como [z,y] ® [w,z] # 0, entdo, [z,y] ® [w,z] = [(w*xy) -z, (y*xw)-z] e
[, Y] @ [w', 2] # 0, assim [2/,y] @ [w, 2] = [(w' xy) - 2/, (v *w) - 2'].

Notemos que:
C-(yhw) =C-(y ANw'), entdo, existe ¢,d € C tal que c- (yAw) = (¥ Aw') e
d-(y AN') = (yAw). Entao, c-(yAw) = (y*w)-w, dai ¥ ANw' = c((yAw)-w),

mas w = aw', portanto (v * w') - w' =y Aw' = ¢ ((y A w)(aw')), assim

!/ !/

(y *w') -w' = (c- (y Aw) - a)-w'.

/

Sabemos que (v, 2') € R*, assim (y/'*w’)-w’ = (c(y*w)-a)-w' se, e somente

se, (Y xw')-2' = (c(y*w)-a)-2'. Analogamente, (w'xy)-2' = (c(wx*y)-u)- '
Temos a -2 =z ewu-2' =z, entdo, (v xw') -2 =clyxw)- -2 e (W' xy)-
¥ =clwxy) -z, assim (¥ xw') -2 = (c(y*xw)-a) -2 = (cly*xw))-ze
= (c(wy)) .

O resto sai utilizando processo andlogo. Portanto, [(w xy) -z, (y * w) - 2] =

[(w'xy") o', (y xw)-2]. B

(w'xy') 2" = (c(wxy) u) x

Proposicao 2.3.14 Sejam X um C-sistema a esquerda satisfazendo a condi¢ao
de orbita e S o conjunto das classes de equivaléncia unido com 0. Entdo,

(S,®) € um semigrupo inverso isomorfo a J(cX). Além disso:
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1

[z, y] " = [y, 2], [z, 9] " @ [2,9] = [y, y];

[z, y] @ [z,y] ™" = [z, 2];

0s idempotentes sao os elementos da forma [x, x|, para qualquer z € X, € a
ordem parcial natural é dada por:

[z,y] < [w,z] & (z,y) =u- (w,2) para algum u € C.

Prova. Pelos Lemas 2.3.12 e 2.3.13, temos que ® estd bem definida. Para
cada (x,y) € R* definimos 0,y : C-y — C-x, por O, ) (a-y) = a-x. Como
J(cX) € I(¢X) e pelo Lema 2.3.9 0, € I(¢X). Assim 0,4 € J(cX).
Vamos mostrar que 0,y = 0, se, e somente se, (z,y) ~ (2',y').

De fato,
Opyy) : C-y—C-z, (1)

Oy : C-y = C-2', (2).
Pelo Lema 2.3.9, temos que (z,y), (z',y') € R*, elementos a,b € C tais

(i) suponhamos que 6, ) = 0(5 ), onde

que y = a-y ey = b-y. Dessa maneira, 0, (y) = Ouy(py)-y) =«
e 0wy (y) = Owyn(a-y') = a-2' e por hipétese O,y = O ,y, entao,
0(2.4) (YY) = 0o y)(y), Ou seja, x = a-2’. Analogamente, temos para 2’ =b- x.
Logo,y=a-y ex =a-2' e comisto (z,y) = a(z’,y'). Além disso, 2’ =b-x
ey =b-y, dal (/,y) = b(x,y). Portanto, (z,y) ~ (2, ).

Reciprocamente, suponhamos que (z,y) ~ (2,3’). Dessa maneira, (x,y) =
a(x’,y') e («',y) = b(z,y), para algum a,b € C. Notemos que y = a - v/,
r=a-2,x=b-xey =b-y,entdo, C-x=C-2'eC-y=C-v.
Sejad-y =d-y' € C-y =C-y'. Entdo, Oy (dy) = d-xe by y(d-y)=d 2
Comod-y=d- -y =(b-y)=(db) -y, entdo (z,y) € R*, e segue que existe
d-y = (db) -y se, e somente se, d-x = (d'b)-x =d'(b-z) =d - 2. Assim,
d-x=d 2" Logo, Oz (d-y) = 0w y)(d-y).

42



Finalizaremos mostrando que S é isomorfo a J(¢X) como semigrupos.
Seja ¢ : S — J(cX), onde ¢(0) é a fungao nula em X e p([z,y]) = O y)-
Mostremos que ¢ é um isomorfismo. Observemos que foi mostrado anterior-
mente que @ é injetiva, resta mostramos que ¢ é sobrejetiva. Com efeito, seja
a € J(¢X), neste caso, a: C'-y — C - x. Desde que os elementos de J(cX)
sao isomorfismos, entdo C' - a(y) = C - x. E ainda do Lema 2.3.9 temos que,
(y,a(y)) € R*, desta forma o = Oa(y) 4)-

Finalmente mostremos que ¢ ¢ um homomorfismo. Tomemos 0, o
0(w,2). Suponha que C'-yNC-w # 0, entao, C-yNC-w=C-(y Aw),
onde yAw = (yxw) -w = (wx*y)-y. Como O é bijetora existe sz),
entao 9(:“1,2)(0 (y ANw)) = Q(wlz)((y xw)-w) = C-(y*w)-z (dominio) e
O(2,)(C - (y Aw)) = 0oy (C- (wxy)-y) =C - (w*y) - (imagem). Dessa
maneira, 0 ) 0 0y 1 C - (yxw) -2 = C- (w*y) o
0(2,) 08 (w,2) (- (Y*w)-2) = Oz ) [Ow,2) (@ (Yyxw)-2)] = Oz y)(a- (yxw)-w), desde
que a-(y*xw)-w = a-(y*w)-y, entao O )00 ) (a-(y*w)-z) = O (a- (yxw)-
y) = a-(wxy)-x. Poroutro lado, (a-(w*y)) & = O((wwy)a,(wwy)-=) (@ (Wry)-2).
Entao, 0(;4) 0 0w,2) = O((wsy)z,(wsy)») ¢ C-yNC-w #P. Se C-ynC-w =0,

entao 0(;y) © 0w,y ¢ a funcao nula. M

2.4 Construindo sistemas a partir de semi-
grupos inversos

Seja S um semigrupo inverso com zero e nosso objetivo agora é construir
uma categoria que denotamos por C’(S) que agird sobre o conjunto S sat-
isfazendo a condicao de orbita, ou seja, faremos o caminho inverso da se¢ao

anterior.

43



Definicao 2.4.1 Seja S um semigrupo inverso. Denotamos por
C'(S) :={(s,e) € S x E(S) : s7's < e},

onde E(S) denota o conjunto dos idempotentes de S. Definimos d(s,e) =
(e,e) e r(s,e) = (ss71, ss7!) e o produto parcial (s,e) - (¢, f) := (st, f), se
e = tt~! e nao definido nos outros casos.

Se S é um semigrupo com zero, denotamos por Z = {(0,¢e);e € E(S)} e

consideremos C'(S) = C'(S)/Z.

Notamos que C’(.5) é fechado em relagao ao produto parcial, pois, se (s, ¢)
e (t, f) estao em C'(S), entao, s 'ls<eet 't < f.
Se (s,e) - (t, f) = (st, f), entao t 't < e. Além disso, p (s,e) - (t, f) € C'(S),
pois (st)~!(st) < f. De fato, (st)™!- (st) =t 1s7lst < t7let =t 71t =
tit < f.

O préximo resultado mostra que (C'(5), ) é de fato uma categoria.

Proposicao 2.4.2 (i)(C'(S),-) € uma categoria e vale a lei do cancelamento
a direita.

(ii) Os isomorfismos em C'(S) sdo os elementos da forma (s,s™'s).

(i1i) Se S € um semigrupo inverso com zero, entdo (0,0) é um objeto terminal
em (C'(S), e o 1unico morfismo com dominio (0,0) € (0,0).

(iv)Se S é um semigrupo inverso com zero, entio C(S) € uma subcategoria

cheia de C'(5).

Prova. (i) Afim de mostrar que C’(S) é uma categoria, devemos verificar
as trés condigoes da Definicao 2.1.1, para tanto usaremos livremente os itens
do Lema 1.3.1 e da Proposigao 1.3.3. Considere (s, e), (¢, f), (z,7) € C'(S5).
(C4) Suponhamos que exista (s, €)-[(t, f)-(z,7)] = (s,€)-(tz,i) e (s,e)-(tz,i) =
(s(tz),i) com isto, f = xz™' e e = (tx)(tz)™! = (tz)(x ) = t(xz ')t~ h
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Desta maneira, temos que e = tft~ ! entdo et = tft 't = tt~'tf = tf. Assim,
ett™! = tft~1 = e, e portanto e < tt71.

Por outro lado, t71t = tt7! < f, entao t7't = t~f = tlet. Assim,
t7it =t tett ! =ttt le = t7te, logo tt~! =ttt = tt~le. Donde se
conclui que tt~! < e. Como < ¢ antissimétrica, segue-se que e = tt~!. Desta
forma obtemos f = zx™! e e = tt71. Assim, existe [(s,e) - (¢, f)] - (x,4). A
prova da reciproca é analoga.

(Cy) Por (C), se existe (s, e)-[(t, f)-(x,1)], entao existe [(s,e)-(t, f)]-(z, 1),
e com isto f =z~ e e = tt71. Assim, existem (¢, f) - (z,4) e (s,¢e) - (¢, f).
Argumentos andlogos provam a reciproca.

(C3) Para cada (s,e) € C'(S) existem (s7's,e) e (ss7, e) tais que
(s,e) - (s71s,e) = (ss7ls,e) = (s,¢€), (ss7he) - (s,e) = (ss71s,e) = (s,e) e
(s,e).(e,e) = (s,e).

Agora vamos mostrar que vale a lei do cancelamento a direita. De fato,
sejam (s,e), (t, f), (u,i) € C'(S) e suponhamos que existam (s,e) - (£, f) e
(u,i) - (t, f) onde (s,e) - (t, f) = (u,i)- (¢, f). Entao, (st,f) = (ut, f). Se
existem (s, e)-(t, f) e (u,4)- (¢, f), entdao, e = tt~! e i = tt~! respectivamente.
Desta maneira, e = 7, com isto, s 's,u"!'u < e. Notemos que st = ut
e stt™! = utt™!. Assim, se = ue. Logo, s = ss7!s < se = ue < u e
u=utu < ue = se < s. E pela antissimétrica de < temos que s = u.
Portanto, (s,e) = (u,i) € C'(9).

(ii) Pela definigdo 1.5.4, os isomorfismos de C’(S) sao elementos (s, e),
(t, f) € C'(S) tais que existem (s,e) - (¢, f) =r(s,e) e (t,f)-(s,e) =d(s,e).
Assim, temos quee =ttt e f = ss7. Como (s,e)-(t, f) = (st, f) =r(s,e) =
(ss71 ss7He (L, f)-(s,e) = (ts,e) = d(s,e) = (e, e), entdao st = ss L ets = e,

1

ou seja, sts = ss 1s = se e tst = tt7! = t. Assim, sts = s e tst = t. Pela

1

Proposicao 1.1.2, temos t = s71 e s = t7!, s e t sdo inversos em S, logo os
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isomorfismos de C’(S) sao da forma (s,s™'s), pois e = tt7! = s7!s.

(iii) Observamos que pelo produto definido em C’(.S) podemos ver (0, e)
como um morfismo de (e, e) para (0,0). Suponhamos agora que (s,e) seja
um morfismo de (e, e) para (0,0). Entao, r(s,e) = (ss71, ss7!) = (0,0),
segue que s = 0. Assim, o morfismo (0, e) é inico. Agora, suponhamos que
d(s,e) = (0,0). Desta maneira, s~'s < 0. Logo s™'s = 0 e consequente-
mente, s = 0. Portanto, o tinico morfismo que tem dominio (0,0) é (0, 0).

(iv) Consideremos a subcategoria de C’(.S) determinada pelas identidades
C’'(S)o/(0,0). Entao que (s,e) pertence a esta subcategoria se, e somente
se, d(s,e),r(s,e) # (0,0). Para isto basta mostrar que (s,e) pertence a
subcategoria definida, se, e somente se, (s,e) ¢ Z.

(=) Seja (s, e) pertencente a subcategoria definida inicialmente. Entao
d(s,e) # (0,0) e r(s,e) # (0,0). Assim, e # 0 e s # 0 respectivamente.
Logo, se s # 0, temos que (s,e) ¢ Z.

(<) Suponhamos (s,e) ¢ Z, assim (s,e) # (0,e). Entdo s # 0 e com
isso, r(s,e) = (ss7!,ss71) # (0,0). Como e € E(S), temos que e # 0. Assim
d(s,e) # (0,0). Logo, (s,e) nao pertence a subcategoria. W

A partir de C(S) construimos um C(S)-sistema a esquerda com pro-
priedades adicionais. Antes, enunciamos algumas propriedades e destacamos

algumas notagoes que sao usadas nesta construcao.

Definicao 2.4.3 Dizemos que um sistema a esquerda ¢ X satisfaz a condicao
de cancelamento a direita se sempre que ¢c-x e d-x existeme c-x =d -,
entao ¢ = d. O sistema a esquerda X ¢é chamado de sistema se satisfazer

as seguintes condigoes:
(S1) C € uma categoria que € cancelativa a direita;
(S2) X satisfaz a condi¢ao de orbita;
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(S3) A fungio p: X — Cy € sobrejetora;
(S4) X satisfaz a condi¢ao de cancelamento a direita.

Usamos a notagao (C, X) para denotar um sistema a esquerda ¢ X que é
um sistema. Construimos, a partir de um semigrupo inverso com zero, uma

classe de sistemas.

Teorema 2.4.4 Sejam S um semigrupo inverso com zero. Tomando Xg =
S—{0} ep: Xg — C(S)g definida por p(x) = (zz~, zz™") para todo x € Xg.
Entao a aplicagio C(S) * Xs — Xg definida por (s,e) - x = se sempre que
d(s,e) = p(x), estd bem definida e € uma agdo de C(S) sobre o conjunto Xg.

Além disso, o par (C(S), Xs) € um sistema.

Prova. Vamos mostrar que C(S) * Xg — Xg estd bem definida. De

fato, suponhamos que existam s, e,z € S nao nulos tais que (s,e) -z = sx =

1

0. Entao, szx™' = 0. Se existe (s,e) - x, entdo, d(s,e) = p(z), ou seja,

1 1

(e,e) = (zx~t, xz™1). Assim, e = z2~! e segue que sxz™! = 0, o que explica

se = 0. Como s !s < e, entdao, s 's = s lse e com isto ss7's = ss~!se.

Desta maneira, s = se = 0. Logo, s = 0. O que contradiz o fato que s # 0.
Portanto, sz # 0 e (s,e) -z € Xg.
Vamos mostrar que Xg é um C(S)-sistema a esquerda, mostrando A, A,

e A3 da Definicao 2.2.1 sao validas.

1

Ay, Para que exista p(z) -z = (zz~!, zz71) - z, temos que d(p(z)) = p(z).

Portanto, existe p(z) - x e ainda p(z) - x = (zx~zz™) -2 = 227 lz = 2.

Deste modo, p(z) -z = z.

Ay, Se J(s,e) -z, entdao p((s,e) - x) = p(sx) = (sx(sz)™! sx(sz)™!) =

(szx~ts™! sxz~ts™1). Como p(z) = d(s,e) entdo e = zz~!, e segue que
(zz~ ', zz™) = (e,e). Assim p((s,e)-x) = (ses™ !, ses™ ). Desde que se = s
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temos que p((s,e) - 1) = (ss71, 557 =r(s,e) e p((s,e) - x) =1r(s,e).
As. Se A(s,e) - (t, f) € C(S) e A(s,e) - (¢, f)) -x. Entdo, e =1t sts<e
e t~'t < f. Por hipétese ((s,e) - (t,f)) - x = (st)x e d(st, f) = (f, f) =
(xz~ zz™!), ou seja, f = xz~'. Notamos que d(t, f) = p(x). De fato,
d(t, f) = (f, f) = (xz7', 2z27') = p(x).Deste modo, d(t, f) = p(z), e com
isto, (t, f) - © = tx. Para existir (s,e) - (tz) é preciso que d(s,e) = p(tx),
mas p(tz) = (tz(tx) L tx(te) ™) = (tza 7 tea™ 71 = (tft71 0 f7)) =
(tt= 1, tt71) = (e,e) = d(s,e). Portanto, existe (s,e) - (tz). Notemos que,
((s,e)(t, f)) -z = (st,f)-x = stx e (s,e) - ((t, f) - x) = (s,e) -t = stx.
Portanto, ((s,e)(t, f)) - x = (s,e) - (¢, f) - 2).

Agora, vamos verificar que as condigoes S1, S, S3 e Sy da Definicao 2.4.3
sao validas.
Si. Pela Proposigao 2.4.2 temos que C(S) é uma categoria cancelativa a
direita.
Sy. Os subsistemas ciclicos de Xg sao da forma, C'(S) -z := {(s,e)-x;(s,e) €
C(S) d(s,e) -2} = {sz : s's < e =z ! s,e,x # 0}. Observamos que
C(S) -z € Sz — {0}, pois cada elemento de C(S5) -z é da forma sz € Sz.

Vamos mostrar que Sz — {0} C C(S) - z. Sejam sz € Sz —0 e e = zx~ .

1

Entdo, sz = szx~'z = (szx™')z = (se)z. Consideremos o par (se,e). Desde

—1,-1 -1

que (se)7lse = els7lse = s7ls < e, entao (se)”!

se < e. Logo o par
(se,e) € C(9) e (se,e) -z = sex = sx. Entdo sx = (se,e) € C(S). Portanto,
Sz — {0} C C(S) - x. Assim, C(S) -z = Sx. Agora, sejam C(S)-z,C(5) -y
tais que C(S) -z NC(S) -y # 0, logo Sz N Sy # (. Para cada a € Sx N Sy
com a # 0, entdo a = sr = ty, onde s,t € S. Observe que a = sx, entao,
ar 'z = szx7lz = sx = a e a = ty, entdo, ay~ly = tyy~ly = ty = a.

1

Note que: ax™ 'z = ay~'y entdo ax~txy 'y = a, onde 2 'zy 'y # 0. Entao,

a € Sy = C(S)y e também ay 'y = ar~'x, assim ay 'yr 'z = a. Logo a €
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Sz = C(S)z, ouseja, a € C(S)zNC(S)yea = ax 'zy~ty € C(S)(z oy y)
e C(S)zNC(S)y =C(S)(z twyty).

S3. Se (e,e) € C(S), entdo e € Sx — 0 e p(e) = (e, e), pois d(e,e) = (e, e) =
(ee™t ee™) =ple) e p: Xg — C(S) com e — p(e) = (e, e).

S4. Suponhamos que (s,e) -z = (t,f) - . Entdo sz = tx, e com isto,

1

srrz~! = txz~!. Como existe (s,e) -z, temos que d(s,e) = p(x), com isso

1

(e,e) = (za~ !, zx™1), entdo e = za~ . !

L obtemos

Assim de sxx™" = txx”
se = te, logo, s = t. Da maneira andloga se existe (¢, f) -z obtemos d(t, f) =
p(x). Deste modo, f = xz~!, portanto e = f. Entao s 's <e, t7 1t < f=e.
Logo, podemos concluir que (s,e) = (¢, f). N

A seguir iremos ver que sistema (C(S), Xg) obtido no Teorema 2.4.4

satisfaz uma condicao a mais.

Teorema 2.4.5 Seja S um semigrupo inverso. Entio (C(S), Xs) € um sis-

tema satisfazendo a condicao forte de orbita.

Prova. Desde que (C(S), Xg) é um sistema, entdao por Sy da Definigao
2.4.3, basta mostramos que dados z,y € Xg temos que z 'zy 'y # 0. De
fato, como z,y # 0, entao x'xy~ly # 0. Logo 0 # C(S)(z 'zy~ly) C
C(S)xnC(S)y. A

Finalizamos esta se¢ao com uma simplificacao das condigoes de que para
um par ordenado (x,y) pertenca a relagdo R* (veja Lema 2.3.9) e na iden-
tificagao das classes de equivaléncia da relacao ~ definida no Lema 2.3.10.

Estas simplificacoes serao tteis nos préximos capitulos.

Lema 2.4.6 Seja (C, X) um sistema. As sequintes condi¢oes sao vdlidas.

1. Para qualquer x,y € X temos que (x,y) € R* se, e somente se, p(x) =

p(y)-

49



2. Na construcao da Proposicao 2.5.14 temos que:

(z,9) ~ («",y) & (z,9) = u- («,y),
para algum isomorfismo u em C.

Prova. 1. Se (x,y) € R* entao p(z) = p(y), pelo Lema 2.3.9. Reciproca-
mente, Suponha que z,y € X sao tais que p(z) = p(y) e que az = bx. Como
C' é um sistema, temos a = b, logo ay = by. A reciproca é andloga. Assim,
pelo Lema 2.3.9, (z,y) € R*.
2.(=) Se (z,y) ~ («',y'), entdo por definigdo existem u,v € C tais que
(,y) =u-(2,y), entdo x =u-2' ey =u-y e ainda, (z/,y) =v- (z,y),
entdo 2’ =v- -z ey =v-y. Entdo, existe z =u-2' =u- (v-x) = (uv) - x.
Pela definigao de agao, temos = = p(z) - z, logo p(x) - * = (uv) - x, ou seja,
p(z) = (uv). Analogamente, p(z') = vu. Como p(x) -z =z e p(2') - 2’ = 2.
Observe que: uv : p(x) — p(x) e vu : p(x’) — p(a’). Por definigdo u é um
isomorfismo.

I' = v temos

(<) Temos que (z,y) = u- (2',y') logo x = u - 2/, fazendo u~
2 = v -x. Analogamente, a partir de y = u -y obtemos ' = v -y. Logo

(z,y) ~ (z,y). W
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Capitulo 3

Funtores que associam INV e

SY S

No capitulo anterior associamos cada sistema a um semigrupo inverso
e vice-versa. Aqui, queremos provar que estas associacoes preservam pro-
priedades funtoriais. Iniciaremos esta secao construindo um funtor partindo
da categoria dos sistemas para a categoria dos semigrupos inversos. Na se-
gunda parte trilharemos o caminho contrario, estabelecendo um funtor que

associa a categoria dos semigrupos inversos a categoria dos sistemas.

3.1 Um funtor que associa sistemas a semi-
grupos inversos

Nesta secao construiremos um funtor que ligara a categoria dos sistemas
a categoria dos semigrupos inversos. Para isto, necessitamos estabelecer um

morfismo entre sistemas.

Definicao 3.1.1 Sejam (C, X) e (D,Y) sistemas e (F,f) um morfismo de
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cX para pY, tal que, (F,0) satisfaz M; e My da defini¢ao 2.2.7. Dizemos
que (F,0) é um morfismo de sistemas se satisfaz as seguintes condigoes, que

denotaremos simplesmente por (Ms):

C-anC-y=0=D-0(x)yND-0(y) =10
e
C-z2nNC-y=C-z2=D-0(x)ND-0(y) =D -0(z)

Agora ja estamos aptos a descrever as categorias dos sistemas que
denotamos por SY S e a categorias dos semigrupos inversos INV que sao as
duas categorias chaves deste trabalho:

SY S: os objetos sao sistemas e os morfismos sao morfismos de sistemas acima
definidos e,
INV: os objetos sao semigrupos inversos e os morfismos sao homomorfismos
de semigrupos que sao O-restritos (ver Definigao 1.1.6).

Defina © : SY'S — INV, associando o sistema (C, X) € SY S ao semi-
grupo inverso

Lembramos que J(¢X) denota o subsemigrupo inverso de I(X) constituido
de todos os C-isomorfismos do tipo ¢ : C'- & — C -y ( C-isomorfismo entre
C-subsistemas ciclicos de X) unido com a fungao zero e que pela Proposigao
2.3.14 temos que J(¢X) é isomorfo a R*/ ~ estabelecido na Defini¢ao 2.3.7.
Fagamos © agir sobre os morfismos do seguinte modo: Se (F.,6) : (C, X) —

(D,Y) é um morfismo de sistemas, entao,
O(F,0):0(C,X) — 6(D,Y)

¢ definida por O(F,0)([z,y]) = [0(z),0(y)] e O(F,0)(0) = 0. Onde [z,y],
denota a bije¢ao parcial ¢ : C'- 2z — C -y, definida por p(a-x) = a -y de
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J(cX), ou seja,

(p:C-z2—=>C-y)—(p:D-0(x)— D-0(y)).

Teorema 3.1.2 Nas notacoes acima definidas, © : SYS — INV € um

funtor.

Prova. Iremos mostrar que O satisfaz as condicoes da Definicao 1.5.3. Para
z,y € X, temos que [0(z),0(y)] estd bem definido. Consideremos O(F,0) :
J(cX) — J(pY) e tomemos [z,y] € J(c¢X). Neste caso (z,y) € R*, e pela
Defini¢ao 2.3.11 temos p(z) = p(y), e ainda, pela Defini¢ao 2.2.7, p(6(z)) =
Fp(x) = Fp(y) = p(6(y)). Pelo Lema 2.3.9 (6(x),0(y)) € R*, e portanto,
[0(x),0(y)] € J(Cx ).

A aplicagdo O(F,0) estd bem definida, pois se [z,y], [w, z] € J(cX) s@o
tais que [z, y] = [w, z], entdo, pelo Lema 2.3.10, existe u € C' tal que (z,y) =
w- (2',y), portanto, x = u -2’ ey = uw-y. Assim, 0(z) = O(u-2') =
O(u)f(z'), pois O(z) € J(pY) e O(y) = O(u-y') = 6(w)d(y'), pois O(y) €
J(Dy). Consequentemente, 0(x) = 0(u)f(z’) e O(y) = 0(u)d(y’). Logo,
(02), 0(3)) = 0(u) (B(x'), 0(s)).

Agora, iremos mostrar que O(F, ) é um homomorfismo em /NV. Sejam
[z,y], [w, z] € J(c¢X). Se [z,y] ® [w,z] =0, entdo C-yNC-w = e ainda
O(F,0)(0) = 0. Como (F,0) é um morfismo de sistema, temos D -0(y) N D -
O(w) =0e[0(x),0(y)]@[0(w),0(z)] =0, assim O(F, 0)[z,y] @O(F, 0)[w, z] =
0. Portanto, O(F,0)([z,y] ® [w, z]) = O(F,0)[z,y] @ O(F,0)[w,z]. Agora,
se [z,y] ® [w, 2] # 0 temos C-yNC-w=C-(yAw)e OF,0)(z,y ®
[w, z]) # 0. Por defini¢ao C'- (y Aw) = C- ((wxy) -y) = C- ((y xw) - w)
e O(F,0)([x,y] ® [w, 2]) = O(F,0)([(w*y) -z, (y *w) - 2]). Sendo (F,H) um
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morfismo de sistemas, temos
D-0(y)NnD-0(w)=D-0(y \w) (3.1)
Notemos que,

OyAw) = B((wry)y) = Flusy)-0(y) e O(yAw) = 6((ysw)w) = Flysaw)d(w)
(3.2)

De (3.1) e (3.2) seja F(wxy) =0(w) *0(y) e F(y*xw) = 0(y) *x O(w). Dessa

maneira, D -0(y) N D -0(w) =D - (0(w) x0(y) -0(y)) e D-0(y) N D -0(w) =

D-((0(y) * 6(w)) - 6(w)).

Assim, [0(x), 0(y)] © [0(w), 0(2)] = [(0(w) * 0(y)) - 0(x), (0(y) * O(w)) - 0(2)].

Ou seja, O(F,0)[z,y] ® O(F,0)[w, z] = O(F,0)[(w*y) - x, (y *w) - z|. Para

ver que © é de fato um funtor, resta verificar os itens 2. e 3. da Definicao

1.5.3.

2. Iremos mostrar que O[(F,0) o (G, )] = O[(F,0)] 0o O[(G, ¢)]. Observamos

que O[(F,0) o (G, ¢)][z,y] = O(F o G,0 0 p)[z,y] = [0 0 p(x),00p(y)] e

O[(F,0)] 0 B[(G, ¢)] = O(F, 0)[(p(x), ¢(y))] = [0 0 p(x), 6 0 p(y)].

3. Seja O(1, p(z))[z,y] = [p(z) -z, p(y) - y] = [z, Y.

Portanto, ® é um funtor. M

3.2 Um funtor que associa semigrupos inver-
Sos a sistemas

No sentido contrario ao da secao anterior, definimos agora um funtor €2 :
INV — SY'S, que associa semigrupos inversos a sistemas do seguinte modo:
Q(S) = (C(5),Xs), onde Xg := S — {0} e C(5) ¢ a categoria dada na
Defini¢ao 2.4.1, que age sobre Xg do seguinte modo: p : Xg — C(5) :=
{(e,e) : e € E(S)} ¢ definida por p(z) = (zz~', zx™!) e a agdo C(S) * Xg —
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X, definida por (s, e)-z := sz se d(s,e) = p(x). Os morfismos de semigrupos
sao transformados por €2 do seguinte modo: se § : S — T é um homomorfismo
de semigrupos inversos, entao, 2(0) : (C(S), Xs) = (C(T), Xr) definido por
Q(0) = (Fy,0), onde Fp : C(S) — C(T) é dada por Fy(s,e) = (0(s),0(e)).
Assim, () é um morfismo de sistemas.

Nosso proximo resultado é provar que {2 esta bem definido e tem pro-

priedades funtoriais.

Teorema 3.2.1 Nas notagoes acima definidas 2 : INV — SYS é um fun-

tor.

Prova. Sejam S,7 € INV e #:S — T um homomorfismo de semigrupos
inversos. Iremos mostrar que (Fp,#) é um morfismo de sistemas. De fato,
(Fp,0) devera satisfazer M; e M, da Definigao 2.2.7.

M;. Seja xz € Xg =S — {0}, entao p(6(z)) = (6(z)8(x) "1, 0(x)0(x)1).

Por outro lado,
Fy(p(z)) = Fy(za™, wx™) = (0(zz™),0(zz™t)) = (0(x)0(z) ", 0(x)0(x) ).

Portanto, p(6(z)) = Fy(p(x)).

M,. Suponhamos que exista (s,e) -z € (C(S), Xg). Sabemos que (s,€) -z =
st e 0((s,e) - ) = O(sx). Por definigao, Fy(s,e) = (0(s),0(e)). Portanto,
Fy(s,e) - 0(x) = (0(s),0(e)) - 0(x) = 0(s)8(x) = O(sx). Logo, 0((s,e) - z) =
Fy(s,e)-0(x).

Ainda, (Fjy,0) deverd satisfazer Ms da Definigao 3.1.1. Na prova do
Teorema 2.4.4, no item que demonstra Sy, ficou estabelecido que para um
sistema (C(S), Xg) temos que C(S) -z N C(S) -y = C(S) - (z7lay ly) —
{0}. Suponhamos entdo, que para certos z,y € S, tenhamos C(T') - 6(z) N
C(T) - 0(y) # 0. Neste caso, O(z'zy~ty) = 0(z1)0(x)0(y1)0(y) € C(T) -
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0(x)"'0(z)0(y) " 0(y) — {0}, implica que O(z 'zy~'y) # 0. Desde que 6
¢ um homomorfismo de semigrupos, segue que =z lzy~ly # 0, logo 0 #
Sz lzy=ly — {0} = C(S) -z N C(S) - y.

De maneira andloga temos que se C(S)-xNC(S) -y = C(S) - 2z, para
algum z € S, e pelos argumentos acima descritos, temos que C(T') - 6(z) N
C(T) - 0(y) = O(T) - (wz~'y~'y) = C(T) - 0(2).

Finalmente, vamos verificar que ) preserva composicao e identidades.
Com efeito, sejam S, T, U semigrupos inversos e 61 : S — T e 0y : T — U ho-
momorfismos de semigrupos. Entao, neste caso, 2(6,0601) = (Fp,op,,020061) é
tal que para todo (s, e) € C(S) temos que Fp,op, (S, €) = (0200(s), 02001 (€)) =
(02(01(5),0201(s)) = (Fp, o Fp,)(s,e). Como homomorfismos de semigru-
pos preservam identidades tem-se que Fy,og, (€,€) = (62(01(e),0201(s)) é uma

identidade, para todo e € S;. W

3.3 Compondo os funtores © : SYS — INV e
Q:INV — 8YS

Nas Secoes 3.1 e 3.2 construimos os funtores © : SYS — INV e Q) :
INV — SYS. Estamos agora interessados em comparar os semigrupos S
com ©0€Q(S) e os sistemas (C, X) com (200)(C, X). Nesta se¢do faremos a
comparacao entre os semigrupos pois ja temos pré-requisitos suficientes para
isso. A comparacao entre os sistemas demanda estabelecermos quando dois
sistemas sao equivalentes, e isso requer um pouco mais de trabalho, e por
isto, deixaremos para o préximo capitulo.

Seja S um semigrupo inverso com zero. Pela Proposi¢ao 1.4.7 temos
que S, que denota o subconjunto de todos os S-isomorfismos entre ideais

principais a esquerda de S, é um semigrupo inverso. Estes ideais serao de-
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notados por Ss, para s € S.
Para cada s € S, defina ¥ : S — S por ¥(s) : Ss~'s — Sss~! onde

1

s+ U(s) =as™ !, para todo a € Ss~!s .

Lema 3.3.1 U ¢ um isomorfismo de S para S.

Prova. Pelo Teorema de Wagner Preston (Teorema 1.4.8), temos que
6 :S — I(S) onde para cada s € S associamos 6, : Ss™'s — Sss~! definida
por 65(x) = xs é um homomorfismo injetor de semigrupos inversos. Desde
que 6(S) C S, podemos observar que a restricio ¥ : S — S onde para cada
s € S, temos s — W(s)(a) = as™! para todo a € S ¢ um homomorfismo
injetor de semigrupos inversos. Iremos, provar que ¥ é sobrejetora. De fato,
seja 0 : Sz — Sy um isomorfimo em S, entdo existe um tnico a € Sy, tal

que ¢(z~'z) = a. Observamos que

#(sz) = p(sva'z) = p(sz(z'2)) = szp(z~'z) = sza
¢ ainda,

a = d(r7'2) = oz~ "wr'z) = 2 wg(z %) = 27 'za,

entdao a = v 'za. Mas a € Sy = Sy~ 'y, tem-se que a = by 'y para certo
be S, daf, ay 'y = by lyy 'y = by 'y = a, ou seja, a = ay'y. Entdo a =

Yray=ly, e assim, a € Sy~ty. Como ¢ é sobrejetora, existe a’ € Sz tal que

-
o(a') = y~ly. Portanto y~ly = ¢(d') = ¢(d’z " x), pois a’ € Sz = Sz~ 'u.
Para cada a € Sz~ 'z e d'ad’ € Sz~ 'z, entao ¢(d'ad’) = dap(a’) =
day™ly = y~lyyTly = y~ly = ¢(d’), como ¢ é injetora, a’ = a’ad’, ou seja,
a = a”'. Em particular, a 'a = y 'y e ¢laa!) = ad(a!) = ay~ly =
aa"'a = a, mas ¢(z7'x) = a e assim ¢(aa"t) = ¢(x7'x). Logo ¢(sx) =

sra = sxx'za = sraa ta = sva = V,(sz). W
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Além de provar que S e (O o Q)(S) sao semigrupos inversos isomorfos,
veremos dados z,y € S, a cada C(S)-isomorfismo de C(S) - x sobre C(S5) -
y (ver Definigdo 2.2.7) podemos induzir um S-isomorfismo de semigrupos

inversos de Sx sobre Sy e vice-versa.

Teorema 3.3.2 Sejam S um semigrupo inverso com zero e x,y € S — {0}.

As sequintes condi¢oes sao vdlidas.

1. Os C(S)-isomorfismos de C(S)-x — C(S) -y induzem e sdo induzidos

por S-isomorfismos de Sx — Sy.
2. 5 e (©o)(S) sao isomorfos.

Prova. 1. Sejam x,y € S—{0}. Como vimos na prova do Teorema 2.4.4,
um C'(S)-isomorfismo de 6 : C(S)-z — C(S)-y satisfaz C'(S)-x = {sx;s s <
ee} = Sr—{0} e C(S)-y={ry;r~'r <e} =Sy — {0} e p(6(sx)) = p(sz) e
ainda, se existe (r, f) - sx, entao 0((r, f) - sx) = (r, f) - O(sx) = r(sz).

Primeiramente, mostramos que (sz, 8(sx)) € R*. Considere sz € C(S)-x,
se sz # 0, pela definigdo de morfismo, p(6(sz)) = p(sx), sendo, temos sx =
0, e assim, f(szr) = 0. Em qualquer caso, temos, pelo Lema 2.3.9, que
(sz,0(sx)) € R*.

Com essa informacao podemos mostrar que 0: Sz — Sy, definida como
sendo 6 = 6 em Sz — {0} e é(O) = 0 é um S-homomorfismo, ou seja, para
qualquer t € S ¢ sz € Sx temos 0(t(sz)) = t0(sx). Suponha que t(sz) = 0,
com t,sx # 0. Temos que (0(sz),sxr) € R* e que R* é uma relagao de
congruéncia a esquerda, logo (t0(sx),tsz) € R* e ainda, (t0(sx),0) € R*,
ou seja, p(td(sz)) = p(0) e th(sx)(th(sz))~! = 0, assim tf(sx) = 0, e entao,
t0(sx) = 0(t(sx)).

Vamos estender # a Sx para Sy fazendo 6(0) = 0. Para tanto, suponha
que t(sz) # 0. Se t(sx) existe em Sz, entdo existe (f,e)sx € C(S)z e
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d(t,e) = p(sx), e ainda,

(e,€) = (sx(sx) ™t sx(sx)™t) (3.3)

ou seja, e = sw(sw) L.

Entao t(sx) = tsx(sx) tsz = t(e(sr)). Agora con-
sidere (te,e). Se e # 0 entdo sz = esz = 0 o que contradiz a hipdtese de
t(sx) # 0, logo e # 0. E ainda se te = 0 temos que 0 = tesx = tsz o
que contradiz a hipétese de t(sx) # 0, logo te # 0. Como (te,e) € C(S)
temos que (te)~!(te) < e, e assim, et "'te < e. Observe que por 3.3 temos
d(te,e) = (e,e) = p(sx). Entao existe (te,e) - sz e (te,e) - sx = (te) - sx =
tesx = tsx. Como 0 é um C(S)-homomorfismo, vale 0((te, e)sx) = O(tesz) =
tef(sx) = (te,e)f(sx). Observe que O(tsr) = tef(sx) = td(sx). Portanto 6 é
um S-homomorfismo.

Reciprocamente, seja # : Sxr — Sy é um S-isomorfismo. Defina 6 -
C(S)-x — C(S) -y por O((s,e) - ) = O(sx). Observe que se (t, f)z = (s, e)x
entdo tx = sz e assim, 0(tz) = 0(sxz), portanto 0 estd bem definida.

Como 0 é S-isomorfismo, temos O(tsz) = t0(sx) = (t, f)O((s,e) - x).
Portanto, 0((¢, f) - ((s,x) - ©)) = 0((ts,e) - ) = O(tsx), consequentemente
0((t, f)- ((s,z)-2)) = (t, f)-0((s,e) - ). Com isso, O é um C(S)-isomorfismo.

2. Definemos a fungao ¢ : S — J(Xg), onde ¢(s) = ps-1 : C(S)(s7's) —
C(S)(ss7') se s #0 e 1(s) = 0se s = 0. Pelo Item 1. e pelo Lema 3.3.1,
temos que ¢ estd bem definida e ¢ um C(S)-isomorfismo. W

Finalizamos com o seguinte corolario imediato

Corolario 3.3.3 Todo semigrupo inverso é isomorfo a um semigrupo decor-
rente de uma acdo de categorias sobre um conjunto que satisfaz a condicdao

forte de orbita.

39



Capitulo 4

Equivaléencia entre sistemas e
uma equivalencia entre

categorias

Iniciamos este capitulo, estabelecendo uma relacao de equivaléncia entre
sistemas, comparamos os sistemas (C, X) e (£2 0 ©)(C, X), mostrando que
estes pertencem a uma classe ampla de sistemas. Finalizamos, mostrando
que a categoria INV é equivalente nao a toda categoria SY S, mas sim a um

quociente desta categoria.

4.1 Sistemas Equivalentes

A seguir introduzimos uma classe especial de morfismos de sistemas que
vamos chamar de equivaléncia e um conceito que chamaremos de trans-
formagoes entre morfismos de sistemas. Para isto, utilizamos as chamadas

transformagoes naturais definidas na segao 1.5 (ver Defini¢ao 1.5.5).
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Definicao 4.1.1 Sejam (F,0) e (G, @) morfismos de sistemas de (C, X) em
(D,Y). Uma transformagao entre morfismos de sistemas 7 : (F,0) — (G, ¢)
€ definida pelas sequintes condicoes:

Ti. 7: FF— G € uma transformacao natural;

Ty. @(x) = Tp@) - 0(x), para todo v € X.

Observemos que () = Ty - 0(x) existe pois d(7pm)) = F(p(z)) e
r(Tp)) = G(p(x)) para todo x € X. Assim, por M; da Definicdo 2.2.7,
temos que d(7,)) = F(p(x)) = p(0(x)).

Particularmente, se em Ti, 7 = 1p : (F,0) — (F,0) for a trans-
formacao natural identidade, dizemos que a transformagao 7 é a transformagao
identidade. Se 7 : F' — G é um isomorfismo natural, dizemos que 7 é um
isomorfismo. Neste caso, 771 de G para F' ¢ definida por 7. = (1,)7!, para
cada identidade e € C.

No Préximo resultado usaremos a definicao de categorias no sentido da
Defini¢ao 2.1.1. Lembremos que uma categoria C' é uma préordem se for
uma ”small” categoria (isto é, a unidao de seus objetos com todos os morfis-
mos forma um conjunto); o conjunto dos objetos é ordenado parcialmente e
sempre que um objeto A for menor que um objeto B, entao existe um tnico

morfismo de A para B.

Lema 4.1.2 Sejam (C, X), (D,Y) sistemas.

(1) As transformagoes entre morfismos de sistemas de (C,X) para (D,Y)
formam uma categoria no sentido da Definicao 2.1.1. Além disso, tal cate-
goria € uma préordem.

(17) SeT: (F,0) — (G,p) eo: (G,¢) — (F,0) sdo transformagoes, entao T

é um isomorfismo e 0 = 7L,
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Prova. (i) Observemos que os objetos e os morfismos desta possivel
categoria sao dados da seguinte maneira:

Objetos: 1p: (F,0) — (F,0),onde F : C'— D é um funtore  : X — Y
uma funcao.

Morfismos: para qualquer x € C, temos que d(x) =e € Cyer(x) = f €
Coy, onde:

(a) Primeiramente iremos mostrar que composi¢ao de transformagoes é
uma transformacao. De fato, sejam 7 : (F,0) — (G,p) e 7o : (G,p) —
(H, ) transformagdes, logo por definigao sabemos que 71, 75 sao transformagoes
naturais. Se A, B sdo objetos e f : A — B um morfismo, entdo G(f)or, =
T, 0 F(f) e H(f) o 7o, = T2, 0 G(f), pois os diagramas abaixo comutam

TlA TQA

F(A) — GA) —S H(A)
FH 4 i an 4w

F(B) G(B) H(B)

De H(f) o1, = T2, o G(f) podemos obter as seguintes igualdades:
(H(f)omay)omy = (125 0 G(f)) 071,y

H(f)o(m,0Ti,) =720 (G(f)oTi,)
H(f)o (12, 071,) = T2 0 (115 0 F(f))
H(f)o (12, 071,) = (T25 0 T1) 0 F(f)

Portanto, 72, o 71, é uma transformagao natural.
Iremos mostrar agora que vale a segunda condi¢ao da definicao de trans-

formagao. De fato, para todo x € X, temos ¢(x) = 7, - 0(z) e P(z) =
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Ty - P(), assim 6(x) = 71, T, - O(r) = (720 )y - B(a). Portanto,
To, © 71, ¢ uma transformacao.

(b) Iremos mostrar que as transformagdes de um morfismo de sistemas
formam uma categoria (cujos objetos sao as equivaléncias de sistemas). Para
isto, veremos que sao satisfeitas as condigoes C, Cy e (5 da Definicao 2.1.1.

C:. Primeiramente vamos mostrar que a composi¢ao destes morfismos
(transformagoes) é associativa. Sejam 7y, 7y, 73 transformagoes. Onde 7 :
(F.0) = (G,p), 1 (G,p) = (H,Y),13: (H,Y) = (I,aq).

Pelo item (a), 9 0 77 é uma transformagao. Do mesmo modo (1507) 073
é uma transformacao. Comom : FF - Ge FF: C — D; G:C — D, assim
para qualquer a € C, 7, € D, logo (12 071) 0 73 = 13 0 (7 0 73). Como existe
(T2, ©T1,) © T3, entao existem Ty, 0Ty, € Ty, O T3.

Cy. Como existe (75 0 77) o 73, temos do item (a) que existem 75 077 €
71 0 13. O resto é analogo.

C3. Consideramos 1p : (F,0) — (F,0) , 1g : (G,p) — (G,p) e T :
(F,0) = (G,¢),entao Tolp=7Te lgoT =T.

Para mostrar que é uma ”small” categoria, tome u : (F,0) — (G,¢) e
v : (F,0) = (G,¢). Por definicao obtemos: ¢(x) = pp) o 0(x) e o(z) =
Yp(z) © O(x). Assim fipm) 0 0(z) = Yp@) © 0(x), e pela lei do cancelamento
Hp@) = Yp)- Sendo p : X — Cy sobrejetora, segue-se que para qualquer
e € Cy, vale . = .. Logo, u = 1.

(77) Imediata de (7). W

Nos préoximos lemas veremos que a categoria I NV tem também uma outra
estrutura que provém da ordem natural existente em cada semigrupo inverso
(ver Segao 1.3). Sejam 6, : S — T homomorfismos em INV. Usaremos a
notacao ¢ <  para dizer que ¢(s) < 6(s), para todo s € S. Desde que esta

relacao ¢ de ordem, temos que o conjunto dos homomorfismos de S para T’

63



é parcialmente ordenado. Os préoximos lemas fazem uma ligacao entre esta

relacao de ordem e as transformacoes que ocorrem em SY'S.

Lema 4.1.3 Sejam (F.,0),(G,¢) : (C, X) — (D,Y) morfismos de sistemas.
Se 1 : (F,0) = (G,p) é uma transformacao, entio O(F,0) < O(G, ) em
INV.

Prova. Iremos mostrar que O(F,0)([z,y]) < O(G, ¢)([z,y]) para qual-
quer [z,y] € SYS. Pelo Teorema 3.1.2 temos O(F,0)([z,y]) = [0(x),0(y)]
e O(G, ¢)([z,y]) = [p(2),¢(y)]. Como 7 : (F.0) = (G,p) ¢ uma trans-
formacao temos p(x) = Ty - 0(x) e p(y) = Ty - 0(y). Mas por hipdtese
[,y € SYS e (x,y) € R*, entdo tomando T, = T,y = ¢, obtemos
p(r) = c-0(x) e p(y) = c-0(y). Portanto (p(x),¢(y)) = ¢ - (0(z),0(y))
se, e somente se [p(x), p(y)] < [#(x),0(y)]. Logo, O(F,0) < O(G,p). R

Lema 4.1.4 Sejam 0, : S — T homomorfismos em INV tal que p < 6.

Entao existe uma transformagao 1 : C(p) — C(0).

Prova. Pelo Teorema 3.2.1, temos C(yp) = (F,, ), onde (F,,¢) =
(e(s), p(e)) tal que ¢ : Xg = Xp e F, : C(S) = C(T) e C(0) = (Fy,0),
onde (Fy,0) = (0(s),0(e)) tal que 0 : Xg — Xp, com Fp: C(S) — C(T).

Desde que C(S) = {(x,e) : 7'z < e,z # 0} entdo, para qualquer

(x,e) € C(S) e (e,e) € C(S)y temos que o seguinte diagrama comuta:

T(e,e)

Fy(e,e) —= Fy(e,e)
Fo(z,e) { 1 Fp(a,e) (4.1)
Fy(f.f) 3 Fu(f )
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onde 7.y = (¢(e),0(e)).

Por hipdtese ¢ < 0, entdo p(e) < 6(e), daf pelo Lema 1.3.1, p(e)™! <
0(e)™" e ple)~'ple) < O(e)~"0(e) = O(e™")b(e) = O(c™'e) = O(c). Assim
p(e)tp(e) < b(e), logo (p(e),0(e)) € C(S), ou seja, Ty € C(S).

Finalmente, para mostrar que 7 é uma transformacao, vamos verificar T3

e Ty da definigao 4.1.1:
Ti. Sejam (e, e), (f, f) € Co e (x,e) € hom((e,e),(f, f)), pelo diagrama 4.1
obtemos que Fy(z, ) o Tie,e) = (p(2), p(€))(0(e), p(e)) = (p(x) 0 p(e), 0(e)) e
rnoFo(w, ) = (), 6N)O(), 0(5)) = (ef)oB(a), 0(e)). Assim, Fyz, c)o
Te,e) = (p(x) 0 p(e),0(e)). Mas, ¢ é um homomorfismo, logo ¢(z) - ¢(e) =
o(ze) = p(x), entdo F,(x,e) o Ty = (p(x),0(e)).

Por outro lado, 7y s o Fy(z,e) = (¢(f) o 0(z),0(e)). Mas, p(e) < 6(e),
entdo p(z) = oz 'x) - 0(z) = ¢(f)0(x), entdo 7 ) 0 Fy(x,e) = (p(z),0(e)).
Portanto, Fi,(x,€) o T(ee) = T(s,5) © Fo(x,€), ou seja, 7 é natural.

T>. Seja x € Xg. Temos p(x) = (z 'z, 27 ) e Ty = (p(aa™),za™t).
Observe que Ty 0 0(z) = (p(za™'),za™) - 0(z) = p(zz™") - 0 = p(z).
Portanto, ¢(z) = Tp)0(z). W

Estamos aptos a definir sistemas equivalentes. Se (C, X) é um sistema,

entdo (1¢, 1x) denotard o morfismo de sistemas identidade, onde 1o denota

o funtor identidade sobre C' e 1x é a funcao identidade sobre X.

Definicao 4.1.5 Sejam (C,X) e (D,Y) sistemas e (F,0) : (C,X) —
(DY) um morfismo de sistemas. Dizemos que (F,0) € uma equivaléncia
de sistemas se existe um morfismo de sistemas (G,¢) : (D,Y) — (C,X) e
isomorfismos o : (1p,1ly) — (FoG,0o0¢) eT: (1g,1,) — (Go F,po00).
Teorema 4.1.6 As sequintes afirmacoes sao verdadeiras:

1. Se (C,X) é um sistema, entio, (1¢,1x) € uma equivaléncia de sis-

temas.
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2. A composicao de equivaléncias € uma equivaléncia.

3. Se (F,0): (C,X) — (D,Y) € uma equivaléncia de sistemas, entdo

O(F,0):0(C,X) — O(D,Y) é um isomorfismo.

Prova. 1. Por defini¢ao (1¢,1x) : (C, X) — (C,X) é um morfismo de sis-
temas. Seja (G,¢) = (1¢, 1x). Entao, para o morfismo de sistema (1¢, 1x),
temos que 0 : (1¢,1x) = (lgolg,1xolyx)eT: (1o, 1x) = (lgolg, 1xoly)
sao isomorfismos.

2. Sejam (F,0) : (C,X) — (D,Y) e (H,¥) : (DY) — (C'X')
equivaléncias de sistemas. Entao, existem isomorfismos (G,¢) : (D,Y) —
(C,X)e (I,9): (C",X") — (D',Y’), e ainda, isomorfismos ¢ : (1p,1ly) —
(FoG,0o0¢)eT: (lg,1x) = (Go F,po#), tais que a : (lgr,1x/) —
(Hol,poo¢)ef:(1p,1ly:) — (I o H ¢ o1)) sdao isomorfismos.

Considere (F,6)o (H,¢) : (D,Y') — (D,Y), logo existe (I,¢) o (G, ) :
(D,Y) — (D', Y"). Entdo 6 : (1p,1y) — ((fo H) o (I0G), (Bot)o (a0 B)) e
p:(le,1x) = ((IoG)o(foH), (aof)o(for))) sao isomorfismos, garantindo
assim, que a composicao satisfaz a Definicao 4.1.5.

3. Por hipétese temos que (F,0) : (C, X) — (D,Y’) é uma equivaléncia,
portanto existem (G, ¢) : (DY) — (C,X) e d: (1p,1y) = (FoG,00 )
e isomorfismos p : (lg,1x) = (G o F,p 06). Assim, do Teorema 3.1.2,
temos que © é um funtor, com isto, O(F o G,0 0 p) = O((F,0) o (G,p)) =
O(F,0)00(G,p) e O(Go F,0o0p) =0((G,p) o (F,0)) =O(G,p) o O(F,0).

Agora, observemos que O(1p,1y) é um homomorfismo identidade em
O(D,Y) e O(1¢,1x) ¢ um homomorfismo identidade em ©(C, X) e pelo
Lema 4.1.3, ©(F o G,0 0 ¢) < O(1p,1y) e O(G o F,po00) < O(1l¢, 1x).
Assim, ©(F o G, 0 o ) é equivalente a O(1p, 1y ). Analogamente provamos

que ©(G o F,0 o) é equivalente a O(1¢, 1x). Portanto, O((F,0) o (G, ¢)) é
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equivalente a O(1p, 1ly) e O((G, ) o (F,0)) é equivalente a ©(1¢, 1x). Logo,
O(F,0) é um isomorfismo. W
O préximo resultado nos da uma nova caracterizacao para equivaléncias

de sistemas.

Proposicao 4.1.7 Um morfismo de sistema (F,0) : (C,X) — (D,Y) ¢é
uma equivaléncia de sistemas se, e somente se, satisfaz:

(ES1) F € uma equivaléncia de categorias;

(ES2) para cada y €Y existe um isomorfismo u € D e um elemento x € X
tal que y = u - 0(x);

(ES3) seyy =a-yy em Dy e 0(x1) =11 e 0(x2) = ya, entao, existe ' € C

tal que x1 = a' - xo.

Prova. (=) Se (£,0) : (C,X) — (D,Y) é uma equivaléncia de sis-
temas, entao, existem (G, ) : (D,Y) — (C, X) morfismos de sistemas e
d:(Ip,ly) = (FoG,0o0p)ep: (lg,1x) — (G o F,p o @), isomorfismos
naturais. Com isto, podemos provar que valem:

(ES1) Para F: C' — D e G : D — C, vamos considerar 0 : 1p — F oG e
p:lec — GoF. Assim, F é uma equivaléncia de categorias.

(ES2) Seja y € Y, por hipétese, 6 : (1p,1y) — (F o G,0 0 ¢) é um
homomorfismo. Assim pela definicao de transformacao natural temos que
0((y)) = Opry)-(1y (y)) = py) -y Mas, x = ¢(y) e considerando u = (J(y))
e ppy) = p(y). Portanto, O(x) = 0y -y e u-0(x) =u- ppy) -y = (Pp)) " =
p(y)p(y) -y =p(y) -y =y. Logo, y = u - f(z).

(ES3) Dados : y; = a -y, O(z1) = y1 e 0(z2) = yo. Por hipétese,
p:(le,1x) = (GoF,poh) é uma transformacao, assim, o 0(z) = pp) - 1o
= p(x)-x = 2,080, Ppz) Pol(x) = pp)-T = x, portanto = pp(y)-polb(x)
para qualquer x € X. Entdo, 21 = pp,) - @ 0 0(21) € T2 = ppay) - @ 0 O(x2).
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Portanto temos, 21 = ppzy) - ©(Y1) = Ppar) - ©(a¥2) = ppear) - G(a) - ©(y2) =
Po(ar) - Gla) - p o b(x2).
Agora, Ty = Py, - @ © 0(x2), cOm Py, : p(x2) = p(z2) = G o F(p(x2))
71 A

© '0;(1102) "2 = Ppay) * Ppzz) TP O 9(%2) Mas, p(p(x2>> P o 9(%2) = Pp(xz) ©
xo-pol(xy) = xo. Entao, pof é uma identidade, logo pof(xs) = 5. Assim,
Potes) " T2 = P Pp(az) T2 = P(2) - T2 = T2 = p 0 0(w3), Ou seja, p 0 f(ws) =

1

p;(iz) -x9. Logo, 11 = ppz) - Gla) *Pp(an) " T2- Fazendo d = ppany-Gla)-p, !

p(z2)’
obtemos z; = a’ - xs.

(<) Seja (F,0) : (C,X) — (D,Y) um morfismo de sistemas, satis-
fazendo as condigoes (ES1),(ES2) e (ES3). Iremos mostrar que (F,0) é uma
equivaléncia de sistemas. Por (ES1), para cada e € D, existem uma iden-
tidade G(e) € C e isomorfismos 0. € hom(e, F' o G(e)). Agora seja y € Y,
por (ES2), existem um isomorfismo u € D e z € X, tal que y = u - 0(x).
Consideremos 6y, : p(y) — F o G(p(y)), observemos que d(fp)) = p(y),
logo 0,y - ¥ esta definido. Assim, 0y -y = Spy) - (u-0(z)) = (Op))u - 0(z).
Mas, 6p) € hom(p(y), F o G(p(y))) e u € D. Desde que p(z) € Cy C C
e F(p(x)) € D, temos 6y € hom(p(x),G(p(y))) e F(u') = dpy) - u. Nova-
mente por (ES1), temos que existe um tnico isomorfismo v’ € C tal que v’ €
hom(p(x), G(p(y)) e F(u') = dy(y) - u. Logo by -y = F(u') - 0(x) = 0(u’ - z).
[

4.2 Uma categoria equivalente a INV

Nesta se¢ao iremos mostrar que a categoria INV é equivalente a um quo-

ciente da categoria SY'S. Iniciamos com alguns resultados auxiliares.

Lema 4.2.1 Sejam (C, X) um sistema e q : Cy — X uma aplicagio tal que

p(q(e)) = e, para todo e € Cy. Entdo, as aplicagoes F : C — C(J(cX)),
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definida por F(s) = ([q(r(s)), s - ¢(d(s))], [a(d(s)), ¢(d(s))]), para todo s € C
ef: X = Xyx), onde 0(x) = [q(p(x)), x|, para todo x € X, definem um

morfismo de sistemas.

Prova. F estd bem definida. De fato, [q(r(s)), sq-q(d(s))] 7" [q(r(s)), sq-
q(d(s))] = [s - q(d(s)), sq(d(s))], para s,t € C. Mas, [s - q(d(s)), sq(d(s))] <
[q(d(s)),q(s)(d)] se, e somente se, existe s € C, tal que, (s - q(d(s)),s -
q(d(s))) = u(q(d(s)),q(d(s))). Portanto, temos que F(s) € C'(S).

E facil ver que, pela Proposicao 2.3.14, temos, lq(p(x)), x| € X (. x), para
todo z € C. Como ¢(p(x)) e x satisfazem a condi¢ao 2 do Lema 2.3.9, entao,
0 também esta bem definida.

No que segue, usaremos as notagoes q(r(s)) = fs e q(d(s)) = es, para
todo s € C'. Para mostrar que F é um funtor, iremos mostrar que F preserva
as identidades. Seja e € Cy, logo F(e) = ([fe,€ - €cl, [ec, €c]), observe que
fe = q(r(e)) = q(e) e e = q(d(e)) = q(e). Existe e - e, se, e somente se,
d(e) = plec) = p(g(e)), portanto, p(q(e)) - q(e) = g(e), dai obtemos que
e e = €. Assim, concluimos que F(e) = ([fe, €el, [€e, €e])-

Agora suponhamos que exista st € C, neste caso d(s) = r(t) e ainda,
F(s) = ([fs,s - es), |es,es5]) e F(t) = ([fi,t - €], [er, e1]). Pela Defini¢ao 2.1.1
d(F(s)) = ([es, €], [es, e5]) e r(F (1)) = ([fe. t-e] @[ fi,t-e] 7' [fi t-ed ®[fi t

1

e/ 1), e, pela Proposicao 2.3.14, temos que [z,y] ® [x,y]™' = [z, x]. Logo,

r(B(t) = (fi, il [fe, fil). Agora, es = q(d(s)) = q(r(t))f;, entdo, es = fi.
Assim, d(F'(s)) = r(F(t)), logo, existe F(s)F(t).
Por definicao F'(s)F(t) = ([fs,s - es] @ [fi,t - e, [er, er]), e ainda,

C-(s-e)NC-f; = C-((s,e5)x fr)- fr = C(fr*(s,€))-(s,e5) = C-(s-€5). (4.2)

Desde que, (s) - fs = p(q(r(s)) - a(r(s)) = p(fs) - fs = fs- E por (4.2), temos
que, (s-es)* fy = s. Assim, F/(s)F(t) = ([(r(s) - fs, (s-esx ft)-ter)], [er, er]) =
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([fs: (st) - e, [ew ed]).

Por outro lado, F(st) = (q(r(st)), st - q(d(st))], [a(d(st)), q(d(st))]) =
([ (52) - €0, v 0], pois, q(r(st)) = q(r(s)) = fu e q(d(st)) = q(d(t)) = .

No proximo passo, vamos verificar as condicoes da Definicao 3.1.1, para
que (F,0) seja um morfismo de sistemas.

M;. Notemos que de um lado, p(f(z)) = (6(x) - 0(x)~1,0(z) - 6(z)~1)
e 0(z) - 0(x)~" = la(p(x)), 2] @ [a(p(z)),2]™ = [q(p(x)).q(p(z))]. Entao
p(0(x)) = ([a(p(2)), a(p(2))], [a(p(2)), a(p(2))])-

Por outro lado,

Mas, d(p(x)) = p(z) e r(p(x)) = p(z), daf ¢(p(z)) = q(r(p(x))). Agora,

do fato de que existe p(z) - ¢(p(z)) se, e somente se, d(p(z)) = p(q(p(x))),
obtemos, p(z) - ¢(p(z)) = q(p(x)). Portanto,

F(p(0(z))) = (la(p()), q(p(x))], [a(p()), q(p(x))])-

Logo, p(6(x)) = F(p(x)).

M. Observamos que 6(a - z) = [¢(p(z)), a - z]. Por sua vez, F(a)-0(x) =
([far a - €d], [ea, €a]) @ ([a(p(x)), 2]) = ([fa a - ea] ® [a(p(x)), 2]) = [(q(p(x)) *
aeq) fa, acq * q(p()) - 2.

Como estd definido ([fq, a-eq] ® [q(p(x)), x]), entao, Cae,) N Cypia)y = C-,
onde z = (aeq * q(p(x))) - a(p(x)) = (q(p(x)) * aec) - aea e Fa) - 0(x) =
[(q(p(x)) * aeq) fa, (aea * q(p(x))) - 2], onde fa = q(r(a)) = q(p(a - x)).

Notemos que de um lado, se existe (q¢(p(x))*ae,) fa, temos que d(q(p(x)) *
aea) = p(fa) = pg(r(a))) = pla(p(a-x))), entdo, (¢(p(x))*aeq)-q(p(a-z)) =
p(q(p(a-x)))-q(p(a-z)) = q(p(a-z)). Por outro lado, se existe (ae,*q(p(x)))-x
temos que d(ae, * ¢(p(x))) = p(x) = d(a). Assim, ae, * q(p(z)) -z =a-ze

concluimos que, 6(a - x) = F(a) - 6(x).
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Mj. Sejam F : C — C(5) = C(J(cX)) e : X = Xy.x). Da
prova do Teorema 2.4.4, temos C(S)-x = S -z \ {0}, assim C(J(cX)) -
(w) = J(cX) ®0(w) = J(cX) ® [g(p(w)),w]. Mostremos que J(cX) ®
[q(p(w)),w] = J(cX) ® [w, w], ou seja, para qualquer [s,t] € J(¢X) temos,
[s,t] @ [q(p(w)), w] = [s,t] ® [w, w], pela Proposigao 2.3.14, temos [(¢(p(w)) *
t)-s, (txqp(w))) - w] =[(wxt)-s,(txw)-w]e ainda, pelo mesmo teorema,
concluimos que ((q(p(w))*t)-s, (txq(p(w))) w) = u((wxt)-s, (txw)-w), para
algum u € C. Deste modo, (q(p(w)) *t)-s =u((w*t)-s) e (txq(p(w))) w =
u((txw)-w), por Az, obtemos que g(p(w))xt = u(wx*t) e txq(p(w)) = u(txw).
Portanto, J(cX) ® [g(p(w)),w] = J(c¢X) & [w,w].

Assim, se C(J(cX))-0(x)NC(J(¢X))-0(y) # 0, entdo podemos encontrar
elementos na intersecao tais que [a, u-x] = [b,v-y|]. Entdo u-z = r-(v-y) para
algum r € C, e portanto, C-xNC-y # (). Seja z € X tal que C-zNC-y = C-2.
Neste caso, temos C(J(¢X)) - 0(x)NC(J(c¢X))-0(y) = C(J(c¢X))-0(z). B

Iremos agora, lembrar algumas defini¢oes usuais na Teoria de catego-
rias. Sejam C, D categorias e F' : C' — D um funtor. Dizemos que F' é cheio,
se F'leva C(A, B) em C(F(A), F(B)) sobrejetivamente, para todos objetos
A, B € C e dizemos que F' é fiel se I leva C'(A, B) em C(F(A), F(B)) inje-
tivamente. Finalmente dizemos que F' é essencialmente sobrejetivo se para
todo objeto y € D, existe um objeto z € C' e um isomorfismo F(z) = y em
D. Se F é cheio, fiel e essencialmente sobrejetivo, entao as categorias C' e D

serdo equivalentes (via F'), para detalhes ver por exemplo [6] ou [11].

Teorema 4.2.2 As sequintes afirmacoes sao verdadeiras:

1. Seja (C, X) um sistema, para cada fungao q : Cy — X tal que p(q(e)) =
e, para todo e € Cy, existe uma equivaléncia de sistemas (F,,0,) : (C,X) —
(Q00)(C, X).

2. Sejam q,q : Co — X aplicagdes tais que p(q(e)) = e = p(q'(e)), para
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todo e € Cy. Entao, existe uma transformagdo isomdrfica de (F,,60,) para

(Fyrs 0g)-

Prova. 1. Para simplificar a notacado, faga, (F,0) = (F,,0,), onde F :
C = C(J(cX)) é tal que F(s) = ([q(r(s)), s - q(d(s))], [¢(d(s)), q(d(s))]), com
r(s),d(s) € Cye 8 : X = Xyx), onde 0(x) = [q(p(x)), z]. Pelo Lema 4.2.1,
temos que (F,0) = (Fy,0,) é um morfismo de sistemas. Resta provar que
(F,0) : (C,X) = (C(5),Xc(s)) ¢ uma equivaléncia de sistemas, para isso
vamos verificar as trés condig¢oes da Proposicao 4.1.7:

ES,. Para F': C — C(J(¢X)) ser uma equivaléncia de categorias deve
existir G : C(J(cX)) = C tal que Ic = G o F e Ioyyox) = FoG, o que
equivale a mostrar que F' é cheio, fiel e essencialmente sobrejetivo. E o que
vamos provar agora.

F é uma categoria cheia. De fato, sejam e, f € Cy e (s,e) um morfismo
em C(J(¢X)) tal que d(s,e) = F(e) e r(s,e) = F(f). Devemos encontrar
um morfismo v € C' tal que F(v) = (s,e). Mas pela Proposigao 2.3.14, temos
que (s,e) = ([x,y], [z, z]), para certos z,y, z € X. Desde que s~ s < e, entao,
existe u € C' tal que y = u - z. Agora, por um lado temos d(s,e) = F(e) =
[q(e),q(e)], e por outro, d(s,e) = (e, e), portanto, e = [g(e), g(e)] e com isso
temos, [z,z] = [g(e),q(e)]. Isso garante a existéncia de um isomorfismo a
tal que z = a - ¢(e). Novamente, r(s,e) = ([x, x|, [z, z]), que por outro lado,
r(s,e) = F(f) = ([a(f), a(N)), [a(f), q(f)]), portanto, z = b-q(f) para algum
isomorfismo b. Assim, (s,e) = ([b-q(f), (ua) - q(e)],a-q(e),a-q(e)]). Assim
temos d(b~'ua) = d(a) = p(q(e)) = eer(b~'ua) = r(b~") = d(b) = p(q(f)) =
f, e ainda, F(b~'ua) = (s,¢e). Logo o nosso v procurado é v = b~ ua.

F é fiel. Para ver isso, iremos mostrar que se F'(s) = F(t), ambos em
Hom(e, f), isto é, r(s) = r(t) = f e d(s) = d(t) = e, para certos s,t € C,
entio s = t. Como ([g(r(s)), s - g(d(s))], [a(d(s)), a(d(s))] = F(s) = F(t) =
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[a(r(2)), ¢ - q(d(2))], [a(d(?)), q(d(?))], entdo [q(r(s)),s - q(d(s))] = [a(r()),t -
q(d(t))]. Assim, da definigao da relagao de equivaléncia dada no Lema 2.3.10,
temos que ¢(f) = u-q(f) e s-q(e) =u- (t-q(e)), para algum isomorfismo
u € C. Finalmente, f-q(f) = p(q(f) - q(f) = uw-q(f), que pela a condigao
cancelativa a direita, obtemos u = fes=u-t=f-t =r(t) -t =t.

[z, 2])

) é um

F é essencialmente sobrejetivo. Pois pela Proposigao 2.3.14, ([z,
¢ uma identidade em C(J(¢X)). Como ([z, q(p(x))], [¢(p(z)), ¢(p(z))
isomorfismo na categoria C'(J(¢X)) e que r([x, ¢(p(2))], [¢(p(x)), q(p(2))]) =

([x, 2], [2,2]) e d([z, q(p(2))], [¢(p(2)), q(p(2))]) = F(p(x)), obtemos o dese-
jado.

7,
]

ES,. Para cada y € X .x) existe um isomorfismo a € C(J(¢X)) e

um elemento z € X tal que y = u - 0(z). Considere [x,y] € X, x). Tome

a = ([z,q(pW))], [ap(¥)), a(p(y))]). Observe que [z, q(p(y))] "' @[z, ¢(p(y))] <
[a(p(y)), a(p(y))], e pela Proposicao 2.3.14,

[z, q(p(y))] " @ [z, a(p(y))] = lalp(¥)), a(p(y))],

portanto, a estd bem definida em C(J(¢X)). Mostremos que @ é um iso-
morfismo em C(J(¢X)), ou seja, mostremos que existe a™* € C(J(¢X))
tal que a™'a = d(a) e aa™" = r(a). Com efeito, se ([a, 8], [y,6]) ¢ tal
que ([ev, 5], 7, 6]) - ([z, a(p(¥))], la(p()), a(p(¥))]) = la(p(y)),
este produto s6 estard definido se [z, q(p(y))] ® [z, q(p(y))]”

seja, [z,2] = [v,6]. E ainda ([7,0], [z, z]) - ([z, q(p(¥))], [a(p(y)),
([v. 0 @ [z, q(p(W))]; la.q)) = (la(p(¥)), a(pw))], [a(p(v)). a(p(y))]

([

que, C - BNC -z # (. Desta forma, temos que, ([(z * 8) - a, (8 * x) -

a(pw))], [ap(w)), alp(W))]) = ([, 4], g, q]). Fazendo o = q(p(y)) e f = =,
obtemos, a™ = ([q(p(y)), =],

v,
q(p(y))], entao

\_/\_/

' = [v,0], ou

9(p(w))]) =
);

de modo

—

q(p(y)% ], [z, 2])-([z, ¢(p(y))], [a(p(y)), a(p(¥))])
= ([glpw)), ] @ [x, q(p(W))]; la(p(y)), a(p(y))]), de modo que, C-xNC-x # 0,
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temos ([(xxx)-q(p(y)), (z*x)-q(p(y))], [a(p(¥)), ¢(p(y))]), como (zxx)-z =,
entdo, r = p(x) = p(y).

Por outro lado, d(z * x) = d(p(z)) = p(q(p(y))) = p(y) = p(x), ou seja,
pla(p(y))) = p(z). Agora, (z*x) - q(p(y)) = p(z), a(p(y)) = pla(p(y))) -
q(p(y)) = a(p(y)). Logo, a~ta = (lg(p(v)), a(pW))], lalp(v)), alp(y))]) =

1

= (
d(a). Ainda, aa™' = ([z,q(p(y))] @ l¢(p(y)), x|, [r,x]), ou seja, aa™! =

([z, alp)] ® [z, q(py)] " [z, 2]) = (

um isomorfismo. Finalmente, ([ ( (y )]

[
[ r(a). Portanto, a é

a(p()]) - la(p(y)),y] =
)) =C - q(p(y)). Assim,

T, T

)
[z, 2]) =
) [Q(p(y))
[, 4(p(y))] ® [a(p(y)), y]. Dai, C - q(p(y)) N C - q(p(y
[(a(p(y))*=a(p(y)))-z, (a(p(y))*a(p(y)))-y] ) = (a(p(y))*a(p(y)))-
q(p(y)) temos que p(q(p(y))) = p(y) = p(x). Dai [p(z) -z, p(y) - y] = [z,y].
Portanto, [z,y] = a - 0(y).

e como q(p(z)

ESs;. Devemos mostrar que se y; = a -y em Xy x) e 0(x) =
0(z2) = y2, entdo, existe a’ € C, tal que, 1 = a’-x5. Considere (z) =
O(w). Neste caso, devemos ter, d(s,e) = p(6(w)) = p([g(p(w)), w]).
d(s,e) = (e, e) e p(lg(p(w)), w]) = ([g(p(w)), w]@[a(p(w)), w] ™", [g(p(w)), ]
[a(p(w)), w]™), p([a(p(w)), w]) = (la(p(w)), a(p(w))]; [a(p(w)), ¢(p(w))]), as-

(p
sim, temos que, e = [q(p(w)), q(p(w))]. Seja s = [a,b], entdo, [b,0] < e e

( )

pela Proposicao 2.3.14 temos que b - q(p(w)), para algum isomorfismo

r € C. Logo, obtemos, [g(p(w)), x| = (s,e) - [q(p(w)), w] = s® [¢(p(w)), w] =

[a,0] @ [q(p(w)), w] = [(¢(p(w)) *b) - a, (b*q(p(w))) -

C-bNC-q(p(w)) = C-b, pois b = r-q(p(w)), logo b = (bxq(p(w)))-q(p(w)) =
(p

(g(p(w)) * b) - b, ou seja, (bx*q(p(w))) = r e (g(p(w)) xb) = p(b). Entao,
[q(p(w)), z] = [p(b) - a,r - w]. Pela Proposigao 2.3.14, temos, (¢(p(w)),x) =

w]. E ainda, observe que,

u-(p(b)-a, rw), para algum isomorfismo u € C. Assim, x = u-(r-w) = (ur)-w.

Desta forma, F(ur) = ([q(r(uz)), (ur) - ¢(d(ru))], [¢(d(r)), q(d(r))]).
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= ([¢'(e).a(e)], [ale), q(e)]) estd bem definido pois, [¢'(e), q(e)] ™" @
[q'(e), ( ] = [q(e), q(e)]. Para mostrar que t. é um isomorfismo, temos que
encontrar ¢!, onde: ¢ ! -t. = d(t.) e t-! = r(t.). Observemos que
([, B, [, 01) - ([a'(e), ale)], lale), qle)]) = ([ (e),q(e)], [a(e), qle)]), que esta
bem definido se ([¢'(e), a(e)] @ [q(e), q(e)] ™) = [, 0], ou seja, [q'(e),q'(e)] =
[7.6]. Logo ([a, B], [¢'(e), ¢'(e)]), e assim, [a, B] 7' @ [, B] < [q'(e), ¢'(e)]. Por
[ov, 8171 = [, 0 < [q(e), ale)].
i

Agora temos que, t-1 = ([q(e), 8], [¢'(e), q

outro lado, [«, ] ®

e)]), assim,

Ainda, para existir t2! - t, devemos ter, [¢(e), 8] ® [¢'(e), q(e)], [¢(e), q(e)], ou
seja, B = ¢(e). Portanto,

t.t = (lale).d'(e)], [d(e).¢'(e)]).

E assim, obtemos que, t;1 - t. = [q(e), q(e)],[q(e), q(e)] = d(t.). Utilizando
o mesmo raciocinio para t. - t;1, obtemos, [¢'(e), ¢ (e)], [ (e),q (e)] = r(t.).
Logo, t. é um isomorfismo.

Finalmente, verificaremos T} e T3 da Definigao 4.1.1:

(Th). 7: Fy — Fy, tal que F, : C — C(J(¢X)) onde e € Cy — Fy(e).
Seja s € hom(e, f) entao s : e — f, F, : Fyle) = F,(f) e Fy : Fy(e) —
Fy(f). Temos que mostrar que Fy(s) o 7. = 7 o Fy(s). Observemos que
Fy(s) = F(s) = ([¢'(r(s)),s - ¢'(d(s))], [¢'(d(s)), ¢'(d(s))]) e Fy(s) = F(s) =
([q(r(s)), s - a(d(s))], [a(d(s)), a(d(s)
([q' (1) a(N) [a(f),a(H]) - (la(r(s)), s - a(d(s)], [a(r(s)), s - a(d(s))]), e para

existir esta operagao, devemos ter [q(r(s)), s-q(d(s))]®[q(r(s)), s-q(d(s))] ! =

[a(f), q(f)], ou seja, [q(r(s)),q(r(s))] = [q(f),q(f)]. Pela Proposicio 2.3.14
existe u € C, tal que, q(f) = u-q(r(s)).

)
)]). Por um lado temos que, 77 0 Fy(s) =
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Como ([g'(f), a(/)]: la(f), a()]) - (la )
= ([q/(f)7Q(f)]®[Q(T(S))as')CI(d(S )l; [q(d(s)), q(d(s))]), entao, C' - ¢(f) N
q(r(s)) = C-q(f), assim q(f) = (¢(f)*q(r(s)))-a(r(s)) = (a(r(s))xa(f))-a(f),
r(5))*q(f)-d'(f), (a(f)*q(r(s)))-s-q(d(s))], [a(d(s)), a(d(s))]),
) =r(s) = (q(f) * q(r(s))). Portanto, (q(f) * q(r(s))) - s = s. Logo,
(s) = ([¢(f),s-qle)],]q(e),q(e)]). Por outro lado, temos que, Fy(s) o
= (lq'(r(s)), s-q'(d(s))], [¢'(d(s)), ¢'(d(s))])- ([¢'(e), q(e)], [a(e), g(e)]) existe,
se [q'(€),q(e)] @ [q'(e), q(e)] ™ = [q'(d(s)),q'(d(s))], ou seja, [q'(€),q'(e)] =
[ (d(s)),q'(d(s))]. Pela Proposigao 2.3.14, temos que (¢'(e),q'(e)) = u -
(¢'(d(s)),¢'(d(s))) para algum u € C, assim ¢'(e) = u - ¢'(d(s)) = u-¢'(e).

(lg(r(s)), s-q(d(s))] [a(r(s)), s - q(d(s ))])

(
(
)
daf, ([(q( pois
plq(r(s))

Tro Fy(s

Te

Enfim, obtemos ([¢'(r(s)),s - ¢'(d(s))] @ [¢'(e), q(e)], [q(e ) q(e)]), que s6 es-

tard bem definida pois C' - s - ¢'(d(s)) N C - ¢'(e) = - ¢'(d(s)), ou

seja, (s - ¢'(d(s)) * () - ¢'(e) = (¢'(e) * s - ¢'(d(s))) =

(s q'(d(s)) * ¢'(e)) = s. Portanto, Fy(s) o7 = ([¢'(f), s - q(e)], [a(e), q(e)])-
Tp. Temos que, Ty = ([¢'(p(2)), a(p(2))], [a(p(2)), a(p(2))]), b4(x) =

[4(p(z)), 2] e Oy (x) = |¢'(p(x)), x]. Agora,

s - q'(d(s)), assim,

['(p(2)), a(p(2))] ® [q(p(x)), z], e ainda, (g(p(z)) *
) = q(p(z)). Assim, [(q(p(z)) * q(p(2))) - ¢'(p(x)), (a(p(z)) *
e (¢(p(z)

)

portanto, Tp(z) 0 q(2)

q(p(2))) - a(p(x)
q(p(z))) - x| = [p
q(p(x)) - ¢'(p(z)
[¢'(p(2)), 2] = Oy

( q(p(x)) *
), entao, p(x) - ¢'(p(x)) = ¢'(p(x)). Portanto, Ty - Oy =
‘() W

) - ¢ (p(x)),z]. Mas, ainda temos que, se exist

Definigao 4.2.3 Defina a seguinte relacao = em SYS: (F,0) = (G, ¢) se, e

somente se, existe um isomorfismo de (F, 8) para (G, ¢).

Lema 4.2.4 A relacio = é uma congruéncia em SYS.
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Prova. Sejam (F,0) ,(G,¢) e (H, ¢) morfismos de sistemas.
1. (F,0) = (F,0). Para ver isso, tome (C, X), (D,Y) sistemas e
(F,0): (C,X)— (D,Y) um morfismo e tome I a transformagao, que é um
isomorfismo.
2. (F,0) = (G,y¢) pela definigao 4.2.3 temos v : (F,0) — (G,¢) um

1 tal que, v : (G,¢) — (F,0), portanto,

isomorfismo, logo existe vy~
(G, 9) = (F,0).
3. (F,0) = (G,p) e (G,p) = (H,¢) assim, pela defini¢cao 4.2.3, temos iso-
morfismos. Tome 7 e v, sabemos que sao transformagoes isomoérficas e de [1],
sabemos que 8 = (7 07y) é um isomorfismo. Portanto, 5 : (F,0) — (H,¢) é
um isomorfismo, assim pela Definigao 4.2.3, temos (F,0) = (H, ¢). R
Agora vamos ao resultado que motivou todo o trabalho. Se (F,0) =
(G, ¢), entao existe um isomorfismo 7 : (F,0) — (G, ¢), e assim, pelo Lema
4.1.3, temos que O(F,0) = ©(G, ¢). Entao o funtor © : SY'S — INV induz
um funtor ©' : SY S/ 2— INV. Também, o funtor 2 : INV — SY'S, induz
um funtor ' : INV — SY'S/ = compondo o funtor 2 : INV — SY'S com

o funtor projegao de SY'S para SY S/ 2. Com essa notagao concluimos com

o seguinte resultado

Teorema 4.2.5 Os funtores ©' e Q' induzem uma equivaléncia de categorias

entre SY S/ = e INV.

Prova. Considere as duas categorias definidas SYS/ = e INV e os
funtores ©" : SYS/ =— INV e ¥ : INV — SYS/ =, do Teorema 3.3.2
temos que (© o Q)(S) = S assim (0 o Q)(5) = S. Temos do Teorema
4.2.2, que existe uma equivaléncia (Fy,0,) : (C,X) — (20 0)(C,X) para
cada q : Cy — X e todas as equivaléncias sao isomorfas. Entao, todos os

isomorfismos representam o mesmo morfismo em SYS/ =. Pela Definicao
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4.2.3, temos que a classe de congruéncia contém isomorfismos equivalentes

em SYS/=. N

78



Conclusao

Nosso estudo se iniciou no estudo de duas categorias aparentemente distin-
tas, a categoria INV cujos objetos sao semigrupos inversos e a categoria SYS
cujos os objetos sao sistemas a esquerda, isto €, sao acoes de "small” categorias
agindo a esquerda em conjuntos. No entanto, com os funtores © : SY S —
INV e Q:INV — SYS estabelecidos no Capitulo 3, foi possivel comparar
um semigrupo S com o seu correspondente semigrupo © o Q(S) e provar
de modo bastante direto estes sao isomorfos. No entanto o mesmo pro-
cesso nao se estabelece entre sistema o sistema (C, X) e seu correspondente
(200)(C,X). Porém, com grata satisfacdo percebemos que tais sistemas
pertencem a uma mesma classe, quando considerada uma certa congruéncia
& na categoria INV. Com isso, obtivemos uma categoria quociente SY S/ =.
Induzindo os funtores 2 e © a funtores entre INV e SY'S/ = pudemos provar
que estas sim, eram categoricamente equivalentes.

Sob a 6tica do aprendizado, pudemos nos deparar com notagoes e técnicas
cientificas relevantes na Teoria dos semigrupos e na Teoria de categorias em
geral, o que nos proporcionou boa aptidao na leitura de artigos com notagoes
modernas o que sem duvida facilitara nos desdobramentos futuros de nossos

estudos na area de algebra e da matemaética como um todo.
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