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O método de ordenadas discretas é utilizado na solução de alguns problemas envolvendo a

dinâmica de gases rarefeitos. Neste trabalho, uma versão analítica do método de ordenadas

discretas (ADO) é usada para resolver problemas em meio semiinfinito. O desenvolvimento

analítico completo, em coordenadas cartesianas, da solução dos problemas Deslizamento Térmico

e Deslizamento Viscoso é apresentada, para quatro modelos cinéticos: modelo BGK, modelo S,

modelo Gross Jackson e modelo MRS em uma abordagem unificada. Além disso, para descrever

o processo de interação entre o gás e a parede utiliza-se o núcleo de Cercignani-Lampis definido

em termos do coeficiente de acomodação do momento tangencial e do coeficiente de acomodação

da energia cinética correspondendo a velocidade normal. Resultados numéricos são apresentados,

onde obtém-se grandezas de interesse, tais como: perfil de velocidade e perfil de fluxo de calor, os

quais foram implementados computacionalmente através do programa FORTRAN.

Palavras-chave:Dinâmica de Gases Rarefeitos. Núcleo de Cercignani-Lampis. Método

de Ordenadas Discretas. Modelos Cinéticos.
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The method discrete ordinates is used to solve problems involving rarefied gas dynamics. In this

work, a version of the analytical method discrete ordinates (ADO) is used to solve problems in a

semi-infinite. The complete analytical development, in cartesian coordinates, the solution of the

Thermal-Slip and Viscous-Slip problems is presented, for four kinetic models: BGK model, S

model, Gross Jackson model and MRS model in a unified approach. In addition, to describe the

interaction between gas and surface, we use the Cercignani-Lampis boundary condition defined in

terms of the coefficients of accommodation of tangential momentum and energy accommodation

coefficient kinetic corresponding the velocity normal. Numerical results are presented, where we

obtain quantities of interest, such as: velocity profile and heat flow profile, which were imple-

mented computationally through the FORTRAN program.

Keywords: Rarefied Gas Dynamics. Cercignani-Lampis Kernel. Discrete Ordinates

Method. Kinetic Models.
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INTRODUÇÃO

O estudo da Dinâmica de Gases Rarefeitos (DGR), pode ser feito através da Teoria Cinética

dos Gases, neste sentido, destaca-se os trabalhos de Ferziger e Kaper (1972), Hirschfelder et al.

(1972), Cercignani (1988), Bird (1994), Sharipov e Seleznev (1998), Sharipov (2008b). Esta teoria

descreve o gás como uma quantidade muito grande de pequenas partículas, onde essas partículas

estão em constante movimento e como consequência colidem umas com as outras e com a parede

que envolve essas partículas.

Nos últimos anos, houve um aumento de interesse por pesquisadores em fenômenos refe-

rentes à Dinâmica de Gases Rarefeitos (DGR), pois esta possui aplicações em diversas áreas, den-

tre elas, o fluxo do gás em microcanais. Esse aumento de interesse, ocorre devido as indústrias

almejarem desenvolver e miniaturizar os mais diversos dispositivos. O processo de fabricar dis-

positivos em escalas cada vez menores pode conter vários obstáculos (Avelino e Kakaç, 2004),

que resultam no desenvolvimento de novas técnicas de produção. Por exemplo, que a miniaturiza-

ção de um componente eletrônico pode acarretar em problemas associados ao superaquecimento,

sendo necessário usar um dispositivo de refrigeração para amenizar o calor.

Como a miniaturização de dispositivos tem envolvido um importante campo de pesquisa

na década passada e vem crescendo ultimamente, é comum encontrar expressões como sistemas

microeletromecânico (MEMS) e microsistemas tecnológicos (MST), estas vem sendo utilizadas

para descrever o modelo e a metodologia no processo de fabricação.

Microsistemas são tecnologias que integram microeletrônica, microsensores, microatu-

adores e microestruturas com diversas aplicações em vários ramos do mercado, onde sistemas

microeletromecânicos (MEMS) são pequenas estruturas que ajudam na execução da tarefa que um

determinado aparelho realiza. Os microsistemas tecnológicos (MST) são estruturas da ordem de

micrômetros onde a função técnica é dada pela forma da microestrutura.

De acordo com Rostami, Majumbar e Saniei (Rostami et al., 2002), os MEMS, MST e

a mecatrônica vem sendo usados nos EUA, Europa e Japão, respectivamente, para descrever o

modelo, o desenvolvimento e o processo de fabricação destes dispositivos, cuja escala é muito

pequena. Assim observa-se que os países com melhor desenvolvimento tecnológico, econômico e

social, possuem uma melhor competência tecnológica e empresarial em projetos como aplicações

da microeletrônica. Ainda, segundo Rostami, Majumbar e Saniei (Rostami et al., 2002) os princi-
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pais países industrializados têm reconhecido a importância do MEMS e MST e têm implementado

e apoiado programas de pesquisas que envolvem esta tecnologia.

Mesmo que na década de 30 tenham surgido os primeiros resultados analíticos referente ao

fluxo de um gás estável, até 1990 (Colin et al., 1998) os trabalhos científicos em microfluídos eram

raros. Pode-se citar que em 1938 Kennard (Kennard, 1938) desenvolveu uma expressão simples

para a taxa de fluxo de massa num longo tubo circular através de um canal de placas paralelas,

logo após surgem outros trabalhos, dentre eles: Cercignani (Cercignani, 1966), Loyalka e Ferziger

(Loyalka e Ferziger, 1968), Loyalka (Loyalka, 1971), Williams (Williams, 1971), Cercignani (Cer-

cignani, 1975), Lo, Loyalka e Storvick (Lo et al., 1984), Cercignani (Cercignani, 1988), Loyalka

e Hickey (Loyalka e Hickey, 1989) e Van de Pol e Branebjerg (Pol e Branebjerg, 1990).

A partir dos anos 90, houve um considerado crescimento no número de publicações, dentre

elas destaca-se: Gravesen, Branebjerg e Jensen (Gravesen et al., 1993) e Shoji e Eshashi (Shoji

e Eshashi, 1994), que escreveram dois artigos referentes à componentes básicos em microfluídos

(microválvulas, microbombas, microsensores, etc.).

O número de empresas e institutos que trabalhavam na tecnologia dos sitemas mi-

croeletromecânicos (MEMS), era em torno de 300 em todo o mundo, e em 1995 houve um avanço

no crescimento chegando a 8.000, isso é descrito por Rostami, Majumbar e Saniei (Rostami et al.,

2002). Esse crescimento deve-se a união de universidades e institutos que desenvolvem atividades

relacionadas a MEMS e MST (Fatikow e Rembold, 1997). De acordo com Subgrupo de Comitê

das Atividades de Pesquisa e Desenvolvimento da Amazônia (CAPDA) (Subgrupo CAPDA, 2004)

o mercado mundial possuia taxa de crescimento de 18% no ano de 2004 e tinha como estimativas

de mercado 34 bilhões de dólares em 2006.

Os microsistemas são utilizados em diversas áreas (Rostami et al., 2002), dentre elas

destacam-se: medicina, biotecnologia, aviação, telecomunicações, metrologia, tecnologia de com-

putadores, equipamentos de escritório, eletrodomésticos, tecnologia de segurança, robótica, en-

genharia automotiva e aeroespacial. As aplicações dos MEMS, estão atualmente em cabeçotes

injetores para impressoras jato de tinta, acelerômetros e sensores de pressão para a indústria au-

tomotiva (freios ABS, airbags, etc.), microatuadores para cabeça de leitura/escrita de HD’s, mi-

crosistemas para óptica e opto-eletrônica, microcanais, microbombas, microválvulas, controle de

fluxo, marcapassos do coração, sensores de presssão, entre outros. Esses exemplos de dispositivos

caracterizam-se por suas dimensões, onde é relevante o efeito de superfície.

Grande parte dos microsistemas envolve fluxos de fluídos, logo quando trabalha-se com

fluxos em micro ou menores escalas, não é válida a aproximação contínua, sendo assim fenômenos

como viscosidade, compressibilidade e forças intermoleculares devem ser levadas em consideração

(Gad-el-Hak, 2006). Esses fenômenos e mais os fenômenos de superfície possuem um papel mais

relevante em fluxos de gases e líquidos em microsistemas do que em macrosistemas (Zoar et al.,

2002). Considera-se, também, em microescala para o fluxo de líquidos, a eletrocinética (Hunter,

1981) e o efeito mecânico polar (Stokes, 1984), no entanto para o fluxo de gases o estado mais

importante é o de rarefação.
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Devido a escala do comprimento característico ser muito pequena, em simulações numéri-

cas, tem-se fluxos que não podem ser modelados pela equação de Navier-Stokes, nos MEMS, essa

escala deve ser relacionada com o livre caminho médiol das moléculas do gás. Logo, o fluxo não

pode ser modelado usando as hipóteses do contínuo, portanto a equação de Boltzmann passa a ser

considerada para descrever e calcular o fluxo nesses dispositivos (Cercignani, 1988; Cercignani,

1990; Cercignani, 2000).

As superfícies que envolvem um gás podem ser caracterizadas de diversas formas, dentre

elas tem-se os coeficientes de acomodação, que buscam descrever as interações entre as moléculas

e a parede, ou seja, gás superfície na parede. Essas interações juntamente com as leis de forças

interatômicas, descrevem o perfil de velocidade, perfil fluxo de calor, desvio de temperatura e

desvio de densidade. De um modo geral, tem-se que a resolução de problemas na DGR está

baseada no estado de rarefação do gás (Williams, 1971), (Sharipov e Seleznev, 1998). Esse estado

é classificado pelo valor do número de Knudsen(Kn), que será definido mais adiante neste trabalho.

O valor do número de Knudsen de um determinado fluxo, determina o estado de rarefação

do gás, e também pode analisar a validade das equações de Navier-Stokes para a modelagem do

fluxo. Como em alguns casos, a equação de Navier-Stokes não se aplica (Williams, 1971), ou seja,

o número de Knudsen assume um valor intermediário e o gás encontra-se no regime de transição,

usa-se a equação de Boltzmann, que é fundamental na DGR. Pode-se encontrar em Cercignani

(Cercignani, 1988; Cercignani, 1990) e em Sharipov e Seleznev (Sharipov e Seleznev, 1998),

dados que são úteis para comparar métodos computacionais e formulações matemáticas na área da

DGR.

A equação de Boltzmann, foi criada no século XIX por Ludwig Boltzmann fig. 1 um dos

pais da mecânica estatística em seus estudos pioneiros da teoria cinética dos gases (Boltzmann,

1872). Possui grande importância em fenômenos de transporte, onde abrange teoria cinética,

mecânica dos fluídos e mecânica estatística (Prolo Filho, 2007). A equação de Boltzmann foi

desenvolvida para descrever estatisticamente a distribuição de partículas em um gás ideal, é uti-

lizada no estudo de como um gás transporta determinadas quantidades físicas, como calor e massa.
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Figura 1: Ludwig Boltzmann

Além de contribuir na área da física, Boltzmann também influenciou em áreas da

matemática. Relata-se que em 1912, o matemático David Hilbert apontou como obter soluções

aproximadas da equação de Boltzmann (Cercignani, 1998) e mais tarde David Enskog generalizou

o método de Hilbert (Cercignani, 1998).

Na literatura encontra-se três formas para a equação de Boltzmann (Garcia, 2002) ou

equação de transporte de partículas, são elas: forma íntegro-diferencial (Garcia, 2002), forma

integral e forma integral de superfície (Sanchez e McCormick, 1982). Quando fala-se da equação

do transporte íntegro-diferencial, pode-se dizer que esta fornece uma descrição qualitativa das dis-

tribuições espacial, direcional, energética e temporal das partículas em meios materiais.

A partir dos anos 60 a equação de Boltzmann ganhou relevância no seu estudo a fim de

ser utilizada para resolver problemas de fluxos de gases rarefeitos. Mesmo tendo vários estudos

referentes a equação de Boltzmann e utilizando métodos semi-analíticos ou puramente numéricos,

a solução de problemas utilizando-a não é de fácil obtenção, isso deve-se a presença da integral de

colisão.

Pelo fato da equação de Boltzmann ser uma equação não-linear e muito complexa,

simplifica-se a integral de colisões através de uma função distribuição Maxwelliana local,

mantendo-se as características matemáticas e físicas fundamentais da equação de Boltzmann.

Muitos estudos relacionados ao tratamento da equação de Boltzmann vem sendo realiza-
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dos por pesquisadores matemáticos (Loyalka e Hickey, 1989; Sone et al., 1990; Siewert, 2003a;

Siewert, 2003b), sendo que Cercignani é um dos que mais se destaca na área da teoria cinética

(Cercignani, 1975; Cercignani, 1990; Cercignani et al., 1994).

Em consequência da dificuldade de trabalhar com a equação de Boltzmann, principalmente

no termo integral de colisão, foram criadas as chamadas equações modelos ou equações cinéti-

cas, que possuem o papel de simplificar o termo integral de colisão mantendo as características

da equação original (Zou et al., 1995; Barichello et al., 2001; Sharipov, 2002; Siewert, 2002e;

Sharipov, 2003a). Logo, tem-se que diferentes problemas podem ser modelados pelas seguintes

equações modelos: modelo BGK, proposto por Bhatnagar, Gross e Krook (Bhatnagar et al., 1954),

modelo S, proposto por Shakhov (Shakhov, 1974), modelo Gross-Jackson (GJ), proposto por Gross

e Jackson (Gross e Jackson, 1959), modelo MRS, proposto por Garcia e Siewert (Garcia e Siew-

ert, 2006), modelo CLF, proposto por Cercignani (Cercignani, 1966), Loyalka e Ferziger (Loyalka

e Ferziger, 1968) e os modelos CES e CEBS, propostos por Barichello e Siewert (Barichello e

Siewert, 2002).

Neste trabalho, serão utilizados os modelos BGK, S, Gross-Jackson e MRS. Esses modelos

consideram a frequência de colisão das partículas constantes. Pode-se destacar que o modelo CLF

é um caso particular do modelos CES e que esses modelos tem frequência de colisão variável.

Encontra-se na literatura também o modelo McCormack (McCormack, 1973), aplicado a misturas

de gases cuja frequência de colisão é variável.

De acordo com Siewert (Siewert, 2002), o estudo teórico de problemas clássicos da DGR

que modelam escoamento de gases em canais planos (fluxo de Poiseuille, fluxo de Couette, Creep-

Térmico,...) é muito importante no surgimento de novos modelos matemáticos e no desenvolvi-

mento de novas técnicas computacionais.

Em relação aos métodos determinísticos, encontra-se vários na literatura, dentre eles tem-se

o método de solução aproximado two-stream (Schuster, 1905; Schwarzschild, 1906), o método dos

harmônicos esféricos (Jeans, 1917), método de ordenadas discretas (Wick, 1943; Chandrasekhar,

1950), método de ordenadas discretas analítico (Barichello e Siewert, 1999; Siewert, 2000a),

método de velocidades discretas (Sharipov, 1999b) e o método exato de solução de Case (Case,

1960).

De acordo com Garcia (Garcia, 2002), tem-se que Wick (Wick, 1943) propôs o método de

ordenadas discretas na década de 40. Esse método tem a função de aproximar o termo integral

da equação de transporte íntegro-diferencial através de uma fórmula de quadratura. Em geometria

plana, essa aproximação resulta em um sistema de equações diferenciais ordinárias, que pode

ser resolvido analiticamente. Mais tarde, esse método foi aplicado em estudos de transferência

radiativa por Chandrasekhar (Chandrasekhar, 1950).

A versão analítica do método de ordenadas discretas (ADO) foi proposta por Barichello e

Siewert (Barichello e Siewert, 1999). Este método difere do original, pois usa-se um esquema de

quadratura arbitrário, do tipo half-range, pela determinação das constantes de separação que são
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encontradas na resolução de um problema de autovalores e por trabalhar de uma forma analítica

com a variável espacial.

O método ADO, é muito útil na resolução de problemas na dinâmica de gases rarefeitos,

principalmente pelo fato de possibilitar a construção de soluções unificadas para diferentes mode-

los, isso pode ser verificado nas seguintes Refs. (Barichello e Siewert, 1999; Barichello e Siewert,

2000; Siewert, 2000c; Siewert, 2001a; Barichello et al., 2001; Siewert e Valougeorgis, 2002; Sie-

wert, 2002a; Siewert, 2002c).

Neste trabalho, usa-se a equação íntegro-diferencial de Boltzmann e a versão analítica do

método de ordenadas discretas (ADO), onde será trabalhado de forma unificada os modelos cinéti-

cos BGK, S, Gross-Jackson e MRS em coordenadas cartesianas, definindo-se uma formulação

geral aos parâmetrosβ e ϖ , para os problemas de Deslizamento Térmico e Deslizamento Vis-

coso. Usa-se as condições de contorno generalizadas Cercignani-Lampis (Siewert, 2002a), que

apresentam dois coeficientes de acomodação e devido a isso representam melhor as propriedades

físicas (Siewert e Sharipov, 2002). Os coeficientes de acomodação são:αn que é o coeficiente de

acomodação da energia cinética correspondendo a velocidade normal eαt que é o coeficiente de

acomodação do momento tangencial.

Na realização deste trabalho, desenvolveu-se uma formulação analítica e computacional em

coordenadas cartesianas para os problemas em semi-espaço: Problemas de Deslizamento Térmico

e Deslizamento Viscoso, definindo-se uma formulação geral aos parâmetrosβ e ϖ , onde inclui os

modelos BGK, S, Gross-Jackson e MRS.

Portanto, a estrutura deste trabalho é apresentada da seguinte forma: no capítulo 1,

apresenta-se uma modelagem da equação linearizada de Boltzmann e conceitos básicos para o

desenvolvimento deste trabalho. No capítulo 2, encontra-se a formulação dos modelos cinéticos.

No capítulo 3, tem-se a formulação dos problemas propostos. No capítulo 4, encontra-se as quanti-

dades físicas de interesse usadas nesse trabalho. No capítulo 5, encontra-se as soluções particulares

e a solução em ordenadas discretas. No capítulo 6, apresenta-se a solução através das condições de

contorno generalizadas (Cercignani-Lampis) e as quantidades de interesse. No capítulo 7, tem-se

os resultados numéricos obtidos a partir das simulações.



Capítulo 1

CONCEITOS DA DINÂMICA DE GASES

RAREFEITOS

Neste capítulo, serão apresentados alguns conceitos importantes sobre a dinâmica de gases,

que serão fundamentais para o entendimento do desenvolvimento deste trabalho.

1.1 Número de Knudsen

A resolução de problemas na Dinâmica de Gases Rarefeitos (DGR) depende do estado

de rarefação do gás (Williams, 1971), esse estado pode ser classificado pelo valor do número de

Knudsen (Kn). O número de Knudsen é um dos parâmetros mais utilizados na DGR (Sharipov e

Seleznev, 1998), o qual é definido pela razão entre o livre caminho médio molecularλ (distância

média percorrida por uma molécula entre as colisões) e um comprimento característicoa da região

do escoamento do gás (por exemplo, o raio do tubo em um problema de fluxo, ou espessura da

camada limite de um fluxo externo) (Chaaf e Chambre, 1961), ou seja,

Kn =
λ

a
. (1.1)

O regime de escoamento gasoso pode ser dividido em três tipos (Sharipov e Seleznev,

1998), de acordo com os valores que o parâmetroKn assume:

• (i) Regime hidrodinâmico (Kn≤ 10−2): as colisões intermoleculares são muito freqüentes,

o livre caminho médioλ torna-se muito pequeno comparado ao comprimento característico,

neste caso, o gás é considerado como um meio contínuo e as equações de Navier-Stokes são

aplicadas ao escoamento do gás.

• (ii) Regime de moléculas livres (Kn ≥ 10): o livre caminho médioλ é muito maior que

o comprimento característicoa, nesse caso, as moléculas interagem mais com a superfície
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que limita o gás do que com as outras moléculas, e considera-se o movimento das moléculas

independentes umas das outras.

• (iii) Regime de transição (10−2 < Kn < 10): o número de knudsen assume um valor inter-

mediário, não considera-se o gás como um meio contínuo e não pode-se desprezar as colisões

intermoleculares. Assim, quando o gás encontra-se no regime de transição, as equações de

Navier-Stokes não podem ser utilizadas, logo o comportamento do gás só pode ser deter-

minado a partir de uma análise detalhada da equação de Boltzmann, ou seja, é necessário

considerar algumas formulações baseadas na equação de Boltzmann ou equações cinéticas

(modelos).

1.2 Função Distribuição

A Teoria Cinética pretende determinar as propriedades macroscópicas de um gás, através

do sistema formado pelas moléculas que compõem esse gás. O estado de um sistema de partículas

é determinado em um instantet qualquer, desde que se conheça a posição e a velocidade de cada

partícula que o compõe nesse determinado instante.

O número de partículas que compõe um gás é de ordem 1025 por m3 nas condições nor-

mais de temperatura e pressão, o que torna inviável resolver o problema através dos métodos da

Mecânica Clássica, sendo assim, o estado do sistema de partículas é descrito pela função de dis-

tribuição f (t, r,v), ondet é o tempo,r = (x,y,z) é o vetor de coordenadas espaciais ev= (vx,vy,vz)
é o vetor velocidade das partículas.

Todas as características macroscópicas do fluxo de um gás podem ser calculadas através

da função de distribuiçãof (t, r,v). As expressões para essas características macroscópicas são

encontradas em Ferziger e Kaper (Ferziger e Kaper, 1972) e Sharipov e Seleznev (Sharipov e

Seleznev, 1998 ), são elas:

• Densidade:

n(t, r) =
∫

f (t, r,v)dv. (1.2)

• Velocidade Hidrodinâmica:

u(t, r) =
1

n(r)

∫
Vz f (t, r,v)dv. (1.3)

• Tensor Pressão:

Pxz = m
∫

VxVz f (t, r,v)dv. (1.4)

• Temperatura:

T(t, r) =
m

3nk

∫
V2 f (t, r,v)dv. (1.5)
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• Fluxo de Calor:

q(t, r) =
m
2

∫
V2V f(t, r,v)dv, (1.6)

ondem é a massa molecular,k é a constante de Boltzmann eV é a velocidade peculiar.

Calcula-se a pressão como valor médio dos termos diagonais do tensor pressão

p =
1
3
(Pxx+Pyy+Pzz). (1.7)

As Eqs. (1.2), (1.5) e (1.7) fornecem a equação de estado de um gás ideal

p = nkT, (1.8)

que é válida também em um estado fora de equilíbrio.

1.3 A Equação de Transporte de Boltzmann

A equação de Boltzmann (Boltzmann, 1872) é uma equação íntegro-diferencial não linear

(Chapman e Cowing, 1952; Kogan, 1969; Ferziger e Kaper, 1972; Cercignani, 1975; Cercignani,

2000; Cabrera e Barichello, 2006), que descreve o movimento de uma partícula quando há colisões

e determina a evolução na função distribuição.

As equações de Navier-Stokes (Sharipov e Seleznev, 1998) não são aplicadas ao regime de

transição, então torna-se necessário o uso da equação de Boltzmann (Cercignani, 1988), ou seja, a

equação íntegro-diferencial para estudar a dinâmica de gases rarefeitos, que é dada por

∂

∂ t
f (t, r,v)+v

∂

∂ r
f (t, r,v) = J( f ′, f ). (1.9)

Pode-se expressar a equação de Boltzmann não-linear estacionária, segundo Williams

(Williams, 2001), como

v.∇r f (r,v) = Ĵ( f ′, f ), (1.10)

ondeĴ representa o operador de colisão ou integral de colisão, definido como

Ĵ( f ′, f ) =∫
dv′1

∫
dv′2

∫
dv2W(v1 → v′1;v2 → v′2)[ f (r,v

′
1) f (r,v′2)− f (r,v1) f (r,v2)], (1.11)

ondef e f ′ são respectivamente as funções de distribuição de partículas “antes"e “após"as colisões,

W é a função frequência de espalhamento diferencial para a colisão entre duas partículas.
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O operador de colisão expressa a taxa de variação temporal da função de distribuição devido

as colisões moleculares. Como esse operador torna a equação de Boltzmann muito complexa

para ser resolvida, é necessário fazer uma simplificação no operador de colisões. Devido a isso,

foram desenvolvidos vários métodos analíticos com o objetivo de facilitar a resolução da equação

de Boltzmann, como exemplo o método de Grad (Kogan, 1969; Cercignani, 1975; Cabrera e

Barichelo, 2006) e o método de Chapman-Enskog (Chapman e Cowing, 1952; Cercignani, 1975;

Cabrera e Barichelo, 2006), porém esses métodos fornecem resultados que são válidos somente no

regime hidrodinâmicoKn << 10−2.

Devido a dificuldade de trabalhar com a equação de Boltzmann na forma original, será

trabalhado com a forma linear da equação de Boltzmann. Desta forma utiliza-se modelos cinéticos

que são formas simplificadas da equação linear de Boltzmann, onde mantém-se as propriedades

fundamentais da integral de colisão original (conservação de massa, momento e energia). Quando

a equação de Boltzmann é simplificada por um modelo cinético, ou seja, a integral de colisão é

substituída por um modelo cinético, a equação de Boltzmann passa a ser chamada de equação

modelo ou equação cinética.

1.3.1 Equação Linearizada de Boltzmann

Seguindo Williams (Williams, 2001), neste trabalho, utiliza-se a equação linearizada de

Boltzmann unidimensional e no estado estacionário, para situações fracas em que o gás é removido

do seu estado de equilíbriof0, para isso escreve-se a função de distribuição na forma

f (r,v) = f0(r,v)[1+h(r,v)], (1.12)

ondeh representa uma pequena perturbação(|h|<< 1) causada à distribuição Maxwelliana local

f0(r,v), pela presença de uma superfície de fronteira.

Segundo Williams (Williams, 2001), escreve-se a Maxwelliana localf0(r,v), como

f0(r ,v) = n∞(r)
[

m
2πkT∞(r)

]3/2

exp

[
−

m[v2
x +v2

y +[vz− ū(x)]2]
2kT∞(r)

]
, (1.13)

onder = (x,y,z) é o vetor de coordenadas espaciais,m é a massa molecular,k é a constante de

Boltzmann,v= (vx,vy,vz) é o vetor velocidade das partículas,n∞ é densidade eT∞ é a temperatura.

Assume-se quen∞, T∞ e ū são funções lineares dex ez, como segue

n∞(x,z) = n0(1+Rxx+Rzz), (1.14)

T∞(x,z) = T0(1+Kxx+Kzz) (1.15)



17

e

ū(x) = Kx, (1.16)

onden0 é a densidade de equilíbrio das partículas de gás,T0 é a temperatura constante,K é um

gradiente de velocidade na direçãox, Ri e Ki são, respectivamente, os gradientes de densidade e

temperatura na direçãoi.

Desta forma, seguindo Williams (Williams, 1971; Williams, 2001) e partindo da Eq. (1.12),

a função de distribuiçãof , será determinada a partir de uma perturbaçãoh. Para isso substitui-se

a Eq. (1.12) que é a forma linear da equação de Boltzmann na Eq. (1.10), considera-se as pro-

priedades simétricas da função frequência de espalhamento diferencial para a colisão entre dois

corpos (Williams, 2001; Camargo, 2003), despreza-se os termos deO(h2) e faz-se uma adimen-

sionalização da forma

c = v

(
m

2kT0

)1/2

, (1.17)

K0 = K

(
m

2kT0

)1/2

, (1.18)

ondev é a magnitude da velocidade da partícula. Assim chega-se a uma equação parah. Logo,

obtém-se a equação balanço definida por

S(c)+cx
∂

∂y∗
h(y∗,c) = σ

2
0n0π

1/2L {h}(y∗,c), (1.19)

ondeσ0 é o diâmetro de colisão das partículas (Barichello e Siewert, 2003),S(c) é o termo de fonte

que é determinado para cada tipo de problema e o operador de colisão é descrito por

L {h}(y∗,c) =−η(c)h(y∗,c)+
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−(c2

x+c2
y+c2

z)F(c′,c)h(y∗,c′)dcxdcydcz, (1.20)

ondey∗ é a variável espacial,F(c′,c) é o núcleo de espalhamento eη(c) é a frequência de colisão

dada por

η(c) =
2c2 +1

c

∫ c

0
e−x2

dx+e−c2
. (1.21)

Escrevendo-se o vetor velocidade em coordenadas esféricas(c,arccosµ,χ), ou seja,

usando-se

cx = cµ cy = c(1−µ
2)1/2senχ e cz = c(1−µ

2)1/2cosχ, (1.22)
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reescreve-se a Eq. (1.19) na forma

S(c)+cµ
∂

∂y∗
h(y∗,c) = σ

2
0n0π

1/2L {h}(y∗,c), (1.23)

com o operador de colisão

L {h}(y∗,c) =−η(c)h(y∗,c)+
∫ ∞

0

∫ 1

−1

∫ 2π

0
c′2e−c′2F(c′,c)h(y∗,c′)dχ

′dµ
′dc′. (1.24)

1.4 Livre Caminho Médio

Nesta sessão será abordada o conceito de Livre Caminho Médiol , que representa a distân-

cia média percorrida por uma partícula gasosa antes de sofrer uma colisão. Considera-se a versão

homogênea da Eq. (1.19), e usa-se a variável adimensionalτ = y∗/l , reescrevendo-a da seguinte

forma

cx
∂

∂τ
h(τ,c) = εL {h}(τ,c), (1.25)

onde o operadorL é dado por

L {h}(τ,c) =−η(c)h(τ,c)+
∫ ∞

0

∫ 1

−1

∫ 2π

0
c′2e−c′2F(c′,c)h(τ,c′)dχ

′dµ
′dc′ (1.26)

e

ε = σ
2
0n0π

1/2l . (1.27)

O livre caminho médio é definido em função da viscosidade e da condutividade térmica.

Segundo Loyalka e Hickey (Loyalka e Hickey, 1989), o livre caminho médio em termos da vis-

cosidadeµ∗ é dado por

l = lp =
(

µ∗
p0

)(
2kT0

m

)1/2

, (1.28)

e o livre caminho médio definido em termos da condutividade térmicaλ∗, de acordo com Loyalka

e Ferziger (Loyalka e Ferziger, 1968), é dado por

l = lt =
(

4λ∗
5η0k

)(
m

2kT0

)1/2

, (1.29)
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ondek é a constante de Boltzmann,m é a massa molecular,T0 é a temperatura constante ep0 =
ηkT0 é a pressão.

De acordo com Pekeris e Alterman (Pekeris e Alterman, 1957), a viscosidade é definida

por

µ∗ =
8(2mkT0)

1/2

15πσ2
0

∫ ∞

0
e−c2

b(c)c6dc, (1.30)

e a condutividade térmica é definida como

λ∗ =
4k(2kT0/m)1/2

3πσ2
0

∫ ∞

0
e−c2

a(c)c6dc. (1.31)

As funçõesb(c) ea(c) que aparecem respectivamente nas Eqs. (1.30) e (1.31), são soluções

da equação de Chapman-Enskog, ondeb(c) é a solução para a viscosidade ea(c) é a solução para

a condutividade térmica, definidas pelas seguintes integrais

η(c)c2b(c)−
∫ ∞

0
e−c′2b(c′)k2(c

′,c)c′4dc′ = c2 (1.32)

e

η(c)c2a(c)−
∫ ∞

0
e−c′2a(c′)k1(c

′,c)c′3dc′ = c(c2−5/2), (1.33)

com a condição de normalização

∫ ∞

0
e−c2

a(c)c4dc= 0. (1.34)

Assim, em termos da viscosidade, substitui-se a a Eq. (1.32) na Eq. (1.30), posteriormente

a Eq. (1.30) na Eq. (1.28) e finalmente a Eq. (1.28) na Eq. (1.27), obtendo-se

ε = εp =
16
15

π
−1/2

∫ ∞

0
e−c2

b(c)c6dc. (1.35)

Em termos da condutividade térmica, substitui-se a a Eq. (1.33) na Eq. (1.31), posterior-

mente a Eq. (1.31) na Eq. (1.29) e finalmente a Eq. (1.29) na Eq. (1.27), obtendo-se

ε = εt =
16
15

π
−1/2

∫ ∞

0
e−c2

a(c)c6dc. (1.36)

Os resultados numéricos paraεt e εp, dependem dos modelos cinéticos utilizados. Após a
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mudança da variável adimensional, pode-se escrever a Eq. (1.19) na forma

cx
∂

∂τ
h(τ,c)+ εh(τ,c) = επ

−3/2
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−c′2h(τ,c)F(c′,c)dc′xdc′ydc′z+S(c), (1.37)

onde

ε = σ
2
0n0π

1/2l . (1.38)

1.5 Interação Gás-Superfície

Frequentemente, os gases são limitados por superfícies, essa limitação impõe condições de

contorno à função distribuição. Logo, o estudo da interação gás-superfície é de grande importância

na DGR.

A função de distribuição é dada através do núcleo de espalhamentoR(v′ : v) (Cercignani,

1988), o qual proporciona a densidade de probabilidade de que a velocidade de uma molécula seja

alterada dev′ antes da colisão com a parede, parav após a colisão, como

|vn| f (v) =
∫

v′n<0
|v′n|R(v′ : v) f (v′)dv′, vn > 0 (1.39)

ondev′ é a velocidade molecular das partículas de incidência ev é a velocidade molecular das

partículas de reflexão,vn = v.n é a componente normal da velocidadev e n é o vetor unitário

normal à superfície.

O núcleo de espalhamento satisfaz as seguintes propriedades:

• Condição de Normalização: ∫
v′n<0

R(v′ : v)dv = 1. (1.40)

• Condição de Reciprocidade (Cercignani, 1975):

|v′n|exp

(
−mv′2

2kTw

)
R(v′ : v) = |vn|exp

(
− mv2

2kTw

)
R(−v :−v′). (1.41)

O núcleo de espalhamento Difuso-Especular proposto por Maxwell é o mais utilizado. Este

núcleo não depende da velocidade das moléculas antes da colisão e a velocidade das moléculas

espalhadas não obedecem uma direção preferencial. Esse núcleo é dado por

R(v′ : v) = (1−α)δ ∗(v′−v+2nvn)+
(

α
m2vn

2π(kTw)2

)
exp

(
− mv2

2kTw

)
, (1.42)
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ondeδ ∗ é a função delta de Dirac,m é a massa molecular das partículas,k é a constante de

Boltzmann,Tw é a temperatura da superfície aα é o coeficiente de acomodação. Esse núcleo

representa fisicamente que a fraçãoα das partículas é refletida difusivamente e o restante da fração

(1−α) é refletida especularmente.

Segundo Williams (Williams, 2001), esse modelo difuso-especular para problemas de fluxo

entre duas placas paralelas localizadas emτ =−a e τ = a, é escrito linearmente em coordenadas

cartesianas como

h(−a,cx,cy,cz)− (1−α)h(−a,−cx,cy,cz) =
2α

π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

0
h(−a,−c′x,c

′
y,c

′
z)c

′
xdc′xdc′ydc′z (1.43)

e

h(a,−cx,cy,cz)− (1−α)h(a,cx,cy,cz) =
2α

π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

0
h(a,c′x,c

′
y,c

′
z)c

′
xdc′xdc′ydc′z, (1.44)

ondeα ∈ (0,1], representa o coeficiente de acomodação das paredes ecy > 0.

Em consideração com o modelo difuso-especular, encontra-se na literatura vários traba-

lhos da DGR baseado no núcleo de Maxwell, dentre eles cita-se os seguintes (Cercignani, 1965;

Barichello e Siewert, 2000; Barichelo et. al., 2001; Siewert, 2001; Siewert, 2002a; Siewert, 2002b;

Siewert, 2002c; Siewert, 2002d).

Seguindo a literatura (Sharipov, 2002), o modelo de Maxwell (difuso-especular) não des-

creve corretamente a interação gás-superfície, pois considera um único coeficiente de acomodação

para todas as propriedades físicas , enquanto que na prática necessita-se de no mínimo dois coe-

ficientes de acomodação. O núcleo que proporciona esses dois coeficientes é o núcleo proposto

por Cercignani e Lampis (Cercignani e Lampis, 1971), os dois coeficientes de acomodação des-

crevem as propriedades físicas do gás, permitindo uma melhor descrição física para fenômenos de

transporte de gases. Esse núcleo é dado por

RCL(v
′ : v) =

m2vn

2παnαt(2−αt)(kTw)2

×exp

(
−m[v2

n +(1−αn)v′2n ]
2kTwαn

−
−m[vt − (1−αt)v′t]

2

2kTwαt(2−αt)

)
×I0

(√
(1−αn)mvnv′n

αnkTw

)
, (1.45)
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ondeI0 é a função de Bessel modificada, expressa por

I0(w) =
1

2π

∫ 2π

0
ewcosφ dφ , (1.46)

ondevt é o vetor bidimensional da velocidade tangencial evn é a componente normal da velocidade

v.

O núcleo dado pela Eq. (1.45) contém dois parâmetros, 0≤ αt ≤ 2 como coeficiente de

acomodação do momento tangencial e 0≤ αn ≤ 1 como coeficiente de acomodação da energia

cinética devido a componente normal da velocidade (Sharipov e Seleznev, 1998). Quandoαt = 2

eαn = 0 tem-se que a velocidade troca de sinal após uma colisão com a superfície, trocando assim

sua direção, quandoαt = 1 eαn = 1 o núcleo dado pela Eq. (1.45) coincide com o núcleo difuso,

quandoαt = 0 eαn = 0 o núcleo dado pela Eq. (1.45) será o núcleo especular (Sharipov, 2002).

Usando uma adimensionalização para o vetor velocidadec, a interação entre o gás e a

parede (Siewert, 2002a), é dada por

h(−a,cx,cy,cz) =∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

0
e−c′2h(−a,−c′x,c

′
y,c

′
z)R(−c′x,c

′
y,c

′
z : cx,cy,cz)dc′xdc′ydc′z (1.47)

e

h(a,−cx,cy,cz) =∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

0
e−c′2h(a,c′x,c

′
y,c

′
z)R(c′x,c

′
y,c

′
z :−cx,cy,cz)dc′xdc′ydc′z, (1.48)

para todocx ∈ (0,∞) e para todocy, cz.

Aqui c′ é a velocidade molecular de partículas de incidência ec é a velocidade molecular de

partículas de reflexão,RCL(c
′ : c) é o núcleo de espalhamento de Cercignani-Lampis, este descreve

o efeito da parede na função distribuição das partículas, Eq. (1.45).

Considerando-se a adimensionalizaçãoc, na Eq. (1.45), o núcleo de espalhamento de

Cercignani-Lampis em coordenadas retangulares é dado por

RCL(c
′
x,c

′
y,c

′
z : cx,cy,cz) =

2c′x
παnαt(2−αt)

T(c′y,cy)S(c′x,cx)T(c′z,cz), (1.49)

onde

T(y,z) = exp[
−[(1−αt)z−y]2

αt(2−αt)
], (1.50)
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S(y,z) = exp[
−[(1−αn)1/2z−y]2

αn
]I0[

2(1−αn)1/2yz
αn

] (1.51)

e

Î0(w) = I0(w)e−w, (1.52)

ondeI0(w) é dado pela Eq. (1.46).

Para o problema em meio semi-infinito, além da condição de contorno, considera-se uma

condição associada ao comportamento da solução no infinito, que será comentado mais adiante.



Capítulo 2

MODELOS CINÉTICOS

2.1 Núcleos Sintéticos

Diversos trabalhos tem sido desenvolvidos na dinâmica de gases rarefeitos, utilizando-se de

equações modelos (Barichello e Siewert, 2000). Sendo assim, é necessário seguir uma metodologia

para trabalhar os modelos cinéticos de uma mesma forma, onde compara-se os resultados de dife-

rentes aproximações da ELB. Essa metodologia deve incluir a maneira de definir o livre caminho

médio e a frequência de colisão aplicável a cada modelo cinético.

Segundo Pekeris e Alterman (Pekeris e Alterman, 1957), uma expansão em termos dos

polinômios de Legendre é proposto em relação ao núcleo de espalhamentoK(c′,c). Fazendo uso do

teorema da adição dos harmônicos esféricos, pode-se escrever o núcleo do espalhamentoK(c′,c)
na forma

K(c′,c) =
1

4π

∞

∑
n=0

n

∑
m=0

(2n+1)(2−δ0,m)Pm
n (µ

′)Pm
n (µ)kn(c′,c)cosm(χ

′−χ), (2.1)

ondePm
n (µ) são as funções normalizadas de Legendre, dadas por

Pm
n (µ) =

[
(n−m)!
(n+m)!

]1/2

(1−µ
2)m/2 dm

dµmPn(µ), n≥m (2.2)

ePn(µ) são os Polinômios de Legendre tais que

∫ 1

−1
Pm

n (µ)Pm
n′ (µ)dµ =

(
2

2n+1

)
δn,n′, (2.3)

ondeδn,n′ representa o Delta de Kronecker. Nos trabalhos de Barichello e Siewert (Barichello

e Siewert, 2003), Loyalka e Hickey (Loyalka e Hickey, 1989) e Pekeris e Alterman (Pekeris e

Alterman, 1957), encontram-se alguns valores den para as componenteskn(c′,c) que possuem
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derivadas descontínuas emc′ = c, mesmo para valores pequenos den. Para reduzir essa dificul-

dade, as equações modelos estão sendo desenvolvidas, pois elas simplificam e linearizam o núcleo

de espalhamento sem perder as características da equação origem.

Para obter os modelos cinéticos, substitui-se as componentes exataskn(c′,c) de forma trun-

cada no núcleo de espalhamentoK(c′,c), obtendo

F(c′,c) =
1

4π

∞

∑
n=0

n

∑
m=0

(2n+1)(2−δ0,m)Pm
n (µ

′)Pm
n (µ) fn(c′,c)cosm(χ

′−χ), (2.4)

onde utiliza-se aproximações sintéticasfn(c′,c) paran≤ N no lugar dekn(c′,c) que serão apre-

sentadas no decorrer do trabalho.

Sendo assim, a ELB adimensionalizada e aproximada pelo núcleo sintéticoF(c′,c) é escrita

como

cµ

∂

∂τ
h(τ,c) = εL ∗{h}(τ,c), (2.5)

onde

L ∗{h}(τ,c) =−ν(c)h(τ,c)+
∫ ∞

0

∫ 1

−1

∫ 2π

0
e−(c′2)h(τ,c′)F(c′,c)c′2dc

χ ′dc
µ ′dcc′ (2.6)

eF(c′,c) é dado pela Eq. (2.4).

2.2 Os Modelos BGK, S, Gross-Jackson e MRS

Definidas as Eqs. (2.5) e (2.6) que serão usadas na construção das equações modelo para a

ELB, bem como as funções de Chapman-Enskog e os parâmetrosε, segue-se o desenvolvimento

dos modelos BGK, S, Gross-Jackson e MRS baseado no modelo de esferas rígidas. Seguindo

Cabrera (Cabrera, 2003) e usando as relações entre coordenadas esféricas e cartesianas obtém-se

o vetor velocidadec com componentes retângulares(cx,cy,cz), assim a ELB passa a ser escrita

como

cx
∂

∂τ
h(τ,c) = εL ∗{h}(τ,c), (2.7)

onde

L ∗{h}(τ,c) =−ν(c)h(τ,c)+π
−3/2

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−(c′2)h(τ,c′)F(c′,c)c′2dc′xdc′ydc′z. (2.8)
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As componentesfn(c′,c) para o modelo BGK (caso particular do modelo CES) foram

determinadas por Barichello e Siewert (Barichello e Siewert, 2003). Tem-se também que Siewert

e Sharipov (Siewert e Sharipov, 2002) determinaram essas componentes usando em conjunto os

modelos BGK e S. Para o modelo Gross-Jackson as componentes estão definidas nos trabalhos

(Gross e Jackson, 1959; Scherer, 2005) e o modelo MRS foi obtido como um caso particular do

modelo de McCormack em (Chen et al., 1991), utilizando-se de apenas uma única espécie de

gás para o modelo de esferas rígidas. Assim, de acordo com Garcia e Siewert (Garcia e Siewert,

2006) e Sherer (Scherer, 2005) o núcleo de espalhamento na forma unificada para esses modelos é

expresso por

F(c′ : c) = 1+2(c′.c)+
2
3
(c′2− 3

2
)(c2− 3

2
)+βM(c′ : c)+ϖN(c′ : c), (2.9)

ondeβ e ϖ são parâmetros a serem determinados segundo o modelo a ser trabalhado e

M(c′ : c) =
4
5
(c′.c)(c′2− 5

2
)(c2− 5

2
) (2.10)

e

N(c′ : c) = 2(c′.c)2− 2
3

c′2c2 (2.11)

com

c′.c = c′c
1

∑
m=0

(2−δ0,m)Pm
1 (µ

′)Pm
1 (µ)cos[m(χ

′−χ)]. (2.12)

Para que o núcleo definido pela Eq. (2.9), corresponda a um determinado modelo, deve-se

considerar certos valores para os parâmetrosβ e ϖ , sendo assim tem-se:

• ModeloBGK (Siewert e Sharipov, 2002):β = 0 e ϖ = 0.

• ModeloS (Siewert e Sharipov, 2002):β = 1
3 e ϖ = 0.

• ModeloGross-Jackson(Scherer, 2005):β = 5
9 e ϖ = 1

3.

• ModeloMRS (Garcia e Siewert, 2006):β = 1−
(16

15

)
21/2 e ϖ = 1−

(8
5

)
21/2.

De acordo com Garcia e Siewert (Garcia e Siewert, 2006), para escrever o núcleo de espa-

lhamento dado pela Eq. (2.9) na forma da Eq. (2.4), define-se as componentesfn(c′,c) como:

f0(c
′,c) = 4π

[
1+

2
3
(c′2− 3

2
)(c2− 3

2
)
]
, (2.13)

f1(c
′,c) =

8
3

π
−1/2c′c

[
1+

2
5

β (c′2− 5
2
)(c2− 5

2
)
]
, (2.14)
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f2(c
′,c) =

16
15

π
−1/2

ϖc′2c2 (2.15)

e

fn(c′,c) = 0, n > 2. (2.16)

Ainda, de acordo com Garcia e Siewert (Garcia e Siewert, 2006), as componentesfn(c′,c)
devem satisfazer as condições integrais (que resultam das condições de conservação de massa,

momento e energia),

η(c) =
∫ ∞

0
e−c′2 f0(c

′,c)c′2dc′, (2.17)

η(c)c =
∫ ∞

0
e−c′2 f1(c

′,c)c′3dc′ (2.18)

e

η(c)c2 =
∫ ∞

0
e−c′2 f0(c

′,c)c′4dc′. (2.19)

Substituindo as Eqs. (2.13) e (2.14) nas Eqs. (2.17), (2.18) e (2.19), determina-se que

a frequência de colisãoη(c) = 1 para os quatro modelos. Agora substituindo as Eqs. (2.14) e

(2.15) nas Eqs. (1.32), (1.33) e (1.34), determina-se as funções de Chapman-Enskoga(c) e b(c)
apropriadas para cada modelo.

• Para o modelo BGK, temos:

a(c) = (c2− 5
2
), b(c) = 1. (2.20)

• Para o modelo S temos:

a(c) =
3
2
(c2− 5

2
), b(c) = 1. (2.21)

• Para o modelo Gross-Jackson temos:

a(c) =
9
4
(c2− 5

2
), b(c) =

3
2
. (2.22)

• Para o modelo MRS temos:

a(c) =
(

15
32

(c2− 5
2
)
)

21/2, b(c) =
(

5
16

)
21/2. (2.23)
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Agora utilizando-se as Eqs. (2.20) a (2.23) nas Eqs. (1.36) e (1.35), determina-se os valores

deε para os quatro modelos.

• Para o modelo BGK, tem-se:

εp = εt = 1. (2.24)

• Para o modelo S tem-se:

εp = 1, εt =
3
2
. (2.25)

• Para o modelo Gross-Jackson tem-se:

εp =
3
2
, εt =

9
4
. (2.26)

• Para o modelo MRS tem-se:

εp =
(

5
16

)
21/2, εt =

(
15
32

)
21/2. (2.27)

Ressalta-se que de acordo com Barichello e Siewert (Barichello e Siewert, 2003), para a

ELB, tem-se

εp = 0,449027806..., εt = 0,679630049.... (2.28)

Após encontrar os valores deεp e εt podemos avaliar o número de Prandtl, que é utilizado

em teoria cinética para determinar a relação entreεp e εt e de acordo com (Barichello e Siewert,

2003), é expresso por

Pr =
εp

εt
. (2.29)

Assim verifica-se substituindo a Eq. (2.28) na Eq. (2.29), que o número de Prandtl para a

ELB é

Pr = 0,660694457, (2.30)

o qual é um valor próximo de
2
3

e segundo Sharipov e Seleznev (Sharipov e Seleznev, 1998) e

(Cercignani, 1988) é o valor normalmente utilizado na teoria cinética.

Então, substituindo-se as Eqs. (6.16) a (2.27), verifica-se quePr = 1 para o modelo BGK e

para os demais modelos (S, Gross-Jackson e MRS) tem-sePr = 2
3. Sendo assim, existe (Sharipov
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e Seleznev, 1998) uma vantagem no uso dos modelos S, Gross-Jackson e MRS em relação ao uso

do modelo BGK, uma vez que todos possuem uma frequência de colisão constante.

Sabe-se que as condições de contorno é outro elemento importante na resolução de pro-

blemas da DGR, pois sua função é descrever o comportamento do gás próximo as paredes. A de-

scrição do processo de interação entre o gás e a parede podem ser descritas pela lei de Cercignani-

Lampis, discutida por Knackfuss (Knackfuss, 2005) e pela lei Difuso-Especular, abordada por

Williams (Williams, 1971), onde considera-se que uma fração de partículas reflete difusivamente,

enquanto que a fração restante é refletida especularmente.

Nos próximos capítulos serão apresentadas as quantidades físicas de interesse e a formu-

lação matemática dos problemas de transferência de calor que pretende-se resolver aplicando os

modelos BGK, S, Gross-Jackson e MRS utilizando a versão analítica do método de ordenadas

discretas (ADO).



Capítulo 3

FORMULAÇÃO MATEMÁTICA

Após a apresentação da formulação de equações modelos da ELB para esferas rígidas,

formula-se, neste capítulo, de uma maneira unificada o problema de Deslizamento Térmico e o

problema de Deslizamento Viscoso, utilizando os modelos cinéticos apresentados anteriormente,

ou seja, modelos BGK, S, Gross-Jackson e MRS em coordenadas cartesianas.

3.1 Definição do Problema

Os problemas na DGR no regime de transição podem ser modelados pela ELB ou de forma

mais simplificada através das equações modelos, com as devidas condições de contorno apropri-

adas (Siewert, 2003a). Seguindo Barichello e Siewert (Barichello e Siewert, 2003), considera-se a

equação cinética já escrita em termos de uma perturbaçãoh(τ,c) da função distribuição dada por

cx
∂

∂y
h(τ,c)+ εh(τ,c) = επ

−3/2
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−c′2h(τ,c′)F(c′ : c)dc′xdc′ydc′z+S(c), (3.1)

ondeS(c) é o termo de fonte eF(c′ : c) é o núcleo de espalhamento sintético dado pela Eq.

(2.9), onde mantém-se a dependência deβ e ϖ . Esses parâmetros definem o núcleo sintético de

cada modelo usado nesse trabalho (modelos BGK, S, Gross-Jackson e MRS). Tem-se também que

M(c′ : c) e N(c′ : c) são dados respectivamente pelas Eqs. (2.10) e (2.11), como foi definido no

capítulo anterior.

Em relação a Eq. (3.1), tem-se queτ é a variável espacial adimensionalizada,c é o vetor

velocidade adimensional em coordenadas retangulares(cx,cy,cz) e ε é definido pela Eq. (1.38).
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3.2 Formulação Vetorial do Problema

Nesta seção não será trabalhado diretamente com a Eq. (3.1), mas sim utilizando problemas

auxiliares, para isso tem-se que as quantidades de interesse são definidas em termos de momen-

tos (integrais) da funçãoh(τ,c), a utilização desses momentos diminuem o número de variáveis

envolvidas no problema. Sendo assim considera-se os momentos

φ1(cy,cz) =
1
π

cye
−(c2

y+c2
z) (3.2)

e

φ2(cy,cz) =
1
π

cy2
−1/2(c2

y +c2
z−2)e−(c2

y+c2
z), (3.3)

define-se

g1(τ,cx) =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
φ1(cy,cz)h(τ,cx,cy,cz)dcydcz (3.4)

e

g2(τ,cx) =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
φ2(cy,cz)h(τ,cx,cy,cz)dcydcz. (3.5)

Agora, multiplica-se a Eq. (3.1) pela Eq. (3.2), integra-se esse produto sobre todocy e cz

em(−∞,∞), considera-se a nova notaçãocx = ξ juntamente com as Eqs. (3.4) e (3.5), obtém-se a

seguinte equação balanço

ξ
∂

∂τ
g1(τ,ξ )+ εg1(τ,ξ ) =

ε

∫ ∞

−∞
π
−1/2e−ξ ′2[k11(ξ

′,ξ )g1(τ,ξ ′)+k12(ξ
′,ξ )g2(τ,ξ ′)]dξ

′+a1(ξ ), (3.6)

onde

a1(ξ ) =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
φ1(cy,cz)S(ξ ,cy,cz)dcydcz, (3.7)

k11(ξ
′,ξ ) = 1+

2
5

β

(
ξ

2− 1
2

)(
ξ
′2− 1

2

)
+2ϖξ ξ

′, (3.8)

k12(ξ
′,ξ ) = 21/22

5
β

(
ξ

2− 1
2

)
. (3.9)
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De maneira equivalente, multiplica-se a Eq. (3.1) pela Eq. (3.3), integra-se esse produto

sobre todocy e cz em(−∞,∞), considera-secx = ξ , bem como, as Eqs. (3.4) e (3.5), obtém-se a

seguinte equação balanço

ξ
∂

∂τ
g2(τ,ξ )+ εg2(τ,ξ ) =

ε

∫ ∞

−∞
π
−1/2e−ξ ′2[k21(ξ

′,ξ )g1(τ,ξ ′)+k22(ξ
′,ξ )g2(τ,ξ ′)]dξ

′+a2(ξ ), (3.10)

onde

a2(ξ ) =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
φ2(cy,cz)S(ξ ,cy,cz)dcydcz, (3.11)

k21(ξ
′,ξ ) = 21/22

5
β

(
ξ
′2− 1

2

)
, (3.12)

k22(ξ
′,ξ ) =

4
5

β . (3.13)

As Eqs. (3.6) e (3.10) podem ser escritas na forma vetorial como

ξ
∂

∂τ
G(τ,ξ )+ εG(τ,ξ ) = ε

∫ ∞

−∞
ψ(ξ ′)K(ξ ′,ξ )G(τ,ξ ′)dξ

′+A(ξ ), (3.14)

onde

G(τ,ξ ) =

[
g1(τ,ξ )
g2(τ,ξ )

]
, (3.15)

ψ(ξ ) = π
−1/2e−ξ 2

(3.16)

e

K(ξ ′,ξ ) =

[
k11(ξ

′,ξ ) k12(ξ
′,ξ )

k21(ξ
′,ξ ) k22(ξ

′,ξ )

]
, (3.17)

A(ξ ) =

[
a1(ξ )
a2(ξ )

]
. (3.18)
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3.3 Problemas Clássicos

Os procedimentos desenvolvidos até este momento são válidos para todos os modelos

cinéticos e para os problemas de fluxos de gases rarefeitos que serão apresentados a seguir, cuja

resolução será feita pelo método ADO.

Nesta seção, serão apresentados dois problemas clássicos da DGR, o problema de Desliza-

mento Térmico e o problema de Deslizamento Viscoso, os quais referem-se a problemas em meios

semi-infinito e suas soluções são utilizadas na avaliação dos coeficientes de deslizamento.

3.3.1 Problema de Deslizamento Térmico

O problema de Deslizamento Térmico descreve o fluxo de um gás em um domínio semiin-

finito, causado por um gradiente constante de temperatura(Kx). O gás está limitado por uma placa

localizada emτ = 0, ondeτ ∈ [0,∞). A Maxwelliana usada para linearizar a Eq. (1.10) é

f0(x,v) = n(x)
(

m
2πkT(x)

)3/2

exp

(
− m(v.v)

2kT(x)

)
, (3.19)

onde a densidaden(x) e a temperaturaT(x) são dadas respectivamente por

n(x) = n0(1+Rxx), (3.20)

T(x) = T0(1+Kxx). (3.21)

No problema de Deslizamento Térmico a densidade do gás varia comx, pois a pressão é

constante, então para terp = nkT = constante, deve-se considerarRx = −Kx. Assim o termo de

fonte da Eq. (3.1) é definido por

S(c) =−cx(c2
x +c2

y +c2
z−5/2)Kx, (3.22)

onde a adimensionalização da magnitude da velocidade(c) é dado pela Eq. (1.17). Assim,

considera-se as Eqs. (3.2), (3.3), (3.7) e (3.11), e encontra-se

A(ξ ) =−Kx

[
ξ 2−1/2

21/2

]
. (3.23)
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3.3.2 Problema de Deslizamento Viscoso

O problema de Deslizamento Viscoso descreve o fluxo de um gás em um domínio semiin-

finito, causado por um gradiente de velocidade(k0) na direção do fluxo. O gás está limitado por

uma placa localizada emτ = 0, ondeτ ∈ [0,∞). Para esse problema a Maxwelliana utilizada para

linearizar a Eq. (1.10) é dada por

f0(y,v) = n0

(
m

2πkT0

)3/2

exp

(
−

m(v2
x +v2

y +[vz−u1(y)]
2)

2kT0

)
, (3.24)

onde

u1(y) = Ky. (3.25)

O termo de fonte da Eq. (3.1) é definido por

S(c) =−2cxcyk0, (3.26)

ondek0 é dado pela Eq. (1.18) e a adimensionalização da magnitude da velocidade da partícula

(c) é dado pela Eq. (1.17). Das Eqs. (3.2), (3.3), (3.7) e (3.11), tem-se

A(ξ ) =−K0

[
ξ

0

]
. (3.27)



Capítulo 4

GRANDEZAS FÍSICAS

Deseja-se calcular as quantidades físicas de interesse que estão relacionadas a velocidade

das partículas e ao fluxo de calor, essas grandezas estão definidas em termos da funçãoh(τ,c).
Assim para o perfil de velocidadeu(τ) e o perfil de fluxo de calorq(τ), conforme Siewert (Siewert,

2002a), tem-se, respectivamente

u(τ) = π
−3/2

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−c2

h(τ,cx,cy,cz)cydcxdcydcz, (4.1)

q(τ) = π
−3/2

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−c2

h(τ,cx,cy,cz)
(

c2− 5
2

)
cydcxdcydcz. (4.2)

As grandezas físicas devem ser escritas na forma vetorial como foi proposto no capítulo

anterior.

4.1 Problema de Deslizamento Térmico

Para o problema de Deslizamento Térmico as grandezas físicas na forma vetorial são dadas

por:

• Perfil de velocidade:

u(τ) = π
−1/2

∫ ∞

−∞
e−ξ ′2

[
1

0

]T

G(τ,ξ )dξ . (4.3)
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• Perfil de fluxo de calor:

q(τ) = π
−1/2

∫ ∞

−∞
e−ξ ′2

[
(ξ 2−1/2)

21/2

]T

G(τ,ξ )dξ , (4.4)

ondeT representa a operação transposta.

O coeficiente de Deslizamento TérmicoAs, que é usado nas equações de hidrodinâmicas

quando considera-se a condição de deslizamento de velocidade do gás na parede (Camargo, 2003),

é definido por

lim
τ→∞

u(τ) = As, (4.5)

ondeu(τ) é o perfil de velocidade dado pela Eq. (4.3).

4.2 Problema de Deslizamento Viscoso

Para o problema de Deslizamento Viscoso as grandezas físicas na forma vetorial são dadas

por:

• Perfil de velocidade:

u(τ) = k0τ +π
−1/2

∫ ∞

−∞
e−ξ ′2

[
1

0

]T

G(τ,ξ )dξ . (4.6)

• Perfil de fluxo de calor:

q(τ) = π
−1/2

∫ ∞

−∞
e−ξ ′2

[
(ξ 2−1/2)

21/2

]T

G(τ,ξ )dξ . (4.7)

O comportamento do perfil de velocidade no infinito é dado por

lim
τ→∞

d
dτ

u(τ) = k0, (4.8)

ondek0 é o gradiente de velocidade constante,u(τ) é o perfil de velocidade dado pela Eq. (4.6).

O coeficiente de Deslizamento Viscoso será determindado no capítulo 6.



Capítulo 5

SOLUÇÃO EM ORDENADAS

DISCRETAS

Para determinar os resultados numéricos, proposto neste trabalho, derivado dos quatro mo-

delos (BGK, S, Gross-Jackson, MRS), utiliza-se uma versão analítica do método de ordenadas

discretas (ADO) e para descrever a interação entre o gás e a superfície, utiliza-se o modelo de

Cercignani-Lampis.

O método de Ordenadas Discretas proposto por Wick (Wick, 1943) e Chandrasekhar

(Chandrasekhar, 1950), é um dentre os métodos determinísticos usados na resolução de proble-

mas derivados da equação de Boltzmann linearizada. Este método consiste em aproximar a inte-

gral angular no termo de espalhamento da equação de transporte por uma fórmula de quadratura

numérica, onde resolve-se analiticamente o sistema de equações algébricas resultantes dessa apro-

ximação. Mas ainda existe uma certa dificuldade em aplicar a solução em ordenadas discretas no

cálculo das constantes de separação como raízes de um polinômio.

Neste capítulo, uma versão analítica do método de ordenadas discretas (Barichello e Sie-

wert, 1999; Siewert, 2000a), é utilizado para resolver problemas baseados em modelos derivados

da ELB. No desenvolvimento da solução utilizando este método, segue-se os seguintes passos:

• escreve-se a versão em ordenadas discretas, baseada num esquema de quadratura do tipo

“half-range”;

• busca-se soluções do tipo exponencial para o problema;

• encontra-se o problema de autovalores;

• determina-se as soluções elementares;

• determina-se uma expressão para os autovetores;

• encontra-se o sistema linear de equações algébricas;
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• determina-se as quantidades de interesse utilizando a solução em ordenadas discretas.

Como nosso problema é não-homogêneo antes de aplicar o método de ordenadas discretas

analítico, determina-se uma solução particular para encontrar a solução dos problemas de Desliza-

mento Térmico Deslizamento Viscoso.

5.1 Solução Particular

Devido ao termo de fonte que aparece na Eq. (3.14), torna-se necessário determinar

soluções particulares que dependem do problema a ser resolvido. Seguindo Cabrera e Barichello

(Cabrera e Barichello, 2006), segue-se a seguinte proposta de solução particular

Gp(τ,ξ ) = Bτ
2 +Cτξ +Dξ

2 +Eξ +F, (5.1)

que será considerada para todos os problemas, ondeB, C, D, E eF são vetores(2n×1) constantes.

Para uma melhor compreensão denota-se para o problema de Deslizamento Térmico o sub-

índices e para o problema de Deslizamento Viscoso o sub-índicek, então substituindo a Eq. (5.1)

na Eq. (3.14), encontra-se para o problema de Deslizamento Térmico a seguinte solução particular

Gp
s(τ,ξ ) =

kt

2ε(β −1)

[
ξ 2
√

2

]
. (5.2)

Para o problema de Deslizamento Viscoso faz-se a mesma substituição que no problema de

Deslizamento Térmico e encontra-se como solução particular

Gp
k
(τ,ξ ) =

k0ξ

ε(ϖ −1)

[
1

0

]
. (5.3)

Encontrada a solução particular tem-se como proposta de solução geral para o problema a

seguinte equação

G(τ,ξ ) = Gh(τ,ξ )+Gp(τ,ξ ), (5.4)

ondeGp(τ,ξ ) denota a solução particular eGh(τ,ξ ) a solução homogênea.

A solução homogêneaGh(τ,ξ ) é definida pela Eq. (3.14) na qual não considera-se o termo

de fonte, assim tem-se

ξ
∂

∂τ
Gh(τ,ξ )+ εGh(τ,ξ ) = ε

∫ ∞

−∞
ψ(ξ ′)K(ξ ′,ξ )Gh(τ,ξ ′)dξ

′, (5.5)

ondeψ(ξ ) é dada pela Eq. (3.16) eK(ξ ′,ξ ) é dado pela Eq. (3.17).
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5.2 Solução em Ordenadas Discretas

Como a Eq. (3.16) é uma função equilíbrio, pode-se reescrever a Eq. (5.5) como

ξ
∂

∂τ
Gh(τ,ξ )+ εGh(τ,ξ ) = ε

∫ ∞

0
ψ(ξ ′)[K(ξ ′,ξ )Gh(τ,ξ ′)+K(−ξ

′,ξ )Gh(τ,−ξ
′)]dξ

′, (5.6)

onde, aplicando-se o método de ADO reescreve-se a Eq. (5.6) como

±ξi
d
dτ

Gh(τ,±ξ )+ εGh(τ,±ξ ) =

ε

N

∑
k=1

ωkψ(ξk)[K(ξk,±ξi)G
h(τ,ξk)+K(−ξk,±ξi)G

h(τ,−ξk)], (5.7)

parai = 1, ...,N. Tem-se queξk e ωk, k = 1, ...,N correspondem, respectivamente, aosN pontos e

pesos de quadratura obtidos pelo método ADO, onde a integral pertence ao intervalo[0,∞).

De acordo com Siewert (Siewert, 2002a), para resolver o problema proposto pela Eq. (5.7),

propõe-se uma solução na forma exponencial do tipo

Gh(τ,ξ ) = Φ(ν ,ξ )e−ετ/ν , (5.8)

onde

Φ(ν ,ξ ) =

[
Φ1(ν ,ξ )
Φ2(ν ,ξ )

]
. (5.9)

Agora substituindo a Eq.(5.8) na Eq. (5.7), obtém-se

(1∓
ξi

ν
)Φ(ν ,±ξ ) =

N

∑
k=1

ωkψ(ξk)[K(ξk,±ξi)Φ(ν ,ξk)+K(−ξk,±ξi)Φ(ν ,−ξk)], (5.10)

parai = 1, ...,N, escreve-se a Eq. (5.10) na forma matricial como

(I −Mν
−1)Φ+(ν) = W(+,+)Φ+(ν)+W(−,+)Φ−(ν), (5.11)

(I +Mν
−1)Φ−(ν) = W(+,−)Φ+(ν)+W(−,−)Φ−(ν), (5.12)
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onde,I é matriz identidade(2N×2N), M é a matriz(2N×2N) definida por

M = diag[ξ1,ξ2, ...,ξN,ξ1,ξ2...,ξN] (5.13)

e,Φ±(ν) são vetores de dimensão 2N definidos por

Φ±(ν) =
[

Φ1(ν ,±ξ1) ... Φ1(ν ,±ξN) Φ2(ν ,±ξ1) ... Φ2(ν ,±ξN)
]T

, (5.14)

aquiT representa a operação transposta.

Tem-se ainda queW(±,±) é a matriz(2N×2N), dada por

W(±,±) =

[
W11(±,±) W12(±,±)
W21(±,±) W22(±,±)

]
, (5.15)

cujas componentes deW são sub-matrizes de dimensãoN×N definias por

[Wmn(±,±)]i, j = ω jψ(ξ j)kmn(±ξ j ,±ξi), m,n = 1,2 e i, j = 1, ...,N, (5.16)

ondeω j são os pesos do esquema de quadratura,ψ(ξ j) é definido pela Eq. (3.16) ekmn(±ξ j ,±ξ j)
são as componentes da matriz(2× 2) dadas pelas Eqs. (3.8), (3.9), (3.12) e (3.13), observa-se

que essas componentes da matriz(2×2) dada pela Eq. (3.17) são simétricas em relação umas das

outras aos sinais deξ e ξ ′, ou seja,

K(ξ ′,ξ ) = K(−ξ
′,−ξ ), (5.17)

K(ξ ′,−ξ ) = K(−ξ
′,ξ ), (5.18)

dessa simetria, resulta que

W(+,+) = W(−,−), (5.19)

W(+,−) = W(−,+). (5.20)

Novamente seguindo Siewert (Siewert, 2002a), pode-se definir

W+ = W(+,+) = W(−,−), (5.21)
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W− = W(+,−) = W(−,+), (5.22)

assim, escreve-se as Eqs. (5.11) e (5.12), como

(I −Mν
−1)Φ+(ν) = W+Φ+(ν)+W−Φ−(ν), (5.23)

(I +Mν
−1)Φ−(ν) = W−Φ+(ν)+W+Φ−(ν). (5.24)

Agora define-se, conforme Siewert (Siewert, 2002a)

U = Φ+(ν)+Φ−(ν), (5.25)

ondeΦ+(ν) e Φ−(ν) são os vetores definidos na Eq. (5.14).

Neste momento, soma-se e subtrai-se as Eqs. (5.23) e (5.24) e usando-se a Eq. (5.25),

obtém-se o problema de autovalores

AX = λX, (5.26)

onde,A é a matriz(2N×2N) definida por

A = (W+−W−− I)M−1(W+ +W−− I)M−1, (5.27)

ondeX é o autovetor associado, tal que

X = MU , (5.28)

e λ é o autovalor associado, dado por

λ = ν
−2, (5.29)

aqui ressalta-se que esses autovalores são reais e distintos.

O problema de autovalores dado pela Eq. (5.26), gera 2N constantes de separaçãoν j asso-

ciados a 2N vetoresX(ν j), que quando aplicados nas Eqs. (5.23) e (5.24), obtém-se as soluções

elementares, dadas por

Φ+(ν j) =
1
2

M−1[I −ν j(W+ +W−− I)M−1]X(ν j), (5.30)

Φ−(ν j) =
1
2

M−1[I +ν j(W+ +W−− I)M−1]X(ν j). (5.31)
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De acordo com a proposta de solução na forma exponencial dada pela Eq. (5.8), pode-se

escrever a solução geral dada pela Eq. (5.7), como

Gh(τ,±ξi) =
2N

∑
j=1

[A jΦ(ν j ,±ξi)e
−ε(a+τ)/ν j +B jΦ(ν j ,∓ξi)e

−ε(a−τ)/ν j ]. (5.32)

Em consequência de ser um problema conservativo (Barichello et al., 2001), tem-se que um

dos autovalores tende a zero quandoN→ ∞, ou seja, uma das constantes de separaçãoν j torna-se

ilimitada. Logo, para escrever a solução geral do problema em termos das soluções elementares e

linearmente independentes, negligencia-se a maior das constantes de separação, onde adiciona-se

duas novas soluções exatas que devem satisfazer a Eq. (5.5). Portanto, a solução é

Gh(τ,±ξi) = A∗1G1 +B∗1G2(τ,±ξi)+
2N−1

∑
j=1

[A jΦ(ν j ,±ξi)e
−ε(a+τ)/ν j +B jΦ(ν j ,∓ξi)e

−ε(a−τ)/ν j ], (5.33)

em semi-espaço a solução é dada por

Gh(τ,±ξi) = A∗1G1 +B∗1G2(τ,±ξi)+
2N−1

∑
j=1

[A jΦ(ν j ,±ξi)e
−ετ/ν j +B jΦ(ν j ,∓ξi)e

−ετ/ν j ], (5.34)

onde as soluções exatas são dadas por

G1 =

[
1

0

]
(5.35)

e

G2(τ,ξ ) =

[
ετ−ξ/(1−ϖ)

0

]
. (5.36)

Como, este trabalho é um problema em semi-espaço, deseja-se que suas soluções ho-

mogêneas sejam limitadas, então considera-seB∗1 = 0, B j = 0 j = 1, ...2N− 1 na Eq. (5.34), e

a solução em ordenadas discretas será

Gh(τ,±ξi) = A∗1G1 +
2N−1

∑
j=1

A jΦ(ν j ,±ξi)e
−ετ/ν j . (5.37)

Encontradas a solução particular e a solução homogênea, escreve-se a solução geral do
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problema dado como

G(τ,ξ ) = Gp(τ,ξ )+A∗1G1 +
2N−1

∑
j=1

A jΦ(ν j ,±ξi)e
−ετ/ν j . (5.38)

As constantes arbitráriasA j , serão determinadas substituindo a Eq. (5.37) nas condições de

contorno na forma de ordenadas discretas, assim obtém-se um sistema linear algébrico(2N×2N),
o qual será determinado no próximo capítulo.



Capítulo 6

SOLUÇÃO ATRAVÉS DAS CONDIÇÕES

DE CONTORNO

Tendo conhecida a solução geral do problema Eq. (5.38), deve-se determinar os 2N co-

eficientesA∗1 e A j , j = 1,2, ...,2N−1, para isso usa-se as condições de contorno de Cercignani-

Lampis, onde primeiramente deve-se adequá-las à nova formulação, ou seja, a forma vetorial con-

forme a Eq. (3.14).

Assim, deve-se multiplicar as Eqs. (1.47) e (1.48) pelos momentos Eq. (3.2) e, posteri-

ormente, pela Eq. (3.3), integrando-se sobre todocy e cz, encontra-se, conforme notação vetorial

proposta para as condições de Cercignani-Lampis as seguinte equações dadas

G(−a,ξ ) = A
∫ ∞

0
G(−a,−ξ

′) f (ξ ′ : ξ )dξ
′, (6.1)

G(a,−ξ ) = A
∫ ∞

0
G(a,ξ ′) f (ξ ′ : ξ )dξ

′, (6.2)

para as Eqs. (1.47) e (1.48) respectivamente.

Tem-se, ainda que

A =

[
(1−αt) 0

0 (1−αt)3

]
(6.3)

e

f (ξ ′ : ξ ) =
2ξ ′

αn
exp

[
− [(1−αn)1/2ξ −ξ ′]2

αn

]
Î0

[
2(1−αn)1/2ξ ′ξ

αn

]
, (6.4)

paraξ ,ξ ′ ∈ (0,∞), ondeÎ0 é dado pela Eq. (1.46).

Por ser um problema semiinfinito considera-se somente uma das equações de contorno na
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forma vetorial. Tomando a Eq. (6.1) e fazendoa = 0, tem-se

G(0,ξ ) = A
∫ ∞

0
G(0,−ξ

′) f (ξ ′ : ξ )dξ
′. (6.5)

6.1 Núcleo de Cercignani-Lampis

Para determinar os coeficientes define-se o sistema algébrico obtido pela substituição da

Eq. (5.38) na Eq. (6.5), e obtém-se

A∗
1

{
G1−

[
AG1

N

∑
k=1

ωk f (ξk : ξi)

]}
+

2N−1

∑
j=1

A j

{
Φ+(ν j)−

[
N

∑
k=1

ωk f (ξk : ξi)AΦ−(ν j)

]}
= R(ξi), (6.6)

onde para o problema de Deslizamento Térmico, tem-se

R(ξi) = Rs(ξi) = A
N

∑
k=1

ωk f (ξk : ξi)G
p
s(0,ξk)−Gp

s(0,ξi) (6.7)

e para o problema de Deslizamento Viscoso, tem-se

R(ξi) = Rk(ξi) = A
N

∑
k=1

ωk f (ξk : ξi)G
p
k
(0,ξk)−Gp

k
(0,ξi), (6.8)

ondeA é a matriz dada pela Eq. (6.3),ωk são os pesos de quadratura ef (ξk : ξi) é dado pela Eq.

(6.4).

6.2 Quantidades de Interesse

Tendo definida a solução geral do problema dada pela Eq. (5.38), e encontrado os coefi-

cientesA∗
1 eA j , j = 1, ...,2N−1, pode-se determinar as grandezas físicas de interesse.

Problema de Deslizamento Térmico

• Perfil de velocidade:

substitui-se a Eq. (5.38) na Eq. (4.3), obtendo-se

us(τ) =
kt

4ε(β −1)
+A∗

1 +
2N−1

∑
j=1

A j e
−ετ/ν j V(ν j). (6.9)
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• Perfil de fluxo de calor:

substitui-se a Eq. (5.38) na Eq. (4.4), obtendo-se

qs(τ) =
5kt

4ε(β −1)
+

2N−1

∑
j=1

A j e
−ετ/ν j Y(ν j). (6.10)

• Coeficiente de Deslizamento Térmico:

substitui-se a Eq. (6.9) na Eq. (4.5), obtendo-se

As =
kt

4ε(β −1)
+A∗

1. (6.11)

Tem-se que

V(ν j) =
N

∑
k=1

ωkψ(ξk)

[
1

0

]T

[Φ(ν j ,ξk)+Φ(ν j ,−ξk)] (6.12)

e

Y(ν j) =
N

∑
k=1

ωkψ(ξk)

[
ξ 2

k −1/2√
2

]T

[Φ(ν j ,ξk)+Φ(ν j ,−ξk)]. (6.13)

Problema de Deslizamento Viscoso

• Perfil de velocidade:

substitui-se a Eq. (5.38) na Eq. (4.6), obtendo-se

uk(τ) = k0τ +A∗
1 +

2N−1

∑
j=1

A j e
−ετ/ν j V(ν j). (6.14)

• Perfil de fluxo de calor:

substitui-se a Eq. (5.38) na Eq. (4.7), obtendo-se

qk(τ) =
2N−1

∑
j=1

A j e
−ετ/ν j Y(ν j). (6.15)

• Coeficiente de Deslizamento Viscoso:

Conforme Knackfuss (Knackfuss, 2005), inicialmente faz-se

uasy(τ) = k0τ +A∗
1, (6.16)

onde define-se o coeficiente de deslizamento viscoso como

uasy(0) = Ak
d
dτ

uasy

∣∣∣
τ=0

. (6.17)



47

Portanto das Eqs. (6.16) e (6.17), obtém-se

Ak =
A∗1
k0

. (6.18)

Da Eq. (6.14) vem queV(ν j) é dado pela Eq. (6.12) e na Eq. (6.15) tem-se queY(ν j) é

dado pela Eq. (6.13).

No próximo capítulo serão apresentados os resultados numéricos para os problemas pro-

postos neste trabalho, bem como a descrição dos procedimentos utilizados na implementação com-

putacional do método analítico em ordenadas discretas (ADO).



Capítulo 7

RESULTADOS NUMÉRICOS

Para obter os resultados numéricos, utiliza-se nesse trabalho a implementação computa-

cional através da linguagem FORTRAN. Primeiramente, define-se um esquema de quadratura as-

sociado com o método analítico de ordenadas discretas, para isso mapeia-se os pontosξ em[0,∞)
eu(ξ ) em[0,1], onde utiliza-se a seguinte transformação linear

u(ξ ) = exp(−ξ ), (7.1)

após, usa-se o esquema de quadratura de Gauss-Legendre (Burden e Faires, 1997) mapeando li-

nearmente em[0,1].

Definido o esquema de quadratura, segue-se os seguintes passos básicos para implementar

a solução ADO:

• resolve-se o problema de autovalores dado pela Eq. (5.26);

• avalia-se as soluções elementares dadas pelas Eqs. (5.30) e (5.31);

• resolve-se o sistema linear definido pela Eq. (6.6);

• avalia-se as quantidades de interesse dadas pelas Eqs. (6.9), (6.10) e (6.11), para o pro-

blema de Deslizamento Térmico e pelas Eqs. (6.14), (6.15) e (6.17), para o problema de

Deslizamento Viscoso.

Segue-se esses passos fazendo o uso dos pacotes de software de álgebra linear, usualmente

LINPACK (Dongarra et al., 1979) e EISPACK (Smith et al., 1976) que são usados para trabalhar

com os problemas de autovalores e autovetores e com o sistema linear.

Apresenta-se, neste trabalho, resultados numéricos listados em tabelas, onde utilizou-se

N = 60 como número de pontos de quadratura, as notações usadas nas tabelas defidas como

ELB-DE e ELB-CL, representam respectivamente a equação linearizada de Boltzmann com as
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condições de contorno de Maxwell e condições de contorno de Cercignani-Lampis, ainda(−1),
(−2) e (1) representam respectivamente 10−1, 10−2 e 101.

Neste trabalho, é analisado os resultados numéricos para o problema de Deslizamento Tér-

mico e Deslizamento Viscoso fazendo uso dos quatro modelos, ou seja, modelos BGK, S, Gross-

Jackson e MRS, com as condições de contorno de Cercignani-Lampis em coordenadas cartesianas

e quando disponíveis será feito comparação com outros trabalhos existentes na literatura.

7.1 Deslizamento Térmico

As tabelas (7.1) a (7.10) referem-se ao problema de Deslizamento Térmico, nas quais considerou-

seε = εt . Encontram-se nas tabelas (7.1) e (7.2) os perfis de velocidadeus(τ) paraαn = 0.01 e

αt = 0.1. Na tabela (7.1) são analisados os resultados para os modelos BGK e S, comparando

os mesmos com os das referências (Knackfuss, 2005; Siewert, 2003c). Os resultados numéricos

obtidos neste trabalho estão em conformidade com aqueles obtidos por Knackfuss (Knackfuss,

2005), pois foram trabalhados problemas iguais utilizando uma formulação analítica diferente.

Na tabela (7.2) encontram-se resultados para os quatro modelos, onde verifica-se que os

modelos S e Gross-Jackson possuem uma melhor aproximação conforme o aumento da posição

normalizadaτ.

Tabela 7.1: Problema de Deslizamento Térmico: perfil de velocidadeus, αt = 0.1
BGK S BGK−CLa S−CLa ELB−DEb

(ε = εt) (ε = εt) (ε = εt)
αn = 0.01 αn = 0.01 αn = 0.01 αn = 0.01

τ

0.0 2.176172(-1) 2.122634(-1) 2.176172(-1) 2.122634(-1) 2.3877(-1)
0.1 2.241663(-1) 2.209868(-1) 2.241663(-1) 2.209868(-1) 2.4634(-1)
0.2 2.277114(-1) 2.258687(-1) 2.277114(-1) 2.258687(-1) 2.5011(-1)
0.3 2.303137(-1) 2.295285(-1) 2.303137(-1) 2.295285(-1) 2.5279(-1)
0.4 2.323700(-1) 2.324551(-1) 2.323700(-1) 2.324551(-1) 2.5484(-1)
0.5 2.340581(-1) 2.348708(-1) 2.340581(-1) 2.348708(-1) 2.5648(-1)
0.6 2.354775(-1) 2.369036(-1) 2.354775(-1) 2.369036(-1) 2.5782(-1)
0.7 2.366909(-1) 2.386366(-1) 2.366909(-1) 2.386366(-1) 2.5892(-1)
0.8 2.377412(-1) 2.401282(-1) 2.377412(-1) 2.401282(-1) 2.5985(-1)
0.9 2.386589(-1) 2.414215(-1) 2.386589(-1) 2.414215(-1) 2.6064(-1)
1.0 2.394670(-1) 2.425493(-1) 2.394670(-1) 2.425493(-1) 2.6131(-1)

Re fa= [Knackfuss, 2005] Re fb= [Siewert, 2003c]
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Tabela 7.2: Problema de Deslizamento Térmico: perfil de velocidadeus, αt = 0.1
BGK S GJ MRS

(ε = εt) (ε = εt) (ε = εt)
αn = 0.01 αn = 0.01 αn = 0.01 αn = 0.01

τ

0.0 2.176172(-1) 2.122634(-1) 2.062333(-1) 2.223902(-1)
0.1 2.241663(-1) 2.209868(-1) 2.179237(-1) 2.273210(-1)
0.2 2.277114(-1) 2.258687(-1) 2.247006(-1) 2.299126(-1)
0.3 2.303137(-1) 2.295285(-1) 2.298453(-1) 2.317679(-1)
0.4 2.323700(-1) 2.324551(-1) 2.339603(-1) 2.332050(-1)
0.5 2.340581(-1) 2.348708(-1) 2.373325(-1) 2.343662(-1)
0.6 2.354775(-1) 2.369036(-1) 2.401358(-1) 2.353305(-1)
0.7 2.366909(-1) 2.386366(-1) 2.424890(-1) 2.361473(-1)
0.8 2.377412(-1) 2.401282(-1) 2.444781(-1) 2.368493(-1)
0.9 2.386589(-1) 2.414215(-1) 2.461689(-1) 2.374598(-1)
1.0 2.394670(-1) 2.425493(-1) 2.476122(-1) 2.379960(-1)

O perfil de fluxo de calor encontra-se na tabela (7.3), avalia-se os resultados para os quatro

modelos comαn = 0.01 eαt = 0.1, onde percebe-se uma boa aproximação conforme o aumento

da posiçãoτ.

Tabela 7.3: Problema de Deslizamento Térmico: perfil fluxo de calorps, αt = 0.1
BGK S GJ MRS

(ε = εt) (ε = εt) (ε = εt)
αn = 0.01 αn = 0.01 αn = 0.01 αn = 0.01

τ

0.0 -1.099557 -1.072217 -1.041458 -1.123942
0.1 -1.141344 -1.126105 -1.110522 -1.156081
0.2 -1.162699 -1.152850 -1.143696 -1.172927
0.3 -1.177578 -1.171189 -1.166028 -1.184830
0.4 -1.188789 -1.184805 -1.182318 -1.193909
0.5 -1.197593 -1.195346 -1.194703 -1.201124
0.6 -1.204696 -1.203727 -1.204367 -1.207014
0.7 -1.210536 -1.210516 -1.212047 -1.211914
0.8 -1.215408 -1.216094 -1.218234 -1.216050
0.9 -1.219518 -1.220728 -1.223272 -1.219582
1.0 -1.223019 -1.224614 -1.227408 -1.222626

Na tabela (7.4) é analisado o coeficiente de deslizamento térmico para os quatro modelos,

utilizandoαn = 0.25 e diferentes valores paraαt . Nesta tabela percebe-se quanto maior o valor do

coeficiente de acomodação tangencial maior é a aproximação dos quatro modelos.

Tabela 7.4: Problema de Deslizamento Térmico: Coeficiente de Deslizamento Térmico
BGK S GJ MRS

(ε = εt) (ε = εt) (ε = εt)
αn = 0.25 αn = 0.25 αn = 0.25 αn = 0.25

αt
0.25 3.103473(-1) 3.179911(-1) 3.267210(-1) 3.037097(-1)
0.5 3.351889(-1) 3.448836(-1) 3.554349(-1) 3.263757(-1)
0.75 3.594526(-1) 3.689663(-1) 3.791047(-1) 3.506268(-1)
1.0 3.831612(-1) 3.915748(-1) 4.004647(-1) 3.752934(-1)
1.25 4.063360(-1) 4.134959(-1) 4.209935(-1) 3.995831(-1)
1.5 4.289973(-1) 4.350791(-1) 4.413074(-1) 4.231315(-1)
1.75 4.511645(-1) 4.562730(-1) 4.612608(-1) 4.459843(-1)
2.0 4.728559(-1) 4.766765(-1) 4.800987(-1) 4.685955(-1)
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Nas tabelas (7.5) a (7.10) é analisado os coeficientes de deslizamento térmicoAs, onde

encontra-se nas tabelas (7.5) e (7.6) resultados para os modelos BGK e S, os quais são comparados

com as referências (Knackfuss, 2005; Siewert, 2003d). A comparação deste trabalho com Knack-

fuss (Knackfuss, 2005), é realizada para consolidar os resultados uma vez que são os mesmos, isso

deve-se ao fato dos problemas serem iguais, onde, o que diferencia-os é a formulação analítica e

considera-se dois valores paraαn diferentes dos valores paraαt .

Tabela 7.5: Problema de Deslizamento Térmico: Coeficiente de Deslizamento Térmico
BGK S BGK−CLa S−CLa ELB−CLb

(ε = εt) (ε = εt) (ε = εt)
αn = 0.25 αn = 0.25 αn = 0.25 αn = 0.25

αt
0.25 3.103473(-1) 3.179911(-1) 3.103473(-1) 3.179911(-1) 2.9049(-1)
0.5 3.351889(-1) 3.448836(-1) 3.351889(-1) 3.448836(-1) 3.0221(-1)
0.75 3.594526(-1) 3.689663(-1) 3.594526(-1) 3.689663(-1) 3.1834(-1)
1.0 3.831612(-1) 3.915748(-1) 3.831612(-1) 3.915748(-1) 3.3628(-1)
1.25 4.063360(-1) 4.134959(-1) 4.063360(-1) 4.134959(-1) 3.5369(-1)
1.5 4.289973(-1) 4.350791(-1) 4.289973(-1) 4.350791(-1) 3.6813(-1)
1.75 4.511645(-1) 4.562730(-1) 4.511645(-1) 4.562730(-1) 3.7723(-1)
2.0 4.728559(-1) 4.766765(-1) 4.728559(-1) 4.766765(-1) 3.7904(-1)

Re fa= [Knackfuss, 2005] Re fb= [Siewert, 2003d]

Tabela 7.6: Problema de Deslizamento Térmico: Coeficiente de Deslizamento Térmico
BGK S BGK−CLa S−CLa ELB−CLb

(ε = εt) (ε = εt) (ε = εt)
αn = 0.75 αn = 0.75 αn = 0.75 αn = 0.75

αt
0.25 3.593360(-1) 3.659777(-1) 3.593360(-1) 3.659777(-1) 3.2950(-1)
0.5 3.673333(-1) 3.757197(-1) 3.673333(-1) 3.757197(-1) 3.2748(-1)
0.75 3.752749(-1) 3.839875(-1) 3.752749(-1) 3.839875(-1) 3.3068(-1)
1.0 3.831612(-1) 3.915748(-1) 3.831612(-1) 3.915748(-1) 3.3628(-1)
1.25 3.909929(-1) 3.990826(-1) 3.909929(-1) 3.990826(-1) 3.4183(-1)
1.5 3.987705(-1) 4.069660(-1) 3.987705(-1) 4.069660(-1) 3.4491(-1)
1.75 4.064947(-1) 4.155175(-1) 4.064947(-1) 4.155175(-1) 3.4323(-1)
2.0 4.141660(-1) 4.248236(-1) 4.141660(-1) 4.248236(-1) 3.3502(-1)

Re fa= [Knackfuss, 2005] Re fb= [Siewert, 2003d]

Os coeficientes de deslizamento térmico para os modelos Gross-Jackson e MRS são ana-

lisados nas tabelas (7.7) a (7.10), onde usa-se diferentes valores paraαn e αt . Os resultados

são comparados com os resultados encontrados nas referências (Garcia e Siewert, 2010; Siewert,

2003d) no qual verifica-se uma ótima aproximação dos valores.
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Tabela 7.7: Problema de Deslizamento Térmico: Coeficiente de Deslizamento Térmico
GJ MRS GJa MRSa ELB−CLb

(ε = εt) (ε = εt) (ε = εt) (ε = εt) (ε = εt)
αn = 0.25 αn = 0.25 αn = 0.25 αn = 0.25 αn = 0.25

αt
0.25 3.26721(-1) 3.03709(-1) 3.26721(-1) 3.03709(-1) 2.90491(-1)
0.5 3.55434(-1) 3.26375(-1) 3.55434(-1) 3.26375(-1) 3.02213(-1)
0.75 3.79104(-1) 3.50626(-1) 3.79104(-1) 3.50626(-1) 3.18337(-1)
1.0 4.00464(-1) 3.75293(-1) 4.00464(-1) 3.75293(-1) 3.36280(-1)
1.25 4.20993(-1) 3.99583(-1) 4.20993(-1) 3.99583(-1) 3.53688(-1)
1.5 4.41307(-1) 4.23131(-1) 4.41307(-1) 4.23131(-1) 3.68132(-1)
1.75 4.61260(-1) 4.45984(-1) 4.61260(-1) 4.45984(-1) 3.77227(-1)
2.0 4.80098(-1) 4.68595(-1) 4.80098(-1) 4.68595(-1) 3.79039(-1)

Re fa= [Garcia e Siewert,2010] Re fb= [Siewert,2003d]

Tabela 7.8: Problema de Deslizamento Térmico: Coeficiente de Deslizamento Térmico
GJ MRS GJa MRSa ELB−CLb

(ε = εt) (ε = εt) (ε = εt) (ε = εt) (ε = εt)
αn = 0.5 αn = 0.5 αn = 0.5 αn = 0.5 αn = 0.5

αt
0.25 3.50453(-1) 3.28806(-1) 3.50453(-1) 3.28806(-1) 3.10413(-1)
0.5 3.70202(-1) 3.43096(-1) 3.70202(-1) 3.43096(-1) 3.10530(-1)
0.75 3.86163(-1) 3.58908(-1) 3.86163(-1) 3.58908(-1) 3.24559(-1)
1.0 4.00464(-1) 3.75293(-1) 4.00464(-1) 3.75293(-1) 3.36280(-1)
1.25 4.14390(-1) 3.91528(-1) 4.14390(-1) 3.91528(-1) 3.47779(-1)
1.5 4.28651(-1) 4.07164(-1) 4.28651(-1) 4.07164(-1) 3.56626(-1)
1.75 4.43393(-1) 4.22004(-1) 4.43393(-1) 4.22004(-1) 3.60488(-1)
2.0 4.58196(-1) 4.36062(-1) 4.58196(-1) 4.36062(-1) 3.57508(-1)

Re fa= [Garcia e Siewert,2010] Re fb= [Siewert,2003d]
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Tabela 7.9: Problema de Deslizamento Térmico: Coeficiente de Deslizamento Térmico
GJ MRS GJa MRSa ELB−CLb

(ε = εt) (ε = εt) (ε = εt) (ε = εt) (ε = εt)
αn = 0.75 αn = 0.75 αn = 0.75 αn = 0.75 αn = 0.75

αt
0.25 3.73474(-1) 3.53507(-1) 3.73474(-1) 3.53507(-1) 3.29501(-1)
0.5 3.84777(-1) 3.59655(-1) 3.84777(-1) 3.59655(-1) 3.27475(-1)
0.75 3.93236(-1) 3.67163(-1) 3.93236(-1) 3.67163(-1) 3.30677(-1)
1.0 4.00464(-1) 3.75293(-1) 4.00464(-1) 3.75293(-1) 3.36280(-1)
1.25 4.07589(-1) 3.83393(-1) 4.07589(-1) 3.83393(-1) 3.41830(-1)
1.5 4.15437(-1) 3.90939(-1) 4.15437(-1) 3.90939(-1) 3.44906(-1)
1.75 4.24475(-1) 3.97507(-1) 4.24475(-1) 3.97507(-1) 3.43228(-1)
2.0 4.34679(-1) 4.02698(-1) 4.34679(-1) 4.02698(-1) 3.35020(-1)

Re fa= [Garcia e Siewert,2010] Re fb= [Siewert,2003d]

Tabela 7.10: Problema de Deslizamento Térmico: Coeficiente de Deslizamento Térmico
GJ MRS GJa MRSa ELB−CLb

(ε = εt) (ε = εt) (ε = εt) (ε = εt) (ε = εt)
αn = 1.0 αn = 1.0 αn = 1.0 αn = 1.0 αn = 1.0

αt
0.25 3.95843(-1) 3.77872(-1) 3.95843(-1) 3.77872(-1) 3.47874(-1)
0.5 3.99147(-1) 3.76071(-1) 3.99147(-1) 3.76071(-1) 3.39578(-1)
0.75 4.00302(-1) 3.75391(-1) 4.00302(-1) 3.75391(-1) 3.36685(-1)
1.0 4.00464(-1) 3.75293(-1) 4.00464(-1) 3.75293(-1) 3.36280(-1)
1.25 4.00626(-1) 3.75195(-1) 4.00626(-1) 3.75195(-1) 3.35876(-1)
1.5 4.01741(-1) 3.74503(-1) 4.01741(-1) 3.74503(-1) 3.33064(-1)
1.75 4.04620(-1) 3.72579(-1) 4.04620(-1) 3.72579(-1) 3.25616(-1)
2.0 4.09681(-1) 3.68622(-1) 4.09681(-1) 3.68622(-1) 3.11833(-1)

Re fa= [Garcia e Siewert,2010] Re fb= [Siewert,2003d]

Os gráficos a seguir estão relacionados com o problema de Deslizamento Térmico levando

em consideração os quatro modelos. Foram gerados considerando as tabelas apresentadas como

forma de auxiliar a análise do comportamento dos perfis e dos coeficientes. Nos gráficos (a) - (c)

mostra-se a influência da largura do canal no perfil de velocidade e no perfil de fluxo de calor.

Nos gráficos (d) - (j), observa-se a influência dos coeficientes de acomodaçãoαn e αt na interação

gás-parede.
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(a) Deslizamento Térmico (b) Deslizamento Térmico

(c) Deslizamento Térmico (d) Coeficiente de Deslizamento Térmico
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(e) Coeficiente de Deslizamento Térmico (f) Coeficiente de Deslizamento Térmico

(g) Coeficiente de Deslizamento Térmico (h) Coeficiente de Deslizamento Térmico

(i) Coeficiente de Deslizamento Térmico (j) Coeficiente de Deslizamento Térmico
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7.2 Deslizamento Viscoso

Os resultados numéricos para o problema de Deslizamento Viscoso é analisado nas tabelas

(7.11) a (7.22), onde considera-seε = εp. O perfil de velocidade é analisado para os modelos BGK

e S na tabela (7.11) e o perfil de fluxo de calor para esses modelos é analisado na tabela (7.12), aqui

considerou-seαn = 0.01 eαt = 0.1. Os resultados obtidos para os modelos BGK e S são com-

parados com os resultados das referências (Knackfuss, 2005; Siewert, 2003c). A comparação deste

trabalho com o trabalho de Knackfuss (Knackfuss, 2005), é realizada para consolidar os resultados

que são os mesmos, pois trata-se de problemas iguais com formulação analítica diferente.

Tabela 7.11: Problema de Deslizamento Viscoso: perfil de velocidadeus, αt = 0.1
BGK S BGK−CLa S−CLa ELB−DEb

(ε = εp) (ε = εp) (ε = εp)
αn = 0.01 αn = 0.01 αn = 0.01 αn = 0.01

τ

0.0 1.658891(1) 1.657637(1) 1.658891(1) 1.657637(1) 1.6472(1)
0.1 1.685911(1) 1.684664(1) 1.685911(1) 1.684664(1) 1.6771(1)
0.2 1.704206(1) 1.703032(1) 1.704206(1) 1.703032(1) 1.6956(1)
0.3 1.719992(1) 1.718907(1) 1.719992(1) 1.718907(1) 1.7111(1)
0.4 1.734402(1) 1.733411(1) 1.734402(1) 1.733411(1) 1.7252(1)
0.5 1.747922(1) 1.747027(1) 1.747922(1) 1.747027(1) 1.7383(1)
0.6 1.760815(1) 1.760014(1) 1.760815(1) 1.760014(1) 1.7507(1)
0.7 1.773242(1) 1.772534(1) 1.773242(1) 1.772534(1) 1.7627(1)
0.8 1.785310(1) 1.784690(1) 1.785310(1) 1.784690(1) 1.7743(1)
0.9 1.797093(1) 1.796558(1) 1.797093(1) 1.796558(1) 1.7857(1)
1.0 1.808645(1) 1.808192(1) 1.808645(1) 1.808192(1) 1.7968(1)

Re fa= [Knackfuss, 2005] Re fb= [Siewert, 2003c]

Tabela 7.12: Problema de Deslizamento Viscoso: perfil de fluxo de calorps, αt = 0.1
BGK S BGK−CLa S−CLa ELB−DEb

(ε = εp) (ε = εp) (ε = εp)
αn = 0.01 αn = 0.01 αn = 0.01 αn = 0.01

τ

0.0 3.254431(-1) 3.894010(-1) 3.254431(-1) 3.894010(-1) 2.3959(-1)
0.1 2.403405(-1) 3.052167(-1) 2.403405(-1) 3.052167(-1) 1.9023(-1)
0.2 1.988665(-1) 2.614301(-1) 1.988665(-1) 2.614301(-1) 1.6365(-1)
0.3 1.699351(-1) 2.294938(-1) 1.699351(-1) 2.294938(-1) 1.4360(-1)
0.4 1.478871(-1) 2.042410(-1) 1.478871(-1) 2.042410(-1) 1.2735(-1)
0.5 1.302883(-1) 1.834326(-1) 1.302883(-1) 1.834326(-1) 1.1373(-1)
0.6 1.158228(-1) 1.658431(-1) 1.158228(-1) 1.658431(-1) 1.0206(-1)
0.7 1.036864(-1) 1.507120(-1) 1.036864(-1) 1.507120(-1) 9.1923(-2)
0.8 9.334704(-2) 1.375274(-1) 9.334704(-2) 1.375274(-1) 8.3039(-2)
0.9 8.443298(-2) 1.259252(-1) 8.443298(-2) 1.259252(-1) 7.5193(-2)
1.0 7.667370(-2) 1.156353(-1) 7.667370(-2) 1.156353(-1) 6.8224(-2)

Re fa= [Knackfuss, 2005] Re fb= [Siewert, 2003c]

Nas tabelas (7.13) e (7.14) é analisado respectivamente o perfil de velocidade e o perfil de

fluxo de calor para os quatro modelos BGK, S, Gross-Jackson, MRS, onde considera-seαn = 0.01

e αt = 0.1. Na análise do perfil de velocidade há uma boa aproximação entre os modelos BGK

e S. Percebe-se que o modelo MRS se distância dos outros modelos conforme vai aumentando a
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posição deτ. No perfil de fluxo de calor, percebe-se que os modelo S aproxima-se do modelo

Gross-Jackson enquanto que o modelo BGK se aproxima do modelo MRS.

Tabela 7.13: Problema de Deslizamento Viscoso: perfil de velocidadeus, αt = 0.1
BGK S GJ MRS

(ε = εp) (ε = εp) (ε = εp)
αn = 0.01 αn = 0.01 αn = 0.01 αn = 0.01

τ

0.0 1.658891(1) 1.657637(1) 1.656188(1) 1.659982(1)
0.1 1.685911(1) 1.684664(1) 1.687843(1) 1.680031(1)
0.2 1.704206(1) 1.703032(1) 1.707559(1) 1.695736(1)
0.3 1.719992(1) 1.718907(1) 1.724082(1) 1.710052(1)
0.4 1.734402(1) 1.733411(1) 1.738914(1) 1.723557(1)
0.5 1.747922(1) 1.747027(1) 1.752683(1) 1.736511(1)
0.6 1.760815(1) 1.760014(1) 1.765719(1) 1.749060(1)
0.7 1.773242(1) 1.772534(1) 1.778221(1) 1.761296(1)
0.8 1.785310(1) 1.784690(1) 1.790317(1) 1.773282(1)
0.9 1.797093(1) 1.796558(1) 1.802097(1) 1.785062(1)
1.0 1.808645(1) 1.808192(1) 1.813622(1) 1.796671(1)

Tabela 7.14: Problema de Deslizamento Viscoso: perfil de fluxo de calorps, αt = 0.1
BGK S GJ MRS

(ε = εp) (ε = εp) (ε = εp)
αn = 0.01 αn = 0.01 αn = 0.01 αn = 0.01

τ

0.0 3.254431(-1) 3.894010(-1) 4.632162(-1) 2.697705(-1)
0.1 2.403405(-1) 3.052167(-1) 3.565188(-1) 2.185744(-1)
0.2 1.988665(-1) 2.614301(-1) 3.018904(-1) 1.907633(-1)
0.3 1.699351(-1) 2.294938(-1) 2.619316(-1) 1.703441(-1)
0.4 1.478871(-1) 2.042410(-1) 2.302563(-1) 1.541704(-1)
0.5 1.302883(-1) 1.834326(-1) 2.041377(-1) 1.408329(-1)
0.6 1.158228(-1) 1.658431(-1) 1.820862(-1) 1.295462(-1)
0.7 1.036864(-1) 1.507120(-1) 1.631724(-1) 1.198187(-1)
0.8 9.334704(-2) 1.375274(-1) 1.467650(-1) 1.113182(-1)
0.9 8.443298(-2) 1.259252(-1) 1.324098(-1) 1.038088(-1)
1.0 7.667370(-2) 1.156353(-1) 1.197658(-1) 9.711613(-2)
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O coeficiente de Deslizamento Viscoso para os quatro modelos encontra-se na tabela (7.15),

considera-seαn = 0.25 e diferentes valores paraαt . Nessa análise a aproximação dos modelos é

muito grande e há concordância em até uma casa decimal para ambos modelos.

Tabela 7.15: Problema de Deslizamento Viscoso: Coeficiente de Deslizamento Viscoso
BGK S GJ MRS

(ε = εp) (ε = εp) (ε = εp)
αn = 0.01 αn = 0.01 αn = 0.01 αn = 0.01

αt
0.25 6.412097 6.417960 6.424770 6.407091
0.5 2.840346 2.844690 2.849503 2.836466
0.75 1.632537 1.635681 1.639087 1.629667
1.0 1.016191 1.018372 1.020709 1.014179
1.25 6.367919(-1) 6.382056(-1) 6.397028(-1) 6.354725(-1)
1.5 3.761519(-1) 3.769738(-1) 3.778227(-1) 3.753651(-1)
1.75 1.836073(-1) 1.840042(-1) 1.843937(-1) 1.832061(-1)
2.0 3.381591(-2) 3.394790(-2) 3.406541(-2) 3.366759(-2)

Para validar os coeficientes de Deslizamento Viscoso utilizamos vários valores paraαn e

αt , onde nas tabelas (7.16), (7.17) e (7.18) comparamos os resultados para os modelos BGK e S

com os valores encontrados nas referências (Knackfuss, 2005; Sharipov, 2003a; Siewert, 2003d).

A comparação deste trabalho com Knackfuss (Knackfuss, 2005), é realizada para consolidar os

resultados uma vez que são os mesmos, isso deve-se ao fato dos problemas serem iguais, onde, o

que diferencia-os é a formulação analítica.

Tabela 7.16: Problema de Deslizamento Viscoso: Coeficiente de Deslizamento Viscoso
BGK S BGK−CLa S−CLa ELB−CLb

(ε = εp) (ε = εp) (ε = εp) (ε = εp)
αn = 0.25 αn = 0.25 αn = 0.25 αn = 0.25 αn = 0.25

αt
0.25 6.412097 6.417960 6.412097 6.417960 6.3645
0.5 2.840346 2.844690 2.840346 2.844690 2.7985
0.75 1.632537 1.635681 1.632537 1.635681 1.5970
1.0 1.016191 1.018372 1.016191 1.018372 9.8733(-1)
1.25 6.367919(-1) 6.382056(-1) 6.367919(-1) 6.382056(-1) 6.1452(-1)
1.5 3.761519(-1) 3.769738(-1) 3.761519(-1) 3.769738(-1) 3.6006(-1)
1.75 1.836073(-1) 1.840042(-1) 1.836073(-1) 1.840042(-1) 1.7290(-1)
2.0 3.381591(-2) 3.394790(-2) 3.381591(-2) 3.394790(-2) 2.7335(-2)

Re fa= [Knackfuss, 2005] Re fb= [Siewert, 2003d]

Tabela 7.17: Problema de Deslizamento Viscoso: Coeficiente de Deslizamento Viscoso
BGK S BGK−CLa S−CLa ELB−CLb

(ε = εp) (ε = εp) (ε = εp) (ε = εp)
αn = 0.75 αn = 0.75 αn = 0.75 αn = 0.75 αn = 0.75

αt
0.25 6.357832 6.361015 6.357832 6.361015 6.3232
0.5 2.804773 2.807568 2.804773 2.807568 2.7715
0.75 1.615045 1.617514 1.615045 1.617514 1.5838
1.0 1.016191 1.018372 1.016191 1.018372 9.8733(-1)
1.25 6.537217(-1) 6.556345(-1) 6.537217(-1) 6.556345(-1) 6.2721(-1)
1.5 4.094717(-1) 4.111266(-1) 4.094717(-1) 4.111266(-1) 3.8497(-1)
1.75 2.327992(-1) 2.342024(-1) 2.327992(-1) 2.342024(-1) 2.0964(-1)
2.0 9.838300(-2) 9.954176(-2) 9.838300(-2) 9.954176(-2) 7.5624(-2)

Re fa= [Knackfuss, 2005] Re fb= [Siewert, 2003d]
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Tabela 7.18: Problema de Deslizamento Viscoso: Coeficiente de Deslizamento ViscosoAk, αn =
0.5 eαt = 0.5.

Modelo Ak
BGK 2.821883

S (ε = εp) 2.825385
S (ε = εt) 1.883590

BGK−CLa 2.82188
S−CLa (ε = εp) 2.825385
S−CLa (ε = εt) 1.883590

Sb 2.825

Re fa= [Knackfuss, 2005] Re fb= [Sharipov, 2003a]

Nas tabelas (7.19) à (7.22) validou-se os coeficientes para os modelos Gross-Jackson e

MRS, onde compara-se os valores obtidos com os valores encontrados em Siewert e Garcia (Garcia

e Siewert, 2010; Siewert, 2003d), a aproximação foi muito grande garantindo validação desse

método.

Tabela 7.19: Problema de Deslizamento Viscoso: Coeficiente de Deslizamento Viscoso
GJ MRS GJa MRSa ELB−CLb

(ε = εp) (ε = εp) (ε = εp) (ε = εp) (ε = εp)
αn = 0.25 αn = 0.25 αn = 0.25 αn = 0.25 αn = 0.25

αt
0.25 6.42477 6.40709 6.42477 6.40709 6.36448
0.5 2.84950 2.83646 2.84950 2.83646 2.79846
0.75 1.63908 1.62966 1.63908 1.62966 1.59702
1.0 1.02070 1.01417 1.02070 1.01417 9.87328(-1)
1.25 6.39702(-1) 6.35472(-1) 6.39702(-1) 6.35472(-1) 6.14524(-1)
1.5 3.77822(-1) 3.75365(-1) 3.77822(-1) 3.75365(-1) 3.60063(-1)
1.75 1.84393(-1) 1.83206(-1) 1.84393(-1) 1.83206(-1) 1.72898(-1)
2.0 3.40654(-2) 3.36675(-2) 3.40654(-2) 3.36675(-2) 2.73344(-2)

Re fa= [Garcia e Siewert,2010] Re fb= [Siewert,2003d]

Tabela 7.20: Problema de Deslizamento Viscoso: Coeficiente de Deslizamento Viscoso
GJ MRS GJa MRSa ELB−CLb

(ε = εp) (ε = εp) (ε = εp) (ε = εp) (ε = εp)
αn = 0.5 αn = 0.5 αn = 0.5 αn = 0.5 αn = 0.5

αt
0.25 6.39320 6.38004 6.39320 6.38004 6.34233
0.5 2.82925 2.81874 2.82925 2.81874 2.78408
0.75 1.62930 1.62095 1.62930 1.62095 1.59002
1.0 1.02070 1.01417 1.02070 1.01417 9.87328(-1)
1.25 6.48872(-1) 6.43910(-1) 6.48872(-1) 6.43910(-1) 6.21174(-1)
1.5 3.95583(-1) 3.91973(-1) 3.95583(-1) 3.91973(-1) 3.73049(-1)
1.75 2.10195(-1) 2.07723(-1) 2.10195(-1) 2.07723(-1) 1.91953(-1)
2.0 6.74013(-2) 6.58423(-2) 6.74013(-2) 6.58423(-2) 5.22446(-2)

Re fa= [Garcia e Siewert,2010] Re fb= [Siewert,2003d]
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Tabela 7.21: Problema de Deslizamento Viscoso: Coeficiente de Deslizamento Viscoso
GJ MRS GJa MRSa ELB−CLb

(ε = εp) (ε = εp) (ε = εp) (ε = εp) (ε = εp)
αn = 0.75 αn = 0.75 αn = 0.75 αn = 0.75 αn = 0.75

αt
0.25 6.36465 6.35507 6.36465 6.35507 6.32321
0.5 2.81063 2.80225 2.81063 2.80225 2.77151
0.75 1.62017 1.61277 1.62017 1.61277 1.58382
1.0 1.02070 1.01417 1.02070 1.01417 9.87328(-1)
1.25 6.57671(-1) 6.51946(-1) 6.57671(-1) 6.51946(-1) 6.27207(-1)
1.5 4.12858(-1) 4.07908(-1) 4.12858(-1) 4.07908(-1) 3.84967(-1)
1.75 2.35614(-1) 2.31417(-1) 2.35614(-1) 2.31417(-1) 2.09640(-1)
2.0 1.00629(-1) 9.71521(-2) 1.00629(-1) 9.71521(-2) 7.56232(-2)

Re fa= [Garcia e Siewert,2010] Re fb= [Siewert,2003d]

Tabela 7.22: Problema de Deslizamento Viscoso: Coeficiente de Deslizamento Viscoso
GJ MRS GJa MRSa ELB−CLb

(ε = εp) (ε = εp) (ε = εp) (ε = εp) (ε = εp)
αn = 1.0 αn = 1.0 αn = 1.0 αn = 1.0 αn = 1.0

αt
0.25 6.33831 6.33158 6.33831 6.33158 6.30622
0.5 2.79323 2.78664 2.79323 2.78664 2.76021
0.75 1.61153 1.60499 1.61153 1.60499 1.57820
1.0 1.02070 1.01417 1.02070 1.01417 9.87328(-1)
1.25 6.66210(-1) 6.59686(-1) 6.66210(-1) 6.59686(-1) 6.32784(-1)
1.5 4.29823(-1) 4.23346(-1) 4.29823(-1) 4.23346(-1) 3.96088(-1)
1.75 2.60863(-1) 2.54504(-1) 2.60863(-1) 2.54504(-1) 2.26297(-1)
2.0 1.33988(-1) 1.27825(-1) 1.33988(-1) 1.27825(-1) 9.78373(-2)

Re fa= [Garcia e Siewert,2010] Re fb= [Siewert,2003d]

Os gráficos a seguir estão relacionados com o problema de Deslizamento Viscoso levando

em consideração os quatro modelos. Foram gerados considerando as tabelas apresentadas como

forma de auxiliar a análise do comportamento dos perfis e dos coeficientes. Nos gráficos (j) - (m)

mostra-se a influência da largura do canal no perfil de velocidade e no perfil de flruxo de calor.

Nos gráficos (n) - (u), observa-se a influência dos coeficientes de acomodaçãoαn eαt na interação

gás-parede.
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(k) Deslizamento Viscoso (l) Deslizamento Viscoso

(m) Deslizamento Viscoso (n) Deslizamento Viscoso

(o) Coeficiente de Deslizamento Viscoso (p) Coeficiente de Deslizamento Viscoso
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(q) Coeficiente de Deslizamento Viscoso (r) Coeficiente de Deslizamento Viscoso

(s) Coeficiente de Deslizamento Viscoso (t) Coeficiente de Deslizamento Viscoso

(u) Coeficiente de Deslizamento Viscoso



CONCLUSÃO

Neste trabalho, investigou-se a utilização do método analítico de ordenadas discretas

(ADO) em coordenadas cartesianas juntamente com as equações cinéticas em dois problemas da

dinâmica de gases rarefeitos, utilizando as condições de contorno de Cercignani-Lampis.

O método analítico de ordenadas discretas (ADO), foi utilizado no desenvolvimento de

soluções unificadas para diferentes modelos cinéticos, ou seja, modelos BGK, S, Gross-Jackson e

MRS com o objetivo de utilizar todos os modelos em um mesmo programa computacional de uma

forma concisa.

Os resultados obtidos foram satisfatórios, uma vez que conseguiu-se comparar todos os

modelos com trabalhos existentes na literatura, dentre eles cita-se (Knackfuss, 2005; Garcia e

Siewert, 2010), foi possível obter resultados com precisão de até 6 dígitos significativos.

Neste trabalho, foi comparado separadamente os modelos BGK e S dos modelos Gross-

Jackson e MRS, pois na literatura não foi possível encontrar os quatro modelos numa mesma

bibliografia com as condições de contorno de Cerciganani-Lampis.

De maneira geral, pode-se dizer que os modelos BGK, S, Gross-Jackson e MRS,

mostraram-se como boas opções no objetivo de se aproximar ao núcleo de colisão da ELB, mas

não pode-se eleger um melhor modelo em todas as situações quando comparados com a ELB, o

que pode-se dizer é que para cada modelo um apresenta melhor desempenho do que o outro.

Assim pode-se considerar que o objetivo deste trabalho foi alcançado, pois:

• através do método analítico de ordenadas discretas e das condições de contorno de

Cercignani-Lampis, foi desenvolvido uma formulação matemática e computacional para

problemas básicos da dinâmica de gases rarefeitos, utilizando-se os modelos cinéticos BGK,

S, Gross-Jackson e MRS;

• encontrou-se resultados numéricos ainda não existentes na literatura baseados nos modelos

Gross-Jackson e MRS, para o caso de um gás com as condições de contorno de Cercignani-

Lampis, utilizando-se a versão analítica do método de ordenadas discretas (ADO) em coor-

denadas cartesianas;

• gerou-se resultados que servirão de análises futuras para outras equações modelos.
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Como proposta de trabalhos futuros, pretende-se desenvolver soluções para o problema de

Salto de Temperatura, utilizando de maneira unificada, os modelos BGK, S, Gross-Jackson e MRS,

através das condições de contorno de Cercigani-Lampis em coordenadas cartesianas.
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