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RESUMO

Dissertacao de Mestrado
Programa de P6s-Graduacao em Matematica
Universidade Federal de Santa Maria

SOLUCAO DE PROBLEMAS EM SEMIESPACO NA
DINAMICA DE GASES RAREFEITOS BASEADA EM
MODELOS CINETICOS

AUTORA: SOLANGE REGINA CROMIANSKI
ORIENTADOR: ROSENEI FELIPPE KNACKFUSS
Data e Local da Defesa: Santa Maria, 28 de fevereiro de 2012.

O método de ordenadas discretas € utilizado na solugdo de alguns problemas envolvendo a
dindmica de gases rarefeitos. Neste trabalho, uma versdo analitica do método de ordenadas
discretas (ADO) é usada para resolver problemas em meio semiinfinito. O desenvolvimento
analitico completo, em coordenadas cartesianas, da solucéo dos problemas Deslizamento Térmico
e Deslizamento Viscoso é apresentada, para quatro modelos cinéticos: modelo BGK, modelo S,
modelo Gross Jackson e modelo MRS em uma abordagem unificada. Além disso, para descrever
0 processo de interacdo entre o gas e a parede utiliza-se o nucleo de Cercignani-Lampis definido
em termos do coeficiente de acomodac¢éo do momento tangencial e do coeficiente de acomodagao
da energia cinética correspondendo a velocidade normal. Resultados numéricos sao apresentados
onde obtém-se grandezas de interesse, tais como: perfil de velocidade e perfil de fluxo de calor, os
guais foram implementados computacionalmente através do programa FORTRAN.

Palavras-chave: Dinamica de Gases Rarefeitos. Nucleo de Cercignani-Lampis. Método
de Ordenadas Discretas. Modelos Cinéticos.



ABSTRACT

Dissertation
Graduate Program in Mathematics
Universidade Federal de Santa Maria

SOLUTION OF PROBLEMS IN HALF SPACE IN THE
RAREFIED GAS DYNAMICS BASED KINETIC MODELS

AUTHOR: SOLANGE REGINA CROMIANSKI
ADVISOR: ROSENEI FELIPPE KNACKFUSS
Date and Location of Defense: Santa Maria, February 28, 2012.

The method discrete ordinates is used to solve problems involving rarefied gas dynamics. In this
work, a version of the analytical method discrete ordinates (ADO) is used to solve problems in a
semi-infinite. The complete analytical development, in cartesian coordinates, the solution of the
Thermal-Slip and Viscous-Slip problems is presented, for four kinetic models: BGK model, S
model, Gross Jackson model and MRS model in a unified approach. In addition, to describe the
interaction between gas and surface, we use the Cercignani-Lampis boundary condition defined in
terms of the coefficients of accommodation of tangential momentum and energy accommodation
coefficient kinetic corresponding the velocity normal. Numerical results are presented, where we
obtain quantities of interest, such as: velocity profile and heat flow profile, which were imple-
mented computationally through the FORTRAN program.

Keywords: Rarefied Gas Dynamics. Cercignani-Lampis Kernel. Discrete Ordinates
Method. Kinetic Models.
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INTRODUCAO

O estudo da Dinamica de Gases Rarefeitos (DGR), pode ser feito através da Teoria Cinética
dos Gases, neste sentido, destaca-se os trabalhos de Ferziger e Kaper (1972), Hirschfelder et al.
(1972), Cercignani (1988), Bird (1994), Sharipov e Seleznev (1998), Sharipov (2008b). Esta teoria
descreve 0 gas como uma quantidade muito grande de pequenas particulas, onde essas particula
estdo em constante movimento e como consequéncia colidem umas com as outras e com a parede
gue envolve essas particulas.

Nos ultimos anos, houve um aumento de interesse por pesquisadores em fendmenos refe-
rentes a DinAmica de Gases Rarefeitos (DGR), pois esta possui aplicacfes em diversas areas, den
tre elas, o fluxo do gas em microcanais. Esse aumento de interesse, ocorre devido as industrias
almejarem desenvolver e miniaturizar os mais diversos dispositivos. O processo de fabricar dis-
positivos em escalas cada vez menores pode conter varios obstaculos (Avelino e Kakag, 2004),
gue resultam no desenvolvimento de novas técnicas de producao. Por exemplo, que a miniaturiza-
cao de um componente eletrénico pode acarretar em problemas associados ao superaquecimentc
sendo necessério usar um dispositivo de refrigeracdo para amenizar o calor.

Como a miniaturizacao de dispositivos tem envolvido um importante campo de pesquisa
na década passada e vem crescendo ultimamente, € comum encontrar expressdes como sistems
microeletromecanico (MEMS) e microsistemas tecnoldgicos (MST), estas vem sendo utilizadas
para descrever o modelo e a metodologia no processo de fabricacéo.

Microsistemas sao tecnologias que integram microeletrénica, microsensores, microatu-
adores e microestruturas com diversas aplicacdes em varios ramos do mercado, onde sistemas
microeletromecanicos (MEMS) sdo pequenas estruturas que ajudam na execucao da tarefa que urr
determinado aparelho realiza. Os microsistemas tecnolégicos (MST) sao estruturas da ordem de
micrémetros onde a funcéo técnica é dada pela forma da microestrutura.

De acordo com Rostami, Majumbar e Saniei (Rostami et al., 2002), os MEMS, MST e
a mecatronica vem sendo usados nos EUA, Europa e Japao, respectivamente, para descrever c
modelo, o desenvolvimento e o processo de fabricacdo destes dispositivos, cuja escala é muito
pequena. Assim observa-se que os paises com melhor desenvolvimento tecnolégico, econémico e
social, possuem uma melhor competéncia tecnolégica e empresarial em projetos como aplicacdes
da microeletronica. Ainda, segundo Rostami, Majumbar e Saniei (Rostami et al., 2002) os princi-
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pais paises industrializados tém reconhecido a importancia do MEMS e MST e tém implementado
e apoiado programas de pesquisas que envolvem esta tecnologia.

Mesmo que na década de 30 tenham surgido os primeiros resultados analiticos referente ao
fluxo de um gas estavel, até 1990 (Colin et al., 1998) os trabalhos cientificos em microfluidos eram
raros. Pode-se citar que em 1938 Kennard (Kennard, 1938) desenvolveu uma expresséo simples
para a taxa de fluxo de massa num longo tubo circular através de um canal de placas paralelas,
logo apos surgem outros trabalhos, dentre eles: Cercignani (Cercignani, 1966), Loyalka e Ferziger
(Loyalka e Ferziger, 1968), Loyalka (Loyalka, 1971), Williams (Williams, 1971), Cercignani (Cer-
cignani, 1975), Lo, Loyalka e Storvick (Lo et al., 1984), Cercignani (Cercignani, 1988), Loyalka
e Hickey (Loyalka e Hickey, 1989) e Van de Pol e Branebjerg (Pol e Branebjerg, 1990).

A partir dos anos 90, houve um considerado crescimento no numero de publica¢gbes, dentre
elas destaca-se: Gravesen, Branebjerg e Jensen (Gravesen et al., 1993) e Shoji e Eshashi (Shoj
e Eshashi, 1994), que escreveram dois artigos referentes a componentes basicos em microfluidos
(microvalvulas, microbombas, microsensores, etc.).

O numero de empresas e institutos que trabalhavam na tecnologia dos sitemas mi-
croeletromecanicos (MEMS), era em torno de 300 em todo o mundo, e em 1995 houve um avanco
no crescimento chegando a 8.000, isso é descrito por Rostami, Majumbar e Saniei (Rostami et al.,
2002). Esse crescimento deve-se a unido de universidades e institutos que desenvolvem atividades
relacionadas a MEMS e MST (Fatikow e Rembold, 1997). De acordo com Subgrupo de Comité
das Atividades de Pesquisa e Desenvolvimento da Amazonia (CAPDA) (Subgrupo CAPDA, 2004)

o mercado mundial possuia taxa de crescimento de 18% no ano de 2004 e tinha como estimativas
de mercado 34 bilhdes de ddlares em 2006.

Os microsistemas sdo utilizados em diversas areas (Rostami et al., 2002), dentre elas
destacam-se: medicina, biotecnologia, aviacéo, telecomunicagdes, metrologia, tecnologia de com-
putadores, equipamentos de escritorio, eletrodomésticos, tecnologia de segurancga, robdtica, en-
genharia automotiva e aeroespacial. As aplicagcdes dos MEMS, estdo atualmente em cabecotes
injetores para impressoras jato de tinta, acelerdmetros e sensores de pressao para a industria au
tomotiva (freios ABS, airbags, etc.), microatuadores para cabeca de leitura/escrita de HD’s, mi-
crosistemas para Optica e opto-eletrbnica, microcanais, microbombas, microvalvulas, controle de
fluxo, marcapassos do coragéo, sensores de presssao, entre outros. Esses exemplos de dispositivc
caracterizam-se por suas dimensodes, onde é relevante o efeito de superficie.

Grande parte dos microsistemas envolve fluxos de fluidos, logo quando trabalha-se com
fluxos em micro ou menores escalas, ndo é valida a aproximacao continua, sendo assim fenémenos
como viscosidade, compressibilidade e forgas intermoleculares devem ser levadas em consideragac
(Gad-el-Hak, 2006). Esses fenbmenos e mais os fendbmenos de superficie possuem um papel mais
relevante em fluxos de gases e liquidos em microsistemas do que em macrosistemas (Zoar et al.,
2002). Considera-se, também, em microescala para o fluxo de liquidos, a eletrocinética (Hunter,
1981) e o efeito mecéanico polar (Stokes, 1984), no entanto para o fluxo de gases o estado mais
importante é o de rarefagao.
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Devido a escala do comprimento caracteristico ser muito pequena, em simulacdes numéri-
cas, tem-se fluxos que ndo podem ser modelados pela equacéo de Navier-Stokes, nos MEMS, ess:
escala deve ser relacionada com o livre caminho médiés moléculas do gas. Logo, o fluxo nao
pode ser modelado usando as hipoteses do continuo, portanto a equacao de Boltzmann passa a se
considerada para descrever e calcular o fluxo nesses dispositivos (Cercignani, 1988; Cercignani,
1990; Cercignani, 2000).

As superficies que envolvem um gas podem ser caracterizadas de diversas formas, dentre
elas tem-se os coeficientes de acomodacao, que buscam descrever as interacdes entre as molécul:
e a parede, ou seja, gas superficie na parede. Essas interagdes juntamente com as leis de forca
interatdmicas, descrevem o perfil de velocidade, perfil fluxo de calor, desvio de temperatura e
desvio de densidade. De um modo geral, tem-se que a resolucdo de problemas na DGR esta
baseada no estado de rarefacao do gas (Williams, 1971), (Sharipov e Seleznev, 1998). Esse estadq
é classificado pelo valor do numero de Knudd&g), que sera definido mais adiante neste trabalho.

O valor do numero de Knudsen de um determinado fluxo, determina o estado de rarefacéo
do gas, e também pode analisar a validade das equacfes de Navier-Stokes para a modelagem di
fluxo. Como em alguns casos, a equacéo de Navier-Stokes nado se aplica (Williams, 1971), ou seja,
o0 numero de Knudsen assume um valor intermediario e 0 gas encontra-se no regime de transicao,
usa-se a equacado de Boltzmann, que é fundamental na DGR. Pode-se encontrar em Cercignani
(Cercignani, 1988; Cercignani, 1990) e em Sharipov e Seleznev (Sharipov e Seleznev, 1998),
dados que séo Uteis para comparar metodos computacionais e formulagdes matematicas na area d
DGR.

A equacéo de Boltzmann, foi criada no século XIX por Ludwig Boltzmanr] fig. 1 um dos
pais da mecénica estatistica em seus estudos pioneiros da teoria cinética dos gases (Boltzmann
1872). Possui grande importancia em fenbmenos de transporte, onde abrange teoria cinética,
mecanica dos fluidos e mecéanica estatistica (Prolo Filho, 2007). A equagdo de Boltzmann foi
desenvolvida para descrever estatisticamente a distribuicdo de particulas em um gas ideal, € uti-
lizada no estudo de como um gas transporta determinadas quantidades fisicas, como calor e massa
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Figura 1: Ludwig Boltzmann

Aléem de contribuir na area da fisica, Boltzmann também influenciou em areas da
matematica. Relata-se que em 1912, o matemético David Hilbert apontou como obter solu¢ées
aproximadas da equacao de Boltzmann (Cercignani, 1998) e mais tarde David Enskog generalizou
0 método de Hilbert (Cercignani, 1998).

Na literatura encontra-se trés formas para a equacdo de Boltzmann (Garcia, 2002) ou
equacao de transporte de particulas, sdo elas: forma integro-diferencial (Garcia, 2002), forma
integral e forma integral de superficie (Sanchez e McCormick, 1982). Quando fala-se da equacgéo
do transporte integro-diferencial, pode-se dizer que esta fornece uma descricdo qualitativa das dis-
tribuicbes espacial, direcional, energética e temporal das particulas em meios materiais.

A partir dos anos 60 a equacao de Boltzmann ganhou relevancia no seu estudo a fim de
ser utilizada para resolver problemas de fluxos de gases rarefeitos. Mesmo tendo varios estudos
referentes a equacgédo de Boltzmann e utilizando métodos semi-analiticos ou puramente numéricos,
a solucéo de problemas utilizando-a néo € de facil obtencgéo, isso deve-se a presenca da integral de
colisdo.

Pelo fato da equacdo de Boltzmann ser uma equacdo nao-linear e muito complexa,
simplifica-se a integral de colisbes através de uma funcdo distribuicdo Maxwelliana local,
mantendo-se as caracteristicas matematicas e fisicas fundamentais da equacéo de Boltzmann.

Muitos estudos relacionados ao tratamento da equacéo de Boltzmann vem sendo realiza-
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dos por pesquisadores matematicos (Loyalka e Hickey, 1989; Sone et al., 1990; Siewert, 2003a;
Siewert, 2003b), sendo que Cercignani € um dos que mais se destaca na area da teoria cinética
(Cercignani, 1975; Cercignani, 1990; Cercignani et al., 1994).

Em consequéncia da dificuldade de trabalhar com a equacgéo de Boltzmann, principalmente
no termo integral de colisdo, foram criadas as chamadas equac¢des modelos ou equacgdes cinéti-
cas, que possuem o papel de simplificar o termo integral de colisdo mantendo as caracteristicas
da equacéo original (Zou et al., 1995; Barichello et al., 2001; Sharipov, 2002; Siewert, 2002¢;
Sharipov, 2003a). Logo, tem-se que diferentes problemas podem ser modelados pelas seguintes
equacgdes modelos: modelo BGK, proposto por Bhatnagar, Gross e Krook (Bhatnagar et al., 1954),
modelo S, proposto por Shakhov (Shakhov, 1974), modelo Gross-Jackson (GJ), proposto por Gross
e Jackson (Gross e Jackson, 1959), modelo MRS, proposto por Garcia e Siewert (Garcia e Siew-
ert, 2006), modelo CLF, proposto por Cercignani (Cercignani, 1966), Loyalka e Ferziger (Loyalka
e Ferziger, 1968) e os modelos CES e CEBS, propostos por Barichello e Siewert (Barichello e
Siewert, 2002).

Neste trabalho, seréo utilizados os modelos BGK, S, Gross-Jackson e MRS. Esses modelos
consideram a frequéncia de colisédo das particulas constantes. Pode-se destacar que o modelo CLF
€ um caso particular do modelos CES e que esses modelos tem frequéncia de colisao variavel.
Encontra-se na literatura também o modelo McCormack (McCormack, 1973), aplicado a misturas
de gases cuja frequéncia de colisdo é variavel.

De acordo com Siewert (Siewert, 2002), o estudo tedrico de problemas classicos da DGR
gue modelam escoamento de gases em canais planos (fluxo de Poiseuille, fluxo de Couette, Creep-
Térmico,...) é muito importante no surgimento de novos modelos matematicos e no desenvolvi-
mento de novas técnicas computacionais.

Em relagéo aos métodos deterministicos, encontra-se varios na literatura, dentre eles tem-se
o método de solucao aproximado two-stream (Schuster, 1905; Schwarzschild, 1906), o método dos
harménicos esféricos (Jeans, 1917), método de ordenadas discretas (Wick, 1943; Chandrasekhar,
1950), método de ordenadas discretas analitico (Barichello e Siewert, 1999; Siewert, 2000a),
método de velocidades discretas (Sharipov, 1999b) e 0 método exato de solucdo de Case (Case
1960).

De acordo com Garcia (Garcia, 2002), tem-se que Wick (Wick, 1943) propds o método de
ordenadas discretas na década de 40. Esse método tem a funcédo de aproximar o termo integral
da equacéo de transporte integro-diferencial através de uma formula de quadratura. Em geometria
plana, essa aproximacédo resulta em um sistema de equacdes diferenciais ordinarias, que pode
ser resolvido analiticamente. Mais tarde, esse método foi aplicado em estudos de transferéncia
radiativa por Chandrasekhar (Chandrasekhar, 1950).

A versao analitica do método de ordenadas discretas (ADO) foi proposta por Barichello e
Siewert (Barichello e Siewert, 1999). Este método difere do original, pois usa-se um esquema de
quadratura arbitrario, do tipo half-range, pela determinacdo das constantes de separacao que Sac



12

encontradas na resolucdo de um problema de autovalores e por trabalhar de uma forma analitica
com a variavel espacial.

O método ADO, é muito util na resolucdo de problemas na dindmica de gases rarefeitos,
principalmente pelo fato de possibilitar a constru¢do de soluc¢des unificadas para diferentes mode-
los, isso pode ser verificado nas seguintes Refs. (Barichello e Siewert, 1999; Barichello e Siewert,
2000; Siewert, 2000c; Siewert, 2001a; Barichello et al., 2001; Siewert e Valougeorgis, 2002; Sie-
wert, 2002a; Siewert, 2002c).

Neste trabalho, usa-se a equagéo integro-diferencial de Boltzmann e a verséo analitica do
método de ordenadas discretas (ADO), onde sera trabalhado de forma unificada os modelos cinéti-
cos BGK, S, Gross-Jackson e MRS em coordenadas cartesianas, definindo-se uma formulagéo
geral aos parametrd$ e @, para os problemas de Deslizamento Térmico e Deslizamento Vis-
coso. Usa-se as condi¢cOes de contorno generalizadas Cercignani-Lampis (Siewert, 2002a), que
apresentam dois coeficientes de acomodacao e devido a isso representam melhor as propriedade
fisicas (Siewert e Sharipov, 2002). Os coeficientes de acomodacaa,sdoe € o coeficiente de
acomodacao da energia cinética correspondendo a velocidade nommnglie € o coeficiente de
acomodacao do momento tangencial.

Na realizacao deste trabalho, desenvolveu-se uma formulacéo analitica e computacional em
coordenadas cartesianas para os problemas em semi-espaco: Problemas de Deslizamento Térmic
e Deslizamento Viscoso, definindo-se uma formulacéo geral aos paraetmsonde inclui os
modelos BGK, S, Gross-Jackson e MRS.

Portanto, a estrutura deste trabalho é apresentada da seguinte forma: no capitulo 1,
apresenta-se uma modelagem da equacéo linearizada de Boltzmann e conceitos basicos para ¢
desenvolvimento deste trabalho. No capitulo 2, encontra-se a formulacdo dos modelos cinéticos.
No capitulo 3, tem-se a formulac&o dos problemas propostos. No capitulo 4, encontra-se as quanti-
dades fisicas de interesse usadas nesse trabalho. No capitulo 5, encontra-se as solugdes particulare
e a solucdo em ordenadas discretas. No capitulo 6, apresenta-se a solucao através das condicdes c
contorno generalizadas (Cercignani-Lampis) e as quantidades de interesse. No capitulo 7, tem-se
os resultados numéricos obtidos a partir das simulagées.



Capitulo 1

CONCEITOS DA DINAMICA DE GASES
RAREFEITOS

Neste capitulo, serdo apresentados alguns conceitos importantes sobre a dinamica de gases
gue serao fundamentais para o entendimento do desenvolvimento deste trabalho.

1.1 NUmero de Knudsen

A resolucédo de problemas na Dinamica de Gases Rarefeitos (DGR) depende do estado
de rarefacdo do gas (Williams, 1971), esse estado pode ser classificado pelo valor do nUmero de
Knudsen Kp). O nimero de Knudsen € um dos parametros mais utilizados na DGR (Sharipov e
Seleznev, 1998), o qual € definido pela razdo entre o livre caminho médio moléddiatancia
média percorrida por uma molécula entre as colisdes) e um comprimento caractadstiegiao
do escoamento do gas (por exemplo, o raio do tubo em um problema de fluxo, ou espessura da
camada limite de um fluxo externo) (Chaaf e Chambre, 1961), ou seja,

A
Kn= 3 (1.2)

O regime de escoamento gasoso pode ser dividido em trés tipos (Sharipov e Selezney,

1998), de acordo com os valores que o paranmgtrassume:

e (i) Regime hidrodinamico (K, < 1072): as colisbes intermoleculares sdo muito freqiientes,
o livre caminho médid torna-se muito pequeno comparado ao comprimento caracteristico,
neste caso, 0 gas € considerado como um meio continuo e as equacdes de Navier-Stokes sac
aplicadas ao escoamento do gas.

e (ii) Regime de moléculas livres K, > 10): o livre caminho médidl € muito maior que
0 comprimento caracteristi@ nesse caso, as moléculas interagem mais com a superficie
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gue limita o gas do que com as outras moléculas, e considera-se 0 movimento das moléculas
independentes umas das outras.

e (iii) Regime de transicdo (02 < K, < 10): 0 namero de knudsen assume um valor inter-
mediario, ndo considera-se 0 gas como um meio continuo e ndo pode-se desprezar as colisdes
intermoleculares. Assim, quando o gas encontra-se no regime de transicao, as equacdes de
Navier-Stokes ndo podem ser utilizadas, logo o comportamento do gas sé pode ser deter-
minado a partir de uma andlise detalhada da equacao de Boltzmann, ou seja, € necessario
considerar algumas formulacdes baseadas na equacao de Boltzmann ou equacdes cinéticas
(modelos).

1.2 Funcao Distribuicao

A Teoria Cinética pretende determinar as propriedades macroscopicas de um gas, através
do sistema formado pelas moléculas que compdem esse gas. O estado de um sistema de particula
€ determinado em um instarttgualquer, desde que se conheca a posicao e a velocidade de cada
particula que o compde nesse determinado instante.

O ndmero de particulas que compde um gas é de ordémpb®m® nas condi¢ées nor-
mais de temperatura e pressao, o que torna inviavel resolver o problema através dos métodos da
Mecanica Classica, sendo assim, o0 estado do sistema de particulas € descrito pela funcao de dis-
tribuicéof (t,r,v), ondet € o tempor = (X,Y,z) € o vetor de coordenadas espaciais=€(Vy, Vy, V)
€ o0 vetor velocidade das particulas.

Todas as caracteristicas macroscopicas do fluxo de um gas podem ser calculadas através
da funcéo de distribuica(t,r,v). As expressdes para essas caracteristicas macroscépicas sao
encontradas em Ferziger e Kaper (Ferziger e Kaper, 1972) e Sharipov e Seleznev (Sharipov e
Seleznev, 1998 ), sao elas:

e Densidade:
n(t,r):/f(t,r,v)dv. (1.2)
e \elocidade Hidrodinamica:
u(t r)—i/Vf(trv)dv (1.3)
9 - n(r) z s 1y . .
e Tensor Pressao:
PXZ: m/VXVZf(t,r,V)dV. (14)

Temperatura:
_m 2
T(t,r) = 3nk/v f(t,r,v)dv. (1.5)
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e Fluxo de Calor:
m
q(t,r) = E/VZV f(t,r,v)dv, (1.6)
ondem é a massa moleculdeé a constante de Boltzmanives a velocidade peculiar.
Calcula-se a pressédo como valor médio dos termos diagonais do tensor presséo
1
p= é(Pxx‘i‘ Ry+P). Q.7
As Egs. [(1.2),[(1)5) € (1].7) fornecem a equagéo de estado de um gas ideal

p = nkT, (1.8)

gue é valida também em um estado fora de equilibrio.

1.3 A Equacéo de Transporte de Boltzmann

A equacao de Boltzmann (Boltzmann, 1872) € uma equacéao integro-diferencial ndo linear
(Chapman e Cowing, 1952; Kogan, 1969; Ferziger e Kaper, 1972; Cercignani, 1975; Cercignani,
2000; Cabrera e Barichello, 2006), que descreve o movimento de uma particula quando ha colisées
e determina a evolucéo na funcéo distribuicao.

As equacoes de Navier-Stokes (Sharipov e Seleznev, 1998) ndo sao aplicadas ao regime de
transicdo, entdo torna-se necessario o uso da equacgdo de Boltzmann (Cercignani, 1988), ou seja, ¢
equacao integro-diferencial para estudar a dinamica de gases rarefeitos, que é dada por

0 0 e
af(t,r,v)qtvmf(t,r,v) =J(f', f). (1.9)

Pode-se expressar a equacdo de Boltzmann nédo-linear estacionaria, segundo Williams
(Williams, 2001), como

v, f(r,v) = J(F, ), (1.10)

ondeJ representa o operador de colisdo ou integral de colis&o, definido como

J(F 8 =
/d\/l/d\/z/dVZW(vl ViV, V) F() — F(nvy) F( V)], (1.11)

ondef e f’ sdo respectivamente as fun¢ées de distribuicdo de particulas “antes"e “apds”as colisdes,
W é a funcéo frequéncia de espalhamento diferencial para a colisdo entre duas particulas.
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O operador de colisdo expressa a taxa de variagcao temporal da funcao de distribuicdo devido
as colisées moleculares. Como esse operador torna a equag¢do de Boltzmann muito complexa
para ser resolvida, é necessario fazer uma simplificacdo no operador de colisdes. Devido a isso,
foram desenvolvidos varios métodos analiticos com o objetivo de facilitar a resolucdo da equacgéo
de Boltzmann, como exemplo o método de Grad (Kogan, 1969; Cercignani, 1975; Cabrera e
Barichelo, 2006) e o método de Chapman-Enskog (Chapman e Cowing, 1952; Cercignani, 1975;
Cabrera e Barichelo, 2006), porém esses métodos fornecem resultados que sao validos somente nc
regime hidrodinamic&, << 102,

Devido a dificuldade de trabalhar com a equacédo de Boltzmann na forma original, sera
trabalhado com a forma linear da equacao de Boltzmann. Desta forma utiliza-se modelos cinéticos
gue sao formas simplificadas da equacéo linear de Boltzmann, onde mantém-se as propriedades
fundamentais da integral de colisdo original (conservagéo de massa, momento e energia). Quando
a equacao de Boltzmann é simplificada por um modelo cinético, ou seja, a integral de colisdo é
substituida por um modelo cinético, a equacao de Boltzmann passa a ser chamada de equacac
modelo ou equacao cinética.

1.3.1 Equacao Linearizada de Boltzmann

Seguindo Williams (Williams, 2001), neste trabalho, utiliza-se a equacéo linearizada de
Boltzmann unidimensional e no estado estacionario, para situacdes fracas em que o gas € removido
do seu estado de equilibrfg, para isso escreve-se a fungéo de distribui¢éo na forma

f(r,v) = fo(r,v)[1+h(r,v)], (1.12)

ondeh representa uma pequena perturbagbp<< 1) causada a distribuicdo Maxwelliana local
fo(r,v), pela presenca de uma superficie de fronteira.

Segundo Williams (Williams, 2001), escreve-se a Maxwelliana Ifg@lv), como

3/2 2 4 \2 4 vy — G(X)12
fo(r,V) = Neo (1) {m} exp[—m[VX+V;;ro£\Er) He)J] , (1.13)

onder = (X,Y,2) € o vetor de coordenadas espaciais? a massa moleculak,é a constante de
Boltzmanny = (v, W, V;) € 0 vetor velocidade das particulas,é densidade &, € a temperatura.

Assume-se quB«, T € U sdo fungdes lineares dee z, como segue

N (X, 2) = Ny(1+ ReX+ Ry2), (1.14)

Too (X, 2) = Ty(1+ KX+ Kz2) (1.15)
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u(x) = Kx, (1.16)

onden, € a densidade de equilibrio das particulas de §aé,a temperatura constant¢,e um
gradiente de velocidade na direg§dR e K; sao, respectivamente, os gradientes de densidade e
temperatura na direcao

Desta forma, seguindo Williams (Williams, 1971; Williams, 2001) e partindo dgEq.| (1.12),
a funcéo de distribuicéd, sera determinada a partir de uma perturbdgca@ara isso substitui-se
a Eq. (1.IR) que é a forma linear da equagéo de Boltzmann ng Eq| (1.10), considera-se as pro-
priedades simétricas da funcao frequéncia de espalhamento diferencial para a colisdo entre dois
corpos (Williams, 2001; Camargo, 2003), despreza-se os termoghde e faz-se uma adimen-
sionalizacao da forma

1/2
m
c=v (TTO) , (1.17)
1/2
m

ondev é a magnitude da velocidade da particula. Assim chega-se a uma equacho lpaga,
obtém-se a equacéo balanco definida por

S(c) + CX%h(y*, ¢) = ognym2.2{h}(y*,c), (1.19)

ondeo, € o diametro de coliséo das particulas (Barichello e Siewert, 28@3)¢ o termo de fonte
gue é determinado para cada tipo de problema e o operador de colisdo é descrito por

g{h}(w,c):—n(c)hmc)Jr/m /m /m e SDE( ohy', ¢)dodgde,  (1.20)

ondey* é a variavel espacidk (c’,c) é o ndcleo de espalhament@ ) é a frequéncia de colisdo
dada por

2 c
n(c) = % C”/O e Xdx+e . (1.21)

Escrevendo-se o vetor velocidade em coordenadas esfédcascogt,y), ou seja,
usando-se

Y2 cosy, (1.22)
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reescreve-se a Eq. (1]19) na forma

S(0)-+ a5 h(y'.©) = B 22 (hy' o) (1.23)

com o operador de colisdo

2Ly c) = —n(c)h(y“,c)Jr/ow/_ll/oznc’zedZF(c’,c)h(y*,c’)dx/du’dd. (1.24)

1.4 Livre Caminho Médio

Nesta sessado sera abordada o conceito de Livre Caminho Mégie representa a distan-
cia média percorrida por uma particula gasosa antes de sofrer uma colisédo. Considera-se a versac
homogénea da Eq[ (1]19), e usa-se a variavel adimensieag! /I, reescrevendo-a da seguinte
forma

CX(;9 h(z,c) = e£{h}(r,c), (1.25)
onde o operadaf é dado por
2n
2{hy(1,¢) = h(z,c +/ / / 26 °F (¢, 0)h(r,d)dy'du'dd (1.26)

e = ognymt/A. (1.27)

O livre caminho médio é definido em func¢éo da viscosidade e da condutividade térmica.
Segundo Loyalka e Hickey (Loyalka e Hickey, 1989), o livre caminho médio em termos da vis-

cosidadeu, é dado por
1/2
| =lp= (%) (%TO) : (1.28)
)

e o livre caminho médio definido em termos da condutividade tériicde acordo com Loyalka
e Ferziger (Loyalka e Ferziger, 1968), é dado por

4. m \ 2
= o) (o) .
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ondek € a constante de Boltzmanm,é a massa moleculdfy € a temperatura constantepg—=
nkT, € a presséao.

De acordo com Pekeris e Alterman (Pekeris e Alterman, 1957), a viscosidade é definida
por

_ 8mKp)? e o g
Hye = T(fg/o e b(C)C dC, (130)

e a condutividade térmica é definida como

4k(2KT,/m)1/2
Aw = %/ e“a(c)c®dc. (1.31)
3nog 0
As fungded(c) ea(c) que aparecem respectivamente nas Eqgs.|(1.80) ¢ (1.31), séo solugdes
da equacéo de Chapman-Enskog, do@g € a solugéo para a viscosidada(e) é a solugéo para
a condutividade térmica, definidas pelas seguintes integrais

n(c)c?b(c) — /Ooo e °b(c)k,(¢, c)c*dd = ¢ (1.32)

n(c)c?a(c) — /Ooo e *a(c)k, (¢, c)c3dd = ¢(c2—5/2), (1.33)

com a condigdo de normalizacao

/ e “a(c)c*dc=0. (1.34)
0

Assim, em termos da viscosidade, substitui-se a a[Eq.|(1.32) na Ed. (1.30), posteriormente
a Eq. [1.3D) na Eq[ (1.28) e finalmente a Eq. (]1.28) na[EQ.|(1.27), obtendo-se

e=gp= i—gn‘l/z/o e “b(c)c®dc. (1.35)

Em termos da condutividade térmica, substitui-se a a[Eq.|(1.33) na Egl (1.31), posterior-
mente a Eq.[(1.31) na Eq. (1]29) e finalmente a Eq. [1.29) nd Eq] (1.27), obtendo-se

_ . _16 —1/2/°° 2 6
T A e “a(c)c’dc. (1.36)

Os resultados numericos pagee €p, dependem dos modelos cinéticos utilizados. Apos a
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mudanca da variavel adimensional, pode-se escrever & Eq. (1.19) na forma

cgh(e.c)renre)—er 2 [ [ [ ehir.oF (@ odddga s, (137

onde

e = ognymt/A. (1.38)

1.5 Interacao Gas-Superficie

Frequentemente, os gases sao limitados por superficies, essa limitacao imp&e condi¢des de
contorno a funcéo distribuicdo. Logo, o estudo da interacao gas-superficie é de grande importancia
na DGR.

A funcao de distribuigdo é dada através do nicleo de espalhafR@ntor) (Cercignani,
1988), o qual proporciona a densidade de probabilidade de que a velocidade de uma molécula seja
alterada de/’ antes da colisdo com a parede, paep6s a colisdo, como

]vn\f(v):/\/ VARV V) f(V)dV, v >0 (1.39)

n
ondeV’ é a velocidade molecular das particulas de incidéncig@ea velocidade molecular das
particulas de reflexda, = v.n é a componente normal da velocidade n é o vetor unitario
normal a superficie.

O nucleo de espalhamento satisfaz as seguintes propriedades:

e Condicao de Normalizagéo:

R(V :v)dv = 1. (1.40)
V<0

e Condicao de Reciprocidade (Cercignani, 1975):
mv? mv
|\/n\exp<—ﬁv> R(V :v) = |vn]exp(—ﬁ) R(—v:—V). (1.412)
O nucleo de espalhamento Difuso-Especular proposto por Maxwell é o mais utilizado. Este

nacleo ndo depende da velocidade das moléculas antes da colisdo e a velocidade das moléculas
espalhadas ndo obedecem uma direcao preferencial. Esse nucleo é dado por

MV %
RV :Vv) = (1—a)8*(V —v+2nv,) + (QW\{W)Z) eXp<_2T<_'I§N> , (1.42)
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onde o* é a funcdo delta de Diraen é a massa molecular das particule® a constante de
Boltzmann,T,, € a temperatura da superficiexaé o coeficiente de acomodacdo. Esse nucleo
representa fisicamente que a fragédas particulas é refletida difusivamente e o restante da fracéao
(1— a) é refletida especularmente.

Segundo Williams (Williams, 2001), esse modelo difuso-especular para problemas de fluxo
entre duas placas paralelas localizadasreat+a e T = a, € escrito linearmente em coordenadas
cartesianas como

h(_aa Cx, Cy,Cz) - (1— a)h<—a, —Cx, Cy, CZ) =
Za ® ® ® / / /
2] | h-a—degcgddddd, (143

T J—o

h(a, Cx;Cy,Cz (I1-oa)h acx,cy,cz):

T g cheagdgae, a2

ondea € (0,1], representa o coeficiente de acomodacéo das pareges@

Em consideracdo com o modelo difuso-especular, encontra-se na literatura varios traba-
Ihos da DGR baseado no nucleo de Maxwell, dentre eles cita-se os seguintes (Cercignani, 1965;
Barichello e Siewert, 2000; Barichelo et. al., 2001; Siewert, 2001; Siewert, 2002a; Siewert, 2002b;
Siewert, 2002c; Siewert, 2002d).

Seguindo a literatura (Sharipov, 2002), o modelo de Maxwell (difuso-especular) ndo des-
creve corretamente a interacéo gas-superficie, pois considera um unico coeficiente de acomodacac
para todas as propriedades fisicas , enquanto que na pratica necessita-se de no minimo dois coe
ficientes de acomodacéo. O nucleo que proporciona esses dois coeficientes é o nlcleo proposto
por Cercignani e Lampis (Cercignani e Lampis, 1971), os dois coeficientes de acomodacao des-
crevem as propriedades fisicas do gas, permitindo uma melhor descricéo fisica para fenébmenos de
transporte de gases. Esse nucleo é dado por

roy) — MmPvi
Rl Y = e (2= o) (K2
—mVA+ (1—an)VZ]  —mlv; — (1— og)v]?
XeXp( KTt - 2k'tI'Wat(2—oct)t )

<1, ( ACh O‘”)m“‘\/”> , (1.45)

onk Ty
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ondel, é a funcdo de Bessel modificada, expressa por

(W) = — ” Weosp g 1.46

ondeyv, € o vetor bidimensional da velocidade tangencigl&a componente normal da velocidade
V.

O nucleo dado pela Eq[ (1}45) contém dois parametresof < 2 como coeficiente de
acomodacdo do momento tangencial € @&, < 1 como coeficiente de acomodacéo da energia
cinética devido a componente normal da velocidade (Sharipov e Seleznev, 1998). Quanzlo
e an = 0 tem-se que a velocidade troca de sinal apds uma colisdo com a superficie, trocando assim
sua direcéo, quandm = 1 e, = 1 o nlcleo dado pela Ed. (1]45) coincide com o nucleo difuso,
quandoo; = 0 e oy = 0 0 nucleo dado pela Ed. (1]45) sera o nacleo especular (Sharipov, 2002).

Usando uma adimensionalizacdo para o vetor velocidadeinteracao entre o0 gas e a
parede (Siewert, 2002a), € dada por

h( a, Cy, C)/a CZ

[ / o &y R(—Cy, ),y 0,6y, )AL AL A, (1.47)
e
h(a CX> C}U CZ

/// h(a, G, ¢, R & G - —Cx, &y, C2)dGdg A, (1.48)

para todac, € (0,) e para tod@y, C,.

Aqui ¢ é a velocidade molecular de particulas de incidéncié a velocidade molecular de
particulas de reflexd®, (¢ : ¢) & o nicleo de espalhamento de Cercignani-Lampis, este descreve
o efeito da parede na funcgéo distribui¢éo das particulas| Eq] (1.45).

Considerando-se a adimensionalizacéma Eq. [(1.45), o nucleo de espalhamento de
Cercignani-Lampis em coordenadas retangulares é dado por

ReL (G 6oy 0000 = 8 T( )G T( 0 (149)
onde
T(y,2) = exgd—13= Of>z_y]2], (1.50)
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(1.51)

lo(w) = lo(w)e ™", (1.52)

ondel(w) € dado pela Eq[ (1.46).

Para o problema em meio semi-infinito, além da condi¢do de contorno, considera-se uma
condicdo associada ao comportamento da solucdo no infinito, que sera comentado mais adiante.



Capitulo 2

MODELOS CINETICOS

2.1 Ndcleos Sintéticos

Diversos trabalhos tem sido desenvolvidos na dinamica de gases rarefeitos, utilizando-se de
equacdes modelos (Barichello e Siewert, 2000). Sendo assim, é necessario seguir uma metodologia
para trabalhar os modelos cinéticos de uma mesma forma, onde compara-se os resultados de dife-
rentes aproximacdes da ELB. Essa metodologia deve incluir a maneira de definir o livre caminho
médio e a frequéncia de colisdo aplicavel a cada modelo cinético.

Segundo Pekeris e Alterman (Pekeris e Alterman, 1957), uma expansao em termos dos
polindmios de Legendre é proposto em relacéo ao ndcleo de espalh#hentd. Fazendo uso do
teorema da adi¢do dos harmonicos esféricos, pode-se escrever o nlcleo do espakehento
na forma

K0 = 3255 2+ 1)(2— 8o PP PP k(€ Cocommy’ ~1). (21)

ondeP"(u) séo as fun¢des normalizadas de Legendre, dadas por

_ 1/2 m
PP = (o | (L kR, n=m @2)

e Py(u) séo os Polinbmios de Legendre tais que

2
m
/ Ao Jdu = <2n+ 1) 6n,n” (2:3)
onde

v Fepresenta o Delta de Kronecker. Nos trabalhos de Barichello e Siewert (Barichello
e Siewert, 2003), Loyalka e Hickey (Loyalka e Hickey, 1989) e Pekeris e Alterman (Pekeris e
Alterman, 1957), encontram-se alguns valoreigmra as componentédg(c’,c) que possuem
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derivadas descontinuas em= c, mesmo para valores pequenosndePara reduzir essa dificul-
dade, as equacfes modelos estdo sendo desenvolvidas, pois elas simplificam e linearizam o niclec
de espalhamento sem perder as caracteristicas da equacao origem.

Para obter os modelos cinéticos, substitui-se as componenteslexeltas de forma trun-
cada no nucleo de espalhameKt@’, c), obtendo

zoz (2n+1)(2— 8, PE(H )P (@ ) cosmiy’ — 1), (2.4)

onde utiliza-se aproximag@es sintétidasc’,c) paran < N no lugar dek,(c’,c) que serdo apre-
sentadas no decorrer do trabalho.

Sendo assim, a ELB adimensionalizada e aproximada pelo nucleo siftétipo) € escrita
como

c”%h(r,c) =e¥"{h}(t,c), (2.5)

onde

o rl 21
2 [h}(2,¢) = —v(c)h(z,¢) + / / / e @Ih(r,¢)F(¢,c)c?dc, de, de,  (2.6)
0 -1J0

F(c/,c) é dado pela Eq[ (2.4).
2.2 0Os Modelos BGK, S, Gross-Jackson e MRS

Definidas as Eqgs| (2.5) e (2.6) que ser&o usadas na construcédo das equagdes modelo para
ELB, bem como as funcbes de Chapman-Enskog e os paramesegue-se o desenvolvimento
dos modelos BGK, S, Gross-Jackson e MRS baseado no modelo de esferas rigidas. Seguindo
Cabrera (Cabrera, 2003) e usando as rela¢des entre coordenadas esféricas e cartesianas obtém-
o0 vetor velocidade& com componentes retangulargs, ¢y, c;), assim a ELB passa a ser escrita
como

ih(’L',C) =¢eZ*{h}(t,c), (2.7)

CX&T

onde

2 {h}(7,0) = —v(O)h(t,c) + 7 3/2/ / / F(d,0)c?dddddd,.  (2.8)
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As componented,(c/,c) para o modelo BGK (caso particular do modelo CES) foram
determinadas por Barichello e Siewert (Barichello e Siewert, 2003). Tem-se também que Siewert
e Sharipov (Siewert e Sharipov, 2002) determinaram essas componentes usando em conjunto os
modelos BGK e S. Para o modelo Gross-Jackson as componentes estao definidas nos trabalhos
(Gross e Jackson, 1959; Scherer, 2005) e o modelo MRS foi obtido como um caso particular do
modelo de McCormack em (Chen et al., 1991), utilizando-se de apenas uma Unica espécie de
gas para o modelo de esferas rigidas. Assim, de acordo com Garcia e Siewert (Garcia e Siewert,
2006) e Sherer (Scherer, 2005) o nucleo de espalhamento na forma unificada para esses modelos
expresso por

F(d:c)= 1+2(c’.c)+§(c’2—g)(c2—g)+BM(c’ :¢)+@N(c :c), (2.9)

ondef} e @ s&o parametros a serem determinados segundo o modelo a ser trabalhado e

.4 5 5
M(c’.c)_g(c’.c)(c’z—é)(cz—z) (2.10)
e
N(c :c)=2(c.c)®>— gc’zc2 (2.12)
com
1
c.c=ccy (2— 0y m)Pr(u")P (1) codm(y’ — x)]. (2.12)

m=0

Para que o nucleo definido pela Eqg. [2.9), corresponda a um determinado modelo, deve-se
considerar certos valores para os paramedrego, sendo assim tem-se:

e ModeloBGK (Siewert e Sharipov, 2002) =0 e @ =0.
e ModeloS (Siewert e Sharipov, 2002) = % e w=0.

e ModeloGross-Jackson(Scherer, 2005): 8 :g e o=

Wl

e ModeloMRS (Garcia e Siewert, 2006);8 =1— (3)2%2 e @=1-(§)2%2

De acordo com Garcia e Siewert (Garcia e Siewert, 2006), para escrever o nucleo de espa-
lhamento dado pela Ed. (2.9) na forma da Eq.|(2.4), define-se as compofi¢dtes como:

fo(c/,c) = 4n {1+§(c’2——)(c2——)], (2.13)

f,(c,c) = gn_l/zc’c [1+ éﬁ(c’z —2)(?— §)} , (2.14)
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f,(c,c) = 16 -112g02¢2 (2.15)
15
e
fa(c,c)=0, n>2 (2.16)

Ainda, de acordo com Garcia e Siewert (Garcia e Siewert, 2006), as compofhgntes
devem satisfazer as condi¢cdes integrais (que resultam das condi¢cdes de conservacdo de masse
momento e energia),

n(c):/Oooe‘dzfo(c’,c)c’zdd, (2.17)

n(c)c:/oooedzfl(c’,c)dg’dd (2.18)
e

n(c)c2:/Oooe‘dzfo(c’,c)c"‘dd. (2.19)

Substituindo as Eqgs[ (2/13) [e (2.14) nas Eqs. {2.17),](2.18) € (2.19), determina-se que
a frequéncia de colisdg(c) = 1 para os quatro modelos. Agora substituindo as Hgs. |(2.14) e

(2.18) nas Eqgs.| (1.82), (1.33)|e (1].34), determina-se as fun¢Bes de Chapman-& ok c)
apropriadas para cada modelo.

e Para o modelo BGK, temos:

a(c) = (c>— g), b(c) = 1. (2.20)
e Para o modelo S temos:
3,2 5 _
a(c) = E(C - E)’ b(c)=1. (2.21)

alc)=-(c“—=), b(c)= g (2.22)

e Para o modelo MRS temos:

a(c) = (;—g(cz— g)) U2 p(g) = (1—56> 21/2 (2.23)
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Agora utilizando-se as Eqg$. (2]20] a (2.23) nas Egs.|(1.36) € (1.35), determina-se os valores
de e para os quatro modelos.

e Para o modelo BGK, tem-se:

e Para o modelo S tem-se:

I
NI w

e Para o modelo Gross-Jackson tem-se:

(2.26)

»l©

3
8p:§’ {:‘,t:

e Para o modelo MRS tem-se:

ep= (1—56> 212 g = (;—‘Z’) 21/2, (2.27)

Ressalta-se que de acordo com Barichello e Siewert (Barichello e Siewert, 2003), para a
ELB, tem-se

ep=0,449027806., & = 0,679630049.. (2.28)

Ap0s encontrar os valores dg e & podemos avaliar o nimero de Prandtl, que é utilizado
em teoria cinética para determinar a relacéo esgre¢; e de acordo com (Barichello e Siewert,
2003), é expresso por

P — % (2.29)

Assim verifica-se substituindo a E¢. (2.28) na Kg. (2.29), que o nimero de Prandtl para a
ELB é

R = 0,660694457 (2.30)

: 2 . .
o qual € um valor préximo d% e segundo Sharipov e Seleznev (Sharipov e Seleznev, 1998) e
(Cercignani, 1988) é o valor normalmente utilizado na teoria cinética.

Ent&o, substituindo-se as Eds. (6.1€) a (2.27), verifica-s€@quel para o modelo BGK e
para os demais modelos (S, Gross-Jackson e MRS) teFl}nﬁé. Sendo assim, existe (Sharipov
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e Seleznev, 1998) uma vantagem no uso dos modelos S, Gross-Jackson e MRS em relagéo ao usc
do modelo BGK, uma vez que todos possuem uma frequéncia de colisdo constante.

Sabe-se que as condi¢ces de contorno € outro elemento importante na resolucao de pro-
blemas da DGR, pois sua fungéo é descrever o comportamento do gas proximo as paredes. A de-
scricao do processo de interacdo entre o gas e a parede podem ser descritas pela lei de Cercignani
Lampis, discutida por Knackfuss (Knackfuss, 2005) e pela lei Difuso-Especular, abordada por
Williams (Williams, 1971), onde considera-se que uma fracao de particulas reflete difusivamente,
enguanto que a fracao restante é refletida especularmente.

Nos proximos capitulos serdo apresentadas as quantidades fisicas de interesse e a formu-
lacdo matematica dos problemas de transferéncia de calor que pretende-se resolver aplicando os
modelos BGK, S, Gross-Jackson e MRS utilizando a versédo analitica do método de ordenadas
discretas (ADO).



Capitulo 3

FORMULACAO MATEMATICA

Apés a apresentacdo da formulacédo de equacdes modelos da ELB para esferas rigidas,
formula-se, neste capitulo, de uma maneira unificada o problema de Deslizamento Térmico e o
problema de Deslizamento Viscoso, utilizando os modelos cinéticos apresentados anteriormente,
ou seja, modelos BGK, S, Gross-Jackson e MRS em coordenadas cartesianas.

3.1 Definicao do Problema

Os problemas na DGR no regime de transicdo podem ser modelados pela ELB ou de forma
mais simplificada através das equacdes modelos, com as devidas condi¢des de contorno apropri-
adas (Siewert, 2003a). Seguindo Barichello e Siewert (Barichello e Siewert, 2003), considera-se a
equacao cinética ja escrita em termos de uma perturlid¢éo) da fungéo distribuicdo dada por

Cxaa—yh(r,C)-l-eh(r,c):871:_3/2/_0:0/_Z/_Ze_dzh(r,C')F(C’:C)d(ﬁ(dq/ddz"'s(c)a (3.1)

onde S(c) é o termo de fonte &(c' : c) é o nlcleo de espalhamento sintético dado pela Eq.
(2.9), onde mantém-se a dependénciggdem. Esses parametros definem o nicleo sintético de
cada modelo usado nesse trabalho (modelos BGK, S, Gross-Jackson e MRS). Tem-se também que
M(c’ : ¢) e N(c': c) sdo dados respectivamente pelas Efgs. (2.10) €] (2.11), como foi definido no
capitulo anterior.

Em relacéo a Eq[ (3.1), tem-se qué a variavel espacial adimensionalizad&, o vetor
velocidade adimensional em coordenadas retanguleygs, c;) e € € definido pela Eq8).
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3.2 Formulacéo Vetorial do Problema

Nesta se¢do néo seréa trabalhado diretamente com g Eqg. (3.1), mas sim utilizando problemas
auxiliares, para isso tem-se que as quantidades de interesse séo definidas em termos de momen
tos (integrais) da funcalb(t,c), a utilizacdo desses momentos diminuem o nimero de variaveis
envolvidas no problema. Sendo assim considera-se 0s momentos

$,(cy,C;) = %cye‘@“g) (3.2)
e
02(0y,0) = 202 V3G + G- 2)e G+, (3.3)
define-se
6u(r.c0= [ [ oG eon(r.ccycdgdc (3.4)
e
gZ(Tacx) = /oo /00 ¢2(Cy7cz)h<7>Cx,Cy,Cz)dCydCz- (35)

Agora, multiplica-se a Eq[ (3.1) pela Eq. (3.2), integra-se esse produto sobrg odp
em(—w, ), considera-se a nova notaggo= ¢ juntamente com as Eqg$. (B.4) e (3.5), obtém-se a
seguinte equagéao balanco

5%gl(f,€)+egl(r,5) —
€ / 0; 7 Y267 [k (7, €)9,(7,E") + kio(E',E)gy(7, E)]dE + 2, (€), (3.6)

onde

al(é):/o:o/o:o¢1(CV»CZ>S(§=Cy»Cz)dCydCz, (3.7)
ki1(€,€) =1+§ﬁ (52—%> (i’z—%> +2mEE’, (3.8)

kio(8'€) = 21/2%13 (52— %) : (3.9)
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De maneira equivalente, multiplica-se a Eq. |(3.1) pela Eq] (3.3), integra-se esse produto
sobre toda, e c; em (—o, ®), considera-sex = &, bem como, as Eqs| (3.4)[e (8.5), obtém-se a
seguinte equagéao balanco

£ 2 0,(1.8) +egy(r.6) =
e [ m 42 k(& €)0y(5.8) +honlE E)p(T,ENAE + 25(8), (3.20)

—00

onde
&) = [ [ 0:(e,008(E 0, c)dedos (3.11)
(8'8) =223 (22 3). 312)
&A§C§%=gﬁ- (3.13)

As Egs. [(3.5) €/(3.10) podem ser escritas na forma vetorial como

00

e 7 o(ne)rea(rd) =e [ WEKEOGE LN +AE), (319

—00

onde
| 9(7,8)
QLQ—léwal, (3.15)
y(&) =2 (3.16)
e
, ki1(8,€) kyn(E',8)

K , — 11 12 ’ 3.17
S [kzl(é’,é) k22<5’,5>] 549

M@:[%@q. (3.18)
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3.3 Problemas Classicos

Os procedimentos desenvolvidos até este momento sdo validos para todos os modelos
cinéticos e para os problemas de fluxos de gases rarefeitos que serdo apresentados a seguir, cuj
resolucao seré feita pelo método ADO.

Nesta sec¢do, serdo apresentados dois problemas classicos da DGR, o problema de Desliza-
mento Térmico e o problema de Deslizamento Viscoso, os quais referem-se a problemas em meios
semi-infinito e suas solucdes sdo utilizadas na avaliacdo dos coeficientes de deslizamento.

3.3.1 Problema de Deslizamento Térmico

O problema de Deslizamento Térmico descreve o fluxo de um gas em um dominio semiin-
finito, causado por um gradiente constante de tempergfyyaO gés esta limitado por uma placa
localizada ent = 0, onder € [0,»). A Maxwelliana usada para linearizar a Eq. (1.10) é

m 3/2 m(V.v)
fo(x,v) = n(x) ( ST (x)) exp(— KT (x)) : (3.19)

onde a densidad®Xx) e a temperaturd(x) sdo dadas respectivamente por

N(X) = Ny(1+4 RxX), (3.20)

T(X) = To(1+Kxx). (3.21)

No problema de Deslizamento Térmico a densidade do gas varix,qoois a pressao €
constante, entdo para tpre= nkT = constantedeve-se considerd&t, = —Ky. Assim o termo de
fonte da Eq.[(3]1) é definido por

S(0) = —cx(Ck+ 65 + ¢ —5/2)K, (3.22)

onde a adimensionalizagdo da magnitude da velocidedé dado pela Eq. [ (1.17). Assim,

considera-se as Eqg$. (8.2), (3.8), [3.7) e (3.11), e encontra-se

2_
A(&) = —Kx [ : 21/2/2 ] (3.23)
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3.3.2 Problema de Deslizamento Viscoso

O problema de Deslizamento Viscoso descreve o fluxo de um gas em um dominio semiin-
finito, causado por um gradiente de velocidgklg na direcéo do fluxo. O gas esta limitado por
uma placa localizada em= 0, onder € [0,). Para esse problema a Maxwelliana utilizada para
linearizar a Eq.[(1.10) é dada por

3/2 2 \2 _ 2
m m(Vg 4+ Vg + [Vz— U, (Y)]9)
fo(y.v) =g (TkTo) exp(— 7 2sz - : (3.24)

onde

uy(y) = Ky. (3.25)

O termo de fonte da Eq. (3.1) é definido por

S(c) = —2¢xCyky, (3.26)

ondek, € dado pela Eq.[ (1.18) e a adimensionalizagdo da magnitude da velocidade da particula

(c) é dado pela Eq[ (1.17). Das Eds. {3.P),|(3/3),|(3.7) €]3.11), tem-se

A(E) = —K, [ f) ] . (3.27)



Capitulo 4

GRANDEZAS FISICAS

Deseja-se calcular as quantidades fisicas de interesse que estdo relacionadas a velocidade
das particulas e ao fluxo de calor, essas grandezas estdo definidas em termos da fuocéo
Assim para o perfil de velocidade¢r) e o perfil de fluxo de calag(t), conforme Siewert (Siewert,
2002a), tem-se, respectivamente

u(t) =32 / / / e h(t,cx, 0y, C2)oyddg e, (4.1)

q(7) = n‘3/2/_°; /_0:0 /_0:0 e h(t,0x,Cy, ) (cz— g) c,dcdgdc,. (4.2)

As grandezas fisicas devem ser escritas na forma vetorial como foi proposto no capitulo
anterior.

4.1 Problema de Deslizamento Térmico

Para o problema de Deslizamento Térmico as grandezas fisicas na forma vetorial sédo dadas
por:

e Perfil de velocidade:

u(t) = n_l/z/w e " [ é G(t,&)dE. (4.3)

—00
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o Perfil de fluxo de calor:

T

G(t,&)déE, (4.4)

) > 2 _
q(t) = nl/z/_w e [ & 21;/2)

ondeT representa a operagao transposta.

O coeficiente de Deslizamento Térmibg que € usado nas equacdes de hidrodinamicas
quando considera-se a condi¢do de deslizamento de velocidade do gas na parede (Camargo, 2003)
€ definido por

lim u(t) = As, (4.5)

T—00

ondeu(t) é o perfil de velocidade dado pela Eg. [4.3).

4.2 Problema de Deslizamento Viscoso

Para o problema de Deslizamento Viscoso as grandezas fisicas na forma vetorial sdo dadas
por:

e Perfil de velocidade:

u(t) = kgt + Y2 /_ Ze—é’z [ Cl) G(t,&)dE. (4.6)
e Perfil de fluxo de calor:
© 2 2— 2 T
q(t) = n_l/z/_we‘é [ (6 21/? ) G(t,&)dE. 4.7)

O comportamento do perfil de velocidade no infinito é dado por

im Luge) = ky. (4.8)

T—w dT
ondek, € o gradiente de velocidade constanie,) € o perfil de velocidade dado pela Eg. {4.6).

O coeficiente de Deslizamento Viscoso sera determindado no capitulo 6.



Capitulo 5

SOLUCAO EM ORDENADAS
DISCRETAS

Para determinar os resultados numéricos, proposto neste trabalho, derivado dos quatro mo-
delos (BGK, S, Gross-Jackson, MRS), utiliza-se uma versdo analitica do método de ordenadas
discretas (ADO) e para descrever a interacdo entre o gas e a superficie, utiliza-se o modelo de
Cercignani-Lampis.

O método de Ordenadas Discretas proposto por Wick (Wick, 1943) e Chandrasekhar
(Chandrasekhar, 1950), é um dentre os métodos deterministicos usados na resolucdo de proble-
mas derivados da equacao de Boltzmann linearizada. Este método consiste em aproximar a inte-
gral angular no termo de espalhamento da equacao de transporte por uma formula de quadratura
numeérica, onde resolve-se analiticamente o sistema de equacdes algébricas resultantes dessa apr
ximagdo. Mas ainda existe uma certa dificuldade em aplicar a solugdo em ordenadas discretas no
calculo das constantes de separacdo como raizes de um polinémio.

Neste capitulo, uma versdo analitica do método de ordenadas discretas (Barichello e Sie-
wert, 1999; Siewert, 2000a), é utilizado para resolver problemas baseados em modelos derivados
da ELB. No desenvolvimento da solucéo utilizando este método, segue-se 0s seguintes passos:

e escreve-se a versdo em ordenadas discretas, baseada num esquema de quadratura do tip
“half-range”;

e busca-se solu¢des do tipo exponencial para o problema,;
e encontra-se o problema de autovalores;

e determina-se as solugdes elementares;

e determina-se uma expressao para os autovetores;

e encontra-se o sistema linear de equacdes algébricas;
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e determina-se as quantidades de interesse utilizando a solu¢cdo em ordenadas discretas.

Como nosso problema é ndo-homogéneo antes de aplicar o método de ordenadas discretas
analitico, determina-se uma solucao particular para encontrar a solu¢ao dos problemas de Desliza-
mento Térmico Deslizamento Viscoso.

5.1 Solucéao Particular

Devido ao termo de fonte que aparece na Eg. [3.14), torna-se necessario determinar
solugdes particulares que dependem do problema a ser resolvido. Seguindo Cabrera e Barichello
(Cabrera e Barichello, 2006), segue-se a seguinte proposta de solucao particular

GP(1,£) =B1?+ C1E + DE2+EE +F, (5.1)
que sera considerada para todos os problemas,Ry@eD, E e F sdo vetore$2n x 1) constantes.

Para uma melhor compreenséo denota-se para o problema de Deslizamento Térmico o sub-
indices e para o problema de Deslizamento Viscoso o sub-irdieatédo substituindo a Eq. (5.1)
na Eq. [(3.14), encontra-se para o problema de Deslizamento Térmico a seguinte solugé&o particular

26(f—-1) | v2

Para o problema de Deslizamento Viscoso faz-se a mesma substituicdo que no problema de

GS(%&):L[ & ] (5.2)

Deslizamento Térmico e encontra-se como solucao particular

ppey K5 |1
Gk(Tvg) 8(05—1) [ O] . (53)
Encontrada a solucéo particular tem-se como proposta de solucdo geral para o problema a
seguinte equacéo
G(7,§) = G"(7,8) +GP(z,§), (5.4)
ondeGP(t,&) denota a solugéo particulaiGd'(, ) a solugdo homogénea.

A solucdo homogéne@"(t, &) é definida pela Eq4) na qual ndo considera-se o termo
de fonte, assim tem-se

638 +ealng) =e [ wEIK(E. )Gz E)de 55
ondey (&) é dada pela Eq[ (3.16)ke(&’, &) é dado pela Eq (3.17).
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5.2 Solucao em Ordenadas Discretas

Como a Eq.[(3.16) é uma fung&o equilibrio, pode-se reescrever g Hqg. (5.5) como

- 6M.8)+eGM(w.8) =¢ [ WEIK(E )G (w.E) +K(-£, )" (r,~E)dE, (5:6)

onde, aplicando-se o método de ADO reescreve-se & E¢. (5.6) como

6 G (r ) +£6"(1,8) =

N
8kz DY (EIK (. £8)G"(7,§) +K (=&, +&)G"(1,-&)], (6.7)
=1

parai = 1,...,N. Tem-se qu&, e w, k= 1,...,N correspondem, respectivamente, blgsontos e
pesos de quadratura obtidos pelo método ADO, onde a integral pertence ao irf@emalo

De acordo com Siewert (Siewert, 2002a), para resolver o problema proposto p¢laeq. (5.7),
propde-se uma solucéo na forma exponencial do tipo

GN(1,&) = d(v,&)e €7, (5.8)
onde
D,(v,8)
P(v,&)=| 1 : 5.9
(v, &) ,(v,¢) ] (5.9)

Agora substituindo a E(.(5.8) na Ef. (5.7), obtém-se

. N
(1F %)¢(v,i§) = kz O W (E)K(E, £E)P(V,E) +K (=&, £E)D(v,—E)],  (5.10)
=1

parai =1,...,N, escreve-se a Ed. (5]10) na forma matricial como

(I =MV HO (V) = W(+,+) P, (V) + W (=, +)D_(v), (5.11)

(I+Mv Ho_(v) = W(+, )P, (V) +W(—, —)D_(v), (5.12)
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onde,l € matriz identidadé2N x 2N), M é a matriz(2N x 2N) definida por

M = diaglé;,&,, ... Ex. £, &y (5.13)

e, ®, (v) sdo vetores de dimensahl 2lefinidos por

DL (V)= [ By(v,£E) ... Dy(v,£E) Pp(v,£E) .. Dy(v,+E) ||, (5.14)

aquiT representa a operagdo transposta.

Tem-se ainda qu@/(+,+) é a matriz(2N x 2N), dada por

W(+,+) = , (5.15)
Wy (F,£) Woo(£,£)
cujas componentes & sdo sub-matrizes de dimenddo N definias por
[Wmn(i7i)]i7j :a)JW(éJ)kmn(j:§J7j:§|)7 m7n:172 e I?J :17"'7N7 (516)

ondew; s&o os pesos do esquema de quadra(ig,) € definido pela EqG)I%n(iéj ,£&))
sdo as componentes da matf2zx 2) dadas pelas Eqs| (3.8), (B.9), (3.12] e (B.13), observa-se

que essas componentes da maix 2) dada pela Eq[ (3.17) séo simétricas em relagdo umas das
outras aos sinais dee &’, ou seja,

K(E,8) =K(-¢&",=&). (5.17)

K(E',—&) =K(-¢&,8), (5.18)
dessa simetria, resulta que

W(+,+) =W(—,—), (5.19)

W(+,—) =W(—,+). (5.20)

W+:W(+7+) :W(_7_)7 (521)
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W_=W(+,-)=W(—,+), (5.22)

assim, escreve-se as Eds. (5.11) e (5.12), como

(I=Mv hHo (v)=W_ > (v)+W_d_(v), (5.23)

(I+Mv hHo_(v)=W_o_ (v)+W, d_(v). (5.24)

Agora define-se, conforme Siewert (Siewert, 2002a)

U=ad, (v)+P_(v), (5.25)
onde®, (v) e®_(v) séo os vetores definidos na Eg. (5.14).

Neste momento, soma-se e subtrai-se as (5.23) & (5.24) e usando-s¢ a Eq. (5.25),
obtém-se o problema de autovalores

AX = AX, (5.26)

onde,A é a matriz(2N x 2N) definida por

A=W, -W_—-DM W, +W_-1)M (5.27)

ondeX é o autovetor associado, tal que

X = MU, (5.28)

e A é o autovalor associado, dado por

A=v72 (5.29)
aqui ressalta-se que esses autovalores sao reais e distintos.

O problema de autovalores dado pela 5.26), glredhstantes de separaggoasso-
ciados a & vetoresX(v;), que quando aplicados nas E.25.24), obtém-se as solucdes
elementares, dadas por

¢+(vj):%M‘l[l —v;(W, +W_—HMHX(v)), (5.30)

d_(v,

_ J):%Ml[l+vj(W++W—I)Ml]X(vj). (5.31)
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De acordo com a proposta de solucéo na forma exponencial dada pefa Eq. (5.8), pode-se
escrever a solucao geral dada pela (5.7), como

G"(z,+§) = ZzN (A (v}, £&)e @M L Bd(v;, T )e @ D/M]. (5.32)
j=1
Em consequéncia de ser um problema conservativo (Barichello et al., 2001), tem-se que um
dos autovalores tende a zero quahtle> «, ou seja, uma das constantes de separagctmna-se
ilimitada. Logo, para escrever a solucéo geral do problema em termos das solucdes elementares e
linearmente independentes, negligencia-se a maior das constantes de separag¢ao, onde adiciona-s
duas novas solucdes exatas que devem satisfazera Bq. (5.5). Portanto, a solucéo €

GN(1,4&) = AjG, +B;G,(1,+&) +
2N-1
S AV, £8)e @I LB o(vy, F&)e ), (5.33)
=1

em semi-espaco a solucdo é dada por

GN(t,+&) = AiG, +B;G, (1, &) +
2N-1
S [AP(v) £&)e i+ B;®(v;, 7E)e 7], (5.34)
j=1

onde as solucfes exatas sdo dadas por

o] 539
e
G,(1,8) = [ 81_5/0@_@ ] (5.36)

Como, este trabalho € um problema em semi-espaco, deseja-se que suas solucdes ho-
mogéneas sejam limitadas, entdo considergise 0, B; =0 j = 1,...2N — 1 na Eq. ), e
a solucdo em ordenadas discretas sera

2N—-1
G"(z,4&) =AiG,+ 5 AP(vj,£&)e M. (5.37)
=1

Encontradas a solucdo particular e a solugcdo homogénea, escreve-se a solugcéo geral do
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problema dado como

2N—-1
G(7,6) =GP(1,§) +AIG + A O(v;, £&)e e/ (5.38)
=1

As constantes arbitraridg, seréo determinadas substituindo a 5.37) nas condic¢des de
contorno na forma de ordenadas discretas, assim obtém-se um sistema linear algibri2hl),
o qual sera determinado no préximo capitulo.



Capitulo 6

SOLUCAO ATRAVES DAS CONDICOES
DE CONTORNO

Tendo conhecida a solugéo geral do problema Eqg. |(5.38), deve-se determimicos 2
eficientesA] e A, ]=121,2,....,2N — 1, para isso usa-se as condi¢cOes de contorno de Cercignani-
Lampis, onde primeiramente deve-se adequa-las a nova formulacéo, ou seja, a forma vetorial con-

forme a Eq.[(3.14).

Assim, deve-se multiplicar as Eqg. (1.47) e (1.48) pelos momentoq Eq. (3.2) e, posteri-
ormente, pela Eq[ (3.3), integrando-se sobre dec,, encontra-se, conforme notagéo vetorial
proposta para as condi¢cdes de Cercignani-Lampis as seguinte equac¢des dadas

G(-ag)=A[ 6(-a-g)f(E':£)de 61)

Gla—8)=A [ Gag)f(E: &), 62)
para as Eqs[ (1.47) e (1]48) respectivamente.

Tem-se, ainda que

| ) 0
A= 0 (1-a) ] (6.3)
e
! o 12 _gn2| . _ 1/2%1
f(é,:é):inexp[_[u an)ané 5]],0[2<1 02: 5&]7 (6.4

para& &’ € (0,w), ondely é dado pela Eq[ (1.46).

Por ser um problema semiinfinito considera-se somente uma das equacdes de contorno na
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forma vetorial. Tomando a Ed. (§.1) e fazerade 0, tem-se
6(0.8) = A [ "BO.-E)1(E" E)et 65)
6.1 Nucleo de Cercignani-Lampis

Para determinar os coeficientes define-se o sistema algébrico obtido pela substituicdo da
Eq. (5.38) na Eq[(6]5), e obtém-se

N
Al {Gl_ Alez o (& &) } +
=1
2N-1 N
> A {wv;) - Lz O f (&1 E)AD_(v)) } =R(&), (6.6)
=1 =1
onde para o problema de Deslizamento Térmico, tem-se
N
R(§) =Rs(&) = Akz o, f(§,:&)GE(0,,) —GE(0,§) (6.7)
=1
e para o problema de Deslizamento Viscoso, tem-se
N
R(&) =Ry(s) = Akz o f (& §)GR(0,8,) — GR(0.§), (6.8)
=1

ondeA é a matriz dada pela E.&)k séo os pesos de quadratur&(é, : &) € dado pela Eq.
©.4).

6.2 Quantidades de Interesse

Tendo definida a solugéo geral do problema dada pela[Eq.] (5.38), e encontrado os coefi-
cientesA] eAj, j=1,...,2N — 1, pode-se determinar as grandezas fisicas de interesse.

Problema de Deslizamento Térmico

o Perfil de velocidade:
substitui-se a Eq[ (5.88) na EQ. (4.3), obtendo-se

kt * At —ET/V
dep-1) T ATV )

Us(T) =



o Perfil de fluxo de calor:
substitui-se a Eq[ (5.88) na EQ. (4.4), obtendo-se

SK 2N—-1

0s(7) = 4e(f—1)

e Coeficiente de Deslizamento Térmico:
substitui-se a Eq[ (6.9) na E¢. (4.5), obtendo-se

__k ]
Tem-se que
N 1 T
V(v)) = k21ka(§k) [ 0 [PV}, &) + P(vj, =& )]
e
N g2-1/27"
Y(v)) = kzlwkll’(fk) [ : /2 [PV, &) + P (V) —G)]-

Problema de Deslizamento Viscoso

¢ Perfil de velocidade:
substitui-se a Eq[ (5.88) na E@. (4.6), obtendo-se

2N-1
U (T) =kgT+AT+ 5 ATV (y)).
j=1

o Perfil de fluxo de calor:
substitui-se a Eq[ (5.88) na EQ. (4.7), obtendo-se

2N-1 )
q.(7) = A e fTViY (v)).
k gl j j

e Coeficiente de Deslizamento Viscoso:
Conforme Knackfuss (Knackfuss, 2005), inicialmente faz-se

Uasy(T) = kOT + Aﬁi,

onde define-se o coeficiente de deslizamento viscoso como

d
Uasy(O) - Ak& Uasy T:O.

+ 5 AefViY(v.).
) JZ]_ | ( ])
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(6.10)

(6.11)

(6.12)

(6.13)

(6.14)

(6.15)

(6.16)

(6.17)
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Portanto das Eqd. (6.[16)[e (6.17), obtém-se

A = %. (6.18)

Da Eq. ) vem qu¥ (v;) é dado pela Eq.2) e na E.15) tem-seYjig) é

dado pela EqJ(6.13).

No préoximo capitulo serdo apresentados os resultados numéricos para os problemas pro-
postos neste trabalho, bem como a descri¢cdo dos procedimentos utilizados na implementagéo com-
putacional do método analitico em ordenadas discretas (ADO).



Capitulo 7

RESULTADOS NUMERICOS

Para obter os resultados numéricos, utiliza-se nesse trabalho a implementacdo computa-
cional através da linguagem FORTRAN. Primeiramente, define-se um esquema de quadratura as-
sociado com o método analitico de ordenadas discretas, para isso mapeia-se ds @ori®s)
eu(&) em]0,1], onde utiliza-se a seguinte transformacéo linear

u(g) = exp—%), (7.1)

apos, usa-se o0 esquema de quadratura de Gauss-Legendre (Burden e Faires, 1997) mapeando |
nearmente erfo0, 1].

Definido o esquema de quadratura, segue-se 0s seguintes passos basicos para implementa
a solucdo ADO:

resolve-se o problema de autovalores dado peld Eq. (5.26);

avalia-se as solug6es elementares dadas pelag Eqs. (5.30) e (5.31);

resolve-se o sistema linear definido pela (6.6);

avalia-se as quantidades de interesse dadas pelas[Eqs. [(6.9), (6.10) e (6.11), para o pro-
blema de Deslizamento Térmico e pelas Eq@s. (6.14),(6.15) € (6.17), para o problema de
Deslizamento Viscoso.

Segue-se esses passos fazendo o uso dos pacotes de software de algebra linear, usualment
LINPACK (Dongarra et al., 1979) e EISPACK (Smith et al., 1976) que sao usados para trabalhar
com os problemas de autovalores e autovetores e com o sistema linear.

Apresenta-se, neste trabalho, resultados numéricos listados em tabelas, onde utilizou-se
N = 60 como numero de pontos de quadratura, as notacfes usadas nas tabelas defidas comc
ELB-DE e ELB-CL, representam respectivamente a equagdo linearizada de Boltzmann com as
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condi¢des de contorno de Maxwell e condigbes de contorno de Cercignani-Lampis(-alrjda
(—2) e (1) representam respectivamente 10102 e 10

Neste trabalho, é analisado os resultados numéricos para o problema de Deslizamento Tér-
mico e Deslizamento Viscoso fazendo uso dos quatro modelos, ou seja, modelos BGK, S, Gross-
Jackson e MRS, com as condi¢des de contorno de Cercignani-Lampis em coordenadas cartesianas
e quando disponiveis seré feito comparacdo com outros trabalhos existentes na literatura.

7.1 Deslizamento Térmico

As tabelas|(7]1) & (7.10) referem-se ao problema de Deslizamento Térmico, nas quais considerou-
see = g. Encontram-se nas tabelas {7.1) e](7.2) os perfis de velocidédeparao, = 0.01 e

oy = 0.1. Na tabela[(7]1) séo analisados os resultados para os modelos BGK e S, comparando
0s mesmos com os das referéncias (Knackfuss, 2005; Siewert, 2003c). Os resultados numéricos
obtidos neste trabalho estdo em conformidade com aqueles obtidos por Knackfuss (Knackfuss,
2005), pois foram trabalhados problemas iguais utilizando uma formulacéo analitica diferente.

Na tabela[(7]2) encontram-se resultados para os quatro modelos, onde verifica-se que 0s
modelos S e Gross-Jackson possuem uma melhor aproximacao conforme o aumento da posi¢ao
normalizadar.

Tabela 7.1: Problema de Deslizamento Térmico: perfil de velocidade = 0.1
BGK S BGK-CL? S-CL®  ELB-DEP

=&) (e=g&) (e=g&)
o, =0.01 o, =0.01 o, =0.01 o, =0.01

IS

0.0 ZI76I72(-1) 2.122634(1) Z.I76172(-1) 2.122634(-1) 2.3877(-1)
0.1 2.241663(-1) 2.209868(-1) 2.241663(-1) 2.209868(-1) 2.4634(-1)
0.2 2277114(-1) 2.258687(-1) 2.277114(-1) 2.258687(-1) 2.5011(-1)
0.3 2.303137(-1) 2.295285(-1) 2.303137(-1) 2.295285(-1) 2.5279(-1)
0.4 2.323700(-1) 2.324551(-1) 2.323700(-1) 2.324551(-1) 2.5484(-1)
0.5 2.340581(-1) 2.348708(-1) 2.340581(-1) 2.348708(-1) 2.5648(-1)
0.6 2.354775(-1) 2.369036(-1) 2.354775(-1) 2.369036(-1) 2.5782(-1)
0.7 2.366909(-1) 2.386366(-1) 2.366909(-1) 2.386366(-1) 2.5892(-1)
0.8 2.377412(-1) 2.401282(-1) 2.377412(-1) 2.401282(-1) 2.5985(-1)
0.9 2.386589(-1) 2.414215(-1) 2.386589(-1) 2.414215(-1) 2.6064(-1)
1.0 2.394670(-1) 2.425493(-1) 2.394670(-1) 2.425493(-1) 2.6131(-1)

Re = [Knackfuss, 2005] Re f°= [Siewert, 2003c]
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Tabela 7.2: Problema de Deslizamento Térmico: perfil de velocidaadg = 0.1

BGK S GJ MRS
( = ) (e=&) (e=&)
on = 0.01 06 0n =001  an=001
T
) - ) - ) - 1)
2.241663(-1) 2.209868(-1) 2.179237(-1) 2.273210(-1)

2.299126(-1)

)
2.277114(-1) 2.258687(-1) 2.247006(-1
) 2.317679(-1)

)

)

2.303137(-1) 2.295285(-1) 2.298453(-1)

2.323700(-1) 2.324551(-1) 2.339603(-1) 2.332050(-1)
2.340581(-1) 2.348708(-1) 2.373325(-1) 2.343662(-1)
2.354775(-1) 2.369036(-1) 2.401358(-1) 2.353305(-1)
2.366909(-1) 2.386366(-1) 2.424890(-1) 2.361473(-1)
2.377412(-1) 2.401282(-1) 2.444781(-1) 2.368493(-1)
2.386589(-1) 2.414215(-1) 2.461689(-1) 2.374598(-1)
2.394670(-1) 2.425493(-1) 2.476122(-1) 2.379960(-1)

FPOO0000000O0(!
DN UIAWNIE

O perfil de fluxo de calor encontra-se na tabela) (7.3), avalia-se os resultados para os quatro
modelos comu, = 0.01 e = 0.1, onde percebe-se uma boa aproximagao conforme o aumento
da posicac.

Tabela 7.3: Problema de Deslizamento Térmico: perfil fluxo de qglay;, = 0.1

—8GK S G VMRS
—001 an_ogl ozn_&(gl ocs_()gtl

0.0 -1.099557 -1.072217 -1.041458 -1.123942

Q

0.1 -1.141344 -1.126105 -1.110522 -1.156081
0.2 -1.162699 -1.152850 -1.143696 -1.172927
0.3 -1.177578 -1.171189 -1.166028 -1.184830
0.4 -1.188789 -1.184805 -1.182318 -1.193909
0.5 -1.197593 -1.195346 -1.194703 -1.201124
0.6 -1.204696 -1.203727 -1.204367 -1.207014
0.7 -1.210536 -1.210516 -1.212047 -1.211914
0.8 -1.215408 -1.216094 -1.218234 -1.216050
0.9 -1.219518 -1.220728 -1.223272 -1.219582
1.0 -1.223019 -1.224614 -1.227408 -1.222626

Na tabela[(7]4) € analisado o coeficiente de deslizamento térmico para os quatro modelos,
utilizandoa, = 0.25 e diferentes valores pasg. Nesta tabela percebe-se quanto maior o valor do
coeficiente de acomodacéao tangencial maior é a aproximacéo dos quatro modelos.

Tabela 7.4: Problema de Deslizamento Térmico: Coeficiente de Deslizamento Térmico

BGK S GJ MRS
(e=#&) (e==&) (8 &)
—025 07=025 0n=025  op=025

0% N
0.5 3.351889(-1) 3.448836(-1) 3.554349(-1) 3.263757(-1)
0.75 3.504526(-1) 3.689663(-1) 3.791047(-1) 3.506268(-1)
1.0 3.831612(-1) 3.915748(-1) 4.004647(-1) 3.752934(-1)
1.25 4.063360(-1) 4.134959(-1) 4.209935(-1) 3.995831(-1)
15 4.289973(-1) 4.350791(-1) 4.413074(-1) 4.231315(-1)
1.75 4.511645(-1) 4.562730(-1) 4.612608(-1) 4.459843(-1)
2.0 4.728559(-1) 4.766765(-1) 4.800987(-1) 4.685955(-1)
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Nas tabelad (7]5) & (7]10) é analisado os coeficientes de deslizamento t&gmicale
encontra-se nas tabel@s (7.5) e|(7.6) resultados para os modelos BGK e S, os quais séo comparado
com as referéncias (Knackfuss, 2005; Siewert, 2003d). A comparacao deste trabalho com Knack-
fuss (Knackfuss, 2005), é realizada para consolidar os resultados uma vez que sdo 0S mesmaos, iSsc
deve-se ao fato dos problemas serem iguais, onde, o que diferencia-os é a formulacao analitica e
considera-se dois valores paradiferentes dos valores paog.

Tabela 7.5: Problema de Deslizamento Térmico: Coeficiente de Deslizamento Térmico

BGK S BGK-CL? S—-CL?2 ELB—CL?
(e =&) (e =&) (e = &)

0553 103473(-1)  3.179911(-1)  3.103473(-1)  3.179911(-1) ~ 2.9049(-1)
- . = . - . = . - . -
0.5 3.351889(-1) 3.448836(-1) 3.351889(-1) 3.448836(-1) 3.0221(-1)
0.75 3.594526(-1) 3.689663(-1) 3.594526(-1) 3.689663(-1) 3.1834(-1)
1.0 3.831612(-1) 3.915748(-1) 3.831612(-1) 3.915748(-1) 3.3628(-1)
1.25 4.063360(-1) 4.134959(-1) 4.063360(-1) 4.134959(-1) 3.5369(-1)
1.5 4.289973(-1) 4.350791(-1) 4.289973(-1) 4.350791(-1) 3.6813(-1)
1.75 4.511645(-1) 4.562730(-1) 4.511645(-1) 4.562730(-1) 3.7723(-1)
2.0 4.728559(-1) 4.766765(-1) 4.728559(-1) 4.766765(-1) 3.7904(-1)

Re = [Knackfuss, 2005] Re = [Siewert, 2003d]

Tabela 7.6: Problema de Deslizamento Térmico: Coeficiente de Deslizamento Térmico

BGK S BGK—CL?2 S—CL? ELB—CLP
(€=2g) (€=2g) (€=2g)
op=0.75 on=0.75 an=0.75 op=0.75
0%25 3.593360(-1) 3.659777(-1) 3.593360(-1) 3.659777(-1) 3.2950(-1)
. . = . = . = . = . =
0.5 3.673333(-1) 3.757197(-1) 3.673333(-1) 3.757197(-1) 3.2748(-1)
0.75 3.752749(-1) 3.839875(-1) 3.752749(-1) 3.839875(-1) 3.3068(-1)
1.0 3.831612(-1) 3.915748(-1) 3.831612(-1) 3.915748(-1) 3.3628(-1)
1.25 3.909929(-1) 3.990826(-1) 3.909929(-1) 3.990826(-1) 3.4183(-1)
1.5 3.987705(-1) 4.069660(-1) 3.987705(-1) 4.069660(-1) 3.4491(-1)
1.75 4.064947(-1) 4.155175(-1) 4.064947(-1) 4.155175(-1) 3.4323(-1)
2.0 4.141660(-1) 4.248236(-1) 4.141660(-1) 4.248236(-1) 3.3502(-1)

Re 2= [Knackfuss, 2005] Re f°= [Siewert, 2003d]

Os coeficientes de deslizamento térmico para os modelos Gross-Jackson e MRS séo ana-
lisados nas tabela§ (7.7) [a (7.10), onde usa-se diferentes valoreanpare;. Os resultados
sdo comparados com os resultados encontrados nas referéncias (Garcia e Siewert, 2010; Siewert
2003d) no qual verifica-se uma 6tima aproximacao dos valores.
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Tabela 7.7: Problema de Deslizamento Térmico: Coeficiente de Deslizamento Térmico

GJ MRS GR MRS  ELB_CLP
(e=&) (e=&) (e=&) (e=&) (e=¢&)

3 (-1)
0.5 3.55434(-1) 3.26375(-1) 3.55434(-1) 3.26375(-1) 3.02213(-1)
0.75 3.79104(-1) 3.50626(-1) 3.79104(-1) 3.50626(-1) 3.18337(-1)
1.0 4.00464(-1) 3.75293(-1) 4.00464(-1) 3.75293(-1) 3.36280(-1)
1.25 4.20993(-1) 3.99583(-1) 4.20993(-1) 3.99583(-1) 3.53688(-1)
1.5 4.41307(-1) 4.23131(-1) 4.41307(-1) 4.23131(-1) 3.68132(-1)
1.75 4.61260(-1) 4.45084(-1) 4.61260(-1) 4.45984(-1) 3.77227(-1)
2.0 4.80098(-1) 4.68595(-1) 4.80098(-1) 4.68595(-1) 3.79039(-1)

Ref=[Garcia e Siewert201d Ref= [Siewert2003]]

Tabela 7.8: Problema de Deslizamento Térmico: Coeficiente de Deslizamento Térmico

GJ MRS GJ2 MRS ELB—CLP

(e =g) £=¢) £=¢) (e = &) (e = &)

an == 05 an == 05 an == 05 an == 05 an == 05
0%25 3.50453(-1)  3.28806(-1) 3.50453(-1) 3.28806(-1) 3.10413(-1)

. . = . = . = . = . =

0.5 3.70202(-1) 3.43096(-1) 3.70202(-1) 3.43096(-1) 3.10530(-1)
0.75 3.86163(-1) 3.58908(-1) 3.86163(-1) 3.58908(-1) 3.24559(-1)
1.0 4.00464(-1) 3.75293(-1) 4.00464(-1) 3.75293(-1) 3.36280(-1)
1.25 4.14390(-1) 3.91528(-1) 4.14390(-1) 3.91528(-1) 3.47779(-1)
1.5 4.28651(-1) 4.07164(-1) 4.28651(-1) 4.07164(-1) 3.56626(-1)
1.75 4.43393(-1) 4.22004(-1) 4.43393(-1) 4.22004(-1) 3.60488(-1)
2.0 4.58196(-1) 4.36062(-1) 4.58196(-1) 4.36062(-1) 3.57508(-1)

Ref=[Garcia e Siewert201J Re = [Siewert2003]]



Tabela 7.9: Problema de Deslizamento Térmico: Coeficiente de Deslizamento Térmico

GJ MRS G} MRS ELB—CLP
( = ) (e=g&) (e=g&) (e=g&) (e=¢g&)

- =075 =075 on=075 opn=0.75
¥ (-1)
0.5 3.84777(-1) 3.59655(-1) 3.84777(-1) 3.59655(-1) 3.27475(-1)
0.75 3.93236(-1) 3.67163(-1) 3.93236(-1) 3.67163(-1) 3.30677(-1)
1.0 4.00464(-1) 3.75293(-1) 4.00464(-1) 3.75293(-1) 3.36280(-1)
1.25 4.07589(-1) 3.83393(-1) 4.07589(-1) 3.83393(-1) 3.41830(-1)
1.5 4.15437(-1) 3.90939(-1) 4.15437(-1) 3.90939(-1) 3.44906(-1)
1.75 4.24475(-1) 3.97507(-1) 4.24475(-1) 3.97507(-1) 3.43228(-1)
2.0 4.34679(-1) 4.02698(-1) 4.34679(-1) 4.02698(-1) 3.35020(-1)

Ref=[Garcia e Siewer201d Ref= [Siewert2003]]

Tabela 7.10: Problema de Deslizamento Térmico: Coeficiente de Deslizamento Térmico

GJ MRS GR MRS  ELB_CLP

€=§&) €=§&) €=§&) (e=¢g&) (e=¢&)

an == 10 an == 10 an == 1.0 an = 1.0 an - 1.0
3 (-1)
05 399147(-1) 3.76071(-1) 3.99147(-1) 3.76071(-1) 3.39578(-1)
0.75 4.00302(-1) 3.75391(-1) 4.00302(-1) 3.75391(-1) 3.36685(-1)
1.0 4.00464(-1) 3.75293(-1) 4.00464(-1) 3.75293(-1) 3.36280(-1)
1.25 4.00626(-1) 3.75195(-1) 4.00626(-1) 3.75195(-1) 3.35876(-1)
1.5 4.01741(-1) 3.74503(-1) 4.01741(-1) 3.74503(-1) 3.33064(-1)
1.75 4.04620(-1) 3.72579(-1) 4.04620(-1) 3.72579(-1) 3.25616(-1)
2.0 4.00681(-1) 3.68622(-1) 4.09681(-1) 3.68622(-1) 3.11833(-1)

Ref=[Garcia e Siewer201d Ref=[Siewert2003]]

Os graficos a seguir estao relacionados com o problema de Deslizamento Térmico levando
em consideracao os quatro modelos. Foram gerados considerando as tabelas apresentadas com
forma de auxiliar a analise do comportamento dos perfis e dos coeficientes. Nos gréficos (a) - (c)
mostra-se a influéncia da largura do canal no perfil de velocidade e no perfil de fluxo de calor.

Nos gréficos (d) - (j), observa-se a influéncia dos coeficientes de acomagagég na interacao
gas-parede.



Perfil de velocidade

perfil fluxo de calor

0,26 -
0,25
0,24 e _,);/:')J;
b :
0,234 = —=—B6K
ey —aas
v

0,22 /: 4 BGK®

i —v—g°
0,214 .4 ELB

LK) 0.2 04 06 08 10

Y
(a) Deslizamento Térmico

'y

-1,05 o 3
—u—BGK

.\ —e—S
-1,10 o
-1,15
-1,20 -
-1,26

(c) Deslizamento Térmico

Perfil Velocidade

As

0,25

0,24

0,23 4

0,22 4

0,21 4

—v»— MRS

0.2 04 08 08

(b) Deslizamento Térmico

0.48 -

0,45

0.42 4

0,39

0.36 4

0,33

0,30 4

(d) Coeficiente de Deslizamento Térmico

54



As

0,48 |
—=—BGK A
e g 8
0,44 " :
4 BGK P o
040 e s
: ELB e
m
v
0,36 L
s
P
0,32 - v
"
0.28 T T T T T T T T T T
0.2 04 06 08 10 12 1.4 16 18 20 22
Y

(e) Coeficiente de Deslizamento Térmico

0.45 - =
—a—GJ % v
s MRS i
0,45 4 &=
a B e e
A GJ Eri 2
0,42 B L
—v— MRS® o
. )
555 ELB 4
: 3 "
0.36 o
» "/
[ i
s d
0,30 - #
T T T T T T T T T T
0,2 04 06 08 10 1.2 1.4 186 1,8 20 22
Y

(g) Coeficiente de Deslizamento Térmico

0,44
a
»
0,42 4
L)
L
g |
0,40 4 5 s g
" - =il sl
0,38 P —e— MRS
o '///' N
B i a
0,36 4 g —¥— MRS
i ELB
0,34 4
T T T T T T T T T T
02 04 06 08 10 12 4 16 18 20 22
Y

(i) Coeficiente de Deslizamento Térmico

As

As

o
0.42 e
Pl L
v om
0,40 o B
. ok —u—BGK
v g
0384 - ! - -8
v L %
LI o1 4—BGK’
L4 b
036 » —v—S
ELB
0,34 4
T T T T T T T T T T
02 04 08 08 10 12 14 16 18 20
Y

(f) Coeficiente de Deslizamento Térmico

L )
oas| | " GJ -
—e— MRS ot
a B e
0.42 4 A el I
a = el
—v»— MRS 24
L § /,/
039 - ELB » Fa
o
.
u [Py
0,36 - .
o i
o
0334 - ¢
0.30 T T T T T T T T T T
02 04 08 08 10 12 14 16 18 20
Y

(h) Coeficiente de Deslizamento Térmico

0,42
L
L
0,40 em s B B .
L]
0,38 -
& o
R v - b e S I
0.36 4 —n—GJ
—8— MRS
A—GS
0.34 1 —w— MRS’
ELB
0,32
0.30 T T T T T T T T T T
02 04 06 08 10 12 14 16 18 20 22
Y

(j) Coeficiente de Deslizamento Térmico

55



56

7.2 Deslizamento Viscoso

Os resultados numéricos para o problema de Deslizamento Viscoso € analisado nas tabelas
(7.11) a[(7.2R), onde considerase: ¢p. O perfil de velocidade € analisado para os modelos BGK
e S natabela (7.11) e o perfil de fluxo de calor para esses modelos € analisado na tabela (7.12), aqui
considerou-se&x, = 0.01 e = 0.1. Os resultados obtidos para os modelos BGK e S sdo com-
parados com os resultados das referéncias (Knackfuss, 2005; Siewert, 2003c). A comparacao deste
trabalho com o trabalho de Knackfuss (Knackfuss, 2005), é realizada para consolidar os resultados
gue Sao 0s mesmos, pois trata-se de problemas iguais com formulacéo analitica diferente.

Tabela 7.11: Problema de Deslizamento Viscoso: perfil de velocidadg= 0.1

BGK S BGK-CL? S—-CL@ ELB— DEP
(e =¢p) (e =¢p) (e =¢p)

T

0 I ) ) ) B472(1)
0.1 1.685911(1) 1.684664(1) 1.685911(1) 1.684664(1) 1.6771(1)
0.2 1.704206(1) 1.703032(1) 1.704206(1) 1.703032(1) 1.6956(1)
0.3 1.719992(1) 1.718907(1) 1.719992(1) 1.718907(1)  1.7111(1)
0.4 1.734402(1) 1.733411(1) 1.734402(1) 1.733411(1) 1.7252(1)
0.5 1.747922(1) 1.747027(1) 1.747922(1) 1.747027(1) 1.7383(1)
0.6 1.760815(1) 1.760014(1) 1.760815(1) 1.760014(1) 1.7507(1)
0.7 1.773242(1) 1.772534(1) 1.773242(1) 1.772534(1) 1.7627(1)
0.8 1.785310(1) 1.784690(1) 1.785310(1) 1.784690(1) 1.7743(1)
0.9 1.797093(1) 1.796558(1) 1.797093(1) 1.796558(1) 1.7857(1)
1.0 1.808645(1) 1.808192(1) 1.808645(1) 1.808192(1)  1.7968(1)

Re = [Knackfuss, 2005] Re f°= [Siewert, 2003c]

Tabela 7.12: Problema de Deslizamento Viscoso: perfil de fluxo de palay = 0.1

BGK S BGK-CL? S—CL® ELB— DEP
(e =¢p) (€ =¢p) (€ =¢gp)
on,=0.01 on=0.01 o, =0.01 on=0.01

Q

- ) - ) - ) - (1)
0.1 2.403405(-1) 3.052167(-1) 2.403405(-1) 3.052167(-1) 1.9023(-1)
0.2 1.988665(-1) 2.614301(-1) 1.988665(-1) 2.614301(-1) 1.6365(-1)
0.3 1.699351(-1) 2.294938(-1) 1.699351(-1) 2.294938(-1) 1.4360(-1)
0.4 1.478871(-1) 2.042410(-1) 1.478871(-1) 2.042410(-1) 1.2735(-1)
0.5 1.302883(-1) 1.834326(-1) 1.302883(-1) 1.834326(-1) 1.1373(-1)
0.6 1.158228(-1) 1.658431(-1) 1.158228(-1) 1.658431(-1) 1.0206(-1)
0.7 1.036864(-1) 1.507120(-1) 1.036864(-1) 1.507120(-1) 9.1923(-2)
0.8 0.334704(-2) 1.375274(-1) 9.334704(-2) 1.375274(-1) 8.3039(-2)
0.9 8.443298(-2) 1.259252(-1) 8.443298(-2) 1.259252(-1) 7.5193(-2)
1.0 7.667370(-2) 1.156353(-1) 7.667370(-2) 1.156353(-1) 6.8224(-2)

Re = [Knackfuss, 2005] Re f°= [Siewert, 2003c]

Nas tabeladq (7.13) g (7]14) é analisado respectivamente o perfil de velocidade e o perfil de
fluxo de calor para os quatro modelos BGK, S, Gross-Jackson, MRS, onde considgra-861
e oy = 0.1. Na analise do perfil de velocidade h&d uma boa aproximacao entre os modelos BGK
e S. Percebe-se que o modelo MRS se distancia dos outros modelos conforme vai aumentando a
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posicao der. No perfil de fluxo de calor, percebe-se que os modelo S aproxima-se do modelo
Gross-Jackson enquanto que o modelo BGK se aproxima do modelo MRS.

Tabela 7.13: Problema de Deslizamento Viscoso: perfil de velocidadg= 0.1

BGK S GJ MRS
(€ =¢p) (€ =¢p) (e =¢p)
o, =0.01 on, =0.01 o, =0.01 o, =0.01

Q

POOO0O0O0O0O00OO
CLVo~NOUITRWNF

1.685911(1)
1.704206(1)
1.719992(1)
1.734402(1)
1.747922(1)
1.760815(1)
1.773242(1)
1.785310(1)
1.797093(1)
1.808645(1)

1.684664(1)
1.703032(1)
1.718907(1)
1.733411(1)
1.747027(1)
1.760014(1)
1.772534(1)
1.784690(1)
1.796558(1)
1.808192(1)

1.687843(1)
1.707559(1)
1.724082(1)
1.738914(1)
1.752683(1)
1.765719(1)
1.778221(1)
1.790317(1)
1.802097(1)
1.813622(1)

1.680031(1)
1.695736(1)
1.710052(1)
1.723557(1)
1.736511(1)
1.749060(1)
1.761296(1)
1.773282(1)
1.785062(1)
1.796671(1)

Tabela 7.14: Problema de Deslizamento Viscoso: perfil de fluxo de palay = 0.1

BGK S GJ MRS
(e =¢p) (e =¢p) €= ¢gp)
T

0.1 2.403405(-1) 3.052167(-1) 3.565188(-1) 2.185744(-1)
0.2 1.988665(-1) 2.614301(-1) 3.018904(-1) 1.907633(-1)
0.3 1.699351(-1) 2.294938(-1) 2.619316(-1) 1.703441(-1)
0.4 1.478871(-1) 2.042410(-1) 2.302563(-1) 1.541704(-1)
0.5 1.302883(-1) 1.834326(-1) 2.041377(-1) 1.408329(-1)
0.6 1.158228(-1) 1.658431(-1) 1.820862(-1) 1.295462(-1)
0.7 1.036864(-1) 1.507120(-1) 1.631724(-1) 1.198187(-1)
0.8 9.334704(-2) 1.375274(-1) 1.467650(-1) 1.113182(-1)
0.9 8.443298(-2) 1.259252(-1) 1.324098(-1) 1.038088(-1)
1.0 7.667370(-2) 1.156353(-1) 1.197658(-1) 9.711613(-2)
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O coeficiente de Deslizamento Viscoso para os quatro modelos encontra-se na tabela (7.15),
considera-sex, = 0.25 e diferentes valores pavg. Nessa analise a aproximacdo dos modelos é
muito grande e h& concordancia em até uma casa decimal para ambos modelos.

Tabela 7.15: Problema de Deslizamento Viscoso: Coeficiente de Deslizamento Viscoso

BGK S GJ MRS
(e =¢p) (8 = €p) (e =¢p)
hn=0.01 o, =0.01 =0.01 o, =0.01
o
0.25 6.412097 6.417960 6.424770 6.407091
2.836466

5 2.840346 2.844690 2.849503
75  1.632537 1.635681 1.639087 1.629667
0 1.016191 1.018372 1.020709 1.014179
25 6.367919(-1) 6.382056(-1) 6.397028(-1) 6.354725(-1)
5 3.761519(-1) 3.769738(-1)) 3.778227(-1) 3.753651(-1)
7

)

(61

5 1.836073(-1) 1.840042(-1) 1.843937(-1) 1.832061(-1)
.0 3.381591(-2) 3.394790(-2) 3.406541(-2) 3.366759(-2)

NMPERP RO

Para validar os coeficientes de Deslizamento Viscoso utilizamos varios valores,mra
o4, onde nas tabelas (7]16), (7.17] e (7.18) comparamos os resultados para os modelos BGK e S
com os valores encontrados nas referéncias (Knackfuss, 2005; Sharipov, 2003a; Siewert, 2003d).
A comparacao deste trabalho com Knackfuss (Knackfuss, 2005), é realizada para consolidar os
resultados uma vez que sao 0S mesmos, isso deve-se ao fato dos problemas serem iguais, onde,

que diferencia-os € a formulag&o analitica.

Tabela 7.16: Problema de Deslizamento Viscoso: Coeficiente de Deslizamento Viscoso

BGK S BGK—CL? S—CL2 ELB—CLP
(e = gp) (8 = &p) (8 = &p) (8 = &p)
op =0.25 on =0.25 =0.25 =0.25 =0.25
MWM% 5
0.5 2.840346 2.844690 2.840346 2.844690 2.7985
0.75  1.632537 1.635681 1.632537 1.635681 1.5970
1.0 1.016191 1.018372 1.016191 1.018372 9.8733(-1)
1.25 6.367919(-1) 6.382056(-1) 6.367919(-1) 6.382056(-1) 6.1452(-1)
1.5 3.761519(-1) 3.769738(-1) 3.761519(-1) 3.769738(-1) 3.6006(-1)
1.75 1.836073(-1) 1.840042(-1) 1.836073(-1) 1.840042(-1) 1.7290(-1)
2.0 3.381591(-2) 3.394790(-2) 3.381591(-2) 3.394790(-2) 2.7335(-2)

Re = [Knackfuss, 2005] Re = [Siewert, 2003d]

Tabela 7.17: Problema de Deslizamento Viscoso: Coeficiente de Deslizamento Viscoso

BGK S BGK—CL? S—CL? ELB—CLP
(e = gp) (9 = &p) (8 = &p) (8 = &p)
on=0.75 on=0.75 =0.75 =0.75 =0.75
mm@mm% 2
0.5 2.804773 2.807568 2.804773 2.807568 2.7715
0.75  1.615045 1.617514 1.615045 1.617514 1.5838
1.0 1.016191 1.018372 1.016191 1.018372 9.8733(-1)
1.25 6.537217(-1) 6.556345(-1) 6.537217(-1) 6.556345(-1) 6.2721(-1)
1.5 4.094717(-1) 4.111266(-1) 4.094717(-1) 4.111266(-1) 3.8497(-1)
1.75 2.327992(-1) 2.342024(-1) 2.327992(-1) 2.342024(-1) 2.0964(-1)
2.0 9.838300(-2) 9.954176(-2) 9.838300(-2) 9.954176(-2) 7.5624(-2)

Re = [Knackfuss, 2005] Re = [Siewert, 2003d]
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Tabela 7.18: Problema de Deslizamento Viscoso: Coeficiente de Deslizamento \Agcogo-=

0.5e0 =0.5.
Modelo é‘i

S(e=egp) 2.825385

S(e=¢g) 1.883590

BGK—CLa 2.82188

S-CL? (e =¢p) 2.825385

S—Cl?(e=¢g) 1.883590
Sy 2.825

Re = [Knackfuss, 2005] Re = [Sharipov, 2003a]

Nas tabelas] (7.19) & (7]22) validou-se os coeficientes para os modelos Gross-Jackson e
MRS, onde compara-se os valores obtidos com os valores encontrados em Siewert e Garcia (Garcia
e Siewert, 2010; Siewert, 2003d), a aproximacao foi muito grande garantindo validagcdo desse
método.

Tabela 7.19: Problema de Deslizamento Viscoso: Coeficiente de Deslizamento Viscoso

GJ MRS Gl MRS ELB—CLP
(3 = €p) (e=¢gp) (3 = 8p) (3 = 5p) (3 = €p)
=025 ap= %5 =0.25 =0.25 =0.25

R

0.25 6.42477 6.40709 6.42477 6.40709 6.36448

05  2.84950 2.83646 2.84950 2.83646 2.79846
0.75  1.63908 1.62966 1.63908 1.62966 1.59702

1.0  1.02070 1.01417 1.02070 1.01417  9.87328(-1)
1.25 6.39702(-1) 6.35472(-1) 6.39702(-1) 6.35472(-1) 6.14524(-1)
15 3.77822(-1) 3.75365(-1) 3.77822(-1) 3.75365(-1) 3.60063(-1)
1.75 1.84393(-1) 1.83206(-1) 1.84393(-1) 1.83206(-1) 1.72898(-1)
2.0 3.40654(-2) 3.36675(-2) 3.40654(-2) 3.36675(-2) 2.73344(-2)

Ref=[Garcia e Siewer201d Re = [Siewert2003]]

Tabela 7.20: Problema de Deslizamento Viscoso: Coeficiente de Deslizamento Viscoso

GJ MRS GJ MRS ELB—CLP
(e =¢p) € =¢gp) € =¢gp) (3 =¢£p) (3 =¢&p)
an=0.5 an=0.5 an=0.5 =05 =05

2.82925 2.81874 2.82925 2.81874 2.78408

1.62930 1.62095 1.62930 1.62095 1.59002

1.02070 1.01417 1.02070 1.01417  9.87328(-1)
6.48872(-1) 6.43910(-1) 6.48872(-1) 6.43910(-1) 6.21174(-1)
3.95583(-1) 3.91973(-1) 3.95583(-1) 3.91973(-1) 3.73049(-1)
2.10195(-1) 2.07723(-1) 2.10195(-1) 2.07723(-1) 1.91953(-1)
6.74013(-2) 6.58423(-2) 6.74013(-2) 6.58423(-2) 5.22446(-2)

(&)]

pERERSo
OU.IU'IU.lO ol

Ref=[Garcia e Siewer201J Re = [Siewert2003]]
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Tabela 7.21: Problema de Deslizamento Viscoso: Coeficiente de Deslizamento Viscoso

GJ MRS GJ2 MRS ELB—CLP
(3 = £p) (3 = €p) (3 = €p) (3 = €p) (8 = €p)
=0.75 =0.75 =0.75 =0.75 =0.75

05  2.81063 2.80225 2.81063 2.80225 2.77151

0.75  1.62017 1.61277 1.62017 1.61277 1.58382

1.0  1.02070 1.01417 1.02070 1.01417  9.87328(-1)
1.25 6.57671(-1) 6.51946(-1) 6.57671(-1) 6.51946(-1) 6.27207(-1)
15 4.12858(-1) 4.07908(-1) 4.12858(-1) 4.07908(-1) 3.84967(-1)
1.75 2.35614(-1) 2.31417(-1) 2.35614(-1) 2.31417(-1) 2.09640(-1)
2.0 1.00629(-1) 9.71521(-2) 1.00629(-1) 9.71521(-2) 7.56232(-2)

Ref=[Garcia e Siewer201J Ref=[Siewert2003]

Tabela 7.22: Problema de Deslizamento Viscoso: Coeficiente de Deslizamento Viscoso

GJ MRS GJ2 MRS ELB—CLP
(e=¢p) €=2¢p) €=2¢p) (e=¢p) (e=¢p)
an=10 an=10 an=10 an=10 an=10

)5 2.79323 2.78664 2.79323 2.78664 2.76021
75  1.61153 1.60499 1.61153 1.60499 1.57820
0 1.02070 1.01417 1.02070 1.01417  9.87328(-1)
25 6.66210(-1) 6.59686(-1) 6.66210(-1) 6.59686(-1) 6.32784(-1)
5 4.29823(-1) 4.23346(-1)) 4.29823(-1) 4.23346(-1% 3.96088(-1)
e

) )

[S2 ¢

2.60863(-1) 2.54504(-1) 2.60863(-1) 2.54504(-1) 2.26297(-1)
.0 1.33988(-1) 1.27825(-1) 1.33988(-1) 1.27825(-1) 9.78373(-2)

NPERP RO

Ref=[Garcia e Siewert201d Re = [Siewert2003]]

Os graficos a seguir estéo relacionados com o problema de Deslizamento Viscoso levando
em consideracao os quatro modelos. Foram gerados considerando as tabelas apresentadas com
forma de auxiliar a analise do comportamento dos perfis e dos coeficientes. Nos graficos (j) - (m)
mostra-se a influéncia da largura do canal no perfil de velocidade e no perfil de flruxo de calor.
Nos gréficos (n) - (u), observa-se a influéncia dos coeficientes de acomegagépna interacao
gas-parede.
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CONCLUSAO

Neste trabalho, investigou-se a utilizacdo do método analitico de ordenadas discretas
(ADO) em coordenadas cartesianas juntamente com as equacdes cinéticas em dois problemas de
dindmica de gases rarefeitos, utilizando as condi¢cdes de contorno de Cercignani-Lampis.

O método analitico de ordenadas discretas (ADO), foi utilizado no desenvolvimento de
solucdes unificadas para diferentes modelos cinéticos, ou seja, modelos BGK, S, Gross-Jackson e
MRS com o objetivo de utilizar todos os modelos em um mesmo programa computacional de uma
forma concisa.

Os resultados obtidos foram satisfatorios, uma vez que conseguiu-se comparar todos 0s
modelos com trabalhos existentes na literatura, dentre eles cita-se (Knackfuss, 2005; Garcia e
Siewert, 2010), foi possivel obter resultados com preciséo de até 6 digitos significativos.

Neste trabalho, foi comparado separadamente os modelos BGK e S dos modelos Gross-
Jackson e MRS, pois na literatura ndo foi possivel encontrar os quatro modelos numa mesma
bibliografia com as condi¢des de contorno de Cerciganani-Lampis.

De maneira geral, pode-se dizer que os modelos BGK, S, Gross-Jackson e MRS,
mostraram-se como boas opc¢des no objetivo de se aproximar ao ndcleo de colisdo da ELB, mas
nao pode-se eleger um melhor modelo em todas as situa¢cdes quando comparados com a ELB, o
gue pode-se dizer é que para cada modelo um apresenta melhor desempenho do que o outro.

Assim pode-se considerar que o objetivo deste trabalho foi alcancado, pois:

e através do método analitico de ordenadas discretas e das condicbes de contorno de
Cercignani-Lampis, foi desenvolvido uma formulacdo mateméatica e computacional para
problemas basicos da dindmica de gases rarefeitos, utilizando-se os modelos cinéticos BGK,
S, Gross-Jackson e MRS;

e encontrou-se resultados numéricos ainda néo existentes na literatura baseados nos modelos
Gross-Jackson e MRS, para o caso de um gas com as condi¢cdes de contorno de Cercignani-
Lampis, utilizando-se a versédo analitica do método de ordenadas discretas (ADO) em coor-
denadas cartesianas;

e gerou-se resultados que servirdo de andlises futuras para outras equagdes modelos.
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Como proposta de trabalhos futuros, pretende-se desenvolver solucdes para o problema de
Salto de Temperatura, utilizando de maneira unificada, os modelos BGK, S, Gross-Jackson e MRS,
através das condic¢des de contorno de Cercigani-Lampis em coordenadas cartesianas.
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