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RESUMO

Dissertacao de Mestrado
Programa de Pos-Graduagao em Matematica

Universidade Federal de Santa Maria

SOLUCOES FUNDAMENTAIS DE OPERADORES
LINEARES DE COEFICIENTES CONSTANTES

AUTORA: LUCIELE RODRIGUES NUNES
ORIENTADOR: MAURICIO FRONZA DA SILVA
Data e Local da Defesa: Santa Maria, 09 de marco de 2012.

Nessa dissertacao apresentamos uma demonstracao do Teorema de Malgrange-Ehrenpreis,
que afirma que todo operador de coeficientes constantes nao identicamente nulo tem uma

solugao fundamental.
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Introducao

A teoria das distribui¢oes surgiu com o objetivo de permitir a diferenciacao onde o céalculo
classico de Leibniz e Newton nao podia ser utilizado, criando um calculo baseado na extensao
da classe das fun¢oes a uma nova classe de objetos, as distribuicoes. Este estudo foi realizado
por Laurent Schwartz que em 1950 publicou a obra “La théore des distributions"que lhe valeu,
no Congresso Internacional de Matematica de Harward, a medalha Fields.

A nocao de Solugoes Fundamentais tornou-se gradualmente mais clara durante os
séculos XIX e XX . As primeiras provas da existéncia de Solucoes Fundamentais foram dadas
em 1953/54 por Bernard Malgrange e Leon Ehrenpreis. Estas provas foram baseadas no
teorema de Hahn-Banach. Logo em seguida, provas construtivas também foram encontradas
ou seja, provas que representam a Solucao Fundamental E através de uma formula, em vez
de se referir a existéncia de F.

O presente trabalho tem como objetivo principal estudar o Teorema de Malgrange-
Ehrenpreis, que afirma que todo operador com coeficientes constantes, nao nulo, tem uma
Solucao Fundamental. Em particular, prova-se a existéncia de Solucoes Fundamentais para
os operadores diferenciais do Calor, da Onda e de Laplace.

O trabalho esta organizado do seguinte modo:

No capitulo 1 listamos resultados titeis de Topologia Geral e Medida e Integracao que
dao as fundamentacgoes para os capitulos subsequentes. As distribuicoes sao estudadas no
capitulo 2. A ferramenta principal na demonstragao do Teorema de Malgrange-Ehrenpreis
¢ a Transformada de Fourier, que é apresentada no capitulo 3. O capitulo 4 traz a relacao
entre Solucao Fundamental e a Existéncia e Regularidade de Solugoes de EDP’s lineares.
Finalizando, ainda no capitulo 4, apresentamos uma demonstracao relativamente simples do

Teorema de Malgrange-Ehrenpreis.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Nocoes Topolégicas
Para maiores detalhes dos resultados enunciados nessa se¢ao veja [?|.

Definicao 1.1.1 Seja X um conjunto qualquer.

(a) Uma colecio T de subconjuntos de X ¢é chamada de topologia em X, se T tiver as

sequintes propriedades:

i) DereXer
(ii) se V€T parai=1,2,...,n entio ViNVoN...NV, € 1;

(iii) se {V,} é uma cole¢ao arbitrdria de elementos de T entao |JV, € T.
[e%

(b) Set éuma topologia em X, entao (X, 1) é chamado de espago topoldgico, e os elementos
de 7 sao chamados de conjuntos abertos de X. Para simplificar a escrita, sempre que

possivel diremos simplesmente espaco topoldgico X.

(c) Se X eY sao espagos topoldgicos, dizemos que f : X — Y € uma aplicacio continua

quando f~1(V) é um conjunto aberto de X para cada aberto V deY.

Definicao 1.1.2 Seja X um espaco topologico.
(a) Um conjunto F' C X € fechado se o seu complementar F° é aberto.

(b) Dado um conjunto F C X, definimos o fecho de F como a intersec¢ao de todos os
fechados que contém F. Denotamos o fecho de F por F. Definimos o interior de F

como a uniao de todos os abertos contidos em F'. Denotamos o interior de F' por F°.

(c) Dado um conjunto E C X, uma cobertura de E € uma familia (Cy\)xer de subconjuntos

de X tal que E C |J C\. Uma subcobertura é uma sub-familia (C)\)aer, com L' C L
AEL
tal que E C |J C\. Quando todos conjuntos Cis sao abertos dizemos que (Cy)xer €
AeL!
uma cobertura aberta e quando L é finito dizemos que (C\)xer € uma cobertura finita.



(d) Um conjunto K C X é compacto se toda cobertura aberta de K tem uma subcobertura

finita. Representamos um compacto de X por K CC X.
(e) Uma vizinhanca de um ponto p € X € qualquer aberto de X que contém p.

(f) X ¢ um espaco de Hausdorff se para todo par de pontos p,q € X existem vizinhangas
disjuntas U de p eV de q.

(g) X € localmente compacto se cada ponto de X tem uma vizinhaca com fecho compacto.

Teorema 1.1.3 Suponha que K é compacto e F' € fechado em um espaco topoldgico X. Se

F C K entao F' é compacto.

Teorema 1.1.4 Suponha X um espaco Hasdorff, K CC X e p € K¢ Entao existem con-
Juntos abertos U e W tais quep e UK CW e UNW = ().

Teorema 1.1.5 Suponha que X € um espaco de Hausdorff localmente compacto. Se K C
U C X sao tais que K € compacto e U € aberto, entao existe um aberto V- com fecho compacto

tal que
KcvcVvcu

Definicao 1.1.6 Seja X um espacgo topoldgico. Dada f : X — C definimos o suporte de f

como o conjunto

S(f) ={z € X; f(x) # 0}

e denotamos como C.(X) o conjunto de todas funcées f : X — C continuas tais que S(f) CC
X.

Suponha X um espaco topolégico. A notacao K < f significa que K CC X e que
f € C.(X) tem as seguintes propriedades: 0 < f(z) < 1,V € X e f(z) = 1,V € K. O
simbolo f < V significa que V' ¢é aberto e que f € C.(X) tem as seguintes propriedades:
0< f(z)<1,Vx e XeS(f) CV. Anotacao K < f <V significa que K < fe f<V.

Lema 1.1.7 (Lema de Urysohn) Suponha que X é um espa¢o de Hausdorff localmente
compacto, V é um aberto em X e K CC V. Entao exziste f € C.(X), tal que

K< f=<V

Teorema 1.1.8 Suponha que Vi, Vs, ... V, sao subconjuntos abertos de um espac¢o de Haus-

dorff localmente compacto X e que K CC X satisfaz
KcWViulWhu...uV,.
Entao existem funcoes h; < Vi, i =1,... n, tais que

hi(z) + hao(z) + ... 4+ hp(z) = 1,V € K.



A cole¢ao {hy,..., h,} é chamada de particio de unidade em K subordinada a cobertura

{(Vi,Va,.... Vu}.

Definicao 1.1.9 Um conjunto E em um espaco topologico € chamado o—compacto se E é

uma uniao enumerdvel de conjuntos compactos.

O proximo resultado mostra que todo aberto de R™ ¢ o—compacto.

Teorema 1.1.10 Considere em R™ a topologia usual. Para cada aberto ) de R™ existe uma

sequéncia (K;) de subconjuntos compactos de §) tal que
(i) K; C K/ ,,VjeN;
(i) U K; =%;
j=1
(iii) para cada K CC Q, existe j € N tal que K C Kj.

Finalizamos a secao com uma definicao atil.

Definicao 1.1.11 Seja X um conjunto qualquer. Definimos a funcao caracteristica de
A, xa: X —{0,1} por
1, se z€ A

XA(Q:):{ 0, se x¢&A.

1.2 Resultados de Medida e Integracao

Para maiores detalhes sobre Medida e Integracao veja [?] e [?].

Definicao 1.2.1 Seja X um conjunto qualquer.

(a) Uma colecio M de subconjuntos de X é chamada de uma o-dlgebra em X se M tem

as sequintes propriedades:

(i) X e #;
(ii) se A € A entao A° € M,

(iii) se {A.} € uma colecao arbitrdria de elementos de A entio | ) Ay € A .

(b) Se A ¢é uma o-dlgebra em X entio (X, #) é chamado de espago mensurdvel, e o0s
elementos de M sao chamados de conjuntos mensurdveis de X. Para simplificar a

escrita, sempre que possivel diremos simplesmente espaco mensurdvel X.

(c) Se X € um espaco mensurdvel, Y € um espaco topoldgico e f € uma aplicacao de X em
Y, entao f € chamada de mensurdvel se, e somente se, para todo subconjunto aberto
V deY tem-se f~1(V) mensurdvel em X.



Observacao 1.2.2 A intersegao de uma quantidade qualquer de o-dlgebras em X € uma

o-dlgebra em X.

Definigcao 1.2.3 Se .% ¢ uma colegao de subconjuntos de X, entao a intersecao de todas

o-dlgebras em X que contém ¥ é chamada o-dlgebra gerada por F.

Definigao 1.2.4 Seja (X, 7) um espaco topoldgico. A o-dlgebra de Borel é definida como a

o-dlgebra gerada por T e seus elementos sao chamados de conjuntos de Borel.

Observacao 1.2.5 Os conjuntos fechados de um espago topolégico X sao conjuntos de Bo-

rel, pois seus complementares sao abertos.

Teorema 1.2.6 Se X é um espaco mensurdvel e f, : X — [—00,00] é mensurdvel, para
todon =1,2,3,... entao

g =sup fn, h=limsup f,,
n>1

840 mensurdveis.

Teorema 1.2.7 Seja X um espago mensurdvel e f = u +1v, sendo u,v : X — R. Entao f

€ mensurdvel se, e somente se, u e v $40 MENSUTAVELS.

Definicao 1.2.8 Uma fungao s : X — [0,00) definida em um espago mensurdvel X cuja

imagem € um conjunto finito serd chamada de funcao simples.

Teorema 1.2.9 Seja [ : X — [0,00) mensurdvel definida no espa¢o mensurdvel X. Entao

existe uma sequéncia (s,) de funcoes simples mensurdveis tal que:
(a) 0<s1<s9<... < f;
(b) sn(z) = f(z) quando n — oo, para todo x € X.

Defini¢ao 1.2.10 Seja (X, .#) um espaco mensurdvel. Uma medida positiva em X € uma
funcao p . M — [0,00] que tem a sequinte propriedade: se {A;} € uma cole¢ao enumerdvel

de subconjuntos mensurdveis de X, dois a dois disjuntos, entao

(0] S
i=1 i=1
Chamamos (X, # , 1) de espaco de medida.
Teorema 1.2.11 Se (X, .#, 1) é um espaco de medida entdo:

(a) p(0) =0;

(b) p(A1UAU.. A,) = p(Ar) +u(Ag)+. ..+ u(Ay), se Ay, As, ..., Ay € M sdo conguntos

mensurdveis dois a dois disjuntos;



(c) A, Be #,AC B= u(A) < u(B);

(d) lim w(A,) =p(U A4,) se A, € A, NneNeA CA CA3C...;
n=1

n——+0oo

(e) lm pu(A,) =p() A,) se A, € #,Yn e N, A DAy D A3 D ... e p(A) € finito.
n=1

n—-+o00

Definicao 1.2.12 Seja (X, .#,11) um espago de medida. Se E € M, A C E e u(E) =0

implica que A € A entao p € dita ser uma medida completa.

Definigao 1.2.13 Seja (X, 4, 1) um espago de medida e P uma propriedade relativa a
pontos de X. Dizemos que P vale p—q.t.p, ou simplesmente q.t.p se AE € A tal que
w(E) =0 e{z € X;x tem a propriedade P} = X — E.

Aqui q.t.p. abrevia a expressao “quase todo ponto". Assim, dizemos por exemplo
fyg: X — C sao iguais q.t.p. se IE € A4 com u(E) =0, tal que f(z) = g(x),Ver € X — E.

Definicao 1.2.14 Consideremos (X, # , 1) um espago de medida. Se s é uma fun¢do sim-

ples mensurdvel em X, da forma

s:ZaiXAi, (1.1)
i=1

onde oy, ...,q, sao nimeros reais dois a dois distintos e Ay, ..., A, € A sao dois a dois
distintos, se E € M, definimos

/Esd,u:Zaiu(AiﬁE)‘ (1.2)

Se f: X — [0,00] € mensurdvel e E € A, definimos

/Efdu =sup/Esdu, (1.3)

o supremo a ser tomado sobre todas as funcoes simples mensurdveis s tais que 0 < s < f.
O membro a esquerda de (77) é chamado de Integral de Lebesgue de f sobre E, com

respeito a medida p.

Teorema 1.2.15 (Teorema da Convergéncia Monoétona) Sejam (X, .#, i) um espaco

de medida e (f,) uma sequéncia de fungoes mensurdveis em X, e suponha que
(a) 0< i< fo << o0, qlp;

(b) lim f,=f, q.tp.
n—-+4oo

Entao f é mensurdvel, e

/andu—>/deu

quando n — Q.



Lema 1.2.16 (Lema de Fatou) Se (X, .#,u) é um espago de medida e f, : X — [0, o0]

€ mensurdvel para cada n € N entao

/ liminf f,, dp < lim inf/ fndp.
b b'e

Definig¢ao 1.2.17 Seja (X, 4, 1) um espaco de medida, denotamos o conjunto de todas as

funcoes mensurdveis tais que

[11an <+

por L(p).

Definicao 1.2.18 Se f = u + v, onde u e v sao func¢oes mensurdveis reais em X, e se
f € L), definimos

/fd,u:/u+du—/u_+i/v+d,u—i/v_dp,, (1.4)
B B B B E

para cada conjunto mensurdvel E.

Aqui u™ e u” sdo as partes positiva e negativa de u enquanto vt e v~ sdo partes
positiva e negativa de v. Estas quatros fungoes sao mensuraveis reais, e nao negativas, assim
as quatro integrais a direita de (??) fazem sentido pela definicao ??7. Além disso, ut < |u| <
|f], o mesmo vale para v, vt e v~, de modo que cada uma das quatros integrais a direita
de (7?) ¢ finita.

Teorema 1.2.19 Se (X, M, ) € um espago de medida e f € L(u), entdo

/deu‘ﬁ/xlﬂdu-

Teorema 1.2.20 (Teorema da Convergéncia Dominada) Seja (X, .#,p) um espaco

de medida. Suponha que (f,) é uma sequéncia de fungées mensurdveis complexas em X

tal que
f=lim f, qtp.
n—oo

Se eriste uma fungdo g € L(u) tal que
|fn| < g,Vn €N, g.t.p.

entdo f € L(u) e
lim [ |f,— fldu=0. (1.5)
b

n—oo

Definigao 1.2.21 Sejam (X, . #, 1) um espaco de medida, f : X — C mensurdvel e 1 <

171l = {/X\f\pdu}”

p < 0o. Defina,
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e seja LP(p) a colegao de todas fungoes mensurdveis em X tais que
1]y < oo

Considere em LP(u) a sequinte relagao de equivaléncia:

f~g& f=gqtp

e o espago vetorial quociente LP(u)/ ~ . Seja [f] a classe de f € LP(u). Entao LP(u)/ ~

equipado com a norma dada por

LA, = (L1, > L] & L7 ()

¢ um espaco de Banach. A partir de agora denotaremos [f] por f e LP(u)/ ~ por LP(u).

Os elementos de L' (i) sio chamados fungdes inlegrdveis de Lebesque, com respeito a

L.

Definig¢ao 1.2.22 Suponha g : X — [0, 00] mensurdvel. Seja S a cole¢ao de todos o € R
tais que
(g™ (0, 00])) = 0.

Se S =0, ponha 8 =o00. Se S # 0, ponha f =inf S. Assim,

()

e como a uniao enumerdvel de conjuntos de medida nula tem medida nula, temos que 5 € S.
Chamamos 3 de supremo essencial de g.

Se f é uma funcao compleza mensurdvel em X, definimos ||f||s 0 supremo essencial
de |f| e definimos L™ (1) a cole¢io de todas fungoes mensurdveis em X tais que ||f||e < 00.
Os elementos de L™ () sao chamados de fungdes essencialmente limitadas em X. Passando

ao quociente, como na definicao 77, obtemos que L*°(u) € Banach.

Teorema 1.2.23 (Desigualdade de Hdélder) Suponha que (X, 4, 1) é um espaco de me-
dida. Se p e q sdo tais que % +% =1,1<pqg<oo,esefellu)ege Liu), entio
fgeL'(p) e

1fglly < 1A, llgll, -

Teorema 1.2.24 Seja (X, .4, i) um espaco de medida. Suponha que f : X x[a,b] — C é tal
que para cada t € [a,b] ocorre x — f(x,t) pertence a L*(u). Defina F(t ff x,t)du, t €
a, b].

(i) Se para quase todo x € X tem-se que t — f(x,t) é continua em ty € [a,b] e Ig € L' ()
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tal que |f(x,t)| < g(x) ¢.t.p. em X X [a,b] entdo F € continua em to, isto é,

lim [ f(z,t)dp = [ lim f(z, 1) dp;
[reomn= [

t—to
X

(ii) (Derivagao sob o sinal de integral) se %—{(x, t) existe em todos os pontos de X X [a, b]
e dg € L*(p) tal que ’%(Z‘,tﬂ < g(x) ¢.t.p. em X X [a,b] entao F é derivdvel em [a,b] e

F'(t) = [ %(x,t)du isto ¢,
X

0 0
5 [fedn= [ Srwo.
X X

Definicao 1.2.25 Um conjunto E em um espa¢o medida, com medida p € dito ter medida

o—finita se E € uma uniao enumerdvel de conjuntos E; com u(E;) < oo.

Teorema 1.2.26 (Fubini) Sejam (X, #,p) e (Y, A, \) espacos de medida o— finitos e f
uma funcao mensurdvel definida em X x'Y.

(i) Se 0 < f < +o0 ¢.t.p. entao as fungoes
0: X = [0,400], ¥:Y —[0,+0]

definidas por

@(x)sz(w,y)d% w(y)sz(x,y)du

X

sao & e T —mensurdveis, respectivamente, e
[e@an= [ samanxn = [vwax
X XxY Y

(ii) se f: X xY — C e a fungao ¢* : X — [0, 40| definida por

qﬂwz/vwwMA

Y

pertence a L'(X) entao f € LY(X xY).

A seguir apresentaremos os resultados que conduzem a construcdo da medida de

Lebesgue em R™.

Definicao 1.2.27 Dizemos que um funcional linear A : C.(X) — C € positivo se Af > 0
sempre que f > 0.

Teorema 1.2.28 (Teorema de Representacao de Riesz) Seja X um espa¢o Hausdorff

localmente compacto, e seja A um funcional linear positivo em C.(X). Entao eziste uma
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o-dlgebra A em X que contém qualquer conjunto Borel em X, e existe uma tunica medida

W tal que:

(i) Af = [ fdu para cada f € Co(X);

(ii) uw(K) < oo para cada conjunto compacto K C X;

(iii) para cada E € A, temos que u(E) = inf {u(V); E C V,V aberto };

(iv) a relagio p(F) = sup{u(K); K C E, K compacto } vale para qualquer conjunto aberto,
e para qualquer E € M com p(F) < oo;

(v) u é completa.

Teorema 1.2.29 Suponha X um espaco localmente compacto, c—compacto e Hausdorff. Se

M e 1 sao descritas como no teorema 77, entao A e | tem as sequintes propriedades:

(i) se E € A e e >0, entao existe um conjunto fechado F e um conjunto aberto V tal que
FCECVeulV—-F)<e

(ii) se E € A, entao existem conjuntos A e B tal que A é uma unido enumerdvel de

conjuntos fechados e B uma interseccao enumerdvel de conjuntos abertos, tal que A C
ECBepuB—-A)=0.

Um conjunto da forma
w={r e R a; <x; < f;,1 < <nj,

onde qualquer < pode ser substituido por <, é chamado uma n-célula, e seu volume é definido

por i
Vol(w) = [[(8: — ).
i=1
Se a = (aj,...,a,) € R" e 6 > 0, chamamos o conjunto
Qa;6) ={r e R"a;, <x;<a;+9,1 <i<n}
de d—bloco com canto em a. Para k = 1,2, ..., seja P, o conjunto de todos x € R" cujas

coordenadas sdo miltiplos inteiros de 27, e seja ; a colecio de todos 2% blocos com canto

nos pontos de P.. Temos as seguintes propriedades do conjunto €2:
(a) se k é fixado, cada x € R™ pertence a um unico elemento de Q;
(b) se Q' € U, Q" € Qp,er < k,entdao Q' C Q" ou Q' NQ" = 0;

(c) se Q € Q,, entdo Vol(Q) = 27 e se n > r, o conjunto P, tem exatamente 2("~"*

pontos em Q;
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(d) todo conjunto aberto nao vazio em R™ é uma unido enumeravel de blocos disjuntos

pertencentes a Q; U U . ...

Teorema 1.2.30 Eziste uma medida completa positiva m definida em uma o—dlgebra A

em R™, com as sequintes propriedades.
(i) A contém todo conjunto de Borel em R™;
(ii) m(V) = Vol(W) para cada n—célula W,

(iii) m € invariante por translacao, isto €, m(E + x) = m(E) para cada E € 4 e cada
r € R™;

(iv) se p é uma medida Borel positiva invariante por translagao em R™ tal que pu(K) < oo
para cada conjunto compacto K, entdo existe uma constante ¢ tal que u(E) = em(E)

para qualquer conjunto Borel E C R™.

Chamamos de M e m a o—dlgebra de Lebesgue em R"™ e a Medida de Lebesgue em
R™, respectivamente. A partir de agora, usaremos somente a Medida de Lebesque em R™ e

a integral de f em relagio a Medida de Lebesgue serd denotada por [ f(x)dx.

Observacao 1.2.31 Se u é a medida de Lebesgue no aberto (0 C R", na defini¢ao 77

escrevemos LP () em vez de LP(u) e na definicao 7?7 escrevemos L>®(Q) em vez de L™ ().
Teorema 1.2.32 Se 1 < p < 0o entdo C.(2) é denso em LP(Q2).

Definicao 1.2.33 A funcao Gama € definida por
+o0
[(z) = / e " 1dt,0 < x < +oo0.
0
Observacao 1.2.34 Utilizando integracao por partes verifica-se que
Mxz+1)=al'(z),z >0

e dat
'n+1)=n!, n=0,1,2,....

Teorema 1.2.35 (Coordenadas Polares em R™) Suponha que f : R" — R € uma fun-
cao radial, isto €,
f(x) = g(|z]), Vo € R,

para alguma g : R — R. Se f é uma fung¢ao mensurdvel a Borel nao negativa ou f € L'(R™)

entao

. f(z)dx = O(S"_l)/o Oor”_lg(r) dr

sendo o(S" 1) a drea da esfera S"' C R™.
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Exemplo 1.2.36 (Calculo da area da esfera) Vule a formula:

o(S") = Q(F\(/j))"

De fato, por coordenadas polares mostra-se que [g, ele dx = (v/m)™. Além disso

T

f(z) = e"*I” & uma funcao radial, sendo ¢(r) = e™"". Assim, aplicando o teorema ?? em f

obtemos,
+oo 2 1 n
flz)dx = U(S"‘l)/ e dr = o (S <D (2).
- 0 2 \2
Observacao 1.2.37 A integral
1
/ —de
re (14 |z)?) =
é finita.
Seja f(r) = —L 5,7 € R" e definimos g(r) = —251,r € R. Assim f(z) =

(1+]2f2) "% (1+r2)"%
g(|x|) = g(r), ou seja, f é uma fungao radial. Além disso f > 0, assim aplicando o teorema

7?7 temos e .
f(r)dx = o(S"! / e dr.
[ J@ds=a(s) |

Notemos que, para r > 1,

+oo 1 +oo 1 +o0
/ Pl dr < / P —dr= / r2dr < 400
1 (14+7r2)2 0 T 1

n=1___1 ___ & continua e portanto integravel.

(1472)"3

1
/ —n-HdX < 4o00.
we (14 [2f2)"F

Por resultados dados em [?] obtemos o

e para 0 < r < 1 temos que a aplicacao r — r

Portanto,

Teorema 1.2.38 Seja M C R™ uma hiperficie entio M tem medida de Lebesgue nula em
R™.

Usando o teorema anterior obtemos

Teorema 1.2.39 Se ¢ : R — R € um polinémio nao identicamente nulo entdo q~*({0})

tem medida de Lebesque nula.

1.3 Multi-indice

Introduziremos agora uma notagao muito usada no estudo de EDP’s e que se mostra eficiente

para denotar derivadas de ordens altas de funcoes de varias varidveis.
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Um n-muti-indice ou simplesmente um multi-indice a é uma n-upla de inteiros nao-
negativos. O comprimento de o = (aq, ag, ..., q,) é definido por |a| = oy + as + ... + .
Para cada 7 = 1,2, ...,n e cada multi-indice a escrevemos

0 olel
o0, f = —f e 0°f = /

0z; 01y 022y ... 0%,

Assim, o ntimero |a| diz a ordem de derivacao de f, enquanto que cada coordenada «; diz

quantas derivadas na direcao de x; estao sendo calculadas.

Para cada = = (x1, 22, ...x,) € R" e cada multi-indice o = (ay, ag, . . ., a,) definimos
(0% (0% (6% (07
al=olag!. Loyl e 2% =27 ag? o oann.
e dizemos que a < fse a; < 3;,Vi =1,2,...,ne que a < [ se ocorre o < 3 e, além disso,
a; < B; para algum i = 1,2,... n.

Teorema 1.3.1 (Teorema Binomial) Dados z,y € R" e a, f € N" tem-se

(+y)* =) (g) Py’

BLa

Definicao 1.3.2 Dado ( € C" e o € N" definimos

@+0f = (g) ¢Pory.

BLa

Nos proximos resultados consideramos | - | a norma euclidiana e | - |5y a norma do

maximo em R".
Lema 1.3.3 Dado x = (x1,29,...,2,) € R", a € N" temos que

k n
(i) [2°] < |l (i) > (5) =2" () 3 oy < 37 Jao.
j=0 j=

|| <k
Teorema 1.3.4 |z%| < (1 + |x|2)%,‘v’x € R",Va € N".
Utilizando homogeneidade e compacidade obtemos o
Teorema 1.3.5 Para cada k € N, eziste ¢ = ¢(k) > 0 tal que

k
2

(L+]zP)? <e ) |2z eR™

|| <k

Usando inducdo sobre |a| obtemos o

Teorema 1.3.6 (Férmula de Leibniz) Se a € N" ¢ f, g € C1?1(Q) tem-se

*(f9) =Y (g) o for g,

BLa
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1.4 Funcoes Testes e Regularizagao

Para maiores detalhes desta secao veja [?]. Neste texto {2 sempre denota um aberto de R”

na topologia usual.

Definigao 1.4.1 Para cada k = 0,1,2,... definimos C¥(Q) como o conjunto de todas as
fungoes ¢ € CF(Q) tais que S(¢) CC Q. Os elementos de C(QQ) sio chamados de fungoes

teste.

Observacao 1.4.2 Se U ¢ um aberto de Q e ¢ € CX(U) entio ¢y : Q@ — C definida por
¢po=0¢ emU e pyg=0 em Q—U pertence a C°(2). Identificando ¢ com ¢y escrevemos
Ce(U) C Cx(Q).

Os resultados que seguem mostram a existéncia de fungoes teste.

Observacao 1.4.3 Defina ¢ : R™ — R por

1
elel*-1 se |x| < 1
o(a) ={ -

0, se|z| >1
entio ¢ € C°(R"),0< ¢ <1 e S(¢p)=B|0,1].

Dividindo a fun¢ao anterior por sua integral obtemos uma nova aplicacao, que continuamos

a denotar por ¢, com as seguintes propriedades:
620, S(6)=B0,1] ¢ [ ¢(x)de=1.
Rn

Assim para cada € > 0 vale
fo()as=e,
n \E
logo, para cada € > 0 a aplicacdao ¢/ : R — R dada por
. 1 T
(@) = = o (%) (1.6)
€ €
é nao-negativa, tem suporte igual a B|0, €] e integral igual a 1.

Definigao 1.4.4 Dizemos que uma sequéncia (¢;) converge para ¢ em C(Q) quando ¢; €
C*(Q),VjeN, e

(i) 3K CC Q tal que S(¢;) C K, Vj € N;

(ii) fizado o € N™ temos que (0%¢;)52, converge uniformemente para 0%¢.
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Definic¢do 1.4.5 Definimos L;,.(Q) como o conjunto de todas as fungoes f : Q — C men-

surdveis a Lebesque que tém a propriedade de que

[ s <o

qualquer que seja K CC Q. Os elementos de L}, () sao chamados de fungoes localmente

integrdaveis de R™.

Note que L}(R™) C L}, .(R™) mas a inclusdo contraria nao é valida (exemplo: fun¢oes
constantes). Além disso C'(R") C L}, (R™).

Definigao 1.4.6 Se f € L} (R") e g € C*(R") entao a convolugao de f e g é definida por

(f * g)(x /fx— dy_/j Yglz — y)dy, = € R™

Quando, para cada ¢ > 0 tomamos ¢ igual a aplicacio ¢! definida por (??) obtemos a

familia de funcoes f. dadas por

fu(a) = £ () = n/j’ (

chamadas de regularizadas de f.

)dy, x € R",

O proximo resultado justifica o nome das fungoes f..
Teorema 1.4.7 Dada f € L}, (R") e € > 0 temos:
(i) foe C=(R");
(ii) S(f.) € S(f) + B[0,¢€|. Em particular f. € C(R"™) caso S(f) CC R™;
(iii) se f € continua e S(f) CC R™ entao f. — f uniformemente quando € — 0.

Utilizando as regularizadas obtemos uma versao do teorema 77 com funcoes suaves.

!
Teorema 1.4.8 Seja K CC R", e consideremos abertos Vi,--- V) tais que K C (J V.
j=l
Entao existem fungoes ¢; € C°(V;) tais que

I
(1) ;¢j <1

l
(i) > ¢; = 1 numa vizinhanga de K;
j=1

(iii) 0<¢; <1,5=1,2,....
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Com as regularizadas, também podemos obter uma versao do teorema ?? com funcgoes

suaves.

Teorema 1.4.9 Se 1 < p < oo entio CX(Q) é denso em LP(QQ).



Capitulo 2
Distribuicoes

2.1 Definicao

Definigao 2.1.1 Um funcional linear continuo u : C°(Q) — C é dito uma distribuicdo em

Q. O espago das distribui¢oes em Q se denota por 2'(Q).

A definigdo significa que se ¢, ¢y, P2 € C(Q2),A € C e (¢;) é uma sequéncia em
Ceo(€0),

w(d1 + Ap2) = u(d1) + Au(¢2) (linearidade)
¢j — ¢ em CX(Q) = u(g;) = u(e). (continuidade)

Por vezes é conveniente escrever (u, ¢) em vez de u(¢).

Exemplo 2.1.2 Considere Q = R", e defina (5,¢) = ¢(0),¢ € CX(Q). O funcional 6 é

linear e também continuo. FEsta distribuicao é chamada “Delta de Dirac”.

Exemplo 2.1.3 Definimos
T.0)= [ 16 Waroe cm).
A linearidade é clara, e se S(¢;) C [—a,a],Vj € Ne qb; — 0 uniformemente, segue

que [(T, ¢;)| < a?sup |¢;] — 0.

Exemplo 2.1.4 Seja f € L .(Q),defina

loc

Ty 6) = /ﬂ 6 dx,é e C2(Q).

A linearidade é clara, e a continuidade decorre da estimativa

[Ty, )| <suplo| [ [fldx.
5(9)
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E interessante notar que se (T}, ¢) = (T, ¢) para toda ¢ € C>(Q) e f,g € L} .(Q),

loc

entdo f = g q.t.p. Com efeito, se K é um compacto de Q,h = f —ge a € C*(Q) vale um
em K,ah € L'(R™) (estendendo por zero fora de Q). Considere

(@h(e) = [ (@h) o)y = (T7.6) - (T,,8) = 0

onde

Bly) = e "a(y)d(——2) € ().

Portanto, fazendo ¢ — 0 e aplicando teorema ?7(c), concluimos que ah = 0 q.t.p.
e em particular h = 0 q.t.p. em K. Tomando uma sequéncia de compactos (K;) como no
teorema 7?7 concluimos que f = g q.t.p.

Abandonemos agora a notacao provisoria Ty e escrevemos simplesmente (f,¢) =
[ f¢dx. Isto equivale a identificar qualquer fungio localmente integravel f, com o funcional
T definido no exemplo ?77. Esta identificacao permite considerar muitos espagos de funcoes,
como LP(Q), 1<p<o00,CHQ), 1<k < oo, como subespacos de 2(Q2). E neste sentido
que as distribui¢oes sao fung¢oes generalizadas. De agora em diante a identificacao f e T

sera feita sem malores comentarios.

Observagao 2.1.5 ¢ ¢ L], (R"), ou seja, ndo eziste f € Lj,.(R™) tal que Ty = ¢.

loc loc

De fato, suponha que exista, assim,

(f,0) = (6,0),Y¢ € CZ(R").

Tome uma sequéncia (¢;) em C°(R") tal que S(¢;) C [—%, ﬂ ,0;(0)=1e0<¢; <1,Vj€
N. Entao,
(0.¢;) = ¢;(0) =1,Vj € N. (2.1)

Por outro lado,

(f, 5 =/if¢jdx:/llf¢jdx.

Temos que |f¢;] < |f|,¥7 € N. Além disso lim ¢; = 0 q.t.p., pois S(¢;) C [ 1 ﬂ, logo
j—00

-1
|f#;] = 0 q.t.p. Entao aplicando o Teorema da Covergéncia Dominada teremos:
1 1
/ foidx— [ 0=0.
-1 -1

Portanto, (f,¢;) — 0, contradizendo (?7).

Exemplo 2.1.6 Seja 1 uma medida definida na o-dlgebra de Borel de () e suponhamos que

w(K) seja finita para todo compacto K C Q (ou seja que p € localmente finita). Entao,

<u7¢>=/ﬂ¢du
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define um funcional linear em C2°(Q).

A linearidade é clara e a continuidade segue de,
/ ¢du’ -/ ¢du‘ — [ swploldu=swplol [ du=
Q 5(¢) 5(¢) S(¢)
= sup [¢|u(5(¢)).

Em outras palavras, as distribuicoes sao suficientemente gerais para incluir todas as

[(u, §)| =

medidas localmente finitas.

2.2 Operacoes com Distribuicoes

A soma e o produto por escalares de distribuicdes define-se de maneira Obvia, se uy, uy €
7'Q),¢ € C(Q),A € C,
<U1 + U, ¢> = <ul7¢> + <u27¢>

(Aug, @) = A (u1, ¢) .

A filosofia geral para definir operacoes nas distribuicoes é a seguinte. Suponhamos

que existam dois operadores lineares continuos L e L' de C>®(Q) em C>®(Q) tais que
[zowas= [ owv)axe.eco. (22
0 Q

Quando isto acontece diz-se que L é o transposto formal de L'e vice e versa. A
continuidade de L (L) significa Lo; — 0 (L'¢p; — 0) em C®(Q2) toda vez que ¢; — 0 em
C>(9). Observe que por hipotese ¢, Lo, v, Ly € C(Q) C L. C 2'(Q) e, portanto, (?7)
pode ser também escrita da forma (Lo, ) = <q§, L,¢>. Neste caso é possivel estender o

operador L a um operador L : 2'(Q) — 2'(Q). Com efeito, definimos
<zu,¢> - <u,L'¢> ue 20,0 e C2(9). (2.3)
Lu é um funcional linear continuo em C°(Q).

Exemplo 2.2.1 (Produto por uma fungao C*) Seja f € C*(Q) e definimos L
C®(Q) = C®(Q) por (Lo)(x) = f(z)p(z), 2 € Q. Temos que L = L' satisfaz (77) e a

“operacao multiplicagao por f" fica definida para qualquer distribuicao por meio de

(fu,d) = (u, o). (2.4)

Exemplo 2.2.2 (Derivacao) Sejam (x1,x2,- - ,2,) coordenadas cartesianas em ) e defi-
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nimos L = 22-. Integrando por partes em relacdo & varidvel x; obtemos

oz,
/ —zbd / ¢—dx

O termo nao integrado é nulo porque as funcgoes ¢, sao nulas fora de um compacto. Entao

L' = —L € o transposto formal de %, e podemos definir

(o) =~ () 29

Analogamente, para cada o € N" e u € 2'(2) definimos 0“u por

<8auv ¢> = (_1)|a\ <u7 aa¢> ) ¢ € CEO(Q)

Exemplo 2.2.3 (Mudanga de Variaveis) Seja @ : Q — Q um difeomorfismo e definimos
Lop=¢od ¢e CxN). Observe que S(¢po®) = d71(S(9)) e, portanto, Ly € C=(). Para

’ . L. .
encontrar L aplicamos o teorema de mudanca de varidveis na integral

/Q B(B(y))b(y) dy = / B(a)(@1(x)) [J(@) Y] (2) dx. (2.6)

onde |J(®)~!| denota o valor absoluto do determinante da matriz Jacobiana de . Isto
nos leva a definir L'y = |J(®)7!| (1 o ®71). Lembramos que a matriz jacobiana de = é
nao singular e seu determinante nunca nulo, assim |J(®)7Y| é diferencidvel. Além disso ®
preserva compactos, logo, (po®@1)-[J(@~ )| € C=(Q). Quando u € 2'(Y), definimos entio,

(uod,¢) = (u,(po @) |J(®)7']). (2.7)

Exemplo 2.2.4 (Translacdo) Seja a € R" fizo, ® : R" — R", definido por ®(x) = x —
a,x € R™. Definimos a translagao de ¢p(x) € CZ(R™) como a fungao ¢o(xr) = ¢(x —a),x €

R™ Seu e Z'(R™), a translagdo de u se define usando (?7), ou seja:

(ta, ) = (u, ¢a) , ¢ € CZ(R"). (2.8)

Exemplo 2.2.5 (Reflexao) Seja Q um aberto simétrico em rela¢io a origem e considere-
mos ®(z) = —x,x € Q. Definimos ¢(x) = ¢(—x) para ¢ € CP(Q) ex €1, e

= (u,6) ,u€ 7'(Q),¢ € CZ(Q). (2.9)

2.3 Derivadas Distribuicionais e Derivadas Classicas

Vejamos o que acontece com as funcoes de uma variavel que apresentam uma descontinuidade

de primeira espécie na origem. Mais precisamente, suponhamos que f € C1(R — {0}) e que
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os limites

lim f(z)=f(07) e lim f(z)=f(0")

z—0t z—0—

' - . d . .
existam. Denotemos por {f } a funcao definida por d_f para x # 0 e nao definida para x = 0
x

e suponhamos ainda que {f’} € L} (R). Para calcular f (a derivada de f no sentido das

distribui¢oes) observamos que dada ¢ € C°(R), com S(¢) C [~ N, N| tem-se

(r.6)=- (6= [ soax=—tm [ s ax-tmy [ 16 ax=

N

=t | reroiai = [ o0 {7 pox] - [rwtony - [ ot {1} ox] -

e—0 N

—0o0

—tiny | 7(-lo-0) ~ [ "ote) {#"}ax| - tim | ~rtapoton) - /nN ot {1} ] =
= (0~ 107 60) + |

e—0 N
0 {f} dx.

Um caso particular importante se obtém quando f(x) é a funcio Heaviside, ou seja,

1, se >0

0, se x <O.

Temos H(0") =1,H(0")=0e {H } =0 assim,

+0o0

(o) = 110" = B o)+ [ {H }odx=0(0) = (5.,

—00

Obtemos deste modo a distribui¢do Delta de Dirac como derivada de H(z).

Observacio 2.3.1 E possivel fazer com que uma funcdo ndo localmente integrdvel defina

uma distribui¢ao, por exemplo a fun¢ao f(z) = % em R.

De fato, a integral de |71\ em qualquer vizinhanga da origem ¢ infinita e f ¢ Li (R). Entre-

tanto para z # 0, L log|z| = 1 e g(z) = log|z| & localmente integravel e log |z| é continua

para x # 0. Assim, definimos a distribui¢ao dada por

(5.6)=—(0.6) =~ (vex.6)

conhecida por valor principal de %
A seguir apresentaremos alguns exemplos de produto de uma distribuicao por uma

funcao C'°.

Exemplo 2.3.2 Se f € C*(R),¢ € CX(R) temos

(f6,9) = (6, f¢) = (f¢)(0) = f(0)9(0) = (£(0)d, b) ,
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o que significa que fo = f(0)d e sd o valor de f em © = 0 é relevante no produto fo.

Analogamente,

(18.0) = (5. f0) == (6.()0) ) = = (0.F¢ + 61 ) = = (8.f6') = (3.0f ) =

/ !

= —1(0)6'(0) = £ (0)6(0) = £(0) (&', 6) = ' (0) (3, 8) = { F(0)8 — [ (0)3, )

Entio f§ = f(0)0 — £ (0)8. Andlogos resultados podem ser obtidos para derivadas de

qualquer ordem de .

A regra de Leibniz para a derivada do produto de duas fungoes se mantém quando

um dos fatores é uma distribui¢ao. Sua demonstracao é feita por inducao sobre |a/.

Teorema 2.3.3 Seu e 2'(), f € C°(Q) e a € N" entdo

o(fu)=3" (g) 88 9P,

B<a

Se f é diferenciavel num intervalo (a,b) e f = 0 entdo o Teorema do Valor Médio

implica que f é constante em (a,b). Este mesmo resultado é valido para distribuigoes.

Teorema 2.3.4 Se u € 9'((a,b)) e u' = 0 entdo u = cte, isto ¢, I ¢ € R tal que (u, ) =
(c, ), Vo € C(R™).
Demonstragio. Primeiramente observemos que qualquer fungio constante pertence a Lj
e é nesse sentido que u = c.

Dada ¢ € C°((a,b)) temos que ¢ = ¢', para alguma 1 € C((a,b)) se, e somente
se, [¢(x)dx=0.

Tomamos ¢g € C°((a,b)) como na observagdo ?7 tal que [ ¢o(z)dx = 1, assim

0)= [ oty dventa)) + [ o(t)dtan(s) = ')+ [ oft) dran(o

pois o termo entre conchetes tem integral nula, logo ele é a derivada de uma funcao teste.

podemos escrever

Utilizando a expressao acima, mostramos que (u, ) = (¢, ¢), ou seja, u = ¢ onde

¢ = (u, ¢o). [

2.4 Distribuicoes com Suporte Compacto

Defini¢ao 2.4.1 Duas distribuigies ui,us € 2'(Q) sao iguais num aberto U C Q quando

(ur,¢) = (uz, 9) , V¢ € CZ(U).
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Note que a defini¢ao acima faz sentido pois C2°(U) C C(1Q2).
Usando o teorema ?7 mostramos o

Teorema 2.4.2 Sejam uy e uy € 9'(QQ) tais que todo ponto de Q2 tem uma vizinhan¢a onde

u; = Ug. Entdo u; = uy em Q.

Definigao 2.4.3 Se u € 2'(Q2) definimos o suporte de u, denotado S(u), como a interse¢ao

de todos os subconjuntos fechados F' de Q) tais que u =0 em Q — F, ou seja

<u7¢> = <O,¢>,V¢E OSO(Q_F)

Exemplo 2.4.4 S(0) = {0} .
Vamos mostrar que 6 = 0 em R"—{0} . Seja ¢ € C°(R™—{0}). Pela observagao ?? podemos
supor ¢(0) = 0. Assim,

(0,0) = ¢(0) = 0= (0,9) .
Entao S(6) C {0} . Mas tomando ¢ € C°(R"™) tal que ¢(0) # 0 temos (0, ¢) # 0, portanto
S(0) ={0}.

Definigao 2.4.5 Seu € 2'(Q)) definimos o suporte singular de u, denotado por SS(u),como
a intersec¢io de todos os fechados F de Q) para os quais existe uma fungao f € C®(Q — F)

tal que

(.6) = (£.0) = [ fodx o€ CF@-F),
Observacao 2.4.6 SS(u) C S(u).

Com efeito, se x ¢ S(u) entdo v = 0 numa vizinhanca de x, assim « ¢ C'™ nesta vizinhanca.
Logo z ¢ SS(u).

Exemplo 2.4.7 SS(§) = {0}.
Como SS(§) C S(0) = {0}, entao SS(5) C {0}. Logo, SS(6) = {0} ou SS(9) = 0.
Suponhamos que SS(0) = ), entdo § & uma funcao C>(R"), ou seja , If € C(R") tal que

(0,0) = (f,¢), V¢ € CZ(R").

Afirmagao:f = 0 em R" — {0} .

De fato, suponha que existe xg # 0 tal que f(xg) # 0. Logo, pela continuidade da f em
R™, f(z) # 0,Vx € B(xo,7), para algum r satisfazendo, 0 < r < ||zo|| . Digamos, f > 0 em
B(xg,r). Seja ¢ € C*(B(x0,7)),0 <p<1e¢p=1em B(xg,5), assim temos,

o</f¢=<6,¢>=¢<0>:0

o que é absurdo, logo f(xz) = 0,Vz € R*” — {0}. Como f € C(R™) concluimos que f =0
em R". Logo § =0, o que é absurdo e, portanto, SS(0) = {0} .
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Definicao 2.4.8 Denotamos por &'(2), o subespago de 2'(Q)) das distribuicées com suporte

compacto.

A partir de agora veremos os resultados que permitem identificar &”(€2) com o espacgo

dos funcionais lineares continuos em C>°(2).

Teorema 2.4.9 Se u € &'(N2), entdo existe um unico funcional linear u : C*>(2) — C tal

que

(1) u(¢) = u(9), para toda ¢ € C(Q);

(ii) u(¢) =0, se o € C=(Q) e S(¢) N S(u) = 0.

Demonstracao. Suponhamos que existam dois funcionais lineares uy, us que verifiquem

(i), (71) e seja 1 € C°(R2) tal que ¢ = 1 numa vizinhanca de S(u). Se ¢ € C°(£2), colocamos

¢ =Y+ (1 —vY)p = ¢1 + ¢,

onde g1 = ¢h e gy = (1 — ). Assim, ¢ € C°(Q2) e S(¢p2) N S(u) = 0. Entao,

u1(¢) = ur(¢1) + ur(d2) = u(¢r) = ua(¢1) + ua(d2) = uz(9),

0 que prova a unicidade.

Mostraremos agora a existéncia. Dada ¢ € C*°(Q2) definimos

<a7 ¢> = <U, ¢0> )

onde ¢ = ¢g + ¢1 é qualquer decomposicao de ¢ com ¢y € C°(Q) e S(é1) NS (u) = 0.

Suponha que ¢ = ¢}, + ¢ é outra decomposi¢ao de ¢ entao

¢0+¢1:¢6+¢/1

o que implica que
$o — ¢y = &1 — P1. (2.10)
Temos também que S(¢)) N S(u) = 0 e S(¢1) N S(u) = 0 entdao S(¢) — d1) N S(u) =0 e
assim por (?7) segue que S(¢g — ¢h) N S(u) = 0.
Mas ¢¢ — ¢f, esta suportada num aberto onde u se anula, entdo u(dy — ¢}) = 0, ou
seja,

(u, o — 9p) = (u, o) — (u, ) =0

Entao, (u, o) = (u, ¢;), ou seja, a definicdo de u independe da decomposicao de ¢.
Agora mostraremos que u verifica (i) e (ii).
De fato, seja ¢ € C2°(Q2). Entdo,

(u,¢) = (u,¢ +0) = (u, ¢),
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o que prova (7).
Agora seja ¢ € C°(Q) tal que S(¢) N S(u) = 0. Entdo,

(t, ) = (0,0 + ¢) = (u,0) =0,
o que prova (ii). n

Definicao 2.4.10 Dizemos que uma sequéncia (¢;) converge para ¢ em C®(2) quando
¢, 0; € C*(Q),Vj e NeVK CC Q,Va € N" tem-se que,

lim sup [0%¢;(x) — 0%¢(x)| = 0.

J=+00 e K

Dizemos que um funcional linear u : C>°(2) — C € continuo se, para toda sequéncia (¢;) C
C(Q) tal que p; — ¢ em C(Q) tem-se que u(¢p;) — u(e).

Observacao 2.4.11 Se uma sequéncia (¢;) C CX(Q) converge a zero em CX(Q2) € claro

que também converge a zero em C®(Q). A reciproca € falsa, como mostra o exemplo em
Q =R dado por

¢j(x) = 277 ¢o(ju),

onde S(¢o) C [—1,1] € ¢o(x) =1 se |z| < 1.

De fato,
6 ()] = |2775*6" (k)| < 277j* ¢ = 0, quando j — .

Por outro lado, S(¢;) 2 [—%, %}, ou seja, os suportes das ¢; nao estdo contidos num

compacto fixo.

Teorema 2.4.12 C°(Q2) € denso em C>(Q), isto €, Vo € C>(Q) existe (¢;) C CZ(Q) tal
que ¢; — ¢ em C(Q).

Demonstracao. Considere uma sequéncia (K;) de compactos de €2 como no teorema ?7.
Pelo teorema ?7, para cada j € N existe ¢; € C(Q2) tal que ¢; = 1 em K,. Entdo,
pj¢ € CX(Q),Vj € N. Mostraremos que ¢,;¢ — ¢ em C™(). Fixe K CC Q e a € N. Note
que,
9jo — ¢ =¢(d; —1) =0em K;,Vj €N,
logo,
0°¢;6 — 9°¢ =0 em K, Vj € N.

Tome jo € N tal que K C Kj,. Entao se j > jo temos que K C K; e dai

J>Jjo=0%;jp— 0% =0em K.
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Teorema 2.4.13 Seja u um funcional linear em C*($2). As condigdes sequintes sio equi-

valentes:
(i) u € continuo;

(ii) existem um compacto K C §, uma constante positiva ¢ e um inteiro positivo m tais que

[(w o) < e D sup |07l ¢ € C=(Q). (2.11)

la<m

Demonstracao. Suponhamos que (ii) ocorra e seja (¢;) uma sequéncia em C*°((2) tal que

¢»; — 0. Assim,

| (u,¢5) | < > sup|0®p;| =0,

la|<m
j& que as derivadas de ¢; até a ordem m tendem a zero uniformemente em qualquer compacto.
Entao, (u,¢;) — 0.
Reciprocamente, suponhamos que u é continua e que (ii) seja falsa. Entao, para
qualquer escolha de ¢, K, m 3¢ € C*() tal que

[(w,¢) [ >¢ ) sup [0°¢].

laf<m

Seja a sequéncia de (K;) dada no teorema ??, tomando ¢ = j,m = j e K = K}, existe

uma sequéncia (¢;) € C*(Q) tal que

=1 {u, ;) | > 7> sup|0gy|.

Note que r; > 0.
Seja 1); = @, vamos mostrar que ¥; — 0 em C*(Q2). Assim, sejam K CC , [ um
T
multi-indice e escolhemos j > |f| tal que K C K entao,

; 1 1
Sl}l{DW%ﬂ < ZS?{P\@Q%\ =y Suplaa%’ = > —sup |0%¢;] < ;'

la< laj<j J laj<j 7 9

Entao quando j — 400, sup \8/3%-\ — 0, ou seja, sup a%j — 0 e, portanto, ¥; — 0. Mas,
K K

[ =1 {0 2 | = 2w | =1, € N
J

J

Assim, ¢; — 0 em C*°(Q) mas (u, ;) - 0. O que contradiz o fato de u ser continuo. ]

A continuidade dos funcionais de C2°(2) pode ser caracterizada de forma anélogo.

Teorema 2.4.14 Seja u um funcional linear em C(S2). As condigdes segquintes sio equi-

valentes:
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(i) u € continuo;

(ii) Para cada compacto K C €, existem uma constante positiva ¢ e um inteiro positivo m
tais que

[(u,0) | < ¢ ) sup|o®el,¢ € C2(Q),S(¢) C K.

la<m
Teorema 2.4.15 Suponha que u € Z'()). As sequintes condigdes sao equivalentes
(i) S(u) cc
(ii) ewiste um funcional linear continuo v : C*(Q) — C tal que v|cs(q) = u.

Demonstracao. (i) = (i) Tome @ : C*°(Q2) — C como no teorema ??. Mostremos que @

é continuo. Para isso, tomamos ¢; — ¢ em C*°(2) mostraremos que

(i1, 65) = (i1, 6) (2.12)

Da lineariedade de @ é suficiente considerar o caso em que ¢ = 0. Para isso mostraremos

inicialmente que

Yo, — 0 em CZ(Q). (2.13)
De fato, S(v¢;) C S(v¥),¥j € N. Além disso para cada o € N”" defina M, =

8 1
(DX Sup 074 (x)], logo

sup [0%(vo;)(x)] = sup [0%(¢e;)(x)]

xER™ reK
@]
<y ( 6) sup [0 (2) | sup |06, ()|
B<a rxeK zeEK

Entao,

sup [0 () ()] < Mo 3 (g) sup |06 (z)].

zER"™ B<a zeK

Como ¢; — ¢ em C*(Q), para cada 0 < < a temos que

lim_sup|9%6;(z)| = 0,

J7+0 pe K

dai segue (?7). Para concluir a prova de (?7), note que
¢; = v+ (1 —)p; e S(1—4)p;) NK =0,Vj €N.

Logo, pelo teorema 7?7 e por (?7) segue que

<I~L, ¢J> = <u71/)¢J> — 0.
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(77) = (i) Pelo teorema ?7, existem C,m, K tais que

[{v.9)| < e ) sup|dd(z)], 6 € C=(Q).
|a|§mw€K
Mostraremos que S(u) C K. De fato, se ¢ € C°(Q2) e S(¢) N K = () entdo 0%¢ = 0 em K,
Ya € N™. Logo,
[ (u,0) | = | {v,0) | < ¢ Y sup|dg(z)| = 0.

la|<m zeK

Observacgao 2.4.16 O funcional v do teorema ?7? € inico. Logo, podemos identificar &' ()

com o espago dos funcionais lineares continuos em C>(£2).

De fato, suponha que w : C*(2) — C é um funcional linear continuo tal que
W|cse(q) = u. Entdo, dada ¢ € C®(2) qualquer, pelo teorema ?7? existe (¢;) C C*(Q)
tal que (¢;) — ¢ em C*°(2). Logo,

<U7¢j> = <w7¢j> ,Vj €N

Fazendo 7 — 400, da continuidade de v e w resulta que

(v,¢) = (w, ).

Ou seja, v = w.

Exemplo 2.4.17 Se f € L .(Q) e f ¢é zero q.t.p. fora de um compacto K, seque que

S(Ty) C K eTy € &(R2). Reciprocamente se S(Ty) = K, ou seja, Ty € zero no aberto Q — K
entao f =0 q.t.p. em QQ — K.

De fato, como f € L} () temos pelo exemplo ?? que f define uma distribuicao T dada

loc

por

17.0) = [ fodnoe cr@),
Q
Suponhamos inicialmente que f = 0 q.t.p. fora do compacto K, ou seja, existe £ C () — K
tal que f #0em E e pu(F) = 0.
Assim, V¢ € C*(Q — K),

@)= [ godu= [ godu [ oan= [ foan=o

Q-K
Entao, S(Ty) C K e assim Ty € &'(Q).

Reciprocamente, suponhamos que S(7y) = K, ou seja, (T, ¢) = 0,Vp € C°(2— K).
Assim, Vo € C°(Q2 — K),

/f¢du— f¢du+/f¢du— fodu =0,
Q QO—-K K

QO—-K
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Entao, segue que f =0 q.t.p. em 2 — K.

2.5 Convergéncia em 2'(1))

Definicao 2.5.1 Dizemos que uma sequéncia (u;) C 2'(2), converge a u € 2'(Q) se (u;, p)

converge a (u, ) para toda ¢ € C(Q2). Neste caso escrevemos u; — u em P'(L2).

Exemplo 2.5.2 Seja u € Z'(R),r um nidmero real e consideremos a translagao u, de u
dada por (u,, ¢) = (u, ¢,), onde ¢,.(x) = ¢(r+z). Dado o “quociente de Newton” v, = i

temos que

r

_ du ,
limv, = =,

r—0 d$ o

Com efeito, dada ¢ € C°(R),

0 = 2l ) = ) = 1 (0,6~ 0)) = (w22,

. Mostraremos que ¢; — ¢’
"
J

Consideremos uma sequéncia 7; — 0 e colocamos 1; =
em C'°(R™).
Seja N > 0 tal que S(¢) C [-N,N| e R = sup|r;|. Entdo S(¢;) C [-N — R, N +
jEN
R],Vj € N. Além disso, uma dupla aplicacgdo do Teorema do Valor Medio mostra que para

cada k € N, temos que
dkd}j . dkgb/
dx® dxk

ou seja, 1; converge a ¢ em C:°(R). Entdo,

uniformemente,

r—0 r—0

lim (v,, ¢) = lim <u, gbrr_ ¢> = (u,—¢") = (v, ).

Portanto,

(vr,0) = (', )
em Z2'(R).

Este exemplo mostra que a derivada no sentido das distribuicoes ¢ ainda o limite de
quocientes de Newton, em um certo sentido. No caso de distribuicoes definidas em R"”, temos

situacao andloga.
Exemplo 2.5.3 (Continuidade da derivagao em %'(Q2)) Sejau; — u em 2'(Q). Entao

lim u; _ 0 1imuj:a—u

j—oo Ox;  Ox; j—oo ox;
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Exemplo 2.5.4 Se p € C*(Q),0 >0 ¢ /gf)dx =1, entdao quando € — 0,

() =€ " (%) — 0
em 9'(Q).

Exemplo 2.5.5 Para cada j € N seja K; = {x € Qx| <jed(N) < %} e consideremos
uma sequéncia de fungoes ¢; C C°(Q) tal que ¢; = 1 numa vizinhanga de K;. Dada u €
2'(Q) a sequéncia u; = pju € &'(Q) e u; = u em Z'(Q).

2.6 Convolucao de Distribuicoes

Se f e g sao fungoes continuas em R” e uma delas tem suporte compacto, a convolugao de

f e g se define como

Fro) = [ fe—uady = [ olw—niway. 2 er

n

Isto leva a seguinte defini¢ao

Defini¢ao 2.6.1 Se u € Z'(R") (u € &'(R")) e ¢ € CX(R™) (¢ € C®°(R™)) definimos
ux@:R"— C por
ux¢(a) = (u,da)

onde dq(z) = ¢la — ).
Teorema 2.6.2 Sejam u € Z'(R"), ¢ € C°(R™). Entdo

(i) ux¢ € C*(R") e suas derivadas sao dadas por

0% (ux @) = (0%) x ¢ = u x 0%¢; (2.14)

(ii) S(ux*¢) C S(u) + S(¢).

Demonstracao. Seja (a;) uma sequéncia de R" tal que a; — a. Assim como <;5;]. — @, em
C>®(R™) temos que

U * ¢(aj) = <U, ¢aj> - <U,, ¢a> =ux ¢a~
Entao u * ¢ € uma funcao continua. Mostraremos que, para todo m € N temos que u x ¢ €
C™R") e que vale (?7) para |a| < m, usando para isso, indugdo em m. Para k = 1 tome

a = e;, consideramos o quociente de Newton na diregao do vetor unitario e;, assim

D oat e —ue 0(a)] = - [, Baire) — (1, 0u)] =

1 M g re; g
= ; <u7 ¢a+re7; - ¢a> = <ur—ua¢a> .
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Pelo exemplo 77 temos que lim @ = gﬁ,- Assim,
r—0 ¢
et = (5 da) = % s ola) 215

Como o membro direito da igualdade acima é uma funcao continua em a segue que %(u* o)

¢ continua, assim u x ¢ € CH(R").

Além disso,
9, _JOu o\ 0a\ 0.\ 3l0)
oz, 70 = <ax/¢“> N <“ 8xi> N <“ 8ai> U ey (2.16)
De (??7) e (?7) segue que
0 du 9l0)

Supondo que (?7) é valida para todo o € N" tal que |a| < m. Dado a € N” tal que
la] = m+ 1, temos que o = 4 €1 para algum 5 € N” com || =m e algum i =1,2,... n.
Substituindo u por d°u na demonstragao do caso m = 1, segue o item (i).

Finalmente, se a ¢ S(u) + S(¢) entdo u * ¢(a) = 0. De fato, a — x ¢ S(¢) entdo
ux*¢(a) =0. Agora se a —x € S(¢) entao = ¢ S(u). Assim, u * ¢(a) = 0. Logo S(u * ¢) C
S(u) + S(¢). ]
Observacao 2.6.3 Os mesmos resultados do teorema anterior valem se u € &' (R™) e ¢ €
C>(R™).

Lema 2.6.4 Se ¢, € C*(R"). Para cada € > 0 defina s. por

se() = Y bz — em)ip(em)e”.

mezn
Entao
(1) S(so) € S(9) + 5(4);
(i) se — ¢ * 1 uniformemente em x, quando € — 0.

Demonstragao. (i) De fato, seja x € R™ tal que = ¢ S(¢) + S(¢), vamos mostrar que
¢(x — em)P(em) = 0,Vm € Z". (2.17)

Se em ¢ S(v),Vm € Z™ entao vale (??7). Agora suponhamos que em € S(v) entao  — em ¢
S(¢), pois se x — em € S(¢) teriamos x € S(¢) + S(¢). Assim vale (?7).

(ii) Existe K compacto tal que S(¢ * ¢) C K. Consideramos a particdo P em K tal que
|P| =e.

Fixado x € R". Por um resultado de integral dado em [?] temos que

lim s () = - oz —y)u(y) dy = ¢+ (). (2.18)
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Dado p > 0, mostraremos que 39, > 0 e €, > 0 tais que
€ <€ = |se(x) —px(x)] < p,Vz € B(x,d,). (2.19)

Por (?7) segue que existe €; > 0 tal que

€< e = [s(a) — dx ()] < % (2.20)
Como ¢ x 1 é continua em z, 39 > 0 tal que
2 — 2| < 6= |pxp(z) — drd(2)] < g (2.21)

Além disso,

|se(x) = se(2)] < én |¢(z — em) — (2 — em)|[)(em)[e"
< X sup|¢f[z — z[[¢p(em)|e”
mezZnr Rn?
< supl@fflz — 2| X |[v(em)]e”
R™ mezZn"

Pelo mesmo resultado dado em [?] usado anteriormente Je; > 0 tal que

S [(em)e” - / ¥(y)] dy

mez"™

€ < €9 = <1

logo para tais €'s temos

s.2) = )l < [suplo!) ([ iy 1) | 1o =2

Entao
7 7
A e Ty ) s el <y (2:22)
Tomando €, = min {e;, &2} e §,, = min {(5, Ssup 0] (fl\Lw(y)\ ay +1) } = [se(z) — sc(2)] < g

temos, para € < €, e z € B(x,0,)

(@) + [se(z) = px ()| + |+ P(x) — ¢+ P(2)]

Se(2) — se
+E5+E=pn

[se(2) = x3(z)] <
<

wl=

a penultima desigualdade segue de (?7), (?7) e (??). Portanto concluimos (?7).
Por compacidade existe um numero finito de bolas que cobrem K. Assim existe um
a . ! . .
namero finito de €/ s digamos €,1, €,2, ..., €xx. Tomanos ¢g = min{€,1, €9, ..., €1} . Logo

para tal ¢y temos que

Se — ¢ * ¢ uniformemente em x, quando ¢ — 0.
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Teorema 2.6.5 Se ¢, € C°(R") eu € Z'(R") entao

(uk @)k =ux(Px1h).

Demonstracao. Para cada o € N” temos
(0%s)(x) = D (970)(x — em)ip(em)e”.
mez"

Pelo lema 77 temos
0% — (0%¢) * b = 0%(¢ * 1) uniformemente,
a ultima igualdade segue do lema ?7(7). Assim,
Se = ¢ x1p em C°(R™).

Logo,

(ws @+ 0))@) = (u(@xv),)

— i (u T (@ m)ev(em)e)

mezm™

= lim > (U, Go_em) P(em)e”

e—0 mezn

= lim > (ux¢)(a—em)p(em)e”

— ((ur6) *¥)(a)

Teorema 2.6.6 Seja u € Z'(R") e ¢l é a aplicacio definida em (?77) entio u * ¢l — u
em 9'(R™) quando € — 0.

Demonstragdo. Seja ¢ € C®(R"), com a notacdo ¥(z) = t(—z) podemos escrever

(u,v) = (u* ¢)(0). Entdo

lim (u+ ¢, ) = Tim ((u* ¢l9) ) (0) = limu x (¢ % )(0) = Lim (u, (¢ ).

0 e—0

Mas pelo teorema ?? como ¢ € C®°(R") temos que ¢ % ) — ¢ uniformemente quando

€ — 0. Assim,

lim (u % 619, 0) = (u,0),

ou seja, u* ¢l — u em 2'(R™) quando € — o. ]
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Corolério 2.6.7 C°(Q)) € denso em Z'(2), ou seja, para cada u € 2'(Q), existe (¢;) C
C(Q2) tal que ¢p; — u em Z'(Q).

Demonstracao. Em virtude do exemplo ?? é suficiente ver que C2°(€2) ¢ denso em &”(€2).
Para isso, para cada ¢ > 0 seja ¢! a aplicacdo definida em (?7) e u € &(Q2). Pela observacio
27 ux ¢l € CX(Q) e

S(ux ¢ld) C S(u) + S(¢) C S(u) + S(¢) + B0, €.

Logo ux ¢ld € 0°(Q). Além disso pelo teorema ?? temos que v ¢l — u em 2'(Q) quando
e — 0.
Portando C2°(2) é denso em &’(2) e assim C2°(Q2) é denso em Z'(12). [
No seguinte teorema denotamos T}, o operador de translacao (Tpu) = uy, como no

teorema ?77.

Teorema 2.6.8 Seja U : C°(R") — C*(R") um operador linear continuo que comuta com
todas as translagées Ty, h € R"™. Entao existe uma unica u € P'(R") tal que Up = u* ¢, ¢ €
C®(R™).

Demonstracido. Da hipotese resulta que ¢ — (U¢)(0) é um funcional linear continuo em
C>(R™). Definimos (u, ¢) = (U¢)(0), assim

Up(h) = T_pU¢(0) = U(T_9)(0) = (u, T_n¢) = {u, ¢p) = u = ¢(h).

Para mostrar a unicidade suponhamos que existam uy, uy € 2'(£2) tais que u;x¢p = Ug
e us x ¢ = U¢ assim,

(1, @a) = (U, 9a) , ¥ € CZ(R")

dai concluimos que u; = us. [ |

Defini¢ao 2.6.9 Sejam uy,us € 2'(R") e suponhamos que uma das duas tem suporte com-

pacto. Definimos v = uj *x uy como a tunica distribuicao v tal que uj * (ug * @) = v * .

Observe que V(¢) = uy x (ug * ¢) define um operador que satisfaz as hipoteses do

teorema ?77.

Observacao 2.6.10 O teorema ?7 mostra que a definicao 7?7 generaliza a definicao 77 se

ug tem suporte compacto. Analogamente, esta definicao coincide com a definicio 77 se
uy € &'(R") e uy € C*(R").
Exemplo 2.6.11 Seu € 2'(R"), (ux 8, ¢) = (ux8)*p(0) = ux(6%)(0) = uxp(0) = (u, ¢),

isto €, ux 0 = u. Analogamente, 0 x u = u.

Teorema 2.6.12 Sejam u; € &' (R"),us € Z'(R™). Entdo
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(1) up * ug = ug * uy;
(ii) S(ur*uz) C S(ur) + S(u2);
(iii) 0%(uy * ug) = 0%uy * ug = uy * O*ug, Var € N™.

Demonstracao. (i) Sejam ¢, € C2°(R"™). Entao usando a comutatividade da convolugao

de funcdes e o teorema ?? temos que
(w1 % us) * (1) = wr* [ugx (dx1))] = ur #[(uz % @) %] = wy [V (ua % §)] = (ur 1)) * (uz % ).
Da mesma forma,

(ugkur)* (P1)) = (ursug)* (@) = upk[ur* (V)] = ug[(ur %)) x| = up [ (ug x1))] =

= (ug * @) x (ug *x ) = (ug * ) * (ug * @).

Das duas expressoes anteriores concluimos que,

(uy * ug) x (¢ ) = (ug * ur) * (¢ * ).

Dada ¢ € C=(R") tomando ¢ = ¢/ como na aplicacio (??) teremos que ¢ * ) — ¢
e assim,

(ur * ug) * ¢ = (ug * u1) * ¢, Vo € R,

em r = 0 temos

(ur * uz, @) = (uz * ur, @), Yo € C(R™).
Logo, uy * ug = ug * .
(4i) Consideramos (uy * uy) * I, Entio

Sl(ur % uz) * @] = Sur * (ug * )] C S(ur) + S(uz x 6'9) € S(ur) + S(uz) + S(¢),

a primeira inclusao segue do teorema ?77.
Quando € — 0, o diametro de S(¢l) tende para zero e (uy *us)* @l — uy *uy. Assim,
S(Ul * UQ) Q S(Ul) -+ S(Ug)

(7i1) Pela definicao ?? segue que
(0%(uy * uz), @) = (—1)‘0‘| (uy * ug, %) = (—1)‘“|(u1 * Ug) * (8%5)(0) = up * (ug * 8“(25)(0) =

= uy * (0%ug % @)(0) = (uy * 0%uy) * G(0) = (uy * 0us, B) .

Usando (i) segue (7i7). ]



Capitulo 3
Transformada de Fourier

Nesse capitulo apresentamos a Transformada de Fourier de distribui¢cdes temperadas, prin-

cipal ferramenta na demonstracao do Teorema de Malgrange-Ehrenpreis.

3.1 A Transformada de Fourier em .

Definigao 3.1.1 Se f € LY(R™), a Transformada de Fourier de f se define por

o~

FIE) = (o) = / e i f () dx, € € R” (3.1)

ondei=+/—1exé=x& 4+ 1,6,.

Uma aplicacao do Teorema da Convergéncia Dominada mostra que

C
£(©)

f:R”
§

-
—

A

é continua. De fato, fixado £ € R™ e (¢;) C R” com &; — &, mostraremos que f(éj) — f(&).
Com efeito, para cada j € N seja f;(x) = e ™% f(z),z € R™, temos que

fi(x) = e7™ f(x), Yz € R".

Além disso,
7% f(a)| = |f(x)] Yz € R",Yj € N,

Como f € L'(R"), pelo Teorema da Convergéncia Dominada segue

/e”éﬂ'f(x) dx — /e”gf(:z:) dx.

Ou seja, f(&;) — f(€). Portanto F & continua.
Quando ¢ € C°(R™) pode ocorrer que gE nao tenha suporte compacto. Introduziremos

a seguir um espaco de funcoes invariante pela Transformada de Fourier.
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Definicao 3.1.2 Denotamos com ¥ (ou S (R™) quando queremos destacar a dimensdo do

espaco euclideano) o subespago de C*(R™) das fungoes ¢ tais que

a, f € N" = sup ‘x“@ﬁgb(x)! < 00. (3.2)

z€eR™

Dizemos que uma sequéncia (¢;) C 7 converge para ¢ em ./ e escrevemos, ¢p; — ¢ em 7,

se para todo o, f € N™ temos que

lim sup [290°¢;(x) — 20 ¢(x)| =

]*)JFOO TER™

Lema 3.1.3 Suponha que ¢ € C*°(R"). Entdo as sequintes condi¢oes sao equivalentes:

(i) ¢ €.7;
(ii) para cada k € N e 8 € N" temos sup (1 + |z|*)? |0%¢(z)| < oo;
zeR?
(iii) para cada o, B € N™ temos | Ihm ‘x"‘@ﬁqﬁ ’ =0.
T|—-+00

Demonstracao.
(1) = (ii) Seja ¢ € .. Para todo aw € N" tal que |a| < k temos que,

sup |2%||0°¢(x)| < 0o, Vp € N".

z€R™

Logo,
Z sup |2%)|0°¢(x)| < oo.

ngkmeR”

Assim, pelo teorema 77

k
su]é) (1+ |5L"]2)2 |5)ﬁ¢(x)| < 0.
xe n

(1) = (i) Suponhamos que ¢ seja tal que

sup (1 + 2|2 %[0%(x)| < oo,
rER"

para cada k € N e 8 € N". Mostraremos que ¢ € .. De fato, pelo teorema 77, temos

sup [22]|0%6(x)| < sup (1+ |2[2)'® [0°6(z)| < oo,

rER™ reR™

ou seja, ¢ € ..

(#4i) = (i) Suponha que hm !xaf)ﬁqb ‘ = 0 assim, para ¢ = 1,dAN > 0 tal que se

|z| =00

7| > N entdo [z°0°¢(z)| < 1.

A fungao x — %0 ¢(x) é continua em B [0, N| e entdo limitada nesse bola, isto é,
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(e, B) > 0 tal que [2°0°6(z)| < My(a, ), ] < .
Assim, tomamos M («a, ) = max {1, Mi(«, 5)} . Dai,
|220%¢(x)| < M(a, B)Vx € R™.

Logo, sup |z°9%¢(z)| < M(a, B) < oco.

zeR™

(1) = (i7i) Suponha que para cada o, € N" IM(«a,5) > 0 tal que ‘x“@ﬁgb(:cﬂ <

M (a, 5),Vx € R™. Pela equivaléncia das normas euclideana e do méximo existe C' = cte tal

que |z| < Clz|,,. Sejat=1,2,...,n tal que |z|,, = |z;| e suponha x # 0. Assim,
‘wa“i@ﬂgb(x){ < M(a+e;,p)
2% [a°0°¢(x)| < M(a+e;f)
|220% ()| < ﬁM(@ + ei, B)
‘xaaﬂgs(x)‘ < ﬁM(a +e;, ),
logo lim |2°0%¢(z)| = 0. [

|z|—+o0
Observacao 3.1.4 “Justificativa do termo decrescimento rdpido no infinito”.
Como mostramos anteriormente, dada ¢ € . temos que
Vo € R, ‘x"‘aﬁgb(m)’ < My, a, B € N™,

Tomando oo = 3 = 0, temos

e fazendo |r| — oo teremos |p(x)| — 0 em .. Além disso, tomando o = 0 e § € N"
qualquer, segue que

s My
()] < 1

e fazendo |z| — oo teremos |0°¢(z)| — 0.
Lema 3.1.5 Para todo polinomio () e o € N tem-se
(i) se ¢ € . entio 0*(Q9¢) € 7;

(ii) seja (¢;) C 7, se ¢; — 0 em . entio 0*(Q¢;) — 0 uniformemente em R", quando
J — 0.

Exemplo 3.1.6 C*(R") C .7(R").

De fato, seja ¢ € C2°(R") entdo IN > 0 tal que ¢(x) = 0 quando || > N. Assim dado € > 0

qualquer temos que se |z| > N entao
|2°0°¢(z)| =0 < e.

Logo, lim z%9°¢(x) =0 e portanto, ¢ € ..

|z| =400
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Exemplo 3.1.7 (¢;) C C*(R") e ¢; = 0 em CX(R™) entao ¢p; — 0 em 7.

Como ¢; — 0 em C°(R"),V3 € N tem-se 9°¢; — 0 uniformemente. Além disso, 3K CC R”
tal que S(¢;) C K,Vj € N, ou seja, se z ¢ K entao ¢;(z) =0,Vj € N.

Da convergéncia uniforme dado ¢ > 0, 3j, € N tal que se j > j, entao

€

3B < — Vo e R™

9°3(2)] sup [zo] "
reK

Assim, Vo € K, se j > j
‘xaﬁﬁgzﬁj(:v)’ <.

Como |2°0%¢;(z)| =0 < € se z ¢ K, segue que
Jj>jo= |x°‘8’8¢j(x)} <eVreR™

Teorema 3.1.8 C°(R"™) € denso em #(R"), ou seja, Vo € /' (R") eziste (¢p;) C C(R™)
tal que ¢p; — ¢ em S (R™).

Demonstracao. Dada ¢ € .% tomamos 1 € C°(R") tal que ¢ = 1 em BJ[0,1]. Para cada
j € N defina ¢;(z) = ¢(5),z € R". E claro que v; € C®(R"™) e ¢; = 1 em BJ[0,7],Vj € N.
Mostraremos que

oY; — ¢ em L.

Para isso, fixe o, f € N" e mostramos que para € > 0, Jjo € N tal que

J>Jo= sup 2207 [ty (2) () — d(2)]| < e.

Para cada v € N” tal que 0 <~ < 3, do lema ?? segue que

lim [2907¢(z)| = 0,0 <~ < f. (3.3)

|z| =400
Note que
1
D) = v (f) L EeRN0< Y <A
Jh N\

Seja My (B) = Jax s;lﬂg |07 (z)|. Para cada x € R", j € N temos
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sup [2°07[1;(x)d(2) — ¢(2)]] = sup [2°0°(¥;(2)¢(x)) — 20" ¢ (x)]|

TER™ z€R™

> (ﬁ) 2205 ()07 (2)| + |07 5(2)
_ ;(5)@&85—%( z)|— |aw( )|+Ix“8%< )|
3 (D)o otaliorn () 1+ levo%ota

M5 Y (ﬁ) 0P 6(2)] + [0 ()]

v<B

IN

IN

De (?7) segue que
JEN || > N = 50 [3(2)5(z) — d(@)]] < e (3.4
Mas, ¢; = 1 em B0, j], logo, ¢1p; — ¢ = 0 em B0, j] e dai,
07l¢v; — ¢] = 0 em B[0, j],Vj € N. (3.5)
Tome jo € N tal que jo > N. Entao por (??) e (?7) temos que

j > jo = sup [2°0°[d(2)¢;(x) — p(x)]] = sup [2°0°[¢(2)1;(x) — d(2)]] < e.

TeER™ |z >

Observagao 3.1.9 % (R") C L}(R").
Seja ¢ € . entao pelo lema 77 tem-se

sup (1 + |x|2)§|85¢($)| =cp < 400,V e N", keN.

z€R™

Assim,
(1+ |2*)2|0° ()| < cx, ¥k € N,V € R
e tomando S =0¢e k=n+ 1 temos

Ck

|6(2)] <

—M,Vx S ]Rn
(14 [a])""

/|¢ |dx</ I:rl) - dx < +o0.

Pela observagao 77, ¢ € L'(R").

logo,

Observagao 3.1.10 Da observagiao 7?7 seque que, se ¢ € . (R™) entao gg estd definida por

(22).
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Exemplo 3.1.11 Se f(z) = e 17 z e R", entio f € ..

Mostraremos que dado 5 € N™ qualquer, temos
9Bl — pﬁ(x)e—lml2, (3.6)

sendo pg um polindémio de grau |f|. Para isso usaremos indugdo sobre |5|. Para || = 1

digamos que § = (f1,...,0,) sejatal que B, =1e 3, =0,i=1,2,...,n,i # j. Temos
Dol = _op et

ou seja, pg(r) = —2z;.

Suponhamos que 9%e¢~l#I* = gzag(x)e*‘gﬁ|2 e mostraremos que
0 ie M = py (@)e T j = 1,2, n,

onde pg., ¢ um polinomio de grau |3| + 1. Temos,

S pl2 0 |2 0 1|2 |2 0 |2
§htei ool — o (366 o] > -9 <pﬁ(x)e | |) = e 1P T pi(a) — 2aps(a)e

z; Oz, 0z,

Tomando pg,,(z) = 52-ps(z) — 2z;ps segue (??). Além disso, temos
J

pp(x) = Z anx®, x € R",
la|<]B]
com cada a, € R, constante. Logo

ps(@)] < Y aallz|,z € R™

o <IB]

Seja q(t) = > |aolt[*!,t € R. Entdo |ps(w)| < q(|z|).
lal<|8]
Dali,

lim [ps(x)e ™| < lim g(lz))e " = lim q(t)e" =0.
——+o0

|z|—+o00 || t—+4o00
Logo pelo lema ?? concluimos que f € ..

Exemplo 3.1.12 Se f(z) = e sen(e” ),z € R entio f ¢ .7, embora lim |f(x)] = 0.

|z| =400

De fato, para cada x € R temos

xodif(x) = —2ze % sen(e”) + 2z cos(e®).
x

Note que a aplicacdo @ — 2z cos(e”’) ¢ ilimitada em R. Portanto, f ¢ .7.
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Teorema 3.1.13 A Transformada de Fourier é um operador continuo de ¥ em . e valem

as formulas:

F(0°0) () = (i£)°6(&), ¢ € (3.7)

1

F(x%p(x))(§) = (—i)lel

G(E), b € .S (3.8)

Sendo a € N", x, & € R" quaisquer.

Demonstragao. Primeiramente vamos mostrar que vale (?7) e (??7). Pelo teorema 77 segue

que
8‘“25(5) = /8ae_imf¢(x) dx = /(—i)'axae_mf(ﬁ(x) dx = (—i)‘o‘| /e_mgxagzﬁ(x) dx =

= (~i)F @ 0(@)(€).
Dai, W@%p(f) = 7 (z%¢(x))(€) o que prova (?7?). Além disso,

F(0°6)(€) = / iR 3 () dlx

Integrando por partes |«| vezes, obtemos

F(0°6)(€) = (~1)° / (i)l "€ b (2) dc.

O termo nao integrado é nulo, pois ¢ e todas suas derivadas se anulam no infinito.
Assim,

F(0°9)(€) = I°lE°0(6) = (i€) ().
o que prova (?7).

Agora vamos mostrar que dada ¢ € .7 temos que ¢ € .. De fato, combinando (7?)
e (?7)

CH(E) = (=) F[aP(2)](€)

i |e]

_ <f_il(_i>lﬁ|y[aa<x%<x>>1<g>
—3)18l

= 50T et

ilal

ou seja, ”
—i)
gle

~—~

£9%p(€) =

—

e 0% (2P p(x)) dx

pelo lema 77, temos que 0%x%¢(x) € L (R"), assim

sup (1 + |2[)2|9% (2 ¢())| < +00,Vz € R", k > 0,
TER™
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Pela observacao 7?7, para k = n + 1 temos que

/ 1
—dx=c¢ < +00.
(14 [z[?)2

Dai, Vf & Rn segue
€°0%h(8)] < /yaa(x%(w”dx
1 o
/<1+|er> (14 [2*)310° ("o (z))| dx

SIES e

& (1 v
< s kDT o) [ e
Logo,
€7076()] < e sup (14 [2]) 310" (+76(x))] < 00, V¢ € R". (3.9)

O que prova que para cada «, 8 € N", a aplicacdo = — §a85$(£) é limitada em R", dai,
¢ € .7 (R").
Finalmente vamos mostrar a continuidade de .#. Seja (¢;) C . uma sequéncia tal

que ¢; — 0 em ., ou seja, Vo, f € N”
1*0°p;(x) — 0
uniformemente. Aplicando (??) com ¢; no lugar de ¢ obtemos

1€90%6;()] < ¢ sup(1 + |z])2|0% (27 6;(2))| = ¢;

zeR

com ¢; — 0, quando j — oo, pois pelo lema ?7(ii),

sup 0“2’ ¢;(x) — 0.
z€R"

Logo, gz/ﬁ; — 0em 7.

Portanto, concluimos que .% : .(R") — (R") ¢ um operador continuo. ]

~

Lema 3.1.14 (Riemann-Lebesgue) Se f € L'(R") entio f(¢) — 0 quando || — oo.

Demonstracao. Pelo teorema 7?7 temos que existe uma sequéncia (¢;) C C°(R™) tal que
¢; — f em L'(R™). Como, V¢ € R temos

3,©) — 5@ = [1€9¥6,(0) = @)l ax = If = 6,10y ¥ €N

segue que

¢; — f uniformemente em R".
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Além disso, ¢; € .7,Vj € N, pois C*(R") C . (R™). Logo q/b\j € .Y, Vj € N. Assim,

lim ¢;(£) =0,Vj € N. (3.10)

|§]—o0

Como qz?] — fAuniformemente, Ve > 0, existe jo € N tal que

~ ~

3(6) - (o) < 5. ¥e e R, (311)

J>Jo=

Tome j = jo + 1, por (77?) existe J > 0 tal que

&l >J = @(5)‘ < % (3.12)
Por (27) e (?7), para j = jo + 1
T@)] = [flo) - &0 + 60| < [Te) 0| +]d0)] < 5+ 5 =
ou seja, A
lim f(e)=0
.

Exemplo 3.1.15 Seja ¢(x) = e ",z € R, vamos calcular (/é\(ﬁ)

Temos que ¢ satisfaz o seguinte P.V.I.

{ ¢ () + 2x6(z) = 0
$(0) = 1.

Como ¢ € .7, aplicando a Transformada de Fourier na equagio ¢ () +2x¢(x) = 0 e usando

as regras do teorema 7?7 temos

259 +igae) =0.

Entao,

Além disso,
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. |2 .
Para calcular a Transformada de Fourier de ¢(z) = e1*I° em R" escrevemos a integral

(??) como o produto de integrais unidimensionais obtendo

Teorema 3.1.16 A Transformada de Fourier % : . — . ¢é continuamente inversivel e

1
)"

F () = L/é“d@d§¢eéﬂxeRT (3.13)

Demonstragio. Quando ¢ = 1) devemos obter em (2?)

FFW)(x) = ¢ = (;T)n [esax [ ey,

Nesta integral nao podemos trocar a ordem de integragao, ja que ei(‘v_y)fw(y) nao é integravel
em ¢ quando (y) # 0. Para evitar esta dificuldade, introduzimos uma funcao de £ que

permitira trocar a ordem de integracao e que depois faremos convergir a 1. Tomamos assim
~ |2
a fungdo ¢.(z) = ¢1(ex) onde ¢1(x) = exp (%) :

Com um célculo analogo ao exemplo anterior, obtemos

d1(6) = (2m)361(9)
e fazendo a mudanca de variaveis ' = ex na definicdo de q?e temos

Ge (5) = eiix§¢s(x) dx

/
— /5M@@mﬁ

”/ e‘im,ggbl(x/)d}(’
~ a9
= e"(2m)2¢ (5).

Assim, temos

[odoei©ac= [ o= [ e vwards = [vw) [l agdy -

[N

_ / S)Puly — 7)dy = / by + 2)du(y) dy = / Wy +)e o (L) (2m)8 dy =

€

=@ﬂ?/ﬂa+m@umz

Quando € — 0, tem-se

—lez|?

b(2) =gi(ez) =e 2 —1 e ez +z)— P().
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Entao pelo Teorema da Convergéncia Dominada temos

/ b(E)FED(E) dE — / eED(E) d

e
g/wez—i-x(bl()dz% (2m)2 /gzﬁl
Assim,
[ e<d©de = @mitut) [ o)d = 2n)Foe) = (2m)"(x).
Entao,
1 L~
= oL
ou seja,
1 .
F0le) = g [ ole)e
A demonstracdo da continuidade de .# ! em .7 ¢ anéloga & de .Z. |

Teorema 3.1.17 Se ¢,y € .7, entao:

/$¢dx: /@de (3.14)

/gzﬁwdx— (2m)" /gzﬁl/)dx (3.15)

Gx=0-1 (3.16)
o = (2m) "G % (3.17)
Demonstracao. A demonstracao segue imediata da definicao. [ |

3.2 A Transformada de Fourier em .¥’

Definicao 3.2.1 Um funcional linear e continuo em . € dito uma distribui¢ao temperada.

O espago das distribuicoes temperadas se denota por .

Observagao 3.2.2 Todo elemento de . define por restricao a CX(R™) uma distribui¢do
em R". Como CX(R™) é denso em S (R™),." pode ser identificado com um subespago de
7'(R™).

Lema 3.2.3 Seu € . e q é um polinomio em R™ entdo qu € ..

Demonstracao. A linearidade é clara. Mostraremos a continuidade. Seja (¢;) C .7 e

¢ € S tal que ¢; = ¢ em . Entao, pelo lema 77?7, temos que gp; — gq¢ em . Logo

(qu, ;) = (u, q;) — (u,qp) = (qu, @) .
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Observacao 3.2.4 &'(R") C .'(R").
Seja u € &'(R™), pelo teorema 77?7 existe um funcional linear continuo v em C*°(R") tal que

Como .7 (R™) é subespago de C>°(R™) segue que v é um funcional linear continuo em .7 (R").

Logo, por (?7) segue que u ¢ um funcional linear continuo em . (R").
Observagao 3.2.5 L'(R") C .7

Dada f € L'(R") mostraremos que Ty € .. Ja sabemos que f define um funcional linear

continuo em C2°(R™) definido por

(Ty, ¢) = s f(@)o(z) dx.

Assim, para cada ¢ € . temos

[ F@)o)ax

< [ 1@l ds < sup joa)] [ |f@)]ds

zeR™

logo Ty estd bem definida. A linearidade é clara, mostraremos agora que T é continua em
. Seja (¢;) C & tal que ¢; — 0 em .7, entdo

z€R™

(Tl =| [ fa)os(o)as

< sup [6,(a)] [ 1f@)]dx 0.

Observagao 3.2.6 L>(R") C ..

Definicao 3.2.7 Se u € %', a Transformada de Fourier de u, denotada por u ou Fu ¢é
definida por
(@ 0) = (u.6) 0 €7

Observacgao 3.2.8 Quando f € LY(R") temos duas defini¢oes para f, a primeira dada por
(??) e a sequnda dada pela defini¢ao 7?. Mas a Transformada de Fourier de f como funcao

coincide com a sua Transformada de Fourier como distribuicao, isto €, Tt = Tf.

De fato, fixe ¢ € .. Assim,

(Tr0) = (10.6) = [ 193 a = [ 1(6) [ e () axac.

Entao pelo teorema 77

(Tro) = [ [ e ot axag. (3.19)
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Por outro lado, se f € L'(R™) entao pelo lema ?7 segue que fe L>*(R™). Dai,
f € LL.(R"). Logo,

(17.0) = [ Flopo©ac = [ [evepwaxo)ac.

Entao pelo teorema 77?7

(t0) = [ [ e =riaioe) axac.

(3.20)
De (??) e (?7) resulta Ty = T}
Teorema 3.2.9 Seu e . entioue.” e
dou = (i€)*a,Ya € N™;
— 1 —~
oy = ———0%, Vo € N";
=i
a=(2m) " (3.21)
Além disso, a inversa F ' .S — " € dada por
F - g (3.22)
e .

Demonstracao. Se ¢; — ¢ em . entao pelo teorema ?7 segue que ggj — $ em .. Logo,

(@, 65) = (u.65) = (u,8) = (@,9)
0 que mostra que u € ..

Se u € " e (&) = £~ entao, pelo teorema 77 temos que

() = (i) = P (u75)

= (=) (u, (=) ) =
=i (u,06) = il (@, ve) = i (v, ).

Logo, doy = iy, ou seja, doy = (2€)*u. Além disso, pelo teorema 7?7 temos que

o ay 1 o L e (_1)|a‘ S
(#0,0) = (w.2°6) = 5 (0.8 ) = 5 (@,0°9) = “—p— (05, 9) .
Entdo, r°u = —L—9°4.

(ot

Denotamos agora ¢(x) = ¢(—z) e observamos que de (77)

F¢

(2m)".F 1.
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Logo, Vo € &,
(FFu.6) = (0, FF) = (u, ()" FF]) = (u, (20)"d) = (27)"5,0).

Entdo, 1 = (2m)™.

Finalmente, aplicando (?7) com (QTI)JZ no lugar de v obtemos

77 () =

logo vale (77). [

Exemplo 3.2.10 0 =1 e 1 = (27)".

De fato, V¢ € .
(3.6) = (3.6) =5(0) = [ ofa)dx = (1.0).

Entao, 5 =1. Além disso, V¢ € .7,

(F7@m0.6) = @n)" (6.5746) = )" F0(0) = (27) [ otaax=(1.0).

Logo, 1 = Z~1[(2m)"d], entdo
1= (2m)"s.

Observagao 3.2.11 Se u € . entio 0°*(F tu) = F1((i€)*u).
Pelo teorema 77 temos que

F(0%) = (i€)* Fu,Yu € L' (R"),a € N,
entdo, pelo lema 7?7, (i)*.Zu € .'(R"), e dai

0w = F(i6)*Fu],Yu € ' (R"),a € N".
Assim, como .Z ~'u € '(R"), temos que

9°(F ) = Z71((i€) ).

3.3 Transformada Parcial de Fourier

Consideramos uma funcdo f(t,z) € L} (Q x RY),t = (t1,t1,...,t,) € Qa =

loc

(71, 22,...,zx5) € RY. Se para todo compacto K C ) a integral

/K/RN|f(t,x)|dx<oo
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¢ finita, segue do teorema de Fubini que f(¢,x) é integravel em x para quase todo t € Q) e

podemos definir a Transformada de Fourier de f(¢,z) nas variaveis x como

f(t, &) = /R i e T f(t, x) dx. (3.23)

Além disso, f(t,&) € L} (Q x RY) C 2'(Q x RY). De fato, seja K C K; x Ky CC Q %

loc

RN, K, cc Qe Ky cC RY entao

/ o) dtde < / F(t.6)] dede
K K1 xKo

= [ [ Wl

K; JKy

Mas / |F(t,€)|d¢ < / |f(t,€)| dx d¢ < cte. Assim,
Ko Ko JR™

/ ‘f(tvf)’dtdf < cte.

Em outras palavras a Transformada Parcial de Fourier se obtem congelando algumas das
variaveis, considerando a fun¢ao como funcao das variaveis restantes e exigindo crescimento
moderado (integrabilidade) nestas variaveis. Para definir a Transformada Parcial de Fourier
de uma distribuicao nao podemos agir exatamente da mesma forma, ji que em geral “fixar
uma variavel'ndo faz sentido para uma distribuicio. E natural entdo, considerar funcdes
C™ com suporte compacto em t e de decrescimento rapido em x, ji que este espaco serd
invariante por ¢ — 5

Nesta segao m : 0 x RY — Q denotard a projegao (t,7) — t e 0,0, significara

derivacao nas variaveis t e x respectivamente.

Definigao 3.3.1 Seja n, N > 1. Denotamos com C>°(Q; . (RY)) o subespago de ./ (R™ x
RN) das fungoes ¢ tais que wS(p) € compacto em ). Dizemos que uma sequéncia
(¢;) C C=(Q; L (RY)) converge para zero em C(Q; 7 (RYN)) e escrevemos ¢; — 0 em
Ce(Q; L (RYN)) se existe um compacto fizo K C Q tal que

S(¢;) € K x RY

¢; — 0 em S (R" x RY).

Teorema 3.3.2 A Transformada Parcial de Fourier, definida por (??7) é um operador con-

tinuamente inversivel em C°(Q; 7 (RN)) e valem as formulas

Oso(t,€) = (i€) (1, €), & € CZ( S (RY)); (3.24)

w061, 2)(1,€) = (—i) (L, €), 6 € C=(;.7 (RV)); (3.25)
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Po =006 € C2(.7R)) (3.26)

[, peaae= [ obuxduo e e @) (3.27)

Demonstracao. A transformada inversa é dada por

R Y
ft.0) = g [ e Feae. (3.28)

As formulas (?77) e (??7) decorrem do teorema ?? aplicado na varidvel z. Além disso,

pelo teorema 77?7 tem-se

Ny = / e AP p(t, ) dx
RN
= 8{?/ e (t, ) dx
= 9/¢.
Ou seja, -
/¢ =0/9.
Assim, analogo ao teorema 77 mostramos que a aplicacao ¢ — $ é continua e analogo ao
teorema 7?7 mostramos que a aplicagao ¢ — 5 ¢ continuamente inversivel e sua inversa é

dada por (77).

Finalmente aplicando (?7?) obtemos que para cada t fixo

ovdx = | odx.
RN RN

Integrando em relacao a t, obtemos

// $¢dxdt:/ o dxdt .

QxRN QxRN

Definigao 3.3.3 Um funcional linear e continuo em C>*(Q; ' (RYN)) € dito uma distribui-
cao temperada em v € RN. O espaco das distribuicoes temperadas em x se denota por

7'(Q, S (RN)).
Observacao 3.3.4 C°(Q2 x R™) € denso em C°(Q2; L (R")).

De fato, seja 1 € /(R x RY), pela densidade de C°(R" x RY) em .7(R™ x RY) existe
uma sequéncia (¢;) C C2(R™ x RY) tal que

¢; — 1 em L (R" x RY). (3.29)
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Seja K = wS(¢) e definimos ¢ € C°(02),0 < ¢ < 1 tal que ¢(t) = 1,Vt € K e S(p) =
K'ccQ.

Agora, definimos
p: OxRY — R
(tz)  — p(t),
temos que wS5(¢) = K’, além disso
oY =1,

pois ¢(t,x) = ¢(t) = 1,Vt € K.

Seja a sequéncia de fungdes ¥; = ¢¢; definidas em Q x RY | temos que 1; € C>( x
RY),j € Ne S(¢;) C S(¢) entao,

wS(1;) € mS(¢) = K.
Dai,
S(; — ) C K' x RY.

Agora vamos mostrar que
V= ¢p; — ¢ = em S (R™ x RY).
Para todo (t,r) € R" x RY,

|0(t, 2);(t,x) — o(t, 2)p(t, x)| = [, 2)||;(t, x) — (E, x)]
= le@)lle;(t, z) —¥(t, x)|
< |¢j(t7x) - w(ta CL’)|

Por (?7) segue
1; — 1 uniformemente em R" x RY.
Seja o = (a1, ) € N* x NV temos que, se ay # 0 entdao 0°¢(t,z) = 0,V(¢t,z) € R" x RY.
Dai,
|(t, )P0 (o(t, ) (¢ (1, ) — (¢, 2)))| =

(t, )P Z (3) o(t, )0 (¢;(t, x) — w(t,x))‘ =

NS <“)a%so<t,as>aw<¢j<t,x>—¢<t,x>> -
y<ayy=(71,0) 7
= max fsu oot} [0 5 (%) 100t - vt
= Lt y<a,y=(71,0) i

Como cada (t,z)P152)9%[¢;(t,x) — 1(t,z)] — 0 uniformemente e temos uma soma finita,
concluimos que a expressdo acima converge uniformemente para 0 em R™ x RY, quando

J — o0.
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Dai, Vo, 3 € N* x NV (t,2) € R"RY tem-se,
(8, 2)%0%(t; — )] = 0
uniformemente em R™ x RY. Assim,
Y; — ¢ em Z(R" x RY)

Portanto, C2°(Q2 x R™) é denso em C°(2; .7 (R™)). [
Definigao 3.3.5 Se u e 2'(Q, (RY), a Transformada Parcial de Fourier u se define por
(i, 6) = (u,0),6 € C2(Q. 7 (RY)).

Exemplo 3.3.6 Consideremos u =08 = 6(t,z) em R?, a qual é temperada em x. Entdo
(3,0) = (6.6) = 8(0,0) = /Rgb((],x) dx.

FEsta distribuicao pode ser denotada por 0(t) para significar que atua como 6 sé em t. Na

sequnda varidvel atua como a funcao 1.



Capitulo 4

Solucoes Fundamentais

4.1 Introducao

O principal objetivo desse capitulo é apresentar a demonstracao do Teorema de Malgrange-

Ehrenpreis feita por Peter Wagner [?]:

Teorema 4.1.1 (Teorema de Malgrange-Ehrenpreis) Todo operador diferencial par-
cial de coeficientes constantes nao identicamente nulo possut uma solug¢ao fundamental
E e 2'(R").

Antes, veremos defini¢coes e resultados preliminares.

Definicao 4.1.2 Um operador diferencial linear P(x,0) = > aq(x)0* em Q € uma apli-
laf<m
cacao

P(z,0): 2'(Q) — 2'(Q)
u o > a(r)0%u

la<m

sendo m € N e a, € C®(Q) fizos. Cada a, é chamada de coeficiente do operador.

Definicao 4.1.3 A ordem do operador P(x,0) definido em Q) é o maior inteiro m tal que

S Jaa(@)| #0

|a)=m
para algum x € Q. Quando P(x,0) =0 definimos a ordem de P(x,0) igual a zero.

Definicao 4.1.4 A cada operador P(x,0) = Y. aq(x)0“ de ordem m definido em Q asso-
jol<m
ctamos a aplicacao

pa§) =) a2 2 €Q, EER"

laj<m

e definimos seu simbolo principal como

P(@.6) = Y aa(2)€", 1 E€Q, EER™

|a|=m
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O abuso de notacao nas defini¢oes acima tem o objetivo de salientar que os coeficientes
nao sao necessariamente constantes. Quando todos os coeficientes sao constantes escrevemos
P(0) no lugar de P(z,0). Usaremos os simbolos p(§) e p,,(§) de modo analogo. Em varias
situacoes sera conveniente denotar um operador diferencial linear, de coeficientes constantes
ou nao, simplesmente por P.

Quando P tem coeficientes constantes, consideramos P definido em R™. Observe que,

nesse caso, p e p,, sao polinémios em R"”, sendo p,, homogéneo de grau m.

4.2 Existéncia e Regularidade de Solucoes: Nocoes Ge-
rais

Os teoremas de Picard e Peano sobre equacgoes diferenciais ordinarias dao condi¢oes muito
gerais para a existéncia local de solugoes. No caso das equagoes diferenciais parciais o

problema adota a seguinte forma.

Definicao 4.2.1 Dizemos que o operador diferencial linear P é localmente resolivel em €)
se todo ponto de Q) tem uma vizinhanca U tal que para toda f € CX(U) existe u € 2'(U)
tal que

Pu=f.

Apresentaremos a seguir o exemplo de Grushin-Garabedian que consiste de um opera-
dor que nao ¢é localmente resolivel em R2. Isto mostra que mesmo na situacao mais favoravel,
em que o membro direito da equacao Pu = f é escolhido entre fungoes muito regulares e s

se pretende uma solucao local na classe das distribui¢oes, a equacao pode nao ter solucgao.

Exemplo 4.2.2 O operador
P =0, + iz0,

nao € locamente resolivel em nenhuma vizinhanca da origem de R2.

A demonstracao pode ser encontrada em |?|, pg 122.

d
Exemplo 4.2.3 P = 7 ¢ localmente resoluvel em R.

De fato, dada f € C2° ((a,b)), existe F' € C* ((a,b)) tal que

F(t) = / () s

sendo ¢ € (a,b) fixo, t € (a,b). Assim,

d
—F(t) = f(),Vt € (a,b).

Como F' é continua em (a,b), sabemos que F' define uma distribuicao 7y € 2’ ((a,b)).



o8

Definicao 4.2.4 Um operador diferencial linear P(x,0) = Y. aq(x)0* definido em Q se

|| <m
diz eliptico no ponto xq € ) se

Pn(0,6) = Y aa(20)€" #0

|la|=m

para todo & € R™ — {0}. Se P(z,0) € eliptico em todos os pontos de Q) dizemos que P(x,0)

€ eliptico em Q.

d
Exemplo 4.2.5 O operador P = T é eliptico em R.

De fato,
p1(§) =& #0,V6 € R —{0}.

Exemplo 4.2.6 O operador de Laplace (ou Laplaciano) em R™ definido por

€ eliptico em R".
De fato,

pa(6) =D & = [P #0,%¢ € R" — {0}
j=1

Exemplo 4.2.7 O operador da onda em R"* definido por
— - — teR R"
(c%) 2 (axj) e
7=1
nao € eliptico em R,

De fato, para todo (n,£) € R"™' n € R e £ € R" temos,
pa(n,§) =" =Y & =n"— ¢
j=1

Dado £ # 0 e n = [¢| entao
p2([¢],€) = 0.

Logo P nao é eliptico.
Exemplo 4.2.8 O operador do calor em R definido por
0 [ 2)
P=—— _—
52 (o)
7=1

nao é eliptico em R,
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De fato, para todo (1,€) € R"™ n e R e £ € R" temos,

p2(n,§) =1 — 15‘2-

Assim, dado € # 0 e n = [£?, temos

pa([€]%,€) =0

Logo P nao é eliptico.

Definig¢ao 4.2.9 Um operador P definido em S é dito hipoeliptico se SS(Pu) = SS(u) para
toda v € 7'(2).

Isto significa que se Pu = f entao u é C'™ precisamente onde f é C'™°. Assim, quando
P ¢ hipoeliptico e f € C(12), toda distribuicao u que satisfaz Pu = f & de classe C*. Note

que como os coeficientes de P pertencem a C'*(2) temos
Observacao 4.2.10 A inclusio SS(Pu) C SS(u) € vdlida para todo operador P.

Observacao 4.2.11 Podemos entao dizer que um operador P € hipoeliptico em () se para
cada u € 2'(Q), ocorre que u € C*(V') toda vez que Pu € C>*(V), qualquer que seja V- C €,

aberto.

d
Exemplo 4.2.12 O operador P = T ¢ hipoeliptico em R.

d
Se [ = T € C*(a,b), fixando ¢ € (a,b) e definido

g(t):/ flz)dx,a <t <b

temos 4 4o
Got =5 [ s

Entao (u — g) =0, assim pelo teorema ?? segue que u — g = k, para alguma constante k.
Como g+ k € C*((a,b)) segue que u € C*((a,b)).

Exemplo 4.2.13 O operador P = % nao € hipoeliptico em R?.
De fato, seja u(z,y) = |y, temos que Pu =0 € C*(R?) mas u ¢ C*(R?).
d
Exemplo 4.2.14 O operador P = t% nao € hipoeliptico em R.

De fato, seja u = H a funcao de Heaviside em R. Temos que

d
Pu=tZH(t) =16 = 0.
=t

Logo Pu € C*(R) mas u= H ¢ C*(R).
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Exemplo 4.2.15 O operador da onda nao é hipoeliptico em R,

De fato, seja u(z,t) = f(z1 +t) com f € C*(R). Entdo
82 m 8 2

_ 2 F +t)2(a:1 +1) ) — 9 f (a1 —|—t)i(a:1 +1)
ot ( ot 0z 0z

= f”(ﬂfl + t) — f//(l'l + t) = 0

j=1

Assim Pu = 0 € C*(R"), mas u ¢ C®(R""!) se f ¢ C®(R"™'). Tome, por exemplo,
fE) =tPt eR.
O proximo resultado mostra a relacao entre operadores elipticos e hipoelipticos e sua

demonstragao pode ser encontrada em [?], pg. 215.
Teorema 4.2.16 Se P ¢ eliptico em €2 entao P € hipoeliptico em €.
Exemplo 4.2.17 O operador de Laplace € hipoeliptico em R™.
A reciproca do teorema 77 nao é verdadeira. Veremos que o operador do calor, que
nao é eliptico, é hipoeliptico (ver exemplo ?7).
4.3 Solucoes Fundamentais

Definicao 4.3.1 Seja P(0) um operador com coeficientes constantes em R™. Dizemos que
E € 2'(R™) € uma solugdo fundamental de P(0) se

P(O)E = 4.

O conhecimento das solugoes fundamentais de um operador de coeficientes constantes
proporciona muitas informacgoes sobre o operador, dai o nome de solucao fundamental. Nessa
secao exploramos relacoes entre solucoes fundamentais e os conceitos abordados na secao
anterior. Ou seja, veremos resultados relacionando solu¢ao fundamental com a existéncia
e regularidade de solucoes da equacao Pu = f. Uma aplicacao mais profunda de solugoes

fundamentais esta relacionada a resolubilidade global e pode ser encontrada em [?].

Teorema 4.3.2 Se E € uma solugdo fundamental de P(0) e v € &' (R™) entdo a equagao
P(0)u = v tem uma solucdo dada por E xv. Além disso, se u € &'(R") e P(0)u = v entdo

u=FEx*uv.
Demonstracao. Como v € &'(R") temos que E * v estd bem definida. Assim, obtemos

P(O)(E xv) = Z a,0%(F xv) = Z (4, 0°E)xv=PO)E*xv=0%v=n0.

laf<m la|<m
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Ou seja, £« v é uma solucdo de P(0)u = v.
Além disso, se u € &'(R") temos

u=d*xu=PO)E*u=P(0)(F*u)=FExP(0)u=FEx*uv.

[ ]
Observe que o teorema 7?7 implica que se P(9) tem uma solucao fundamental entao
P(0) é localmente resoluvel. Logo, pelo Teorema ?? podemos concluir que todo operador de

coeficientes constantes nao identicamente nulo é localmente resolivel.

Teorema 4.3.3 Seja P(0) um operador com coeficienles constantes nao identicamente nulo

e seja E uma solucao fundamental de P(0) sdo equivalentes:

(i) EcC>R" - {0});

(ii) P(0) é hipoeliptico.

Demonstracao. Mostraremos inicialmente que (i) = (ii). Seja U um aberto de R" e
suponhamos que u € Z'(U) e P(0)u = f € C°(U). Queremos mostrar que u € C*(U),
para isso mostraremos que todo ponto xg € U tem uma vizinhanca na qual u é C°.

Seja W uma vizinhanca de xg relativamente compacta e contida em U, e considere
g€ CX(U) tal que g =1 em W. Dai,

P(0)(gu) = Zaaﬁa(gu) = Zaa (Z (g)@ﬁg(‘?a‘gu)

|a|<m lo|<m BLa
o
= Z aag0*u  + Z Aoy ( Z ( )@Bgaa5u>
|a|<m la|<m 0<B<a ﬁ
= gPQu+wv
= gf+v

onde

=Y a, < 3 (g) 8Bgﬁa_6u> .

la|<m 0<BLa

Como v contém derivadas de g de ordem > 1 e g = 1 em W, segue que v se anula em

W. Observando que gu € &'(R") e aplicando o teorema ??, como P(0)gu = gf + v, temos
gu=Ex(gf +v)=FExgf+ E *v.

Como gf € C>®(u) entao E * (gf) € C>®(U) e s6 resta provar que F x v é C* numa

vizinhanca de xq. Seja € > 0 tal que

Ve={z eR" d(z,W°) > ¢}
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seja uma vizinhanca de x( e consideremos uma funcao h € C°(R") tal que

h(:c):{ 1, se |z|<§

0, se |z|>e.

Podemos escrever

Exv=(hE)*v+|[(1—h)E]*uv.

Afirmagao 1: (1 —h)E € C*(R").
De fato, como E € C*°(R" —{0}), ou seja, E = 1, onde p € C°(R" —{0}) e h € C* entao
(1 —h)y € C*°(R™ —{0}). Estendendo ¢ a uma fun¢ao definida em todo R (continuamos

denotando esta extensao por 1), dado epsilon>0 temos que

€

(1 = h)Y)(z) = ¥(2) = hz)y(z) = ¢(z) - ¢(x) = 0,]2] < 5

Logo (1 — h)y € C*°(R"), e portanto, (1 — h)E € C(R").
Assim, (1 — h)E xv € C®(R").

Por outro lado, usando o teorema ??(ii), temos que
S((hE)xv) CS(hE)+ S(v) C{x e R";|z| <e} +S(v) = A+ S(v)

Afirmagdao 2: A+ S(v) C (V.)%, ou seja, (hE) * v se anula em V..
De fato, seja x € V,, assim d(z, W) > ¢, isto é ,

lz —y| > ¢ Vy e WE.

Em particular,
|z — z| > €,Vz € S(v),
pois S(v) C WC. Suponhamos por absurdo que x € A + S(v), isto é, x = 1 + 29,71 € A e
xe € S(v). Entao,
e<|riH+a—z| <|oy| + v — 2| < €+ |xg — 2]
Entao,
0 < |zg — 2.

Como z € S(v) é arbitrario concluimos que d(x2,S(v)) > 0, o que é absurdo.

Finalmente, pelas afirmagoes 1 e 2 temos que restrita a V,

Exv=[1-h)E]*ve C>,
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portanto, com u — gu em W e V., C W temos que

UVSIE*gf

v. +[(1=h)E] *v

v, € C*(Vo).
Reciprocamente, se P(0) é hipoeliptico e F é uma solu¢ao fundamental de P(0) entao,
SS(E) C SS(P(O)E) = SS(6) = {0},
logo E € C*(R™ — {0}). ]

Observacao 4.3.4 Note que nenhum operador P tem solug¢ao fundamental E € C*(R"),
pois o0s coeficientes de P sio de classe C™ e § ¢ C°(R™).

Observacao 4.3.5 A solucao fundamental de um operador nem sempre € tunica.

De fato, se E é solugao fundamental de P e p({) = 0 para algum ¢ € C", entdo
definindo u(x) = cet*, x € R", ¢ € C constante, temos que Pu = 0. Logo E + u também &
solucdo fundamental de P. Observe que do Teorema Fundamental da Algebra segue que tal

¢ sempre existe quando o grau de P ¢ > 1.

4.4 Exemplos de Solucoes Fundamentais

Exemplo 4.4.1 Se P = 0 entao P nao tem solucao fundamental. Por outro lado, se P €

um operador de ordem zero nao identicamente nulo, digamos P = ¢, com ¢ € C—{0}, entao

4]

E = — ¢ a unica solugao fundamental de P.
c

d
Exemplo 4.4.2 Jd mostramos que d_H =9. Logo E = H ¢ solucao fundamental do ope-
x

dor P = —.
rador =

d

Exemplo 4.4.3 Consideremos o operador P = pri a em R, a € C constante, e definimos
x

E(z) = H(x)e",x € R. Entao E ¢ solucao fundamental do operador P.

De fato,

(45 ) B = @) = atilo)er = e L) + ac* Ha) = aff () =

= e“di;H(x) =e%0 =.
Além disso, SS(E) = SS(H(z)e*) = {0} e SS(PE) = SS(5) = {0}. Ou seja,

SS(PE) = SS(E).

Logo P(0) é hipoeliptico.
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Exemplo 4.4.4 Consideremos o operador

P = a4 m+a a4 m*1+ +a 4 +a
- \dz ™\ da T da 0

definido em R, sendo ag, ..., an,_1 € C constantes. Seja U a solucao do P. V.1

PWU)=0
U@)=0,...,U™2%0)=0,U""(0) = 1.
Definindo E = UH temos que E € uma solucao fundamental de P.

De fato, para todo z € R e 0 < j < m temos
(%) (U () H () = Z () () v (%)MH@:»

Levando em consideragio que qualquer derivada de H(x) é uma combinagdo de j e em z = 0

as derivadas de ordem < m — 2 de U se anulam, vemos que

( ! )j (U(z)H (z)) = { H(z) () Ulx), se 0<j <m—1

dx 5+ H(z) (L))" U(z), se j =m.
Logo,
PE = P(mU(x)H(a:)) = .
— (%) U(x)H(z) 4 apm_1 (%) U(x)H(x) + -+ al%U(fﬁ)H(fﬁ) + aU(x)H (x)
— 04 ) (1) U@+ onati(e) () V)44 a0 U () + (@) H

(%)m Ulz) + (%) " Ul)+---+ aléU(Q«") + agU ()

=0+ H(z)[PU(x)]
=0.

=d+ H(z)

Portanto, E assim definida é uma solucao fundamental de P.

d 2
Exemplo 4.4.5 Fizado a # 0, consideremos o operador P = (d—) +a? x € R e defini-
x

H q
mos B = M, x € R. Entao E € solugao fundamental do operador P.

a

De fato, U(z) = ST Gatisfaz o P.V.L
a
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Logo, pelo exemplo anterior, E(x) = U(x)H(z) é solucao fundamental do operador P. Além

disso, P é hipoeliptico, pois

H(zx)senax

SS(E) = SS( ) = {0}

g\ 2
Exemplo 4.4.6 Fizado a # 0, consideremos o operador P = (d—) —a? z € R e defini-

x
H(zx)senh ax

5 . F € solucao fundamental de P.
a

mos F =

h
De fato, U(z) = sen2 ™ satisfaz o P.V L.

a

Logo E(xz) = U(x)H(z) é solugdo fundamental de P. Além disso, P ¢é hipoeliptico.
Exemplo 4.4.7 (Solugao fundamental do operador do calor)

Para encontrar uma solucao fundamental do operador do calor devemos resolver a

seguinte equagao

o "9\ .
aE(t,x}—%((g—x]) E(t,z) =6(t,x), te R, ze€R"

Aplicando a Transformada Parcial de Fourier em relagao a z, obtemos

0

B, + 6B (€)= 8(0),

ou seja,

<% 4 \g|2) E(t,€) = 8(t).

Assim, pelo exemplo 77, temos
E(t,€) = H(t)e .

Para t > 0, F decresce rapidamente em & e podemos aplicar a formula da inversao,

assim

1
(27)"

E(t,x) = / emge"ﬂ%df’,t >0

R g2
Dai, usando que dada f(z) = e~ 17" 2 € R tem-se f(&) = (/m)"e - e fazendo a mudanca

de variavel ¢ = % temos
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1 ‘L_Mt 1
Et,x) = etvitr——d
_ eiﬂf%—W\Q d77

(QWYGyzARH_I
" ey (%) |

= — 7T"67‘4ﬁ‘2

= —_—e 4t

(2v/xt)"

2
|

Logo,
1 —|e|?
Et,r)=———H(t)e & .

O operador do calor & hipoeliptico, pois existe uma extensao de E para R"™! de tal modo

que essa extensao é C* em R"™! — {0} : basta tomar E(0,z) = 0 para x # 0. Notemos que

E ndo tem extensdo continua para R"*!, pois,

1
E(t,0) = TN

Exemplo 4.4.8 (Solugao fundamental do operador da onda)

Primeiramente vamos obter a solucao fundamental do operador das ondas para o cason =1 :

(%)2 B(t,z) - (%)2 E(t,z) = 0(t, 7). (4.1)

Facamos a mudanca de variaveis s =t —x e y = t + x. Veremos que podemos encontrar uma
solugao de (?7) que é uma fungao localmente integravel, também denotada por E(t, ).
Dada p € C>(R?), seja p(t,x) a expressao nas coordenadas t,r e seja ¢*(s,y) a

expressao nas coordenadas s, y. Assim, temos

sty y—s .

Com isso,

@@ [@ @)

Por outro lado,

(B.9)= [[ Btaete)dax—3 [[ B (;”;) o*(s,y) dsdy.
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Assim a distribuicao E é definida, em coordenadas s e y, por

1 _
E*(s,y)==-FE (S+y Y 8).

2 2 72

Para cada ¢ € C>°(R?) tomamos o = [(%)2 - ((%)2] 1, nas coordenadas t, z. Usando (?7)

e (77?) segue que

60,0 = 6.) = (B, g - aa— )= [ B o - v o) avax -

J] B (T D asay =4 [ [ B, s sy,

Devemos portanto encontrar uma fungao localmente integravel £*, solucao de
0 0
4 =— E*=9§
(3:) () = =0
Assim, uma vez que E(t,z) = 2E*(t — x,t + x), temos que
1
E(t,x) = éH(t —x)H(t + ). (4.3)

Mostraremos agora que F dada por (?7) é solugio do operador da onda em R?. Temos

que E pode ser escrita como

1
= t
E(t.z) = { 5 S¢ |z| <

0, se |z| > t.

De fato,
P Np N e (2 -
o orz) Y]~ o 83:2 ?) =
Yoo oo gt a2
(/ / at?*”m ) dtdx - / / 88_ ) dth)
g 0 Jo
5, 0
/ ~oelel.r)ax— [ (axso -olt.—0) ) at)
0 a +o0 +oo a oo 0
+oo 9 +oo 8 Feo 8 T
400 o 0 +oo 0 0
—/0 (aw(% —Y) = 52, —y)> dy—/o <§s&(y7y)+a—xs&(y,y)) dy)
9,
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((0,0) + ¢(0,0))
(0,0)

= (0, )
A partir de agora garantiremos a existéncia de solucdo fundamental para o operador

da onda em R""! e apresentaremos as solucoes fundamentais explicitas para os casos n = 2

en=3.
Para encontrar a solucao fundamental resolveremos a seguinte expressao
a 2 n a 2
— | E(t — — | E(t =4(t,x).
(5) Bt.o) > (5) Ett0) = dt02)

Aplicando a Transformada Parcial de Fourier em relacdao a z, obtemos

(4.4)

(%) E(t,€) + |EE(t,€) = 8(¢).

Fixado £ € R™ — {0}, a solugdao do P.V.I.

(2)*U + [¢)2U =0,
U(0,§) =0,
U'0,6) =1

t
—sen|(§\|€] ) Assim, pelo exemplo 7?7 uma solu¢ao de (??) com suporte

¢ dada por U(t,§) =

em t > 0, é dada por
B (1.9 = 1™

e uma solucao de (??) com suporte em ¢t < 0 é dada por

B(t.6) = —H(-0™5 0,

Notemos que E. ¢ limitada na variavel £ e, portanto, temperada na variavel £. Mas
como F, nao pertence a L'(R"), ndo é possivel aplicar diretamente a formula da inversdo

para obter a distribuicao F. .
Entretanto, podemos aproximar E: por fungoes continuas como

Bi(t.6) = H(p ™5 e

dai,
I sen(|§|t)ei€|§"

B (1,€) = H(1) iy "0
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Entao,
o E<(t,z) = /eizSH(t)—Senﬂﬂt) ekl e
NI iy '
Logo,
1 ,
E,(t,x) = WH(t) lim emfe—efseﬁ(%dg. (4.5)

Em geral ¢ dificil obter formulas explicitas para E, a partir de (?7), mas isto é

possivel no caso n = 1 como j& apresentamos e nos casos n = 2 e n = 3, obtendo as seguintes

expressoes:
SH(t—2)H(t + ), se n=1
142 2
s(t°— o 2, se |x| <t
E. (t,z) = A [2I°) 2 se n=2
0 se |x| >t
4ﬂ1|x|§(t— z|), se n=3.

Um céalculo detalhado das formulas para os casos n = 2 e n = 3 pode ser encontrado

em [?] pg. 62. Podemos obter a solu¢ao fundamental £ de maneira analoga.
Exemplo 4.4.9 (Solugao fundamental do operador de Laplace)

As solugbes da equagdo Au = 0 sao ditas fungoes harmonicas. O operador de Laplace é
usado para descrever fenomenos em meios homogéneos do tipo estacionario. Isto se reflete
na propriedade de A ser invariante por rotacoes.

E natural entdo procurar solucdes fundamentais de A que sejam inavariantes por
rotagoes. Se procurarmos solucoes introduzindo uma Transformada de Fourier Parcial como
foi feito no operador do calor e da onda obteremos solucées nao invariantes por rotagoes
devido & escolha de uma variavel privilegiada (aquela ndo transformada).

Como estamos interessados somente em encontrar uma solucao fundamental, o que

faremos é procurar solucoes que sejam dependentes apenas de

r:\/x%+x§+---+x%:|x|.

Ou seja, tentaremos encontrar uma func¢ao f definida em [0, 00), de modo que E(x) =

f(Jz|) seja uma distribui¢do temperada.

Proposigao 4.4.10 Considere f uma fungdo de classe C* definida em [0,00). Entdo se
E(z) = f(|z]),r = |z|,z € R", temos que

n—1 ? n—1d

AB@) = /) + M0 = |+ P rr 2o

Demonstragao. Para r # 0 temos

or 0 o 0, 5 9
o = ) = £33

+
8
s
N[
I
by}
S
=
ol
HH
+
8
S N
|
N =
I
=
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Assim,
82E 0 Tk
92~ om )

N S (R
') fe)\ S

2
- T 72 73 + r
7 g /

= 12 rf (T)g f<r))+f<r),k:1,2,...,n.
r r

—~PE ixk( f”() f'(r )>+f’(7’)

k=1 81% // ¢ ’
_ (rf NAG
T
B f// r) — / 7“)
B 3 r
-1
= Fr)+ = f(r).
]
Como AFE =0, se x # 0, f deve satisfazer
" n—1 /
)+ fi(r)=0,0 <r < 0. (4.6)
Resolvendo pelo método do fator integrante a equagio (?7) obtemos

ar’ " 4+ b, para n>3
fr) = (4.7)

alnr+0b, para n=2

onde a e b sdo constantes arbitrarias. Notemos que definindo E(x) = f(|z|) com f dada por
(??),E € L}, .(R") e consequentemente define uma distribuigao.
Para verificar que com uma escolha adequada da constante a, ' é realmente uma

solucao fundamental, relembraremos a seguinte identidade

PAY — PAP = div(pVY — PV ),

onde V denota o gradiente e div denota o divergente.
Se ¢ € C°(R™) entao

(B, ) = / B(z)é(z)dx = lim [ B(z)é(x) dx. (4.8)

e—0
|z|>€



71

Logo, se quisermos demonstrar que F é solucao fundamental para o laplaciano deve-

mos verificar a igualdade

(B.80) =iy [ B(@)2o()dx

|z|=e

para cada ¢ € C°(R").
Assim, dada ¢ € C°(R"), tomamos R > 0 tal que S(¢) C B[0, R]. Como AE =0
em R™ — {0}, entdo em R™ — {0} temos que

EA¢ = EA¢ — ¢AFE = div(EV$ — ¢VE).

Dai, se B, = {x;e < |z| < R} o teorema da divergéncia permite escrever

/ EA¢ = B/ EA¢ = B/ EA¢ — ¢AE = / div(EV¢ — ¢VE) =

|z|>e B.

= /(EV(b — ¢VE)-iido
9B.
onde 7 é o vetor normal unitario exterior a 0B, e do é o elemento de area em B,. Note que

como S(¢) C B[0, R] entdo a integral em |z| = R é nula, logo s6 a esfera de raio e participa

na integral sobre 0B,, ou seja,
/ BEAG = /(Ew _GVE) - fido = / (EVé— ¢VE) - fido.
|z|>e 0B |z|=¢

Se y denota a variavel em S"' = {z € R"; |z| = 1} e du o elemento de area em S™!,

fazendo a mudanca de variavel x = ey entdo do = "' du e podemos escrever
— 8¢ / n—1
(EV¢ —¢VE)-1ido = Fle)5z(ey) + dley) [ (e) | € du, (4.9)
|z|=€ Sn—1

onde usamos que V¢ -7l = g—f;, VE = —f'(r)n.
Quando € — 0 segue de (?7), com b = 0 que

0
f(O)5s

fle)p(ey)em™

()™ — 0
{ a(2—n)p(0), se n>3 (4.10)
a¢<0)7 se n=2
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uniformemente em S™"'. Assim, usando (??),(?7?) e (??), trocando ¢ por Ag¢, temos

(E,A¢) = lim E(x)A¢(x)dx

e—0
|z|=e
0
— iy [ [105%) + otens@)| e an
Snfl
a(2 —n)p(0) dp, se n>3
ap(0) / du, se n=2.

Sn—1

Portanto basta escolher a = W, onde w, é a area da esfera unitiria em R", para
n

2_
n>3ea= 3 sen=2 ouseja
Y

1 .
—— x|, se n>3
E(ZL‘) — (2—n)wn
%lnm, se n=2.

4.5 Demonstracao do Teorema de Malgrange-Ehrenpreis

Nessa secao demonstraremos o teorema ?7?7. Sua demonstracao ¢ bastante simples no caso

em que
p(i€) # 0,V€ € R™. (4.11)

De fato, nesse caso,

- 1

E() = —

© p(i€)
¢ limitada em R", logo £ € .’ e dai E = 9*1(]_37) € .. Além disso, as equivaléncias
PE=¢6sp(i§) E=1<F !
p(ig)

demonstram que sob a hipotese (?7), E é a unica solugdo fundamental temperada de P.

Exemplo 4.5.1 Fize ¢ # 0 e j € N. O operador P = (¢* + A) tem uma tnica solucdo

fundamental temperada, pois
pli€) = (c* + lig[*)’, £ e R™.

As considerages acima mostram que os zeros de p(i€) sdo os pontos “probleméaticos”
na construcao da solucao fundamental. Observe ainda que a solucao fundamental no teorema
?7 é um elemento de 2’(R™) mas ndo necessariamente um objeto de ..

Combinando os exemplos 77, 7?7 e 7?7 com o teorema 77, obtemos que os operadores

do calor, das ondas e de Laplace tém solucao fundamental temperada. Na verdade, Hor-
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mander [?] e Lojasiewicz |[?] demonstram que todo operador linear nao identicamente nulo
de coeficientes constantes tém solucao fundamental temperada.
A demonstracao do teorema 7?7 sera dividida em 3 lemas. No primeiro deles estao

listadas propriedades tteis da Transformada de Fourier.

Lema 4.5.2 Seja P(0) = > a,0“ um operador de coeficientes constantes. Se £ € R™, ( €

lal<m

C",T € Z'(R") e S € .9(R") entio

(i) P(0)(e"T) = e*(P(0 + ()T);

(ii) P(0+()F 718 = F 7 (p(i€ +Q)S);
(iif) 7' (p(—i€ + ) = P(=0 +¢)o.

Aqui P(0+ C) denota o operador

PO+¢) =Y au(d+¢)" (4.12)

laj<m

PO)= > 0"

|| <m
Demonstrag¢ao. Primeiramente notemos que de (?7) e da definicdo 77 temos que
> w040 = Sa Y (§)cr
|a| <m la|<m 0<B<a

Entao,

rr = 0 3 () oy

|| <m 0<8<ax

Por outro lado pela Regra de Leibniz segue que

PO)(eT) = Y aaa(eT) = Y aa Y < )gﬂ Czgla=A. (4.14)

|o|<m |a|<m 0<B<

Assim, por (?7?) e (?77?) segue (i).

Agora vamos mostrar (ii). Por definigao

e pela observacao 77

PO+QF'S=Y an Y < > “L((i€)>5S) (4.15)

loe|<m 0<B<
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Além disso, do Teorema Binomial,

F P+ QS) =F | D aa Y ( )cﬂ i€)*"s

|a|<m 0<B<a

Logo, por (?7) segue que (ii).

Finalmente, aplicando (ii) em S = %0 segue que
B0+ Q)7 \F5 = F U p(—i€ + ()74,

assim, como .6 =1

[ ]
O proximo resultado usa o Teorema dos Residuos para dar a solucao explicita de um

sistema linear de equacoes envolvendo a Matriz de Vandermonde.

Lema 4.5.3 Se )\, ..., A\, € C sao dois a dois distintos, entao existe uma unica solu¢ao do

sistema de equacoes lineares

o 0 k=01,...m—1
S { o E
=0 -

1, se k=m

e € dada por
m

o= ] =)

k=0,k#j

Demonstragao. Podemos representar o sistema acima por

AN A0 a 0
ALAL AL a 0
AN . 1

Seja A a matriz formada pelos \}s, notemos que A é uma matriz de Vandermonde, logo

detA= J[ =M.

0<i<j<m
Como A, ..., Ay sdo dois a dois distintos, entao det A # 0. Logo a’s ficam unicamente
determinados.
Seja Q(z) = [[(# — A;) e para cada k = 0,1,...,m definimos f(z) = Q( 7, a qual é
=0
holomorfa em C — {\g, ..., \,,}. Agora para cada 7 = 0,1,...,m obteremos o residuo de f

em torno de z = ;.
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Como \s sdo dois a dois distintos e @ tem grau m + 1, por fracoes parciais existem

constantes Ag, Aq,... A, tais que

Zk Ao Al Am
= o+ — 4.16
Q(z) z—)\0+z—)\1+ +z—)\m ( )

Note que z — -2 & uma funcao analitica numa vizinhanca de \; quando i # j, entdo

Z*)\l J ? ’
podemos expandi-las como uma série de poténcias. Assim o residuo de f em torno de z = A,
é dado por A;. A seguir calcularemos A,;.

Multiplicando ambos os lados de (?7) por (z — ;) obtemos

M=) Az=Ny) | Alz— ) Aj(z = N\)) Ap(z = Nj)
ORI == +...+—(Z_/\j) LR R

Fazendo z — \; em ambos os lados da igualdade acima, segue que

A% _ A
A= A0) - (N = X) (N = Aga) o (N = )
Logo, definindo Ny = 1 4+ max{|Ao|, [\1], ..., |Am|}, pelo Teorema dos Residuos temos que
zm:A—L 2 NN (4.17)
T Jyw Q) T '

=0

Por outro lado

ok /27r Z'Nk—i-le(k—i-l)z‘é)
— dz = —————df§, N> N,.
/|Z:N Q(z) o Q(Ne®) ’

Seja
i N+ p(k+1)i0

FN(Q) = W, N Z No, VRS [0,27T]

Para cada 0 € [0, 27] fixado vale

e r1)if 0 k=0,1,....,m—1
lim Fy(0) = lim ———— " TR (1)
N-so0 N—oo (e — 20) . (et — 5m) i, se k=m
Além disso para todo N > Ny e 6 € [0, 27] vale
1 1 1
[En(0)] < —— T w S T D o Dul = D Xl |
|60 — 2| |6 — 2| T ||eit] — Rol| |jei] — Rml) =g — Roly g Rmly
Assim )
|[Fn(0)] < ———mzg, N> No, 0€]0,2n].
- %)
Como A}iﬁngow:Lexiste N; € N tal que se N > N entéowgz
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W é continua no compacto [Ny + 1, Ni], logo é limitada,
-5
digamos que W < ko. Seja k = max {2, kog} entao

=)

A aplicacdo N +—

1

=%

|Fv(0)] < <k N>Ny+1, 6€l0,2n).

Como k ¢ integravel em [0, 27, de (??) e do Teorema da Convergéncia Dominada temos que

2

0 k=0,1,...,m—1
lim FN(e)de_{’ > e

N—oo [ 2w, se k =m.

De (?7) segue entao

zm:Aj:{ 0, se k=0,1,...,m—1,
Jj=0 1,

se k=m.
Portanto, como os as sao unicamente determinados, concluimos que

m

a;= J[ ="

k=0,k#j

[ |
Combinando os dois lemas anteriores obtemos o seguinte resultado, que conclui a

demonstracao do teorema ?77.

Lema 4.5.4 Seja P(0) um operador nao identicamente nulo de ordem m. Se n € R™ com

Pm(n) # 0, X0, A1, ..., A SG0 nimeros reais dois a dois distintos e
aj= ] =M)""i=01,...m,
k=0,k#j
entao

~—

E— 1 Z aje)\mmcgz—l p(Z§ + Ajn)
Pm(2n) i P& + Ajn)
é uma solugao fundamental de P(0), ou seja, P(O)E = 0.

Demonstracao. Como P nao é identicamente nulo, observamos primeiramente que para
A € R fixo, pelo teorema ?? temos que N = {£ € R"; p(i§ + A\n) = 0} é um conjunto de
medida nula. Defina S : R® — R por

_ pli§+ A\jm)

= R* — N
p(i§ + Ajm)’ <€

S5(6)

e S()=0,6eN.
Afirmacao 1: S € '(R").
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De fato,
plg+rm| oo PGE+ )l
p(i§+ )| re—n [p(i€ + An)
Entao S € L*(R") C &'(R"), provando a Afirmagao 1.
Note que p,, ¢ um polinémio homogéneo de grau m, logo, p.,(2n) = 2™p,(n) # 0.
Assim, F estd bem definida.
Afirmagao 2: Se ¢ € C" entao P(0)(e*.F15) = e*.F ~1(p(i& + ¢)9).

De fato, pelo lema ?? (i) e (ii) segue que

=1< 0.
RPN

P) (e F718) = P9+ O).F 'S = . F 7 (pli€ + €)S),

o que demonstra a afirmacao 2.

Assim, pelas afirmacoes 1 e 2 segue que

sz -1 | P+ An) _ g1 (i p(i€ + An) _
o < 7 <p<z£+m>>>‘ 7 (p(é “mp(zfﬂn))

= AT p(i€ + M)
Por outro lado,

F(GE T Am) = F 7 (B(—i€ + Xn) = P(=0 + A)d,

a ultima igualdade decorre do lema ?7? (iii). Com isso e novamente utilizando o lema ?7?(i),

Anx gr—1 p(lg + )‘7]) _ e)\mc— o _ D(_ e)\nx _ D(_
P(0) <e F (p—(zf—i- Aj"?))) = P(—=0+4+An)é = P(—0+42\n)(e""6) = P(—0+2An)o

observe que eM*§ = 6.

Além disso,

P(=0+2M)5 = > aGu(=0+2\)*6 = Y @ Y (g) 2An)? (=0)* P8 =

la|<m |a|<m 0<pB<a

_Zaaz()wgn aﬂ(g_Z%Z(>)\lﬁl2n —

laj<m  0<B<a la|= 0<B<a

+ > @ Y ( )A'ﬁl ) (—0)* =5 =

la|<m 0<p<ax

> (Am(Qn)aéJr > (g) >\5|(2n)5(—8)a‘55> +

|a|=m 0<B<

Y ( >A|ﬁ| 21)?(—9)* P =

|ae|<m 0<B<
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m—1 m—1 m—1
A" D (20)6 + Y AT+ NI = X (200 + > MG,
k=0 k=0 k=0

T, =T, + T}, onde T} e T} sao distribuigdes tais que S(7}) C {0} e S(1}/) C {0}, pois T},
e T} sao multiplicagoes de fun¢oes C* por derivadas de d.
Dai,

k=0

w1 [ PGEFI) ) _ s N
P(9) (e T (p(i§+Ajn)>> = N"p(20)5 + D M,

Assim para cada \; € R temos que

m m—1
1
POE = a; [/\mpm(Qn)é—f— T,
P (21) JZ% ’ k=0 ’
m 1 m m—1
= > @A\ + > a; Y N
=0 ’ pm(2n) j=0 k=0 ’
Entao pelo lema 7?7, segue que
P(O)E = 9.

Ou seja, £ é uma solugdo fundamental de P(0). [



Conclusao

Neste trabalho estudamos a resolubilidade local de um operador diferencial. E através do
Teorema de Malgrange-Ehrenpreis podemos concluir que todo operador diferencial de coefi-
cientes constantes nao identicamente nulo é localmente resolivel.

A Transformada de Fourier foi a principal ferramenta utilizada na demonstracao do
Teorema de Malgrange-Ehrenpreis e vimos que a dificuldade na construcao da solucao fun-
damental de um operador P(0) consiste no conjunto de zeros do polinémio p(i§) associado
a ele. Apresentamos uma prova construtiva na demonstracao do teorema, onde garantimos
a existéncia de solucao fundamental apresentando sua expressao. Porém, nao estudamos a
resolubilidade global deste operador.

Assim, esperamos que este trabalho sirva como fonte de consulta e forneca subsidios

para trabalhos futuros mais avancados nesta area.
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