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RESUMO
Dissertacao de Mestrado
Programa de Pds-Graduagao em Matematica
Universidade Federal de Santa Maria

TEOREMAS DE MASCHKE
AUTOR : RICARDO LEITE DOS SANTOS
ORIENTADOR : JOAO ROBERTO LAZZARIN
Data e Local da Defesa: Santa Maria, 09 de maio de 2013

Na teoria de representagoes de grupos, ter uma representacao de um grupo G é equi-
valente a ter um kG-modulo. Desde que kG-moédulos que sao somas de kG-mddulos irre-
dutiveis formam uma classe bastante importante na teoria de modulos, conhecer condigoes
para que um kG-mdédulo seja irredutivel ou completamente redutivel a partir das parti-
cularidades do corpo k e do grupo G passou a ser um problema bastante importante.
Problema este cuja solucao foi originalmente apresentada pelo matematico alemao Hein-
rich Maschke que provou que se a ordem do grupo G nao for multiplo da caracteristica do
corpo k, entdo kG é completamente redutivel (ou semissimples). A partir dai, questoes
independentes a teoria de representacoes, mas que dizem respeito a semissimplicidade de
produtos cruzados em geral sao tratados como Teorema tipo-Maschke. Nosso objetivo
neste trabalho é apresentar algumas versoes deste teorema. Iniciamos com versoes mais
classicas envolvendo produtos cruzados globais e parciais para em seguida estudarmos
versoes em algebras de Hopf e produtos smash.

Palavras-chave: Teoremas de Maschke. Semissimples. Acoes Parciais de Grupos. Pro-
duto Cruzado. Algebras de Hopf.



ABSTRACT
Dissertation
Graduate Program in Mathematics
Federal University of Santa Maria

MASCHKE’S THEOREM
AUTHOR : RICARDO LEITE DOS SANTOS
ADVISOR : JOAO ROBERTO LAZZARIN
Date and Location of Defense: Santa Maria, May 9", 2013.

In representation theory, having a representation of a group G is equivalent to having
a kG-module. Since kG-modules which are sums of irreducible kG-modules form a very
important class in the theory of modules, to know conditions for a kG-module be irre-
ducible or completely reducible from the particularities of the field k and the group G
become a very important issue, whose solution was originally presented by the German
mathematician Heinrich Maschke which proved that if the order of G is not a multiple of
the characteristic of the field k, then kG is completely reducible (or semisimple). From
there, issues unrelated to representation theory, but that concern the semisimplicity of
cross products in general are treated as Maschke-type theorem. Our goal in this disser-
tation is to present some versions of this theorem, starting with classic versions involving
cross products for actions of groups on algebras and then versions for Hopf algebras and
smash products.

Keywords: Maschke’s Theorem. Semisimple. Partial Actions of Groups. Crossed Pro-
duct. Hopf Algebra.
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Introducao

Heinrich Maschke foi um matematico alemao que viveu de 1853 a 1908. Em 1898, em
seu artigo cujo titulo original em aleméo é “Uber den arithmetischen charakter der coef-
ficienten der substitutionen endlicher linearer substituionsgruppen” publicado no Mathe-
matische Annalen (ver [11]) e cujo objetivo inicial era o de simplificar o estudo de repre-
sentagoes de grupos por anéis de matrizes, apresentou, provavelmente, o primeiro teorema
importante sobre algebras de grupos finitos que mostra o forte efeito da torcao, ou da falta
dela, sobre a estrutura destas algebras. Tal resultado garante que se GG é um grupo finito
tal que a ordem de |G| # 0 em um corpo k, isto é, |G| ndo é um multiplo da caracteristica
do corpo k, entdo a algebra de grupo kG é semissimples (ver [1], pg 42 ).

A importancia deste resultado ganha destaque na ja bem desenvolvida teoria de anéis
semissimples, cuja caracterizagao completa é dada no Teorema de Artin-Wedderburn (ver
[10], Capitulo 1). Tal teorema mostra que élgebras semissimples sao produtos diretos de
um numero finito de cépias de representacoes irredutiveis de G sobre k , e consequente-
mente, cada kG-médulo é uma soma direta de kG-submodulos irredutiveis. O que reduz
essencialmente a teoria das representagoes para o estudo de kG-mdédulos irredutiveis (ver
1)).

Teoremas que caracterizam kG ou suas correspondentes generalizagoes, tais como,
produtos cruzados e produtos smash em funcao do comportamento da torcao da ordem
de G em k, sao chamados Teoremas Tipo-Maschke. Em [15], secdo 4 do Capitulo 1,
encontramos varias versoes, todas ja consideradas, versoes classicas deste teorema. Todas
tém em comum, nao sé enunciados que apontam generalizagoes do resultado original
de Maschke, mas também, seguem um roteiro das ideias da demonstragao original, todas
utilizando da técnica de obter a partir de uma k-projecao de um kG-médulo sobre um kG-
submédulo uma kG-projecao sobre este mesmo submaodulo. Desde que cada kG-projecao
corresponde a um kG-somando direto, conclui-se portanto que cada kG-submodulo é um
somando direto.

Ressaltamos que em todo o trabalho, salvo mencao em contrario, usaremos as palavras
anel ou algebra para nos referirmos a um anel ou algebra com unidade. Do mesmo modo,
usaremos a notacao k para denotar um corpo e a notacao k-estrutura para dizer que,
antes de tudo, a estrutura é um k-espaco vetorial. Por fim, os Teoremas de Maschke que

trataremos neste trabalho sao teoremas que tratam da questao de semissimplicidade de



alguns tipos de anéis, médulos, algebras de Hopf e produto smash.

No Capitulo 1, introduziremos algumas defini¢oes e resultados que fundamentarao o
restante do trabalho, tais como maddulos e anéis semissimples e produto tensorial entre
modulos. No segundo capitulo, apresentamos duas versoes de teoremas de Maschke, sendo
uma delas mais classica, onde kG é trocado por uma estrutura mais geral, conhecida como
produto cruzado. Para tanto, introduziremos o conceito de agdes (globais) de grupos
sobre &lgebras nos moldes que aparecem nos livros [13] e [15]. Em seguida, neste mesmo
capitulo, apresentamos a definicao de acao parcial torcida de grupo sobre uma algebra
e seu respectivo produto cruzado parcial (torcido) que podem ser vistos em [5] ou [3].
Finalmente, apresentamos a versao parcial (torcida) para o Teorema de Maschke. Vale
lembrar que a primeira versao parcial para o Teorema de Maschke foi feita para o caso
nao torcido e aparece em [7] e que apesar deste caso nao torcido nao ser exatamente
um caso particular para o caso torcido, as técnicas empregadas nas demonstragoes sao
muito similares. Escolhemos apresentar o caso torcido por envolver maior nimero de
ingredientes nas contas que aparecem nas demonstragoes, e que portanto, com algumas
pequenas adaptagoes podemos recair ao caso nao torcido.

No Capitulo 3, apresentamos trés versoes do Teorema de Maschke para algebras de
Hopf. Para isso, iniciamos com algumas segoes que introduzirao toda linguagem de
coalgebras e comodulos, notagao sigma e outros ingredientes, tais como, &dlgebras se-
paraveis, dlgebras de Hopf e integrais. Seguiremos as notagoes usuais da literatura, mais
especificamente, as encontradas nas referéncias [9], [2], [17] ou [14]. Também iremos
construir os espacos duais de uma k-algebra e uma k-codlgebra. Se A é uma k-algebra
de dimensao finita (isto é, A é k-espaco vetorial de dimensao finita) entdao o seu dual
algébrico A* = {f : A — k| f é k-linear} serd uma k-codlgebra e, se C' é uma k-coalgebra
de dimensao finita entao o seu dual algébrico C* = {f : C' — k | f é k-linear} serd uma
k-algebra. Com isso podemos apresentar uma versao “dual” para o Teorema de Maschke
em algebras de Hopf, que trata de provar a “cossemissimplicidade”da algebra de Hopf,
sob certas condigoes.

Finalizamos nosso trabalho apresentando no Capitulo 4, o conceito de acao de uma
algebra de Hopf H sobre uma k-algebra A para, a partir dai definirmos, o produto smash
que é uma generalizacao para algebras de Hopf do skew anel de grupo (vide referéncias
[2] e [14]) e com isso, podemos apresentar nossa ultima versao do Teorema de Maschke

para o produto smash.



Capitulo 1
Pré-requisitos e Definicoes

Neste primeiro capitulo iremos apresentar alguns resultados e definigoes bésicas refe-
rentes a médulos sobre anéis com unidade, tais como semissimplicidade e produto tenso-
rial. Também daremos uma definicao classica para uma &algebra, em particular, para a
algebra de grupo que nos acompanhara no restante do trabalho. Tais resultados podem
ser encontrados em qualquer livro de teoria basica de médulos, como por exemplo [12],
(8], [10] ou [16].

1.1 Modbdulos e Submodulos

Iniciamos esta se¢ao lembrando de algumas defini¢oes que serao usadas no decorrer do
texto. Nao entraremos em detalhes e também omitiremos algumas demonstracoes, pois

temos como finalidade apenas relembrar os resultados que serao utilizados.

Definigao 1.1.1. Seja A um anel com unidade 14. Diz-se que um conjunto nao vazio
M ¢é um mddulo a esquerda sobre A (ou um A-mddulo a esquerda) se M é um grupo
abeliano em relacdo a uma operacao, que indicaremos por +, e estd definida uma lei de
composi¢ao externa (agdo) que a cada par (a,m) € Ax M associa um elemento am € M,

tal que, para todo a,b € A e para todo m,n € M, verificam-se:
(i) a(bm) = (ab)m;

(ii) a(m+n) =am +an;

(iii) (¢ +b)m =am +bm;

(iv) 1am =m.

Observagao 1.1.2. De forma andloga, definimos um A-mdédulo a direita, considerando-se
a acao a direita por um elemento do anel A. Pode-se também definir um modulo para

anéis sem unidade. Neste caso, omite-se o item (iv) da defini¢ao acima. Notemos que no



caso de A ser um anel comutativo, todo A-médulo a esquerda é um A-médulo a direita

(e vice-versa), desde que definamos ma = am (am = ma).

Definigao 1.1.3. Seja M um A-mdédulo a esquerda. Um subconjunto N C M diz-se um
A-submdédulo (a esquerda) de M ou simplesmente um submddulo (a esquerda) se N é

um subgrupo aditivo de M e € fechado em relagao a multiplicacao por escalares.

Exemplo 1.1.4. Se M é um A-médulo e m € M, entao o submédulo (submddulo ciclico)

gerado por m, denotado por (m) ou Am, é:
(m) ={am:a€ A}.

No caso de existir m € M tal que (m) = M dizemos que M é um A-médulo ciclico.

Temos, de modo andlogo ao conceito de transformacoes lineares entre espagos vetoriais
(que sao médulos & esquerda sobre um corpo), a definigdo de um homomorfismo de A-

modulos a esquerda.

Definigao 1.1.5. Sejam M e N dois A-mddulos a esquerda. Uma fungio f: M — N
diz-se um homomorfismo de A-mddulos a esquerda ou um A-homomorfismo a
esquerda se para todo m,n € M e para todo A € A verificam-se: f(m+n) = f(m)+ f(n)
e f(Am) = Af(m). De modo andlogo, definimos um homomorfismo de R-mddulos a

direita.

Exemplo 1.1.6. Sejam A um anel e M, N dois A-médulos. Denotaremos por
Hom (M, N) o conjunto de todos os A-homomorfismos de M em N. Definindo a soma

de dois elementos f,g € Homa(M, N) por

(f +9)(@) = f(z) +9(z), Vel

temos uma estrutura de grupo abeliano em Hom4(M, N). No caso que A é um anel
comutativo, definindo a a¢ao de um escalar a € A sobre um elemento f € Homu(M, N)
por

(@ f)() = af(z), Vo€ M,

temos que Homa(M,N) é um A-médulo a esquerda. Mais geralmente, temos que
Homa(M, N) é um C(A)-mbdulo a esquerda com a agao dada acima, onde C(A) = {a € A

| ax = xa para todo z € A}.
Exemplo 1.1.7.
(i) Todo anel A é um A-mdédulo a esquerda via a multiplicacao usual;

(ii) Se A for um K-médulo, onde A é um anel com unidade e K um anel comutativo
com unidade onde k(ab) = (ka)b = a(kb) para todo k € K e a,b € A dizemos
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entao que A é uma K-dlgebra. Em particular, todo anel A com unidade é uma
C(A)-élgebra.

No capitulo 3 vamos retomar essa definicao apresentando uma versao equivalente a partir
de diagramas. No entanto, a definicao acima é considerada como classica para uma K-

algebra.

Observacao 1.1.8. Se V um k-espaco vetorial onde k é um corpo, entao V' é um k-
moédulo. Como sabemos, todo espago vetorial possui uma base, isto nao acontece no geral
em moédulos. Quando um A-médulo a esquerda M possui uma base (as vezes chamada

A-base) ele é chamado um A-mddulo livre.

Exemplo 1.1.9. Seja K é um anel comutativo com unidade e G é um grupo. Indicaremos

por KG o conjunto de todas as combinagoes lineares formais do tipo > k,g com k, € K
geG
e g € G, onde os elementos kg sao todos nulos, salvo um ntimero finito. Definimos em

K@ as seguintes operacoes:

(Z kqg) + (Z klgg) = Z(kg + klg)g

geG geG geG

O keg).O knh) = kef,

gelG heG fea

na qual ky = > kykp,. Assim, KG tem estrutura de anel com unidade, 1x1¢. Tal anel
gh=f
recebe o nome de anel de grupo. Naturalmente, KG é um K-moddulo via:

)‘(Z kgg) = Z(A.kg)g,

geG geG

e desde que {lk.g | g € G} forma uma base de KG segue que KG é livre.
Pela comutatividade de K, vemos que KG é uma K-algebra, que é conhecida como

algebra de grupo.

A partir de agora veremos alguns tipos especiais de moédulos e sequéncias de homo-
morfismos entre médulos. Tais definigdes e exemplos podem ser vistos em [12], [§] e
[16].

Definicao 1.1.10. Sejam M, N e P A-moddulos a esquerda e considere a sequinte
sequéncia:
0—+M-Ls NP0

(i) Dizemos que esta sequéncia é uma sequéncia exata (ou exata curta) de A-
mddulos se f for um A-homomorfismo injetor (A-monomorfismo), g for um A-

homomorfismo sobrejetor (A-epimorfismo) e Im(f) = Ker(g),

12



(it) Dizemos que esta sequéncia cinde se Im(f) é um somando direto de N. FEqui-
valentemente, se existir um A-homomorfismo ¢ : P — N tal que g o ¢ = idp.

FEquivalentemente, se existir um A-homomorfismo v : N — M tal que v o f = idyy;.

Defini¢ao 1.1.11. (i) Dizemos que um A-mddulo a esquerda Q) € injetivo se dados A-
modulos a esquerda M, N; um A-monomorfismo f : M — N e um A-homomorfismo

g: M — Q sempre existir um A-homomorfismo h: N — @ tal que ho f = g.

(i1) Dizemos que um A-mddulo a esquerda P € projetivo se dados A-mddulos a esquerda
M, N; um A-epimorfismo f : M — N e um A-homomorfismo g : P — N sempre
existir um A-homomorfismo h : P — M tal que foh =g.

Exemplo 1.1.12. Todo A-médulo a esquerda livre é projetivo. De fato, sejam P um
A-médulo livre com base {z;}ic;, f : M — N um A-epimorfismo e g : P — N um
A-homomorfismo. Sejam y; = g(z;) para todo i € I, como f é A-epimorfismo, existe
m; € M tal que f(m;) = y; para todo ¢ € I. Definamos h : {z;};c; — M por h(z;) = m;
e estendemos por linearidade, isto é, h(z) = h(>_ a;z;) = > a;h(z;) = > a;m;. Note que,

i€l iel iel
como {z;};cr ¢ uma base de P, h estd bem definida. Assim, temos que para todo x € P

vale:
(foh)(zx) = f(Z aim;) = Zaif(mi) = Z aiYi = Zaig(xi) = g(z a;z;) = g(x),
i€l i€l i€l i€l iel
donde concluimos que P é projetivo.
Definicao 1.1.13. Seja M um A-maédulo.

(i) Chama-se resolugao injetiva de M a toda sequéncia exata da forma:
0—M-2 Q)@ — — Quot 5 Qy —> -

onde cada Q; € um A-mddulo injetivo.

(ii) Se existe uma resolugdo injetiva finita para M da forma:
0= M- Qo2 Q1 — — Qut 2 Qn — 0

define-se como a dimensado injetiva ao menor n € N satisfazendo (ii). Neste
caso n € o comprimento da menor resolucao injetiva finita de M que denotaremos

por idima(M) = n.

Exemplo 1.1.14. idima(M) = 0 se, e somente se, M é injetivo. De fato, se M é um
A-médulo injetivo, entao 0 — M MMM — 06 uma resolucao injetiva (a menor possivel)
para M, logo idima(M) = 0. Reciprocamente, se idim(M) = 0 entdo M admite uma
resolucao injetiva de forma 0 — M b, Qo — 0, logo M = @)y ¢é injetivo.
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1.2 Modbdulos e Anéis Simples e Semissimples

Esta secao trata de um dos pontos fundamentais deste trabalho, a semissimplicidade.
Apresentaremos aqui as definicbes de modulos, anéis e algebras semissimples e alguns
resultados correlatos. Lembramos que dado um subespaco vetorial W de um espaco
vetorial V' podemos, a partir de uma base de W, completd-la formando uma base de V.
No entanto estas idéias nao valem para médulos em geral, por isso no caso em que, dado
um submédulo S de um A-moddulo a esquerda M existir um outro submédulo a esquerda
T de M tal que M = S @ T dizemos que S é um somando direto de M e que T' é um

complemento de S.

Definigao 1.2.1. Sejam A um anel e M um A-mddulo a esquerda.
(i) M é chamado A-mddulo simples (ou irredutivel) se M €é nao-nulo e M ndao tem
submddulos proprios, isto €, nao tem submddulos além de (0) e M.
(i) M é chamado A-mddulo semissimples (ou completamente redutivel) se todo A-

submadulo de M é um somando direto.

Diretamente da definicao podemos concluir que um submédulo e um quociente de um
modulo semissimples é semissimples. De fato, suponhamos que N é um submddulo de
um moédulo M semissimples, se S é um submédulo de N temos que S é submoddulo de
M e sendo M semissimples, existe S’ submédulo de M tal que M = S @ S'. Dai, vem
que N =S@ (NNS). Se L éum quociente de M temos que L = M/Ker(r) onde
7 é a projegao canodnica de M em L. Agora, como Ker(m) é submddulo de M temos
que existe N' submédulo de M tal que M = K er(m) ® N ", assim podemos considerar
uma projecio w de M em N’ donde, N' = M/Ker(w). Como Ker(w) = Ker(r) tem-se,
L = M/Ker(r) 2 M/Ker(w) 2 N’ e desde que N é semissimples, segue-se que L é

semissimples.

Lema 1.2.2. Se M ¢ um A-maodulo a esquerda semissimples nao-nulo, entdo M contém

um submaodulo simples.

Demonstracao. Seja x € M, v # 0 e consideremos o submédulo de M, L = Ax. Seja
F, a familia de todos os submédulos de L que sao diferentes de L. Note que F, # ()
pois o submédulo (0) pertence a ela, e pode-se verificar que para toda cadeia crescente
de submédulos distintos de L temos que a uniao destes é uma cota superior para esta
cadeia, logo aplica-se o Lema de Zorn a esta familia, donde existe H submédulo (distinto)
de L maximal em F,. Desde que M ¢ semissimples e H é submédulo de M, existe H
submédulo de M tal que M = H @ H. Notemos que

L=LnM=LnHoM L (LnH e LnH =Ha (LnH),

onde (%) é vélida devido a H C L. Entdo, L/H = L N H. Notemos que L/H é simples.
De fato, se (0) # N C (L/H) entdo, existe P submédulo de L tal que N = P/H e
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H Cc P C L com P distinto de H. Desde que H é maximal temos P = L e assim,
N = L/H. Logo LN H é submédulo simples de M . O

Teorema 1.2.3. Para um A-mddulo a esquerda M as sequintes condi¢oes sao equivalen-

tes:

(i) M € semissimples;

(ii) M € soma direta de uma familia de submddulos simples de M ;
(iii) M € soma de uma familia de submddulos simples de M.

Demonstragao. (i) = (iii) Seja M; a soma de todos os submddulos simples de M. Sendo
M semissimples, existe M, tal que M = M; @ M. Suponhamos M, # (0). Logo, pelo
lema anterior, existe um submoédulo simples N de M, (e, portanto de M). Desde que N
é nao-nulo e (0) # N C M; N M, temos uma contradicao.

(iii) = (i) Seja M = > M; onde cada M; é um submdédulo simples de M e N um
submoédulo de M. Consilgéremos agora a seguinte familia de subconjuntos J de [:

Fy={JCI:NnY M;=(0)}

jeJ

Notemos que Fy nao é vazia, pois (0) N N = (0). Usando a relacdo de ordem parcial “C”
em JFy podemos aplicar o Lema de Zorn, poisse J; C Jo, C--- C J, C --- é uma cadeia
em Fy entao (J,c, Jx € uma cota superior para esta cadeia, obtendo assim um elemento
maximal em Fy que denotaremos por J.

Seja M' := N + (. M;). Vejamos que M = M. Se tivermos que M; C M  para todo

jeJ
i€, entao M = > M; C M' C M e temos o resultado. Suponhamos que exista p € I
iel
tal que M, ¢ M', como M,, é simples segue que M, N M’ = (0) pois MpﬂM' ¢é submodulo
de M, e M, ¢ M'. Assim temos,

(0) :MpmM/ :Mpm(N+(ZMj)):Nm(Mp+(ZMj))a

jed jed

o que contradiz a maximalidade de J, pois p & J.

(ii) < (iii) Notemos que se M = > M; onde cada M; é um submdédulo simples de M

iel
entdo, M; N Y M, éigual a (0) ou M;, Vj € I onde [* = I — {j}. De fato, basta notar
el
que esta intersecao ¢ um submoédulo de M; que ¢ simples. O]

Teorema (Definigao) 1.2.4. Para um anel A com unidade as sequintes condi¢oes sao

equivalentes:
(i) Todo A-mddulo a esquerda é projetivo;
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(ii) Toda sequéncia exata curta de A-mddulos a esquerda cinde;
(iii) Todo A-mddulo a esquerda € injetivo;
(iv) Todo A-mddulo a esquerda € semissimples;
(v) O A-mddulo reqular A, considerado como A-mddulo a esquerda, € semissimples.

Se uma, e portanto todas, as condicoes acima sao validas, A é dito um anel semissimples

a esquerda.

Demonstracao. (i) < (ii) Consideremos a seguinte sequéncia exata curta de A-moédulos:
0L M2 N o0

Se todo A-mdédulo é projetivo segue que existe ¢’ : N — M tal que g o ¢’ = idy logo a
sequéncia acima cinde. Agora suponhamos que toda sequéncia exata curta de A-mddulos

cinde. Seja M um A-modulo e consideremos o seguinte diagrama:

f

assim temos a seguinte sequéncia exata:
O—>Ker(f)—i>Ai>B—>0

que por hipétese cinde. Logo existe ¢’ : B — A tal que f o ¢’ = idg. Definimos entao
g=¢ og. Assim, temos que fog= fog' og=idgog=g,logog: M — A completa o
diagrama acima e o faz comutativo, portanto M é projetivo.

(iii) < (ii) Similar ao caso anterior.

(ii) < (iv) Sejam M um A-médulo e N um submédulo de M. Temos a seguinte sequéncia

exata
0—+N-M-"5(M/N)—=0

onde i denota a inclusdo e m a projegdo usuais. Se a sequéncia cinde, N = Im(i) é

somando direto de M e entao M é semissimples. Agora, seja
0+ K- M2 N0

uma sequéncia exata de A-modulos. Assim, K, M e N sao semissimples. Temos entao que

Im(f) = K é submédulo de M e M é semissimples, portanto Im(f) é somando direto de
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M, e sendo assim, a sequéncia cinde.

(iv) = (v) Tautologia.

(v) = (iv) Seja M um A-médulo. Notemos que se n € M, (n) = An é um submdédulo
semissimples de M pois An = A/I (A visto como A-médulo), logo An = > M, onde os

ily,
M;’s sao submédulos simples. Como M = ) Am para algum conjunto de geradores M,
meM
temos que M = > M; onde I = J,,c57 Im- Portanto, M é soma de submddulos simples,
i€l
ou seja, M é semissimples. O

Exemplo 1.2.5. Sejam k um corpo, V um k-espago vetorial e W C V um subespaco.
Assim, V/W é um espago vetorial e portanto é um k-médulo livre, donde pelo Exemplo
1.1.12 e usando que idyw : V/W — V/W é um homomorfismo temos que existe um

homomorfismo h : V/W — V tal que m o h = idy,w, ou seja, a seguinte sequéncia exata
0 W -5V I (V/W) =0

cinde, logo W é um somando direto de V' e portanto V' é um k-modulo semissimples.

Exemplo 1.2.6. 7Z nao é Z-mddulo semissimples. De fato, se N é um submddulo nao-
nulo e distinto de Z, entao existe n € Z diferente de zero e de 1 tal que N = Zn. Se N
fosse um somando direto de Z existiria m € Z — {0} tal que Z = Zn & Zm o que é um

absurdo pois mn # 0, visto que m,n # 0 e mn € (Zn N Zm,).

O proximo exemplo é um dos mais importantes da teoria de anéis semissimples pois,
como veremos na observacao que o sucede, ele da uma caracterizagao para os anéis semis-

simples.

Exemplo 1.2.7. Seja D uma anel de divisao, isto é, um anel tal que todo elemento
nao-nulo possui um inverso, e seja A = M,,(D) o anel das matrizes de ordem (n X n) com
entradas em D. Vejamos que A é semissimples. Para isso, consideremos o A-mdédulo A
e vamos mostrar que A se escreve como soma direta de A-submoddulos simples. De fato,

se Ep denota a matriz (n x n) que possui o elemento 1p na linha h, coluna k e zero nas
n

demais entradas, temos que A = > AFE;. Vejamos que AFEy, é um A-mddulo simples
para k =1,---,n. Notemos que Aé’:}c ¢ exatamente o conjunto das matrizes que possuem
todas as entradas nulas exceto as da coluna k, suponhamos que / é um submédulo de
AEy: que possui alguma entrada nao-nula, logo existe um b # 0, digamos na linha g e
coluna k. Escrevendo I = (a;;)nxn temos que (b; ;)nxnd = (bi;)nxn(@i;)nxn = Exg, onde
(b j)nxn € a matriz que possui o elemento b~! na linha k coluna g e zero nas demais. Logo
Ey. pertence a I, pois I é submédulo, e como gera AEy;, temos que I = AFE); e portanto

AFy;. é simples para todo k= 1,---,n, o que conclui a justificativa.

17



Observagao 1.2.8. Seja A um anel semissimples a esquerda. Entao,
A= M, (Dq) X My,,(Ds) X ... x M, (D,)

para adequados anéis de divisao D1, D, ..., D, e inteiros positivos ni, na, ..., n,.. O nimero
r estd unicamente determinado, como os pares (Di,ny), (D2, n2), ..., (D, n,), a menos de

permutacoes. Além disso, existem exatamente r modulos simples a esquerda nao-isomorfos

sobre A.

Este resultado é conhecido como Teorema de Wedderburn-Artin, e a sua demons-
tragao pode ser vista na pagina 33 da referéncia [10]. Devido a este teorema, todo anel
semissimples a esquerda é semissimples a direita e vice-versa. De agora em diante anéis

semissimples a esquerda serao tratados simplesmente como anéis semissimples.

1.3 Produto Tensorial

Aqui apresentaremos a definicao de produto tensorial entre dois A-mddulos e algu-
mas propriedades essenciais para o que segue. Todo contetido apresentado nesta secao
encontra-se basicamente em [16] e [9]. Lembramos que, se M é um A-mddulo a direita, N
¢ um A-médulo a esquerda e G é um grupo (aditivo) abeliano, uma fungao f : M XN — G

é chamada biaditiva (ou A-biaditiva) se, para todo m,m’ € M, n,n' € N e a € A temos:
(1) f(m+m/,n) = f(m,n)+ f(m' n);
(i) f(m,n+n')= f(m,n)+ f(m,n);

(iii) f(am,n) = f(m,an).

No caso de G ser um A-mddulo a esquerda, a fungao f é chamada bilinear (ou A-bilinear)

se f é biaditiva e valer

(iii’) f(am,n) = f(m,an) = af(m,n).

Definicao 1.3.1. Um produto tensorial de um A-maodulo a direita M por um A-mddulo
a esquerda N € um grupo abeliano que denotamos por M@ 4N e uma funcao A-biaditiva ©
que satisfazem a sequinte propriedade universal: dados um grupo abeliano G e uma funcdo
A-biaditiva f : M x N — G arbitrdrios existe um unico homomorfismo (de Z-mddulos)
' M®y N — G tal que o diagrama

M x N L M®as N
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¢ comutativo, ou seja, fom = f.

Vejamos que dados dois A-mdédulos o produto tensorial entre eles sempre existe e é

tinico (a menos de isomorfismos).

Teorema 1.3.2. O produto tensorial de um A-mddulo a direita M por um A-mddulo a

esquerda N eziste.

Demonstragao. Seja F' = F(M x N) um grupo (aditivo) abeliano livre com base M x N,
isto é, F' é o grupo cujos elementos sdo Z-combinagoes lineares de pares ordenados (m, n)
comm € M en € N. Seja S o subgrupo de F(M x N) gerado por todos os elementos de

uma das trés formas a seguir:
(i) (m+m/,n) — (m,n) — (m',n) com m,m' € M en € N,
(ii) (m,n+n") — (m,n) — (m,n’) com m € M e n,n’ € N;

(iii) (ma,n) — (m,an) comm € M, n € N e a € A.

Temos que F'/S é um grupo (aditivo) abeliano e portanto um Z-mdédulo com a adi¢ao
definida por [(m,n) + S|+ [(m/,n') +5)] = [(m,n) + (m’,n')] + S e multiplicagdo por
escalar definida por A[(m,n) + S] = (A(m,n)) + S com A € Z. Denotemos o grupo
quociente % por M @4 N e a classe (m,n) + .S por m ®n. Seja a funcao h: M x N —
M ®4 N com h(m,n) = m ® n. Verifica-se facilmente que h é A-biaditiva. Sejam
G um grupo (aditivo) abeliano e f : M x N — G uma fungdo A-biaditiva. Como
F ¢é livre sobre M x N, existe um tnico homomorfismo (de Z-médulos) ¢ : F —
G com ¢(m,n) = f(m,n) para todo (m,n) € M x N. Como f é A-biaditiva, entao
S C Ker(y). Logo ¢ induz um homomorfismo (de Z-médulos) [/ : M @4 N — G
com f': Y (m; ® ny) — o> (mi,n;)). De fato, sejam Y (m; ® n;) = > (¢; @ dj).
Entao o(3_(mi, ni) — 32(cj, dj)) = 0 = @(32(mi, ni)) — ¢(32(cj, dj)) = 0. Segue-se que
FOo(mion)) = e(d (mi,n)) = o> (¢, d;j)) = f (O (c;®@d;)). Isto mostra que f esta
bem definida. Mostra-se facilmente que [’ é um homomorfismo de Z-mddulos. Ainda
foh(m,n) = f'(m®n)=¢(m,n)= f(m,n). Logo, f'oh=f.

Suponhamos agora que exista ¢ : M® 4 N — G homomorfismo de Z-médulos, tal que
g oh = f. Sejad (m;®n;) € M@, N. Temos que ¢’ oh(m;,n;) = f oh(m;,n;). Segue-se
que g'(m; @ n;) = f'(m; @ n;) = > g'(m; @ ny) = f'(mi @ ny) = ¢' (O (my @) =
f'O-(m; ® ny)). Isto mostra que ¢’ = f'. O

Observacao 1.3.3. Da demonstragao do teorema anterior segue-se que:
(i) (a1 +a2) ®b= (a1 ®b) + (as ®b) para todo ay,ay € M eb e N;

(ii) a® (by +b2) = (a®by) + (a ® by) para todo a € M e by, by € N;
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(iii) ar ® b=a®rb para todo a € M, be N er € A;

(iv) (0,0) = —[(0+0,b) — (0,0) — (0,0)] € S ¢ (a,0) = —[(a,0+0) — (a,0) — (a,0)] € S.
Entdo, O®b:a®O:OM®AN;

(V) Opgn = —(a®b)+a®b. Por outro lado, (—a)@b+a®@b=(—a+a)@b=00b=
Ome v Da unicidade do oposto, seque-se que —(a ® b) = (—a) @ b. Logo, um
elemento arbitrdario de M @4 N € da forma  (a; ® b;), onde somente um nimero

finito dos somandos sao nao-nulos.

Teorema 1.3.4. Dois produtos tensoriais quaisquer de um A-modulo a direita M por um

A-mddulo a esquerda N sdo isomorfos (como Z-mdédulos).

Demonstra¢ao. Suponhamos que exista um segundo grupo (aditivo) abeliano X e uma
funcao A-biaditiva k : M x N — X que também satisfazem a propriedade universal

descrita na Definicao 1.3.1. Temos:

h

M x N - M4 N

\ //
X

onde k' e h' sdo homomorfismos (de Z-médulos), tais que k' o h =k e b’ o k = h. Temos

ainda o diagrama:

- M®a N

h
M x N
\ %N

M®as N

Logo, idyg,noh=h=h ok ="ho(k'oh)= (W ok’)oh. Pela unicidade, segue-se que
h' ok’ =idpyg,n. Analogamente, idy ok =k =k oh =k o(h ok)= (k' oh’)ok. Pela
unicidade, segue-se que k' o h' = idx. Portanto M @4 N = X. ]

Observacao 1.3.5. (i) Sejam f : M — M’ um homomorfismo de A-mdédulos a direita
e g : N — N um homomorfismo de A-médulos a esquerda. Entao existe um tinico
homomorfismo (de Z-médulos) h : M @4 N — M' @4 N’ com h(a ® b) = f(a) ® g(b);
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(ii) Sejam f: M — M’ e f': M'" — M" homomorfismos de A-médulos a direita. Sejam
g: N —= Neg :N — N’ homomorfismos de R-médulos a esquerda. Entao

(ffof)@(gog)=(f'®gd)o(f®@g)

De fato, (i) A fungdo M x N — M’ ®4 N’ definida por (a,b) — f(a) ® g(b) é uma
fungao A-biaditiva. Basta usar agora a propriedade universal descrita na Defini¢ao 1.3.1.
(ii) Temos que f"of : M — M" e g og : N — N” sdo homomorfismos de
A-moédulos a direita e a esquerda respectivamente. Pelo teorema anterior existe um

tinico homomorfismo de Z-médulos (f' o f) @ (¢ og) : M @4 N — M" @4 N” com
(ffof)®@(dog)a®b)=(f"o f)(a)® (¢ og)(b). Temos também que:

(ff'@g)eo(feg)la®d)=(f®g)(f(a)®gb) = (f o f)la)® (g"°g)b)

Decorre da unicidade que

(ffof)@(gog)=(f®@g)o(f®g)

A aplicaggo h : M @4 N — M' ®4 N’ (homomorfismo de Z-médulos) com a ® b +—
f(a) ® g(b) é denotada por f ® g.

Definigao 1.3.6. Sejam A e B anéis. Um grupo (aditivo) abeliano M é um (A, B)-
bimddulo, denotado por 4Mp, se M € um A-mddulo a esquerda e um B-mddulo a direita,

onde a(mb) = (am)b para todo a € A, me M eb e B.

Observacao 1.3.7. Se M é um A-mdédulo a direita e N é um (A, B)-bimédulo, entao
M ®4 N é um B-médulo a direita, onde [Y (a; ® b;)].s = > (a; ® (b;s)), s € B. Analoga-
mente, se M é um (B, A)-bimédulo e N é um A-médulo & esquerda, entdao M @4 N é um
B-médulo a esquerda, onde s.[> (a; ® b;)] = > ((sa;) ® b;), s € B.

Vejamos agora um teorema que garante a comutatividade e a associatividade do pro-

duto tensorial.

Teorema 1.3.8. (t) Se A € anel comutativo e M é um A-mddulo a direita e N um A-
mddulo a esquerda, entao existe um A-isomorfismo (de A-mddulos) T : M&4N — N M
com a® b+ b® a. Chamaremos o isomorfismo 7 acima de Twast;

(ii) Se A € anel comutativo e M é um A-mddulo a direita, N um A-mddulo a esquerda e
a direita e P um A-mddulo a esquerda, entdo existe um A-isomorfismo (de A-mddulos)
v M4 (NRsuP) > (MRIAN)RsaP coma® (b®c)— (a®b) ®c;

(iii) Sejam A é um anel com unidade e M um A-mddulo a esquerda. Entio AQ M = M.

Demonstragao. (i) Como A é anel comutativo, verifica-se que se M é A-médulo a direita,

entao M é A-médulo a esquerda com a.m = ma, onde m € M e a € A. Segue-se que
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dados a,b € Aem € M, temos:
a.(mb) = (mb)a = m(ba) = m(ab) = (ma)b = (a.m)b.

Logo M é um (A, A)-bimddulo. Verifica-se também que N é um A-médulo a direita com
n.a=an,onden € N ea € A, donde N é um (A, A)-bimédulo. Decorre que M ®4 N é
um A-médulo & esquerda e a direita simultaneamente. Temos também que dados a,b € A
vale:
a.[(3o(a; @b;)).b] = a.[3_(a; @ (bib))] = 2_((aas) @ (b:d)) = [3>_((aa:) © b;)].b = [a.(3_(a; ®
bi))].b.
Logo M ®4 N é (A, A)-bimédulo. Analogamente, concluimos que N ® 4 M é um (A, A)-
bimaédulo.

Verifica-se que a fungao t : M x N — N ®4 M definida por (a,b) — b ® a, onde
a € Mebe N, é A-biaditiva. Portanto, existe um tnico homomorfismo de Z-mddulos

T:M®a N — N®y M, tal que o seguinte diagrama comuta:

M x N Ll - M®s N
\ /
N®a M

Verifica-se também que a fungdo ¢ : N x M — M ®4 N definida por (b,a) — a ® b,
onde a € M e b € N, é A-biaditiva. Decorre que existe um unico homomorfismo de

Z-mé6dulos 0 : N @, M — M ®4 N, tal que o seguinte diagrama comuta:

Nx M ’ ., NoaM
\ /
M®a N

Portanto, tem-se que f o7 = idyg v € que T00 = idyg . Dal, M®4 N = N ®4 M, ou
seja, 7 € um isomorfismo de Z-modulos. Portanto temos que 7 é A-linear. Logo 7 é um
isomorfismo de A-mdédulos.

(ii) Similar a (i).

(iii) Basta definir ¢ : A x M — M por: ¢((a,m)) = am e verificar que ¢ é A-biaditiva.

Assim, existe um A-homomorfismo @ : A®4 M — M com @(a ® m) = am. Para ver que
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© é um isomorfismo basta observar que o Z-homomorfismo f : M — A ®4 M definido

por f(m) =1a®@m étal que po f =idy e fop =idag,m- O

No que segue U,V sao espagos vetoriais sobre um corpo k e Hom(U, V') denotard o
espago vetorial de todas as transformacoes lineares de U em V. Em particular, denota-
remos por V* a Hom(V,k) que é o espaco dos funcionais lineares de V. Se X e Y sao
k-espagos vetoriais e v : X — Y é uma transformagao linear, denotamos por v* : Y* — X*
a transposta de v definida por: v*(f) = f o v para toda f € Y.

Sejam f : U — U’ e g : V — V' transformacoes lineares. Assim, a transformacao
linear f@g:U®V — U' ® V' definida por: (f ® g)(u®@v) = f(u) ® g(v), nos fornece a

seguinte transformacao linear:
A: Hom(U,U") @ Hom(V,V') = Hom(V @ U,U" @ V") (1.1)

definida por A(f ® ¢)(v ® u) = f(u) ® g(v).
Lembremos também os seguintes isomorfismos:

Hom(@P Ui, V) = [ [ Hom(U:, V) (1.2)

el el

definido por f ~ (f o ¢;)ier onde g; : U; — @,.; U; é a inclusao natural.

Pu)ev=Pu V) (1.3)

el el
Hom(U, [ [ Vi) = [[ Hom(U, Vi) (1.4)
i€l i€l

definido por f + (p; o f)icr onde p; : [[,c; Vi = V; é a projecao natural.

Teorema 1.3.9. Nas notagoes acima, se pelo menos um dos pares (U, U"), (V,V') e
(U, V) consistir de dois espagos vetoriais de dimensdo finita, entdo a transformagao linear

A definida em (1.1) € um isomorfismo.

Demonstra¢ao. Assumimos que (U,U’) sao de dimensao finita. Assim, podemos escrever
U = @,c;(ku;), onde {u;}icr ¢ uma base finita de U. Usando os isomorfismos (1.2) e (1.3)
acima, A é uma transformacao de ([[,., Hom(ku;,U")) ® Hom(V, V') em [[,., Hom(V ®
ku;, U'®@V"). Como o conjunto de indices I ¢ finito, podemos trocar [ | por €. Aplicando

(1.3) novamente, nos resta provar que a transformacao
A Hom(ku;, U') @ Hom(V, V') = Hom(V @ ku;, U' @ V')

¢ um isomorfismo no caso em que U = ku,.
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Desde que ku; é unidimensional, isto equivale a verificar que a aplicagao
N:U @ Hom(V,V') = Hom(V,U' @ V') (1.5)

definida por XN'(v' ® f)(v) = v’ ® f(v) é um isomorfismo. De fato, por hipétese também
temos que U’ = P, ;(ku’;) onde {u/;}e; é uma base finita de U’. Usando os isomorfismos
(1.3) e (1.4) e o fato que podemos trocar o produto direto pela soma direta ja que J é

finito, obtemos:

U' ® Hom(V,V') = @ (ku; @ Hom(V, V"))

jeJ

I

Hom(V,U' @ V") Hom(V, P (ku; @ V"))
jeJ

Hom(V, ] [ (kuj @ V"))
jeJ

= H Hom(V, (kuj; @ V')).

jed

12

Isto nos permite quebrar A’ no produto direto das transformacoes:
N kvl @ Hom(V, V') — Hom(V kuj; @ V')

e neste caso, A fica definida por: N(u) ® f)(v) = v} ® f(v) o qual é um isomorfismo
pois, ku; = k; kul; @ V' = V' e ku; @ Hom(V,V') 2k ® Hom(V,V') = Hom(V,V') =
Hom(V,k® V') = Hom(V,ku; @ V').

Mostra-se de maneira similar usando um dos outros dois casos. O

Corolario 1.3.10. Se U ou V' for um k-espaco vetorial de dimensao finita, entao a
transformacao linear \ : U* @ V* — (V @ U)* definida em (1.1) é um isomorfismo.

Demonstracao. Basta tomar U’ = V'’ = k no teorema anterior para se ter
A Hom(U, k) @ Hom(V,k) 2 Hom(V @ Uk @ k) = Hom(V ® U, k)

pois k ® k = k. n

Vejamos mais um resultado para fechar esta secao. Este resultado serd usado no

capitulo 4.

Teorema 1.3.11. Sejam A e R anéis, M um A-mddulo a direita, N um (A, R)-bimddulo
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e P um R-mddulo a direita. Entao
~v:Homr(M @4 N, P) — Homa(M, Homg(N, P)),

dado por: y(h)(m)(n) = h(m ®n), para todo h € Homr(M @4 N,P), me€ M en € N €

um 1somorfismo de grupos abelianos.

Demonstra¢ao. Comecamos vendo que v é um Z-homomorfismo. Se m € M, n € N e
fig € Homr(M ®4 N, P), entao

1 +9)m)(n) = (f +9)(m@n) = f(m@n) +g(men) = (y(f) +7(9)(m)(n).

Ainda, v é injetor pois se f € Homg(M ®4 N, P) é tal que v(f)(m) = 0 para todo
m € M, ou seja, v(f)(m)(n) = 0 para todo n € N, entdo 0 = v(f)(m)(n) = f(m ®n),
para todom € M en € N, logo f = 0.

Finalmente, se F' € Homu(M, Homgr(N, P)), entdo ¢ : M x N — P definida por
e(m,n) = F(m)(n) é A-biaditiva portanto existird ¢’ tal que

M x N > M ®@a N

comuta, isto é, existe um Z-homomorfismo ¢’ : M ® 4 N — P com ¢'(m®mn) = p(m,n) =

F(m)(n) para todo m € M e n € N. Portanto, F' = y(¢’) e v é sobrejetor. O
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Capitulo 2

Teoremas de Maschke em Produtos

Cruzados

Agoes de grupos sobre anéis aparecem na literatura de forma bastante contundente
(ver por exemplo [4], [13] e [15]). A partir de uma ac¢do de um grupo sobre um anel
podemos construir uma nova estrutura conhecida na literatura como produto cruzado. Os
produtos cruzados em geral nao sao anéis por apresentarem problemas de associatividade.
Neste capitulo estaremos interessados em estudar condicoes suficientes para que o produto
cruzado seja um anel associativo semissimples, portanto iniciamos discutindo um pouco
sobre este tema.

No caso em que a agao ¢ global (ver [13] e [15]) apresentamos condi¢oes necessarias e
suficientes para que o produto seja associativo, ja no caso de uma agao parcial de um grupo
sobre um anel (ver [5] e [3]) a solugao apresentada serd nos moldes de [6], cuja solugao
dada foi a de estabelecer alguns axiomas iniciais na definicao de acao de modo a garantir a
associatividade deste produto cruzado. Finalizaremos este capitulo apresentando versoes

do Teorema de Maschke para estes produtos cruzados associativos.

2.1 Produto Cruzado Global

Dado um conjunto S nao-vazio e um grupo GG com elemento unidade 15 uma agao
(global) de G em S é uma funcao 5 : Gx S — S (usualmente denotada por (g, z) — g-x =
g(x)) tal que para todo x € S e g,h € G tem-se 1g-x =z e (gh)-x = g- (h-x). Dizemos
que G age sobre um anel A se G age sobre o conjunto A e, além disso 5 : G — Aut(A)
é um homomorfismo de grupos, isto é, B(gh) = 5(g)5(h), onde Aut(A) é o conjunto dos
automorfismos de A.

Comecamos com a definicao de produto cruzado global e, a partir deste definimos
como casos particulares o skew anel de grupo e a dlgebra de grupo torcida. Nesta secao

provaremos sob quais condigoes estes serao semissimples.



Defini¢ao 2.1.1 (Produto Cruzado Global). Seja A um anel com unidade, G um grupo
com unidade 1g e i uma agao global de G sobre A, isto €, existe um homomorfismo de
gruposi : G — Aut(A). Assumimos também dada, uma aplica¢io o : GXG — U(A) onde
U(A) € o grupo das unidades de A. O produto cruzado global de A por G, denotado
por Ax G, é um A-mddulo livre com base {g | g € G}. Portanto, um elemento de A x G

€ da forma: ) w49 tal que x4, € A e x4 # 0 apenas para um nidmero finito de elementos
geG
g € G. Definimos a soma em A x G pontualmente e a multiplica¢ao por

(ag).(bh) = ag(b)a(g, h)gh,
para todo v € A e g,h € G, na qual g(b) denota [i(g)](b).

Assumiremos que a(g,1lg) = a(lg,h) = 14 para todo g,h € G. Isto é equivalente
a dizer que, 1415 é a unidade de A x G. Em geral este produto nao é associativo, no

entanto, existem condigoes necessarias e suficientes para que isto ocorra.

Lema 2.1.2. A associatividade de A x G € equivalente as sequintes condigoes:

(i) gla(h, [))alg, hf) = alg, h)a(gh, f);

(i) [g o hl(a) = a(g, h)[ghl(a)a™ (g, ).
para todo g, h, f € G ea € A.
Demonstracao. Sejam a,b,c € A e g,h,f € G. Assim, A x G é associativo se, e so-
mente se, (ag.bh).cf = ag.(bh.cf). Por um lado, (ag.bh).cf = (ag(b)a(g, h)gh).cf =
ag(b)a(g, h)[gh|(c)al(gh, f)(gh)f. Por outro lado, ag.(bh.cf) = ag.(bh(c)a(h, f)hf) =

ag(bh(c)a(h, f))o(g, hf)g(hf) = ag(b)g(h(c))g(alh, f))o(g, hf)g(hf). Como G ¢é associ-
ativo, temos que A x G é associativo se, e somente se,

ag(b)ag, h)ghl(c)algh, [) = ag(b)g(h(c))g(a(h, f))alg, hf). (2.1)

Isso deve valer para todo a,b,c € A. Em particular, se a = b = ¢ = 1 temos que

Lg(Da(g, h)ghl(V)a(gh, ) = 1g(g(h(1))g(a(h, f))a(g, hf), entao alg, h)a(gh, f) =
gla(h, f))a(g,hf). Também deve valer para todo g,h, f € G, logo fazendo f = 1g e
a =b =1 temos: lg(1)a(g, h)[gh](c)a(gh,1c) = 1g(1)g(h(c))g(a(h,1c))alg, hle) <
a(g, h)[ghl(c) = g(h(c))g(a(h, 1c)) & alg, h)[ghl(c)a™" (g, h) = g(h(c)) = [g © h](c) para
todo ¢ € A. Portanto, se A x G é associativo valem (i) e (ii).

Reciprocamente se valem (i) e (ii), entao temos que

alg, W)ghl(c)a(gh. /) < (g0 h)(c)alg, halgh. f) 2 (g W)(Oglalh, falg. hf),
agora multiplicando ambos os lados por ag(b) obtemos (2.1). O
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De agora em diante, os produtos cruzados globais considerados serao associativos.

Vejamos agora alguns exemplos de agoes globais e produtos cruzados.

Exemplo 2.1.3. Sejam G um grupo e H um subgrupo de GG. Podemos definir uma agao
de H sobre G do seguinte modo: : H x G — G tal que (h,z) — h-x = hzh™!, para
todo h € H,z € GG. De fato,

1H X = 1HJJ(1H)71 = 1GtT(1Gf)71 =T

(hg) - = = (hg)x(hg)™" = h(gag™ )i = h(g-2)h ™ =h- (g ),
para todo g, h € H,x € GG. Portanto,  é uma acao global de H sobre G.

Exemplo 2.1.4. Sejam Z e GG um grupo ciclico de ordem 3 gerado por g. Consideremos
oanel A=7Z X Z X7 = Ze, ® Les ® Zes, onde e; = (1,0,0),e5 = (0,1,0),e3 = (0,0,1) e
seja B : G — Aut(A) dada por:

B = ida, By(e1) = ea, By(e2) = e3 e By(e3) = e1 estendendo-se linearmente. Por exemplo,
By2(x1€1 + Toeo + w3e3) = Pg2(x1€1) + Bg2(22e2) + B2(r3e3) = x1642(€1) + x2f,2(e2) +
x3B2(e3) = x184(By(e1)) + 2284(By(e2)) + x384(Bq4(e3)) = 13 + w261 + T3€2. E facil ver
que S é uma agao global de G sobre A.

Exemplo 2.1.5. Se tomarmos «(g,h) = 14 para todo g,h € G na Definigao 2.1.1,
as condicoes do Lema 2.1.2 serao satisfeitas e teremos um produto cruzado. Neste caso
particular, o produto cruzado é chamado de skew anel de grupo e denotado por A x G.
Sendo assim, o produto em A x G ¢é dado por: (ag) - (bh) = ag(b)gh para todo g,h € G e
a,b e A,

No caso em que a acdo também for trivial, isto é, i(g) = Law(a) = ida para todo g € G,
temos a algebra de grupo definida no Exemplo 1.1.9. Em particular, um exemplo de skew
anel de grupo nao-trivial é dado pelo Exemplo 2.1.4. Observe ainda que tal anel é nao

comutativo pois, por exemplo (e29)(e19) = e2g* mas, (e19)(e2g) = 0g°.

Exemplo 2.1.6. Se na Defini¢do 2.1.1 tomarmos A = k (onde k é um corpo) e i(g) =
1 4ut(x) Para todo g € G, temos um produto cruzado que é chamado de algebra de grupo
torcida e denotado por k(G). O produto em k*(G) é dado por: (zg)-(yh) = zya(g, h)gh
para todo g,h € G e z,y € k.

Agora, vejamos um lema de fundamental importancia nas demonstracoes de Teoremas
de Maschke. Tal lema é uma das caracterizagoes dos Teoremas de Maschke visto que esta

presente em todas as suas demonstragoes, salvo demonstracoes alternativas.

Lema 2.1.7. Seja V um A-mddulo a esquerda e W um A-submddulo de V. Temos que

W é um somando direto de V' se, e somente se, existe uma A-projecio m:V — W (isto
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é, ™ € um homomorfismo de A-mddulos a esquerda tal que w(w) = w, para todo w € W
e Im(m)=W).

Demonstragao. Se existe um A-submdédulo W/ de V tal que V.= W & W’ podemos
definir 7 : V. — W por: (w4 w') = w, no qual w € W e w' € W’. Claramente 7 é um
A-homomorfismo que satisfaz as condi¢oes exigidas para ser uma A-projecao.
Reciprocamente, se existe uma A-projecao 7 : V' — W, entao Ker(m) é o complemento
de W em V. Com efeito, se x € Ker(m) N W entao x = 7(v) para algum v € V. Assim,
0=mn(z)=n(n(v)) =7n(v) =z, logo Ker(m)NW = (0). Além disso, v = v—n(v)+7(v) €
Ker(m)+ W, para todo v € V, pois m(v — 7(v)) = w(v) — w(7w(v)) = 7(v) —7(v) =0. O

Com estas ferramentas, podemos enunciar a nossa primeira versao de uma série de teo-
remas que conhecemos por Teoremas de Maschke. Estes resultados nos indicam condigoes

suficientes para que um produto cruzado seja semissimples.

Teorema 2.1.8 (Teorema de Maschke para o Produto Cruzado). Seja A* G um produto
cruzado associativo, no qual G é um grupo finito tal que |G|™' € A. Seja V- um A * G-
modulo a esquerda e W um A x G-submaodulo de V' que tem um complemento em V' como

A-mdodulo. Entao, W tem um complemento em V como A x G-mddulo.

Demonstracio. Seja V. =W @ W onde W' é um A-complemento para W. Assim, pelo
Lema 2.1.7, podemos considerar uma A-projecao 7 : V' — W. Definamos A : V. — W por
Aw) =167 X a7 g™ g)g ™ m(gv).

e
Afirmagao: A é um A x G-homomorfismo de médulos. De fato, sejam a € A, h € G e
v € V. Desde que A\(u +v) = A(u) + A(v), para todo u,v € V e (alg)(14h) = ah, basta
verificarmos que A(av) = aA(v) e A(hv) = hA(v), para todo a € A e para todo h € G.
Mas,

Mav) = |G alg™ 9) g w(g(av))

e
= IGI‘l;a(g‘l,g)‘lg‘lﬂ(g(a)gv)

= IGI‘I2@(9‘1,9)‘19‘19(@#(91})

= |6 QEZG alg™,9) g (gla)alg ™, 1a)g ™ m(gv)
= \GI11204(91,9)1@(%(91,1@)9177(9@)

= IGI‘lgga(g‘l,g)‘lag‘lﬂ(gv)

= IGI‘l2@@(9‘1,9)‘19‘17?(91))
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= a\(v).
Logo A(av) = aA(v), para todo a € A. Também temos:

AMhw) = |G alg™,9) g n(g.(hv))

geG

= |G alg™9) g m((gh).v)

geG

= GI™D alg™.g) g m(alg, h)gh.v)

geG

= |G alg™. 9) " g alg, h)m(gh.v)

geG

= |G alg ™ 9) g alg, h)alg ™ 16)g  w(ghv)

geG

= G alg 9) g (alg, h)g T (ghv)

geG

= G alg™h9)talg™ g)alg, gh) g w (ghuy)

geG

= |G algt.gh) g m(ghv)
geG

= G Ja(hl™ ) h T w (L)
leG

= |GI™ hh M a(hl™ D) ah, )T (L)
leG

= |GI7'RY o )T (1)
leG

= hGITY algtg) g m(gw)
geG

= hA(v),

ou seja, A(hv) = hA(v), para todo h € G. Assim, A é um A x G-homomorfismo. Resta
verificar que A(w) = w para todo w € W. Com efeito, se w € W, entao gw = 19w € W.

Assim,

Mw) = |G alg™ 9) g w(gw)

geG

= G alg9) g (gw)

geG

= G a9 g 9w

geG

= G alg™ 9 Halg™ 9)le)w

geG
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= GIT'(Q_ 1w

geG

= |GI7(G)w

= 1Aw:w.

Portanto, A é uma A x G-projecao, logo pelo Lema 2.1.7, segue o resultado. O

Corolario 2.1.9. (i) Se A é um anel semissimples e G um grupo finito que atua global-
mente sobre A tal que |G|™' € A, entdo o skew anel de grupo A x G do Exemplo 2.1.5 é
semissimples.

(i1) Sek é um corpo e G um grupo finito com |G|~! € k, entdo a dlgebra de grupo torcida

k'(G) é semissimples.

Demonstracao. Basta ver que todo skew anel de grupo e toda algebra de grupo torcida é
um produto cruzado (Exemplos 2.1.5 ¢ 2.1.6). No item (ii) usamos ainda o fato de que

todo corpo é semissimples. O]

Vejamos um exemplo onde se aplica este teorema. Para isso, relembremos o conceito
de caracteristica de um corpo k. Dizemos que a caracteristica de um corpo k é zero se a
relagdo ax = 0, com a € Z e 0 # x € k, implicar que a = 0. Se para algum 0 # = € k
existir algum inteiro nao-nulo a tal que ax = 0, entao chama-se caracteristica de k ao
menor inteiro positivo p tal que para algum = # 0 em k, se verifica pr = 0. Denotaremos

por char(k) a caracteristica do corpo k.

Exemplo 2.1.10. Seja G é um grupo finito e k um corpo. A élgebra de grupo kG
é semissimples se, e somente se, a ordem (denotada por |G|) do grupo G nao dividir a
caracteristica (denotada por p) do corpo k.

Observemos que |G| nao dividir p significa que |G|~ € k. De fato, se |G| divide p entao
p = |G|k para algum 0 # k € Z, logo 0 = pr = (|G|k)x para algum 0 # z € k =
0 = k|G|1x = 0 = |G|1y, ou seja, |G|™' € k. Segue do item (ii) do coroldrio acima que
kG é semissimples.

Reciprocamente, suponhamos por absurdo que |G| divide p. Consideremos a seguinte
fungao ¢ : kG — k definida por: ¢(kg) = k, para todo k € k e g € G e estendida por
linearidade. Como {1xg : g € G} é uma base de kG, ¢ estd bem definida e claramente é
um homomorfismo. Observamos que ¢(g) = 1 para todo g € G. Agora, como Ker(p) é
um ideal de kG existe J ideal de kG tal que kG = Ker(yp)®J. Observemos que, se g € G,
entdo ¢(g — lxlg) = v(g9) — p(lklg) = 1x — 1y = 0, logo (g — 1xlg) € Ker(yp), assim se
x € J temos que (g — lxlg)z € (Ker(p)NJ) = (0), logo gx = (g — lklg)x + Ixlgz , ou
seja , gr = lxlgx = x, paratodoxz € J e g € G.

Temos que J C L = {x € kG : gr = x,Vg € G}. Vejamos que L = (v), no qual
v=>Yg.

geG
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Com efeito, seja h € G, hv = h(>, g) = >, hg = >, k = v, entdo v € L. Reciproca-
geq 9eG keG
mente, seja © = >, A\yh € L, entdo

heG
D Mh=g> Mh=)_ Ngh

heG@ heG heG@

para certos X, € k. Fazendo gh =1 < h =g 'l temos Y X )l = Y Nl = 3 (N 1, —
I€G I€G leq
X))l = 0 e como G é uma base de kG temos que Xg_ll =\, VI € G. Em particular, fazendo

[ = 14 obtemos )\;_1 = A1, portanto A\, = Ay, para todo g € G. Logo, © = A\, v € (v).
Agora p(v) = p(>_ g) = > w(g) = > 1x = |G|l = 0, pois |G| divide p, ou seja,
geG geG geG
(v) C Ker(p). Assim sendo J C Ker(p) e portanto J = (0). Logo kG = Ker(y) o que é
um absurdo ja que 1xlg € kG e p(1xlg) = 1k # 0.

2.2 Produto Cruzado Parcial

Uma acao parcial torcida é uma generalizacao de um tipo de agao parcial com envol-
vente, cuja definigdo e mais detalhes podemos encontrar em [4] e [3]. A partir desta acao
podemos construir um produto cruzado, o qual recebe o adjetivo parcial. Nosso objetivo

nesta secao é apresentar uma versao do Teorema de Maschke para este produto.

Definigao 2.2.1 (Agao Parcial Torcida). Uma ac¢ao parcial torcida de um grupo G
sobre uma dlgebra A ¢ uma tripla o = ({14} gec, {0 }gea, {Won}g.n)caxa) onde para cada
g € G, I, é um ideal de A, oy : Iy — I, € um isomorfismo de dlgebras e para cada
(9.h) € G X G, wyy € um elemento invertivel no conjunto dos multiplicadores de 1,1,

satisfazendo as sequintes condi¢oes, para todo g, h,t € G:
(i) [ = A e oy =ida;
(ii) 1} =1, e I 1y = In1,;
(113) og(Inly-1) = Iglgn;
(tv) oy 0 () = wgﬂhozgh(x)w;}lb, para todo x € I, 1igpy—1;
(v) wg1 = wiy = Idp,;
(Vi) og(xwp )Wy p = og(T)We pWene, para todo x € Iy—1 1yl
Se na defini¢ao acima I, = A para todo g € G, entao « ¢ dita uma acao global torcida.

Exemplo 2.2.2. Seja = (B, {8y }geq, {Ugn}(g,necaxa) tma agao global torcida de um
grupo G sobre um anel B (nao necessariamente com unidade). Podemos restringir 5 a
um ideal bilateral A de B tal que A tem unidade 1,4, tomando [, = ANG,(A) = A-5,(A)

€ Qg = thgfl'
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De fato, notemos que se v € I, = A

N B,(A), entao existe a € A tal que z = §,(a),

logo 148,(14) = Bg(a)laBy(1a) = 1afBy(als) = 148,(a) = 1a2 = x. Analogamente,

14f84(14)z = x donde conclui-se que cad
Desde que A é um ideal bilateral de B
I, = AN B,(A) = Blan BB,(1a)
central em B pois, 12 = 151, = 145,(1
1Aﬂg(1A) = 1,.

blg = blafy(1a) = 1abBy(1a) = 1aB,(5;

— BlafB,(14) = Bl,.

a I, tem unidade 1, dada por 1, = 148,(14).
com unidade 1,4, tem-se que A = Bl, assim,

Temos que 1, é idempotente

A1afy(1a) = 1584(14)By(14) = 1afe(1a14)

Desde que 14b = bl 4 para todo b € B, temos para todo g € G que

H(6))Bg(1a) = 148, (14) By (85 (b)) = b

9

para todo b € B portanto 1, é central em B. Com isto segue-se que (i), (ii) e (iii) s@o

imediatas.

Além disso, se definirmos wy p, = 1y n14585(14)B,n(14)
;,11. De fato,

(iv) (ag 0 an)(a) = wy negn(a)w

= ugplyly, temos:

u}g,hagh(a)(«d;flL = [ugn1aBy(14)Bon(14)]Bgn (@) ug.n1 4By (14) Byn(14)]
= ugﬁlgﬁgh(a) [Ug hlg/th(]‘A)]
= ugplyfgn(a)|Bgn(l )] Lg[uy, h]
= 'U/g7h1gﬁgh(a)/ﬁgh( ) llz
= ug,hﬂgh( )ug
— 6g(ﬁh(a’))
— (ag o ah)(a).

Para (v) temos:
Wg,1 = Ug,llAﬁg(lA)Bg(lA) = idlg 1Aﬁg(1A>1Aﬁg(1A) = idla 19 - idlg
e
wig = Urglafi(1a)By(1a) = idr,14B4(1a) = idy, 1, = idy,

Agora vejamos (vi), isto é, ag(awp, i )wg ne

ag(awp ¢ )wg ne

(
(
Bo(
(

Bg(aup,140(1

Bg(aup 1,

= ay(a)wg pWyn.i-

A)Bri(La)) g nelaBg(14)Bgne(1a)

1ht)ug,ht1glght

AUt )Ug bt

By a)ugﬁughﬁ
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por outro lado,

O‘Q(a)wg,hwghi = Bg(a)“g,hlAﬁg(lA)ﬁgh(lA)“ghilAﬂgh(1A)tht(1A)
= Byla)ugnlylgntignilonlgne

= Byla)ugnugn-

Logo vale (vi).

Mais exemplos de agdes parciais torcidas o leitor interessado pode ver em [3].

Definigao 2.2.3 (Produto Cruzado Parcial). Dada uma ag¢do parcial torcida o de um
grupo G sobre uma dlgebra A, o produto cruzado parcial A x, G correspondente para
a € uma soma direta de A-mddulos ©1,0, onde g € G e 0s d,’s sao simbolos. A adicao é

definida pontualmente e a multiplicagcao € dada por:

(agdy)(bron) = ag(a;I (ag)bn)wg ndgh.-

O proéximo lema decorre diretamente da definicao de agao parcial torcida e serd uti-
lizado na demonstracao do Teorema de Maschke para o produto cruzado parcial. Na

notagao da Definicao 2.2.3 temos:

Lema 2.2.4. (i) ay(1,-115) = 1414,
(i1) ay-1(wyp) = wy-1 4151 1hwg’_1179h.
Demonstragao. (i) Primeiro vejamos que 1414, é a unidade de I,1g,. De fato, se x € I 1,
2(1glgn) = (14)(1gn) = 2(Lgn) = = € (Lolgn)z = (14)(Lgnz) = (1g)z = =
Agora vejamos que ay(14-115)y = yoy(ly-114) =y, Yy € Iyly,. De fato, se y € I,y =
ay(I,-11)), entdo existe € 1,11}, tal que ay(z) =y, de onde
yog(lg-11p) = ag(x)ag(lg-11n) = ag(2(lg-11n)) = ag((zlg-1)1n) = ay(aln) = ag(z) = y.
Analogamente o, (1,-115)y = y. Assim temos o resultado.

(ii) Observemos que ay-1(wgn) = og-1(1glgnwgy), assim do item (vi) da definicao
acima segue que: ay-1(1glgpwyp)wy-1 gn = ag-1(1glgn)wy 1. Entao,
ag-1(wgn) = 04971(1glgh)w971,gwg_}179h. Pelo item (iii) da definigao e pelo item (i) lema
tem-se:

ag1(Lglgn) = ag-1(ag(lg11p)) = we1 g lg1lpw

portanto

_ 1 1 ~1
ag-1(wg,n) = wg*1,919*11hwgfl,gwy*1,gwg*1,gh = Wy—1,91g-1 1hwg*1,gh'

]

Seja a uma acao parcial torcida de um grupo finito G sobre um anel A com unidade

14, entdao o elemento kK = > 1, € A é um elemento invariante sob a agao «, isto é,
geG
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ap(klp-1) = k1, para todo h € G. De fato, pelo Lema 2.2.4 item (i) temos

/ilh 1 ZOéh 1 1h = Z 1h1hg = (Z 1g)1h = /ilh.

geG geG geG

Nos préximos resultados desta segao x denotard o elemento . 1,.
geG

Teorema 2.2.5 (Teorema de Maschke para o Produto Cruzado Parcial). Sejam o uma
acao parcial torcida de um grupo finito G' sobre uma dlgebra A, V um A x, G-mddulo a
esquerda, U um Ax,G-submdodulo de V. Se k € invertivel em A e U € um somando direto
de V' como A-mddulo a esquerda, entao U é um somando direto de V' como Ax,G-mddulo

a esquerda.

Demonstracao. Basta considerar uma A-projecao 7 : V' — U (ver Lema 2.1.7) e definir
Y :V — U por
Y(v) =k 30w 110,17 (14000), Yo € V.
gea
Note que ¢ (u) = u, para todo u € U.
Afirmagao: ¥ ¢ um homomorfismo de A *, G-mddulos a esquerda.
Sejam v € V| h € G fixo, a € A. Entao,

Kb (1nbn - v) = > w 'y Tg181m[1g8, - (1n6h - v)]

geG

= ZW 17T[ag(ag (Lg)1n)wgndgn - v]
geG

= Zw_l Sg-17og(1g-11p)wg ndgn - V]
geG

= Z wg*_117glg_159_1ag(1g_1 1h)wg,h517r[1gh5gh . U]
geG

= Z Qg1 (049__11 (w;_117g1g_1)ag(1g_1 1p)wg p)wg—1105-117[Lgpdgn - V]
geG

= > aga(o, (w1 ag-1 (ag(Tg-114))ag-1 (W) 617 [1gndgn - ]
geG

= Z(Wg_,Il’glgfl)(u}gfl’glgfl 1hwg_,117g)ozgfl(wg,h)égfmr[lghégh -]
geG

= Z - 1hwg’_1179ag_1 (wWg,n)0g-17[1grdgn - V]
geG

— § -1 -1
= 1g—1 1hwg_1jgwg_17glg_1 1hwg_17gh59—17r[1gh(59h . U]
geG

= Z 14— 1hw;}179h59—17r[1gh5gh -v).

geG
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Por outro lado,

RIndn(v) = > (1) (W, 1g-16,-1)7 (1404 - v)

geG

= Z ah(agl(1h)w;_117glg_1)wh’g_15hg_17r(1g59 ‘)
geG

= Z ah(lh_1w;}17g1g_1)wh7g_1(5hg_17r(1g(5g . ’U)
geG

_ —1 —1
= g lhlhnghg,l?gwh’g,lwh’gq5;19717?(1959 - )
geG

= Z 1h1h971w;g1,1’g5hg717r(lgég - v).
geG

Agora, fazendo f~! = hg=! <= g = fh obtemos,

théh@b(v) = Z 1f71 1hw;}1’fh(5f—171'(1fh(5fh : ’U),
feG

donde conclui-se que ¥(1,0, - v) = 1,059 (v).

Para concluir a afirmacao, vejamos que v € linear em relagao a A.

rY(a-v) = Zw;fl’glg-159-1w(1g5g (a-v))

geG
= Zw;}17919_159_17r(196ga51 - )
geG
= Zwg_,l%glgqégfm(ag(a;l(1g)a)wg,159 - )
geG
= Zwg_,llyg]_gfl(597177'(069(]_971&)59 - )
geG
= > wh Tg8-105(1g-1a)dim (146, - v)
geG
= Z ag_1(ag__11 (wg__ﬂ’glgq)ag(lg_la))ég—m(lgég - )
geG
= D aga(o (w1 ag-(ag(ly-1a))dg-1m (10 - v)
geG
= Zwg_,ll’glgflwgq’gagflg(lgfla)w;l’gégfmr(1959 - )
geG
= Z i 19_1aw;}1,g59-17r(1959 - )
geG
= Z awg__11 L1051 (1400 - v).
geG
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Por outro lado, kay(v) = %:Gaw;,ll,glgqég_m(lgég - ).
g
Assim t(a - v) = a-¥(v). Portanto ¢ é uma A *, G-projecao. Finalmente, pelo Lema

2.1.7 segue-se o resultado. [

Corolario 2.2.6. Se A ¢ um dlgebra semissimples, o € uma ac¢ao parcial torcida de um

grupo finito G sobre A e k € invertivel em A, entdo A x, G € semissimples.

Demonstracao. Seja V um A %, G-médulo, entao V' é um A-médulo. Como A é anel
semissimples temos pelo Teorema (Defini¢ao) 1.2.4 que V' é um A-médulo semissimples.
Seja W um A %, G-submoédulo de V', como V' é semissimples como A-mddulo segue que
W tem um A-complemento. Logo estamos nas condigoes do teorema anterior, assim W
tem um A x, G-complemento o que significa que V' é um A %, G-moédulo semissimples.

Portanto A %, G é semissimples. O]
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Capitulo 3

Teoremas de Maschke em Algebras
de Hopf

Uma algebra de Hopf é um espaco vetorial que admite estrutura de algebra e coalgebra,
juntamente com uma compatibilidade entre estas estruturas e uma antipoda.

Neste capitulo, apresentamos trés versoes do Teorema de Maschke para estas algebras.
Para tanto, iniciaremos com algumas secoes que introduzirao toda linguagem necessaria
para enunciarmos e provarmos tais teoremas. Os resultados aqui contidos podem ser
encontrados na literatura. Mais precisamente ver [8], [2], [17] e [14]. Em todo o capitulo
usaremos a notacao k para denotar um corpo e a notacao k-estrutura, para dizer que

antes de tudo a estrutura é um k-espaco vetorial.

3.1 Algebras, Coalgebras e Notacao Sigma

Nesta secao apresentamos uma definicao alternativa para uma k-dlgebra associativa
com unidade dada em termos de diagramas e, a partir desta, “invertendo as flechas”
obtemos a definicao de codlgebra. Com isso, surgem novas estruturas que serao algebras
e coalgebras ao mesmo tempo. Daremos uma breve introdugao a notagao sigma, a qual é

muito util quando trabalhamos com codlgebras.

Definicao 3.1.1 (Algebra). Uma k-dlgebra (ou uma dlgebra sobre k) associativa com
unidade € uma tripla (A,m,u), onde A é um k-espaco vetorial, m : AR A — A e
ik — A sao funcoes k-lineares chamadas de multiplicacdo e unidade respectivamente,

tais que os sequintes diagramas comutam:
ARA@A__M®ida  AgA k@A pQidy AQA ida®p ARk
—_— -—

ida @ m m

ARA - A
m



No que segue, salvo mencao em contrario, toda algebra A sera sobre um corpo k e

associativa com unidade, ou seja, os dois diagramas acima sao comutativos.

Observagao 3.1.2. Temos para todo a € A (denotando m(a ® b) = ab):
(Da=1ka=9v1xy®a)=mo (p®ida)(lx ® a) = m(u(ly) ® a) = p(ly)a;
(2)a=aly=¢(a®1x) =mo (idsg @ p)(a® 1) = m(a ® pu(lk)) = ap(ly).
Logo, u(1g) = 1a.

Sejam A e B duas k-algebras. Dizemos que uma fungao f : A — B é um homomorfismo
de k-algebras quando f for k-linear e tivermos f(ab) = f(a)f(b) paratodo a,b € A e ainda,
f(14) = 1. Do mesmo modo que definimos uma k-dlgebra em termos de diagramas,
podemos redefinir um homomorfismo de k-algebras de modo equivalente em termos de

diagramas.

Definicdo 3.1.3 (Homomorfismo de Algebras). Sejam (A,ma,pa) e (B,mg,up) k-
dlgebras e f : A — B uma aplicacao. Dizemos que f é um homomorfismo de k-

dlgebras se f ¢ k-linear e os sequintes diagramas comutam.:

AR A ref » B®B A

Com a inversao das setas nos diagramas da definicao de k-algebras surge o conceito

de k-codlgebra.

Defini¢ao 3.1.4 (Coélgebra). Uma k-codlgebra (ou uma codlgebra sobre k) é uma
tripla (C,A,¢), onde C é um k-espaco vetorial, A : C — C®C ec : C — k sdo
funcoes k-lineares chamadas de comultiplicacao e counidade, respectivamente, tais que 0s

sequintes diagramas comutam:

A . .
c___ = ,cecC k®C £®Uc cgco _c®e,  cgk
A ido ® A o~
c®C C®C®C
A ®ide c

De agora em diante, C' denotard uma codlgebra (C, Ag,ec) sobre um corpo k que é
coassociativa (com comultiplicacio A¢) e counitdria (com counidade €¢), ou seja, que
os dois diagramas acima comutam. Um k-subespago vetorial D de C' é chamado uma
subcodlgebra se A(D) C D® D.
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A definicdo de um k-homomorfismo (ou simplesmente um homomorfismo) de k-

coalgebras decorre da inversao das setas na definicao de homomorfismo de k-algebras.

Definicao 3.1.5 (Homomorfismo de Codlgebras). Sejam (C,Ac,ec) e (D,Ap,ep) k-

codlgebras. Entdo, uma funcao k-linear f : C — D ¢é dita um homomorfismo de

e

Ac Ap el D

f
Ceo Y, Do D C/

Vejamos agora um pouco da notagao sigma que é usada para operacoes com k-

k-codlgebras se os sequintes diagramas comutam:

C / k

codlgebras. A notagao sigma é 1til na simplificagdo de varios cédlculos que envolvem
k-codlgebras.
Seja (C, A, ) uma k-codlgebra. Denotemos por Ay = A : C' — C ® C e em geral a
definicao se da por recorréncia, ou seja, A, : C — C ® ---® C é definido por
N

n+1 vezes

A= (A" oA,
comn > 2, onde [ =idce I°*=1®I°! para s > 1. Com esta notacao prova-se que,
Ay=(PRARI" T P)oA,_y,

para todo n > 2 e para todo p € {0,...,n — 1}.

Notemos que dados uma k-codlgebra (C, A, ¢) e ¢ € C, deviamos escrever
Ac) = Zcil ® Ci2, (3.1)

mas, usaremos a notagao y . c¢; ® ¢ para indicar qualquer somatério do tipo (3.1) que
represente a classe A(c) em C ® C. E mais geralmente, Y ¢; ® -+ ® ¢,41 para denotar
qualquer uma das representagoes possiveis para A,(c). Por exemplo, o diagrama da

coassociatividade nos diz que:

Arle) = (A®I)(AE)
= (A®I)(ch®02)
= ZA(CI) ® Co
= Z(Zch ® c1,) @ ¢y

= E c1; ® c1, ® Cy,
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é igual a:

Ax(c) = (I ®A)(A(c))
= 20 a®ce)
= 201®A(02)
= ZC1®(2021®C22>

= ch & Co; & Co,.

Portanto, Y ¢1, ®c1,®ca = Y ¢1®¢a, 2, que escrevemos simplesmente como Y | ¢1 Ry ®cs.

J& o diagrama da counidade pode ser traduzido na notagao sigma por

Z€(Cl>C2 =c= 2015(02), para todo ¢ € C.

Vejamos agora dois exemplos, um de édlgebra e outro de codlgebra que serao funda-

mentais para toda a teoria que segue.

Exemplo 3.1.6. Sejam (C,A¢,e¢), (D, Ap,ep) duas k-codlgebras coassociativas com
counidade. Entao, (C ® D, Acgp,ccep) ¢ uma k-codlgebra com:

A =Acgp = (ide ® T ®idp) o (Ac ® Ap);

€ =c¢ccep =90 (ec®ep),

na qual 7 : C® D — D ® C é o isomorfismo twist apresentado no Teorema 1.3.8 e

v k®k — k é o isomorfismo canonico: ky ® ky +—> k1ky para todo kq, ky € k.

Usando a notagao sigma temos: A(c®d) => ¢ ®d; ® ca ®dy e e(c®@d) = ec(c)ep(d).
Vejamos que A satisfaz o diagrama da coassociatividade, isto é, (A ® id)A(c® d) =
(id ® A)A(c ® d), para todo c® d € C ® D. Por um lado temos:

(AidAlc®d) = (A@id)(D> o ®d ®c; @ dy)
= chl®d11®012®d12®02®d2
= ch®d1®62®d2®03®d3'

Por outro lado temos:

(id@ A)A(c@d) = (idoA)(D e @di®cy @ dy)
= ch®d1®021®d21®022®d22
= ch®d1®02®d2®03®d3'

Logo C'® D é coassociativa. Vejamos agora que ¢ satisfaz o diagrama da counidade, isto
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é,cd=>Y (c®d))e(ca®dy) => ey ®dy)(ca ®dy), para todo c®d € C ® D.

2(01 ®dy)e(ca ®dy) = 2(01 ® di)(ec(c2)en(ds))

= 2(0150(02) ® diep(da))
= c®d

= Z e(c1 @ dy)(ca @ dy).

Portanto C' ® D é uma k-coalgebra coassociativa com counidade.

Exemplo 3.1.7. Sejam (B, mg, ug), (C,mc, uc) duas k-dlgebras associativas com uni-
dade. Entao, (B ® C,mpgc, lpgc) € uma k-algebra com:

m = mpge = (mp @ me)(idp @ T ®idc) e = upge = (L @ pe) o . Na qual, como
acima 7 é o isomorfismo twist e ¥ : k - k ® k é o isomorfismo canonico: k +— k ® 1 para
todo k € k. De fato,

m(m ® id)(b; ® 1 ® by ® ca ® by ® ¢3) = m(b1by ® 160 ® by ® ¢3) = (b1by)bs @ (c102)cs.
Por outro lado, m(id ® m)(by ® ¢1 ® by ® 3 @ by ® ¢3) = m(by ® ¢1 @ boby @ cac3) =
b1(bab3) @ cq(cacs).

Como B e C sao algebras associativas temos que B ® C' é associativa. O axioma da
unidade também é verificado de forma semelhante. Portanto B ® C' é uma k-algebra

associativa com unidade.

Agora, vamos construir os espagos duais de uma k-algebra e uma k-coalgebra. Se A é
uma k-algebra de dimensao finita (isto é, A é k-espago vetorial de dimensao finita), entao
o seu dual algébrico A* = {f : A — k| f é k-linear} é uma k-codlgebra. Se C' é uma
k-codlgebra de dimensao finita entao o seu dual algébrico C* = {f : C — k| f é k-linear}
¢ uma k-4lgebra.

Vale observar que aqui trataremos o caso de dimensao finita. Porém pode-se construir
o dual de uma coalgebra qualquer obtendo uma algebra. No caso que A é uma algebra
qualquer, podemos fazer uma restri¢ao no conjunto A* de modo a obtermos uma coalgebra

(ver por exemplo [2]).
Seja (C, A, ) uma k-codlgebra de dimensao finita. Definimos:
o M :(C*"®C*— (C* dada por: M = A*oXoT;
e 1:k — C* dada por: n =¢€* o ¢.

Nos quais, A* e " sao as respectivas transpostas de A e €, 7 vem do Teorema 1.3.8, A
vem do Corolario 1.3.10 e ¢ : k — k* que para cada k € k associa a transformacao linear
Py : k — k, definida por ¢ (I) = Kkl para todo [ € k. Notemos que, denotando M(f®g)

42



por f * g temos que f *x g € C* e que:

(fxg)(c) = AAT(f ®@9)))(c)
= A"(AMg® f))(c)
= Mg ® f)(A(0)
= Mg D a®an)

= Zf(01)9(62)~

Assim, a aplicacao M acima esta bem definida e C* é um k-espaco vetorial. Tal produto

recebe o nome de produto de convolugao. Claramente, M e n sao k-lineares, ¢ esta

bem definida e 7(k)(¢) = (=" 0 6)(K)(c) = =" (6)(e) = (B ©2)(e) = by (=(0)) = ke(e).
Logo n também estd bem definida.

Agora, observemos que para todo f,g,h € C* e c € C vale:

(f*g)xh)(e) = Z(f*g)(cl)h(@)
= > fle)glen,)h(ca)
= Y fle)g(ea)h(cs)
= > fle))glea)hles,)
= > flen)(gxh)(ca)
= (f*(g*h)(e).

Logo (fxg)*xh = f=(gxh), ouseja, C* é associativa.
Vejamos que 7(1) é a unidade da algebra C*.

(1) * () =D _n()(e)fled) =D eler)flea) = F(Q_ elen)ea) = f(e),

para todo ¢ € C' e f € C*. Analogamente tem-se (f *xn(1)) = f. Logo, (C*, M,n) é uma
k-élgebra.

Seja (A, m,n) uma k-dlgebra de dimensao finita, entdao (A*, A ¢) é uma k-codlgebra

na qual:
o AN: A*  A*® A* é definida por A=70Xlom
o c: A* = k é definida por € = ¢ o n*,

onde, m* e n* sdo as transpostas de m e 1, 7 vem do Teorema 1.3.8, A™! vem do Coroldrio
1.3.10 e ¢ : k* — k é dada por ¥(f) = f(1), para todo f € k*. Observemos que, se
A(f) = >2,0i ® hy com g;,h; € A*, entdo f(ab) = >, gi(a)h;(b), para todo a,b € A.
Se (g, h;); é outra familia finita de elementos de A* tal que f(ab) = }_. gi(a)h;(b),
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Va,b € A, entdo pela injetividade de (70 A) temos que >, g; ® hy = > . ¢; ® h. Em
conclusao podemos definir A(f) = >, g; ® h; para certos g;, h; € A* com a propriedade
de que f(ab) = >, gi(a)h;(b), para todo a,b € A.

Seja f € A* tal que A(f) = >, ¢ ® h; e suponhamos que A(g;) = Zj 9, ®gi; e
A(hi) = >2; by ; ® hil;. Entao,
(1) (A®ida)A(f) = Zw 95 @ Giy ® hi;
(2) (ida» @ A)A(f) = Z” gi @ hi; @b ;.
A igualdade das equacoes acima vem do fato de podermos estender o isomorfismo A a um
isomorfismo de (A* ® A* ® A*) em (A® A ® A)* e usar o fato de ser injetivo. Logo, A é
coassociativa.

Mostremos que ¢ definida anteriormente satisfaz o diagrama da counidade. De fato, seja
f e A* tal que A(f) =), 9; ® h;. Entao,

(D elghi)(a) = Z gi(Whi(a) = f(1a) = f(a);

(Z gie(hi))(a) = Z gi(hi(1)a) = Z gi(a)hi(1) = f(al) = f(a).

Portanto, (A*, A, ¢) é uma k-coélgebra.

Sejam A uma k-dlgebra e C' uma k-codlgebra. Denotando por Hom(C, A) = {f :
C — A f é k-linear}, mostraremos que Hom(C, A) com o produto de convolucao tem

estrutura de k-algebra.

Proposicao 3.1.8. Hom(C,A) €é uma k-dlgebra com multiplicacio mpom(c,a)
Hom(C,A)®@ Hom(C,A) = Hom(C, A), f®g — fx*g (produto de convolugdo) e unidade
MHom(C,A) * k — HOT)’L(C, A) ’ A A(H’ © 5)'

Demonstragao. Primeiro observe que se f,g € Hom(C, A), entdao f*g € Hom(C, A). De
modo anélogo ao feito para o dual de uma codlgebra temos que (f*g)xh = fx(g*xh) para
todo f,g,h € Hom(C, A), ou seja, Hom(C, A) é associativa. Temos que poe:C — A
é k-linear, onde poe(c) = p(e(c)ly) = e(c)u(ly) = e(c)la. Segue-se que para todo
f € Hom(C, A) valem:

(f*(noe))c) =3 fle)(moe)(ca) =3 fler)e(ex)la = f(Ro cre(ea)) = f(c) e

((moe)* f)lc) = YAmoe)(er)flea) =D e(cr)laf(c2) = F(Qeler)ez) = f(o).

Isto mostra que 1gom(c,a) = poe. Logo Hom(C,A) é uma k-algebra associativa com
unidade. O]

Da mesma forma que apresentamos o conceito de codlgebra a partir de uma defini¢ao
alternativa para algebras envolvendo diagramas de homomorfismos, procederemos agora
para introduzir a definicao de comddulos sobre coalgebras dualizando diagramas que de-

finem modulos sobre algebras.
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Defini¢ao 3.1.9. Seja (A, m, ) uma k-dlgebra. Um A-modulo & esquerda é um par
(X, a), onde X € um k-espaco vetorial e a« : A® X — X € uma transformacao linear tal

que os sequintes diagramas sao comutativos:

A®A®X idA®Ot A®X A®X

\
m® idx « N®idX
A9Xx__ X /
o k® X

Ou seja, a(idg @ a) = a(m®idyx) e a(p®idx) = ¢ onde p : k@ X — X € definida por,

(k ® x) — kx. Similarmente define-se A-mddulo a direita.

X

Naturalmente esta defini¢ao é equivalente a Definigao 1.1.1, desde que se tome a(a ®
xr) =a-x para todo a € A, x € X e vice-versa.
Agora, seja (C, A, ) uma k-codlgebra. Invertendo as flechas na defini¢ao acima obte-

1mos:

Definig¢ao 3.1.10. Um C-comddulo a direita é um par (M, p), onde M é um k-espago
vetorial e p : M — M ® C' € uma transformacao linear, tais que os sequintes diagramas

sao comutativos:

p M@k

M M®C
s M® w
p idy ® A
MRC — > MRCRC /
p®ide M-

Ou seja, (idy @ A)p = (pRide)p e (idy @e)p =1 onde p : M — M @k € definida por

m— (m ® 1). Similarmente define-se C-comddulo a esquerda.

Seja (M, p) um C-comédulo a direita. Um k-subespago vetorial N de M é chamado
um C-subcomédulo a direita se p(N) C N @ C.

Observagao 3.1.11. Seja (M, p) um C-comédulo a direita. Entao, pela notacao sigma
para comédulos, para todo elemento m € M denotamos p(m) = Y m) @ m) no qual
mey € M e m@y € C. Assim, os diagramas da definicaio podem ser escritos usando a
notacao sigma da seguinte forma:

2 e(may)me) = m;

> (m©)) ) @ (M) @ may = Y mey @ (may)1 ® (m))2 a qual, como no caso de
coalgebras, denotamos simplesmente por:

> M) ® may @ me) = (M) @ (M) ® may = >_m) @ (mu)1 ® (ma))a-
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Exemplo 3.1.12. Toda k-codlgebra C' é um C-comddulo a direita (esquerda) via A, ou

seja, (C,A) é um C-comddulo.

De modo similar as definigcoes de homomorfismo de algebras e de codlgebras, vamos

definir homomorfismos de mdédulos e de comddulos.

Defini¢ao 3.1.13. (i) Seja A uma k-dlgebra e (X,v), (Y,u) dois A-médulos a es-
querda. Uma transformacao linear f : X — Y € chamada um homomorfismo de

A-mddulos se o sequinte diagrama comuta:

A9 X ida @ f LARY
v n
X ¥ TY

(ii) Seja C uma k-codlgebra e (M, p), (N, ¢) dois C-comédulos a direita. Uma trans-
formacgao linear g : M — N é chamada um homomorfismo de C'-comodulos se

o sequinte diagrama comuta:

M@C g®ide N®C

Como ja era de se esperar, no contexto de C-comédulos também temos a questao da se-
missimplicidade das estruturas que aqui chama-se cossemissimplicidade. Para apresentar

este novo conceito, lembramos a definicao de comédulo projetivo e injetivo.

Definigao 3.1.14. (i) Um C-comdédulo a direita M é chamado injetivo se, para todo
homomorfismo injetivo 1 : X — 'Y de C-comdédulos a direita, e para todo homomorfismo
f: X — M de C-comddulos a direita, existe um homomorfismo de C'-comddulos a direita
f:Y - M tal que foi=f.

(ii) Um C-comddulo a direita N é chamado projetivo se, para todo homomorfismo so-
brejetor m: X — 'Y de C'-comddulos a direita, e para todo homomorfismo g : N — Y de
C-comddulos a direita, existe um homomorfismo de C-comddulos a direitaqg: N — X tal
que Tog =g.

A seguir apresentamos alguns resultados que nos auxiliarao na demonstragao de uma
versao do Teorema de Maschke para coalgebras. No entanto as demonstragoes de alguns
destes resultados serao omitidas pois fogem ao escopo deste trabalho, por envolver lin-
guagem de categorias, codlgebras associadas, etc. Para maiores detalhes ver por exemplo
os Capitulos 2 e 3 de [2]. Comegamos vendo a definicdo de C-comédulo livre e uma

caracterizagao para comoédulos injetivos.
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Proposicao 3.1.15 ([2], Proposition 2.4.8). Seja (M;)icr uma familia de C-comddulos a

direita injetivos. Entao, a soma direta @,.; M; é um C-comddulo a direita injetivo.

Definicao 3.1.16. Um C-comdédulo é chamado livre se é isomorfo a um comddulo da
forma X ®C', com X um espaco vetorial, o qual € um C-comddulo a direita via: idy @ A :

XC—=-XCx(C.

Exemplo 3.1.17 ([2], Corollary 2.4.5). Todo C-comdédulo livre é injetivo.

De fato, seja F' um H-comoddulo livre. Assim, F' = X ® C, com X um espago vetorial,
ou seja, F' = (P, cp kry) @ C =P, ) (kzy @ C) = P, (k® C), onde {zx}ren ¢ uma
k-base de X. Logo, pela Proposicao 3.1.15, basta mostrarmos que k ® C' é injetivo. Mas,

temos o seguinte diagrama comutativo

Cek N ®k

h ® idy
onde h : N — C é dado como segue. Fixamos uma k-base de M, digamos 8 = {v; }ier
e completamos a uma k-base de N, h é a transformagao linear tal que h(v) = f(v) para
todo v € e h(v) = 0 nos outros elementos da base de N. Assim, basta tomarmos
f=(h®idy) oy paraque foi=f. Logo C @k =k ® C é injetivo.

Proposicao 3.1.18. Seja M um C-comaodulo a direita. Entao M € injetivo se, e somente

se, M € somando direto de um C-comaodulo livre.

Demonstracao. Suponhamos que FF' = M @& X no qual X e F sao C-comddulos a direita

e F' ¢ livre. Consideramos o seguinte diagrama:

/
0 P Q

g g//

Y
M Elgl

||
Y
F

No qual 7 e 7 denotam a inclusao e a projecao candnica respectivemante e f : P — @) é
um homomorfismo de C-comédulos a direita. Como F' é livre, segue pelo Exemplo 3.1.17
que F' injetivo, ou seja, existe ¢’ tal que ¢’ o f = i0g. Seja ¢ = 7o ¢, assim temos
g'of=mog of=moiog=g,ouseja, M é injetivo.

Reciprocamente, assumimos (M, p) é injetivo. Vejamos que todo C-comédulo a direita é
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isomorfo a um subcomédulo de um C-comédulo livre. De fato, temos que M ® C' tem
estrutura de C-comodulo a direita via p = idy; ® A. Temos pela definicao de C-comédulo
que p é um homomorfismo de C-comédulos a direita ( pois (M ®C, p) é um C-comédulo &
direita ). Notemos que, se m € M é tal que p(m) = 0 temos que 0 = p(m) = > Mm@y @m()
e assim, sendo M um C-comédulo a direita segue que, m = Y e(m))m) = o (idy ®
g) o p(m) =0, no qual ¢ é o isomorfismo de M ® k em M. Logo p é um monomorfismo,
donde M = Im(p) e Im(p) é um subcomddulo do comédulo livre M ® C. Desde que
M ® C é livte, M ® C é isomorfo a CD), uma soma direta de I cépias de C. Assim
existe um homomorfismo de C-comédulos injetivo i : M — C) para um certo conjunto
de indices I. Como M é injetivo, temos que a sequéncia 0 — M — CD cinde de onde,
existe j : O) — M tal que joi = idy; e, portanto CD = i(M) @ Ker(j) = M @ Ker(j),

o que conclui a demonstracao. O]

Seguindo as ideias das definicoes de modulos e anéis semissimples temos as seguintes

definicoes:

Definicao 3.1.19. (i) Seja M um C-comddulo a direita. Dizemos que M é simples
se M # (0) e se os unicos subcomddulos de M sao (0) e M. Dizemos que M €

cossemissimples a direita se M for igual a uma soma C-subcomaodulos simples;

(ii) Uma codlgebra C € chamada simples se as tunicas subcodlgebras de C' sao (0) e
C. Dizemos que C é cossemissimples a direita se todo C-comddulo a direita é

cossemissimples.
De modo analogo definimos cossemissimplicidade a esquerda.

Definicao 3.1.20. O coradical de uma codlgebra C' é a soma de todas as subcodlgebras

simples de C' e é denotado por Cjy.

Lema 3.1.21 ([2], Proposition 3.1.4). Seja C uma codlgebra. Entao, Cy € igual a soma
de todos os C'-subcomddulos simples a direita de C, (denotada por s(C¢)) que € igual a

soma de todos os C-subcomddulos simples a esquerda de C, (denotada por s(cC)).

Teorema 3.1.22 ([2], Theorem 3.1.5). Seja C' uma k-codlgebra. Sao equivalentes:
(i) C € cossemissimples a esquerda;

(ii) C é cossemissimples a direita;

(tit) C = Cy;

(iv) Todo C-comddulo € injetivo;

(v) Todo C-comddulo é projetivo.
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3.2 Algebras de Hopf

Existem conjuntos que possuem estruturas de algebra e de codlgebra simultaneamente.

Quando estas estruturas tém uma certa compatibilidade, dizemos que sao bidlgebras.

Definicao 3.2.1 (Bidlgebra). Dizemos que uma quintupla (A,m,u,Ae) € uma

bidlgebra sobre k (ou uma k-bidlgebra) quando:
(i) (A,m,p) é uma k-dlgebra;
(i) (A, A e) € uma k-codlgebra;

(iii) At A—> A® A ec: A— k sao homomorfismos de k-dlgebras.

Exemplo 3.2.2. Sejam G um grupo e k um corpo. Seja H = kG como definida no
Exemplo 1.1.9. Temos que H = kG ¢é uma bidlgebra sobre k (com unidade 15 = 1x1¢)
definindo:

(i) Multiplicagdo m : H @ H — H, onde m(\,g ® A\yh) = (AjAn)(gh) para todo Ay, Ay
ckeg,heqG,

(ii) Unidade p:k — H com p(N) = Ag;

(iii) Comultiplicagdo A : H — H ® H (e denotando 1yg = ¢) com A(g) = g ® g

que ¢ estendida linearmente sobre todos os elementos de kG, isto é, A(D A\,g9) =

geG
> NA(g) = > (9 ® g);

geG geG

(iv) Counidade € : H — k com €(g) = 1k que é estendida linearmente sobre todos os

elementos de kG, isto é, e( > A\gg) = > Ae(g) = D A,
geG geG

geG

Proposicao 3.2.3. Sejam (A, ma, pa) umak-dlgebra e (A, A4, €4) umak-codlgebra. Sao

equivalentes:
(i) A e ey sio homomorfismos de k-dlgebras;
(ii) ma e pa sao homomorfismos de k-codlgebras.

Demonstragao. Mostremos inicialmente (i) = (ii).
Por hipétese, temos que Ay : A — A® Aecy : A — k sao homomorfismos de

k-algebras. Logo valem:
(I.].) Agomy = MAgA © (AA X AA), onde maga = (mA ®mA) o (’LdA X T ®’id,4);

(I.2) Ayopa = paga, onde piaga = (pa @ pa)o ® com ¢ : k— 1, Qk, k €k;
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(I.3) eaoma=mgo(c4a®en);
(L4) ca0pa = .

Devemos mostrar que my : AQA — Ae uy : k — A sao homomorfismos de codlgebras,

isto é, que valem:

(I1.1) Aqomy = (ma®@ma)o Asga, onde Apga = (ida @ T R ids) o (Aa ® Ay);
(I1.2) cq40omy = caga, onde eaga = y0 (64 ®e4) com 7 : k1 @ ky — k1ks com ky, ks € k;
(I1.3) Ao pa = (a ® pa)o Ay;

(I1.4) 40 g = €.

Observemos que pelo Exemplo 3.1.6 (A ® A, Aaga,ana) é uma k-codlgebra.
Observemos ainda que (k, Ay, i) com ex(k) = k e Ag(k) = 1x ® k com k € k é uma
k-codlgebra.

De (I.1), temos que:

(a) AAomA = MaAgA © (AA(X)AA) = [(mA ®mA) ¢) (ZdA ®T®ZdA>] @) (AA ®AA) =
(ma®@ma)o[(ida @ T ®ida)o (As®A4)] = (ma®@ma)oAsga (logo vale I1.1);

De (1.3), temos que:

(b) caoma=myo(ea®ecy) =7v0(c4®ca) =Eaga (note que my = ; logo vale 11.2);
De (1.2), temos que:

(c) Asops = piaga = (pa®@pa)o® = (ua® pa)oAg (note que & = Ay; logo vale I1.3);
De (I1.4), temos que:

(d) €40 pa = g = ex (logo vale 11.4).

Agora, vejamos que (ii) = (i). Por hipdtese valem (II.1), (I1.2), (I1.3) e (I1.4).
Por (II.1), temos que:

(a) Ajgomy = (mA ®mA) OAA®A = (mA ®TTLA) o [(ZdA ®T®idA) o (AA ®AA)] =
[(mA®mA) @) (’LdA®T®’LdA)] o) (AA®AA) = TMAagA © (AA®AA> (10g0 vale Il),

Por (II.3), temos que:
(b) Agopa= (pa® pa)o Ay = (pa® pa)o® = paga (logo vale 1.2);
Por (II1.2), temos que:

(c) eaoma=caga=7v0(a®eq) =mgo (64 ®en) (logo vale 1.3);
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Por (I1.4), temos que:
(d) €40 pa =ex = ux (logo vale 1.4).
[l

Definigcao 3.2.4 (Algebra de Hopf). Dizemos que uma bidlgebra (H,m, u, A, &) sobre k
¢ uma dlgebra de Hopf se existir uma func¢ao k-linear S : H — H tal que o sequinte

diagrama comuta:

HoH o A H A H®H
S ®idg noe idg ® S
H®H m H m H®H

A funcdao S € chamada de antipoda de H. O diagrama acima nos diz que:
mo (S®idy)oA=poe=mo (idg ®S) oA,
o que pode ser traduzido como:

> S(ha)hy = h1S(hg) = ()1 para todo h € H.

Exemplo 3.2.5. Usando a notacao 1yg = g, temos que H = kG é uma algebra de Hopf
com antipoda S(g) = g~' que é estendida linearmente sobre todos os elementos de kG ,

isto &, S(D° A\9) = > AS(9) = X A\yg™'. De fato, pelo Exemplo visto, temos que kG
geG geG geG
¢ uma bidlgebra. Temos também que:

(1) mo(S®idu)oA(Y] Agg) = mo(S®idu)( 3] AgA(g)) = mo(S®idu)(2] A(9©9)) =

geG geG geG
m(EZG(S@dH)(Agg@g)) = m(%(S(Agg)@?g)) = ;Gm(Aw*@g) = EZG(Aggfl-g) =
Zg)\glg; g g g
geG
(ii) mo(z’dH@S)oA(%:G}\gg) = mo(idH®S)(%:G)\gA(g)) S mo(idH®S)(%:G)\g(g®g)) =
m( Y (idg @ S)(Ngg®g)) = 2. mAgg®@97") = > (Ng)-(g7") = 2 (N)(g.g7") =
9eG geG geG geG
> Alas
geG
(i) (102)( 55 A0 = (3 Ag) = 5 40h) = 3 Ayl
geG geG geqG geqG

Segue-se que H = kG é uma algebra de Hopf.
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Exemplo 3.2.6 (Algebra de Taft). Seja N > 2 um inteiro e ¢ € k uma raiz N-ésima da

unidade. Consideremos a dlgebra Ty (q) definida pelos geradores g e x e as relagoes:

gN = 1;:CN = 0;9r = qxg. (3.2)

Ou seja,

Tv(g) =k<gaz | ¢"=1 2¥=0; gz=qug>.

Assim, T'v(q) é uma algebra de Hopf sobre k com A, € e S determinadas por:

Alg)=9®g; Alz)=1®z+2®y4.
1 e(x) = 0.
S(g)=97% S(z)=—-zg7".

Vejamos que as aplicacoes acima estao bem definidas. Como esta é uma algebra gerada
por elementos livres e relacoes basta verificarmos que as aplicagoes, quando aplicadas nos
geradores, satisfazem tais relagoes.

Para A(x) e A(g) temos:

AN =@geg¥=¢d"ed" =101

A = (1ezt+zeg)"
= (1@2)" +(r®g)" (ver férmula binomial quantica, por ex. [17] pag. 9)
= 1@V +2V o4V
= 1®0+0®g¢" =0;

A(gA(r) = (geg)(lez+r®yg)
= gOgr+gr®g°
= gOqrg+qrgR g
= qlg®rg+19®9°)
= ¢(1®z+2®9)(9®g))
= qA(x)A(g).

Para e(x) e £(g) temos:



E finalmente para S(z) e S(g) temos:

S(@) = (—xg )Y = ¢ag™ =0,
ondery=0er,=r,_1 —n-+1paran > 1.

SV =@ =")"=1"" =1,
e ainda,

S(9) op S(x) = S(z)S(9)
= (—xg g™
= —qg lzg™!
= ¢5(9)S(z)
= ¢S(2) op S(9)-

Agora vejamos os diagramas da definicao de dlgebras de Hopf.
Diagrama da antipoda: mo (S ® id)A =noe=mo (id® S)A.

(mo (S®id)A)(z) = m(S®id)(1®x+z® g)
= m(ler+—29'®yg)
= z-1g'g

= 0=1n(0) = n(e(x))

(mo (id® S)A)(z) = mideS)(1®@z+1® g)
= m(-1rg ' +r®g ")
= —zg '+ag!
= 0=n(0) = n(e(x))

(mo(S®id)A)g) = m(S®id)(g® g)
= m(g ' ®g)
= gy
= 1=n(1) =n((9))

(mo(id® S)A)g) = m(id® S)(g® g)

= gg'



Diagrama da comultiplicagao: (A ® id)A = (id @ A)A.

(A®id)A(g) = (A®id)(9®g)
= (9®g)®g
= g®(9®g)
= (id®A)(g®y9)
= (id® A)A(g).

(A®id)Ax) = (ARid)(l®r+zRqg)
= 1Iel)erz+(l®r+2rR9) Qg
= 10124+ 1R0209+1209g®yg
= 19(1l®z+2R09)+1R9R®yg
= 1®A(z) + 2 ® Ag)
= (id® A)A(x).

Diagrama da counidade: po (id®¢)o A =ypo (¢ ®id) o A =id.

(po(id®e)oA)(z) = (po(id®e))(l®r+2® g)
= p(l®e(r)+r®e(g)
= 1-04+zx-1=uxa;

(po(e®id)oA)(z) = (po(e®id)(1Rzr+1®yg)
= ple(l)®@r+e(r)®9)
= 1l-240-g==2x.

(po(id®e)oA)g) = (po(id®e))(g®yg)
= w(g®e(g))
= ge(g) = g;

(po(e®id)oA)(g) = (po(e®id))(g®g)
= p(e(9) ®9)
= ¢(9)g =y

54



Portanto, Ty (g) com as aplicagdes definidas acima é uma &lgebra de Hopf.

Agora vejamos uma proposicao referente a antipoda que nos fornece um resultado
fundamental para a demonstracao do Teorema de Maschke para o produto smash que

serd apresentado no Capitulo 4.

Proposicao 3.2.7. Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda S. FEntao, para todo
g,h € H temos:

(i) S(hg) = S(g9)S(h);
(i) S(1) = 1;
(iii) A(S(h)) =30 S(ha) @ S(h);

(iv) =(S(h)) = £(h).

Demonstragao. (i) Consideremos H ® H com estrutura de codlgebra dada no Exemplo
3.1.6 e H com estrutura de algebra. Assim, podemos considerar a dlgebra Hom(H® H, H)
com a estrutura definida na Proposi¢ao 3.1.8. Notemos que o elemento unidade desta
algebra é dado por ugepgy : H ® H — H. Agora, consideremos as aplicacoes F, G, M :
H ® H — H definidas para todo g, h € H, por:

1. F(h®g) = S(g9)S(h);
2. G(h®g) = S(hg);
3. M(h® g) = hg.

Vejamos que M é a inversa a esquerda para F' e inversa a direita para GG. De fato, para
todo g, h € H temos:

(MxF)(hog) = Y M((h©g))F((heg))
= Y M(h & g1)F(hy @ go) (A é hom. de algebras)
= Y hgiS(92)S(hs)
= Z hie(g)1pS(hs) (def. de S para g)
= Y e(9)nS(hy)
(9)e(h)1y (def. de S para h)
(h)e(g)1n
= enen(h®g)ly
= penen(h®yg))
= idyomuenm(h ® g);

9
9
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(GxM)(hog) = Y G((h®gh)M(h® g))

= ) G ®g)M(hy ® go) (A é hom. de &lgebras)
= ZS hig1)hage

= Y S((hg)1)(hg)s (A ¢ hom. de 4lgebras)
= e(hg)ly (def. de S para hg)

= ¢e(h)e(g)ly ( € é hom. de élgebras)
= eneu(h®g)lyg

= plengn(h ® g))

= idHom(H®H,H)(h ® g).

Como M ¢é inversa a esquerda para F' e a direita para G na élgebra Hom(H ® H, H) e
esta dlgebra é associativa tem-se que G = G * lyomaenp) = G*(M*F) = (Gx M) x F =
Liom(neomm) * ¥ = F. Logo F' = G o que conclui (i).

(ii) Aplicando a defini¢ao de antipoda para o elemento 1 € H temos > 15(1) = ¢(1)1 =1,
pois € é homomorfismo de dlgebras e A(1) = > 1® 1. Logo S(1) =

(iii) Considere H como uma coalgebra e H® H com estrutura de dlgebra dada no Exemplo
3.1.7. Assim, podemos considerar a algebra Hom(H, H ® H) e as seguintes aplicacoes:
F.G: H— H® H definidas para todo h € H, por:

2. G(h) = 3 S(hy) ® S ().

Como anteriormente, mostra-se que A é uma inversa a esquerda para F' e inversa a direita
para GG com respeito ao produto convolugao, portanto G = F' e temos (iii).
(iv) Pela definigao da antipoda temos que ) hyS(he) = €(h)1ly. Portanto ao aplicarmos

€ em ambos os lados desta igualdade obtemos:

O que conclui a demonstragao. m
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3.3 Teorema de Maschke

Para chegarmos definitivamente ao Teorema de Maschke apresentaremos mais alguns
conceitos. Continuaremos usando k para denotar um corpo e k-estrutura para dizermos

que a estrutura é um k-espago vetorial.

Definicao 3.3.1 (Algebra Separavel). Seja A uma dlgebra sobre k. Dizemos que A é

separdvel se existe um elemento e € A® A tal que:
(i) ae = ea, para todo a € A;
(i) m(e) =1, no qual m: A® A — A é a multiplicagao em A.

O elemento e é chamado de idempotente de separabilidade. Como e € A ® A, entao

e ¢ uma soma finita da seguinte forma: e = > z; ® y;. Considerando tal forma para e, as

1
condicoes da definicao podem ser reescritas como:

i) Ylar; @ y; = > x; @ ysa, YVa € A. De fato, a(d ;@ y;) = O @ yi)a =

7

doa(zi @y) = (i Qui)a = Y ar; @y = 37 O yia.

(ii) 1 = > zy;. De fato, m(e) = m(3_z; ® i) = m(e) = Y_m(z; @ y;) = m(e) =
>y = 1=z

1

Observemos que tal elemento e é um idempotente em A ® A°?. Com efeito,
¢t = (Z T; @ yi)(z T; ® Yj)
( J
= Z(m‘z‘ ® yi)(z; @ y;5)

2%
= Z TiZj Q Y;Yi
,J
= Z T QY;TY;
,J
= Z z; ® (Y5 Z iY;)
j i
= D 7®y
J

= €.

Definicao 3.3.2. Uma dlgebra de Hopf € dita semissimples se ela for uma dlgebra

semassimples, que por sua vez € semissimples se for um anel semissimples conforme De-

finicdo 1.2.4.

Lema 3.3.3. Se A € uma dlgebra separdvel, entio A € semissimples.
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Demonstracao. Como A é separavel sabemos que existe e = Z.ﬁlﬁl ®y; € A® A tal que
valem: Zaxl Ry = sz ® yia e szyl = 1, para todo a € A Sejam V um A-mddulo

e W C V um A- submodulo de V. Desde que k é semissimples segue-se do Lema 2.1.7
que existe a k-projecao m : V. — W. Agora consideramos A\ : V — W definida por
Av) = Y am(yv), para todo v € V| na qual e = > x; ® y;. Note que A\ estd bem

definida, poisse v € V =y, € V = 7(y;v) € W = x;m(y;v) € W = > z;7(y;v) =
A(v) € W. Notemos também que, se w € W, entao yw € W = ANw) = > zw(yw) =
szyzw = (Z x;yi)w = w, logo AM(w) = w, para todo w € W. Temos ainda que A é um

homomorfismo de A-médulos pois, claramente AM(u+v) = AMu) +A(v) esea € AeveV,

AMav) = Zmﬁ

= m(idsg @ 7)( ZSBZ Yia
= m(idA®7r)(in®yia).(lA®v)
= m(ida ® )(Za:r:i@)yi) (1a®w)
m(ida @ Zal‘z®yz
= mZaxi@@Wyi-v)
= azl:z:m(in

— ),

onde (x) vem do fato que, sendo V' é um A-médulo a esquerda temos que A ® V' é um
A ® A-moédulo a esquerda via: (z®y). (2 ®@v) :=x2Qy - .
Logo, pelo Lema 2.1.7, A ¢é semissimples. ]

Vejamos agora mais duas defini¢coes que estao intimamente ligadas com os Teoremas

de Maschke que aparecem no contexto de algebras de Hopf.

Definigao 3.3.4 (Integral sobre H). Seja H uma dlgebra de Hopf sobre k. Um elemento
t € H* € chamado uma integral & esquerda (respectivamente o direita) sobre H se
fxt= f(1)t (respectivamente t x f = f(1)t), Vf € H*.

Lema 3.3.5. Com as notacoes acima, t € H* é uma integral a esquerda (respectivamente
a direita) sobre H < > t(x9)x; = t(x)1 (respectivamente »  t(x1)xe = t(x)1), para todo
x e H.
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Demonstracao. De fato, se > t(x9)xy = t(x)1, entdo

=D W(@)t(xz) = B (Y txe)(21)) = B (¢()1) = h* (L)t (x),

para todo h* € H*. Portanto ¢t é uma integral a esquerda sobre H.

Reciprocamente, se t € H* é uma integral a esquerda, entao
(idy @ )A(x) = (idg @)D 21 @ x) = Y 11 Dt(r9) € HRk = H,

para todo f € H* e x € H, logo
Fidn @ HA@) = F( m @ 1) = 3 b)) = 3 fla)ts) = (f ()

f(not)(x)) = f(t(x)1n) = f(1a)t(x).
Assim, f((idg ® t)A(x)) = f((not)(z)) é equivalente a (f xt)(x) = f(1g)t(x), Vo € H.

Como t € H* uma integral a esquerda, a ultima igualdade é verdadeira, o que implica

que f((idg @ t)A(z)) = f((not)(x)), para todo f € H*. Portanto,

((idy@t)A(x)—(not)(x)) € () Ker(f) ={z € H: f(x) =0, VfeH}=(H")" ={0},

feH*
pois {0} = H* e assim {0} = ({0}1)* = (H*)*. Logo, (idg ® t)A(x) = (not)(x), ou
seja, Y t(xg)ry = t(r)1ly. Analogamente mostra-se o caso respectivo a direita. O

Definigao 3.3.6 (Integral em H). Seja H uma dlgebra de Hopf sobre k de dimensdo finita.
Uma integral a esquerda (resp. a direita) em H é um elemento Ay € H (A, € H) tal
que hA; = e(h)A; (Ayh = e(h)A,.), para todo h € H.

Observamos que 0 € H é uma integral de ambos os lados em H e que os conjuntos de

integrais a esquerda ( a direita ) em H sao subespacos vetoriais de H.

Lema 3.3.7. Set € H é uma integral a direita em H, entao > e(hy)ty ® e(ho)ty =
Etlhl (%9 tQhQ onde A(t) = Ztl X tz (& A(h) = Zhl ® hg.

Demonstra¢ao. Como t € H é uma integral a direita temos que th = e(h)t Vh € H.

Entao
A(th) = A(e(h)t) = e(h)A(t) = e(hie(hg)) Ztl Rty = Zs(hl)tl ® e(ha)ts

Agora, sendo A é homomorfismo de dlgebras tem-se que : A(th) = A(H)A(h) = (Dt ®
tg)(z hl &® hg) = Ztlhl X tzhg. LOgO Zg(hl)tl X €<h2)t2 = ztlhl X tghg. ]

No que segue, quando mencionarmos integrais em H, se pressupoe que estamos traba-

lhando com algebras de Hopf de dimensao finita. No caso de integral sobre H estaremos
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no contexto geral (dimensao finita ou infinita).

Observacao 3.3.8. No caso que dimH < oo, comparando a Definicao 3.3.4 e a Definicao
3.3.6 temos que uma integral sobre H ¢é definida como uma integral em H*, pois pela
dualizacao vista na se¢ao 3.1 (H, m,n) fornece uma codlgebra (H*, ey, Ag+) onde ey« =

bon®. Assim, ep-(f) = (Lo )(f) = (" (f) = & (fon) = (feon)(1) = f(n(1)) = f(1).
Portanto ey« (f) = f(1).

No teorema a seguir usaremos fortemente a técnica das projecoes (Lema 2.1.7 e Lema
3.3.3) em sua demonstracdo. Tal resultado nos fornece condigbes necessarias e suficientes
para que uma algebra de Hopf seja semissimples, o que faz com que seja considerado mais

uma versao do Teorema de Maschke.

Teorema 3.3.9 (Teorema de Maschke). Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensdo finita.

Sao equivalentes:
(i) H é uma dlgebra semissimples;
(it) H é uma dlgebra separdvel;
(ii1) Existe uma integral o direita A em H tal que e(A) # 0.
Demonstracao. (i) = (iii): Consideremos a seguinte sequéncia exata de H-mddulos:
0—>Ker(€)—i>Hi>k—>0.

Como H é semissimples, pelo Teorema (Definigao) 1.2.4 esta sequéncia cinde, isto é, existe
0 : k = H homomorfismo de H-mdédulos a direita tal que € o § = idy. Assim o elemento
A =§(1) é uma integral a direita em H tal que e(A) # 0. De fato,

Ah = §(
(1.h) (6 homomorfismo de H-médulos a direita)
= d(e(h)1) (k é H-médulo a direita via k.h = e(h)k)
(h)o(1) (0 é k-linear)

(

Logo, A ¢é integral a direita e e(A) =¢(6(1)) = (e0d)(1) =1 #0.

(iii) = (ii): Tomemos A integral a direita em H tal que €(A) # 0. Desde que multiplos
de integrais sdo integrais, podemos tomar A tal que £(A) = 1. Seja e = (S ® id) o
A(A) => S(A1) ® Ay € H® H. Pelo diagrama da definigdo de dlgebra de Hopf, temos:
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m(e) = m(XS(A) ® As) = S m(S(A) ® As) = S S(A)As = £(A)L = 1 e também

temos que:

eh = (O S(A) @A)k
(3" S(A1) ® Ag)e(ha)he
- Zg(hl)s(/\l) ® Aghy

= Zmls(hg))sm >®A2h3

—
~

)S(A1) @ Aghs)
(S @ id)(Arhs ® Ashs))
(S ® id)A(Ahs))

D i@ (S @id)A(e(ha)A))
(S ® id)(e(ha) A1 ® As))

= (m®id)( Z hi @ (ha)S(A1) © As)

= > hie(ha)S(A) @ Ay

= h(>_S(A1)® Ay) = he.

Justificativas:

(1) e(hy) é um elemento do corpo.

(2) Axioma da antipoda.

(3) S é antimorfismo.

(4) A é homomorfismo de algebras.

(5) A é uma integral a direita(hipdtese).

Portanto, e = > S(A;) ® Ay é um idempotente de separabilidade e H é separével.
(ii) = (i): Lema 3.3.3. O

Observagao 3.3.10. Aqui cabe observar que a condicao (iii) pode ser substituida por:
(iii’) Existe uma integral a esquerda A\ em H tal que () # 0.

Isso porque, pelo item (iv) da Proposi¢ao 3.2.7 temos € 0 S = ¢ e ainda, do fato que
S(Z,(H)) =Z,(H), onde Z;(H) e Z,(H) denotam os espagos das integrais a esquerda e a

direita em H respectivamente.

Exemplo 3.3.11. Notemos que se G é um grupo finito e H = kG, entao temos que »_ g
geG
¢ uma integral a esquerda em H. Ainda mais, (> g) = > €(g) = >_ 1x = |G|1k, onde
geG geqG geqG
|G| é a ordem do grupo G. Pelo teorema acima, temos que se |G|l # 0, entdao H = kG é
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semissimples. Mas, |G|1x # 0 se, e somente se, a ordem de G nao divide a caracteristica

do corpo k. Isso, mais uma vez comprova um resultado ja visto para a algebra de grupo
kG no Corolério 2.1.10.

Exemplo 3.3.12. Consideremos agora a algebra de Taft Ty (¢q) dada no Exemplo 3.2.6.

N-1 N-1
Vejamos que A; = Y. g2V € Ti(Tn(q)) e A, = Y. ¢¢g?zV 1 € T.(Tn(q)). De fato,
7=0 7=0
N-1 N-1
ghr=g> g2t = ) gga™!
=0 =0
N-1
_ Z g
i=0
N-1
= 1 Z gt = e(g)A
=0
e
N-1 N-1
T\ :$Zgij_1 = g’ N1
=0 =0
N-1
© q g wa!
7=0
N-1

Onde (*) vem do fato que zg = ¢ 'gz.

Como g e x geram Tx(q) como &lgebra e ¢ é homomorfismo de dlgebras segue que para
todo h € TN(Q), hAl = 8<h)Al
Para A, temos,

N-1 N-1
A= Z PN = Z Fgz™ =0=c¢e(x)A,,
=0 =0
e
N-1
Ag = gy
=0
N-1
(%) qjgjq—N—i—lgl,N—l
7=0
N-1
— <qN)71qj+1gj+1l,N71
=0
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j+1 _j+1, N—1

= ¢ gt
=0
N—-1

= Py =e(g)A,
=0

s
Q
I
]
s
Q

Observamos que:

ou seja, i & Z,(Tw(q)).
Notemos que dimTn(q) < oo, logo dimZ;(Tn(q)) = 1 (ver Corollary 5.2.6 de [2]). Como
0# N € Z)(Tn(q)), segue que A; gera Z;(Tn(q)). Ainda temos que:

N-1 N-1
g = e
7=0 7=0
N-1
= e(g’)e(™)
7=0
N-1
= le(z)N !
j=0
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Portanto, e(t) = 0 para todo t € Z;(Tn(q)), pois € é k-linear. Assim, pelo Teorema de

Maschke segue que Tv(q) nao é semissimples.

Como uma &lgebra de Hopf possui estrutura de algebra e de codlgebra, surge uma
versao “dual” deste teorema, ou seja, um Teorema de Maschke que diz respeito a cos-
semissimplicidade de uma &algebra de Hopf. No que segue usaremos a notacao H* para
denotar o dual algébrico do espaco vetorial H, ou seja, H* = {f : H — k | f é uma
transformagao linear }.

Vejamos agora mais alguns exemplos de comddulos e lemas técnicos que servirao de

ferramentas para a demonstracao do Teorema de Maschke para codlgebras.

Exemplo 3.3.13. Seja H uma k-algebra de Hopf. Entao, k é um H-comdédulo a direita
via: p:k — k ® H definida por: p(k) = k ® 1y, k € k. De fato, temos que:

(ide @ A)p(k) = (idx @A) k®1)=k®1®1e

(p®idy)p(k) = (p®idy)(k®1)=k@1®1,

para todo k € k. Logo vale (idy @ A)p = (p @ idy)p.

Agora (idy ® e)p(k) = (idy @ e)(k®1) = k®e(l) = k® 1 = 1¥(k), no qual ¥ denota o
isomorfismo H =k ® H. Portanto k é um H-comédulo a direita.

Exemplo 3.3.14. Sejam H uma &algebra de Hopf e M um H-comoédulo a direita. Para
todo H-comdédulo a direita (), o produto tensorial M ® Q é um H-coméddulo a direita via
p:M®Q— MeQ®H dada por: p(m®q) = > m) ®qo) @ma)qa) para todo m € M,
q€Q.

De fato, sendo M e ) H-comddulos a direita temos as seguintes igualdades:

> (me)) ) @ (me) ) @ may = Y m) ® (may) ® (may)a = > m) @ may @ m); (3.3)

> elma)me) =m; (3.4)
> @0)o @ (@) m @) =Y 4o @ ([an) © (gu)2 = D 60 @ 4p) @q@); (3.5

25(9(1))(1(0) =q. (3.6)
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Queremos mostrar que valem:

(p®idy)op=(idugg ®A)op e (3.7)
(po(idusg ®e)op)(m@q) =m®q, YmeM,qeQ (3.8)

Vejamos (3.7). Por um lado temos:

(p®idy)op)m®q) = (p@idy)(D_ m) @ qo) @ mayqq))
= D _(m)o @ (20)0) @ (me) 0 (20)o @ maoga)
- Z m) ® (40))0) ® m1)(q0)) 1) @ M2)q1y  (por (3.3))
- Z m) ® qo) @ Myqay @ m@)qe)  (por (3.5)).

Por outro,

((idpgq @ A)op)(m®@q) = (idyueg ® A)(Z m(o) ® qo) ® M(1)q(1))
= > me) ® g @ (maygm )1 @ (maga))2
= > m) @0 @ (may1(ga)r ® (m)2(g)2 (A de 4lg.)
= Y o) @4 @may (g @me)(gay)2  (por (3.3))

= Z mo) @ o) ® M)qa) ® Mm2)q(2) (por (3.5)).

Portanto vale (3.7). Finalmente vale (3.8) pois,

(o (idusg®e)op)(m®q) = (po(idusg®e))(D> mo) @ qo) @ maqa))
= 2> m) @ 4o @ e(maygw))
= gp(z meo) ® gy @ €(may)e(quy) (¢ é de dlgebras)
= Zm(o) ® qoye(my)e(qay)  (isomorfismo ¢)

= Y e(ma))m) ® £(qa))d0)
Y (por (3.4) e (3.6)).

Logo M ® ) é H-comodulo a direita.

Exemplo 3.3.15. Sejam H uma algebra de Hopf e M um H-comdédulo a direita. Entao,
M ® H é um H-comédulo a direita via p(m ® h) = > m) ® hy ® m(1yhs e um H-mdédulo
a direita via (m ® h)g = m ® hg (denotaremos por « tal acao) e vale p((m ® g)h) =
> (m® g)yh1 @ (m ® g)1yhe, para todom € M, h,g € H.
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Vejamos que M ® H é um H-médulo a direita, isto é, que valem:

ao(a@idH):ao(idM®H®M) e (39)
ao (idygy @ u) = ¢ (3.10)

Onde p(m ®@ h ® k) = m ® hk é o isomorfismo natural. De fato,
ao(a®idy)(z® f®g®h) =z (fg)h;

ao (idygy @ M)(z® fRg®@h) =12 f(gh).

Sendo H associativa temos que vale (3.9).

ao(idyer @u)(MRhRk) =a(mh@kly) =m®hk = p(m®h®k), logo vale (3.10).
Como M é H-comédulo a direita e H é H-comdédulo a direita via A, pelo exemplo

anterior segue que M ® H é um H-comddulo a direita via: p(m®h) = > mo)@hi@m)hs.
Temos ainda que para todo m € M, g,h € H, vale:

p((m®g)h) = p(m® gh)
= D mo)® (gh) @ mey(gh)s
- Z me) @ gih1 @ maygahe (A € hom. de dlgebras)
= Z(m(()) ® g1)h1 ® m(1)g2ho
= ) ((m@) ® g1)h1) @ mq)gaha
= Y (m®g)oh ® (Mm@ g)@yha.

Lema 3.3.16. Se () ¢ um H-comddulo injetivo, entao M ® () é um H-comdodulo injetivo.

Demonstracao. De fato, como () € injetivo, pela Proposicao 3.1.18, ) é um somando
direto de HY), para um certo conjunto de indices I, como H-comédulo & direita, digamos
HD = Q@ X. Entdo, (M@ H)D) =2 (M®Q)®(M®X). Agora, pela Proposicao 3.1.15,
M ® (@ serd injetivo se mostrarmos que M ® H é H-comddulo a direita injetivo. Mas
isso é equivalente a mostramos que M ® H é um H-comédulo a direita via p(m ® h) =
> M) ® b1 ® mayhy e um H-mdédulo a direita via (m ® h)g = m ® hg e que vale
p((m® g)h) = (M ® g)yh1 ® (M ® g)ayhe, para todo m € M, h,g € H. Assim, pelo
Exemplo 3.3.15 segue que M ® H é H-comddulo a direita injetivo. O]

Lema 3.3.17. Seja M um H-comddulo a direita onde H é uma dlgebra de Hopf. Entao

Demonstragao. Seja 0 — k — @y — @1 —> --- uma resolugdo injetiva (minima)
para o H-comédulo k, e M um H-comédulo a direita. Para todo H-comédulo a direita

@), pelo Exemplo 3.3.14, temos que M & @ é um H-comédulo a direita via: p(m ® q) =
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> M) ®qo)@m1yqa) para todom € M, q € Q. Tensorizando a resolugao acima obtemos

a seguinte sequéncia exata:
0> MEMIKk—MRQy —MQ; — -

na qual, cada M ®Q); é injetivo pelo Lema 3.3.16. Observemos que a sequéncia é exata pois,
M é um k-espago vetorial e assim, M é um médulo plano (ver, por exemplo, [16] pagina
131). Portanto, a sequéncia acima é uma resolucao injetiva de M, logo idimpy(M) <
idim (k). O

Teorema 3.3.18 (Teorema de Maschke para Coalgebras). Seja H uma dlgebra de Hopf.

Sao equivalentes:
(i) H € cossemissimples (como codlgebra);
(ii) k é um H-comddulo a direita (4 esquerda) injetivo;
(iii) Existe uma integral a direita (a esquerda) t sobre H satisfazendo t(1g) = 1.

Demonstragao. (i) = (ii) Suponhamos H cossemissimples, ou seja, H = Hj entao, pelo
Teorema 3.1.22 temos que todo H-comoddulo a direita é injetivo. Como k tem estrutura
de H-comédulo a direita (Exemplo 3.3.13) temos o resultado.

(ii) = (i) Por hipétese, k é um H-comddulo a direita (a esquerda) injetivo, logo se M é
um H-comédulo, pelo Lema 3.3.17 temos que idimy (M) < idimy(k) mas, k é injetivo
e assim pelo Exemplo 1.1.14 temos que idimpy (k) = 0. Logo idimg(M) = 0, o que nos
diz que M é um H-comdédulo injetivo. Mostramos assim, que todo H-comddulo é injetivo
donde, pelo Teorema 3.1.22, conclui-se que H é cossemissimples.

(ii) <= (iii) Considere n : k — H (a unidade da algebra H) que é um monomorfismo
de H-comédulos a direita, assim temos que k ¢é injetivo se, e somente se, existe um
homomorfismo de H-comdédulos a direita tal que ton = idix. Como ¢t é um homomorfismo
de H-comddulos entdo satisfaz: pot = (t ® idy) o A donde > t(z1)xe = t(z)1ly. Logo,
pelo Lema 3.3.5, t é uma integral a direita que satisfaz t(1y) = t(n(1x)) = 1i.

Agora se t é uma integral a direita tal que t(1g) = 1k, temos que (t o n)(k) = t(kly) =
kt(1g) = k = idx(k) para todo k € k, ou seja, ¢t on = idx. Logo k é injetivo. O

Observacao 3.3.19. Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensao finita. Entao, H € cos-
semissimples se, e somente se, H* é semissimples se, e somente se, existe uma integral a
direita \ sobre H tal que A(1) # 0.
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Capitulo 4

Teorema de Maschke para o Produto

Smash

Neste capitulo vamos definir uma acao de uma algebra de Hopf H em uma k-algebra
A para a partir dai, definirmos o produto smash denotado por A#H. Na Proposicao 4.1.8
provaremos que o produto smash é uma generalizagao para algebras de Hopf do skew anel
de grupo, definido no Capitulo 2. Continuaremos denotando por k para um corpo e H
para uma k-algebra de Hopf com comultiplicagdo A, counidade € e antipoda S. Mais

detalhes e resultados em relacao a este capitulo o leitor pode ver nas referéncias [2] e [14].

4.1 Modbdulo Algebra e Produto Smash

Definigao 4.1.1. Dizemos que H age em uma dlgebra A (ou que A é um H-mddulo
dlgebra o esquerda) se as sequintes condig¢oes sao satisfeitas:

(MA1) A é um H-mddulo a esquerda (com a acdo de h € H em a € A denotada por
h-a);

(MA2) h-(ab) => (h1-a)(hy-b), para todo h € H e a,b € A;

(MA3) h-14=¢e(h)la, para todo h € H.

Define-se H-médulo algebra a direita de maneira similar. Agora, seja A uma k-dlgebra

a qual é também um H-moddulo a esquerda com estrutura dada por:
vV:H®RA— A vh®a)=h-a.
Pelo Teorema 1.3.11 temos que o isomorfismo
T:Hom(H® A, A) - Hom(A, Hom(H, A)),

associa a cada ¢ € Hom(H ® A, A) o elemento 7(p)(a) € Hom(H, A) que age sobre H
do seguinte modo: 7(¢)(a)(h) = ¢(h ® a), para todo h € H.

Denote por ¢ : A — Hom(H, A) a aplicagao correspondente para v pela bijegdo 7
acima, isto é, ¢(a)(h) = v(h ® a) para todo a € A, h € H.



Proposicao 4.1.2. Com as notacoes acima, A € um H-modulo dlgebra se, e somente se,

Y € um homomorfismo de dlgebras.

Demonstracao. Se A é um H-moédulo dlgebra segue que existe v : H ® A — A tal que
valem (MA1), (MA2) e (MA3) e considere a bijecao acima ¢ : A — Hom(H, A) com
v(h ® a) = ¥(a)(h), para todo h € H e a € A. Vejamos que ¢ é um homomorfismo de
algebras. Para todo h € H e a € A temos:

(1°) ¥(ab) = ¥(a) * (). De fato,

(ab)(h) = v(h® ab)

= Y v(lh @a)v(hy @)
> " b(a)(ha)eb(b) (ha)
(1(a) * (b)) (h).

(2°) ¥(1a) = Lhom(m,a)- De fato,

Reciprocamente, suponhamos ¢ : A — Hom(H, A) um homomorfismo de algebras.
Da bijecao 7 e de ¢ (ab) = ¥(a) * ¥ (b) temos:

h-(ab) = wv(h® ab)
= ¢(ab)(h)
= (¢(a) (b)) (h)
= D (@(a)(h))(@(b)(ha))
= Y vl ®@a)(hy®D)
= Y (h1-a)(hy-b).

Agora, de ¥(14) = 1gom(m,a) obtemos
h-1la=v(h®1a) =9(1a)(h) = laom@ma)(h) = e(h)1a.

]

Lema 4.1.3. Seja A uma k-dlgebra a qual é um H-mddulo a esquerda tal que (MAZ2) é
satisfeita. Entao, para todo a,b € A e h € H tem-se:

(i) (h-a)b=3"hi-(a(S(h2)-b));
(it) Se S € bijetiva, entao a(h-b) = hy- ((S~*(hy) - a)b).
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Demonstra¢ao. A demonstragao segue basicamente de (M A2) e da tradugao do diagrama
da definicao de Algebra de Hopf. Temos,

th -(a(S(he) - b)) = Z(hl ~a)(hy - (S(hs) - b))

o que prova (i). Também temos que:

> hy (S ~a))(hy - b)

= D (s
= > (s ))(h1 b)
= ) (e(h2)1y - a)(hy - b)
Z e(hg)hy) - b)
+b),
o que prova (ii). O

Definigao 4.1.4. Seja A um H-mddulo dlgebra. Chamaremos de dlgebra dos invari-

antes ao conjunto:
={a€A:h-a=¢(h)a,Vh € H}.

Observemos que A" é uma k-subdlgebra de A. Com efeito, sejam a,b € A”,

h-(ab) =) “(h1-a)(ha-b) = Y e(hi)ac(ha)b =Y e(h1)e(ha)ab = e(hie(ha))ab = e(h)ab.

Logo, ab € A para todo h € H.
Uma outra algebra associada a uma agao de algebra de Hopf H em uma algebra A é

a seguinte:

Definicao 4.1.5. Se A € um H-maodulo dlgebra, o produto smash de A por H, denotado
por A#H, €, como espago vetorial, A#H = AR H, junto com a sequinte opera¢do: (aqui

denotamos um elemento a @ h por a#th)

(agth)(b#tg) = >~ a(hy - b)#thag

para todo a,b € A eg,h € H.
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Proposicao 4.1.6. (i) A#H, junto com a multiplicacio definida acima, é uma k-

algebra com unidade dada por 1441y,

(ii) As aplicagoes a — a#ly e h — 14#h sdo monomorfismos de k-dlgebras de A,
respectivamente H, em A#H ;

Demonstracao. (i) Vejamos que A#H ¢ associativa, isto é, m(m ® id) = m(id ® m). Por

um lado temos,

m(m @ id)((a#h) ® (b#g) @ (c#e)) = m((a(hi - b)#hag) ® (c#e))
= a(h1 - b)((h2g)1 - c)#(hag)se
(hy - b)((h2g1) - ¢)#hsgoe,

I
2

e por outro,

m(m @ id)((a#h) @ (b#g) @ (c#e)) = m((a#h) @ (b(g1 - ¢))#g2€)

(h1 - (b(g1 - ©)))#hagae

= a((h1, - b)(ha, - (g1 - ©)))#hagoe
(
(

Il
2

I
o

hi-b)(ha - (g1 - ¢))#hagae

= a(hy - b)(hagr) - ¢)#hsgae.

Logo A#H ¢ associativa. Vejamos agora a unidade de A#H.
((I#h)(lA#lH) = a(h1 : 1A)#h21H = G,E(hl)lA#hg = &#E(hl)hg = a#h;

(La#1y)(a#h) = 1a(1y - a)#1yh = 1ga#h = a#th,

para todo a € A e h € H. Portanto, A#H é uma k-algebra com unidade 1,#1y.

(ii) Denotando por p a aplicacao a — a#1y, iniciamos mostrando que p é um homomor-

fismo de k-dlgebras, isto é, magp o (p @ p) =poma e (pona) =nagn. De fato,

(magg o (p@p))(a®@b) = mapn((a#ly) @ (b#1n))
= (a#1n)(b#1n)
= (ab#1y)
= plab)
= (poma)(a®b),

além disso,

(pona)(k) =p(kla) = kla#ly = k(1a#1y) = nagn (k).
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Analogamente, mostra-se que h — 14#h é um homomorfismo de algebras. Agora,
seja a € A tal que a € Ker(p). Vejamos que a = 0. Sabemos que se {a;}icr € {h;};es s@o
k-bases de A e H respectivamente, entao {a; ® h;};; é uma k-base de A ® H. Assim se

a € A, entao existem \; € k, ¢ € I, tais que a = ) _._; Aia;, além disso, desde que 1 # 0

existem a; € k, j € J, nem todos nulos tais que 1y = > ._;ajh;. Assim, se a#ly =0,

jeJ
0=a#ly = Z Aiaj(a; @ hy),

iel jeJ

entao \;a; = 0, para todoi € I e j € J. Como existe jy € J tal que «j, # 0 segue-se que
Aiaj, = 0 para todo ¢ € I. Assim, \; = 0 para todo 7 € I, ou seja, a = 0. Logo p é um

monomorfismo. Analogamente prova-se que 1,#h = 0 implica h = 0. O

Lema 4.1.7. Se A é um H-mddulo dlgebra e S € bijetiva, entao

afth = Y (La#tha) (S~ () - a#tlp).

Demonstracao. De fato, pela definicao do produto smash temos:

D (Ua#ho)(S7Hh) - a#tly) = Y Lalha, - (S7'(ha) - a))#ha, 1y
= Y by (ST (M) - a)#h
= ) haS M (h) - aths
= Y e(hi)ly - athy
= Y 1y -a#e(hi)hs
= a#h.

]

Agora vamos considerar as relagoes entre a acao de um grupo G sobre uma k-dlgebra

com unidade A e os kG-mddulos algebra. Neste sentido temos o seguinte resultado:

Proposicao 4.1.8. Sejam G um grupo e A uma k-dlgebra com unidade. Entao, dada
uma acao de G sobre A temos que A € um kKG-mddulo dlgebra. Reciprocamente, se A é

um kG-mddulo dlgebra, temos uma ac¢do do grupo G sobre A.

Demonstra¢ao. Suponhamos o : G — Autg(A) uma agdo de G sobre A. Assim, a acdo

definida por:

torna A um kG-mdédulo algebra a esquerda.
Reciprocamente, digamos que A é um kG-modulo algebra a esquerda. Assim, temos para
todo a,b € A valem:

a=1l-a=g-(g7"-a)=g" (g9-a);
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g-(atb)=g-a+g-b

g-(ab) =(g-a)(g-b).
Logo, definindo o, por:

agla) =g-a, VaeA,

temos que o, € Auty(A) para todo g € G. Finalmente, a aplicagdo o : G — Auty(A)
dada por g — a, : A — A, onde a(g)(a) = o,4(a) := g - a é um homomorfismo de grupos.
De fato,

ay(an(a) = ag(h - a) = g (h-a) = (gh) - @ = agn(a),Ya € A.

Portanto, o é uma acao de GG sobre A. n

Observemos que nesta situagao, a multiplicacao no produto smash é

(a#g)(b#h) = a(g - b)#gh = acy(b)#gh.

Ou seja, para a algebra de Hopf kG, o produto smash é simplesmente o skew anel de

grupo definido no Exemplo 2.1.5.

4.2 Teorema de Maschke

Teorema 4.2.1 (Teorema de Maschke para o Produto Smash). Sejam H uma dlgebra
de Hopf semissimples de dimensdao finita, A um H-mddulo dlgebra a esquerda, V um
A#H-modulo e W um A#H-submaodulo de V. Se W € um somando direto em V' como

A-maodulos, entao também é um somando direto de V. como A#H-mddulos.

Demonstra¢ao. Como H ¢é semissimples e dimH < oo estamos nas condi¢oes do Teorema
de Maschke 3.3.9. Logo existe uma integral & esquerda t em H tal que £(t) = 1 e, mais
ainda, nestas condicoes a antipoda S é bijetiva. Seja A : V — W a projecao como

A-médulos e t € H a integral & esquerda descrita acima. Definamos X : V — W por:

N (v) = S(1#S (1) A((144t2)v), para todo v € V.

Desta forma temos que A\ é uma projecio como A#H-médulos. De fato, vejamos que
N\ 6 A#H-linear. Desde que S é bijetiva podemos usar tensores da forma a#S(h) para

representar um elemento arbitrario de A#H. Temos,

(a#S(W)N (v) = (a#S(h) D (1S (1)) M(1#L2)v)
= > [(a#S(h)(1#S (1)) M (1#t2)v)
= ) [(a(S(h)1 - D#(S(h)2S () A((1#t2)v)
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(ae(S(h)1)1)#(S(h)2S (1)) JA((15E2)v)
a#e(S(h)1))(S(h)2S(t1))A((1#2)v)

Q
=
n
~~
=
=

N . S— S~—
S~—
>~
—~
—~

> —
SiS
~
[\V)
>
[\
—~
S~—
S~—
<
N—

(
(
(S7H(S(t)) -
(S7H(S(t1,)) - agtle)A
(
)

[

(

(

(

(

(

(

(a#S(41)) M (144425 (1))
(

(

( to - a#t1 )\
(

(

(

Sedirdindivgdivglnlnglngindingingingingiivng

I
>
)
=
s
2
=

Justificativas:

(1) Definicao de agao.

(2) Por (i) da Proposicao 3.2.7.

(3) Pelo Lema 3.3.7.

(4) Pelo Lema 4.1.7.

(5) Pelo fato de A ser A-linear.

Logo A\ é A#H-linear. Vejamos agora que A satisfaz as condicoes de uma projeco.
Primeiro notemos que, se w € W, entao (1#ty)w € W e portanto A((1#ty)w) = (1#ts)w.

Temos assim que para todo w € W:

N(w) = ) (I#S(E))A(1#t2)w)
(135 (1)) ((1#t2)w)
(155 (1)) (12 )w

(S(t)1 - 1)#S(t)2t2)w
(e(S(t)1)#5 (tr)at2)w
(L#£e(S(t1)1) S (t)at2)w
(

1#S(t1)t2)w

I
MMMMMMM
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Logo, V = W @ Ker(\) onde Ker(\') é um A#H-submédulo de V, e a demonstracio

esta completa. O
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Conclusao

Comecamos observando que os pré-requisitos para se chegar a versao original do te-
orema de Maschke sao relativamente simples e podem ser vistos em cursos de algebras
introdutoérios. No entanto as generalizagoes obtidas em alguns campos da algebra exigem
conhecimento adicional da area, mas que dominada as técnicas iniciais observa-se que,
mesmo em contextos mais gerais, nao necessitamos de um grande aprofundamento na te-
oria para enunciar e demonstrar teoremas similares, os chamados teorema tipo-Maschke.
O maior ganho com estes teoremas vem do fato de que muitas estruturas algébricas
que satisfazem certas condi¢oes podem ser vistas como sendo somas de algumas de suas
subestruturas mais simples (isto ocorre quando uma estrutura algébrica é por exemplo
semissimples) e com isso sao mais facilmente estudadas e classificadas. Percebemos assim
que cada versao destes teoremas assume posicao de destaque na teoria em que se estd
desenvolvendo e por conseguinte, varios resultados sao obtidos em decorréncia de seu uso.

Percebemos também a existéncia de um padrao para que um teorema possa ser con-
siderado “tipo-Maschke”. Esse padrao pode ser encontrado tanto nos enunciados quanto
nas suas demonstragoes, como se pode observar nas versoes apresentadas neste trabalho.
Nas versoes aqui apresentadas verificamos que estas possuem, em suas provas, sempre a
mesma ideia original devida ao matematico alemao Heinrich Maschke, que percebeu que,
se V um A-médulo a esquerda e W um A-submédulo de V' entao, W é um somando
direto de V' se, e somente se, existe uma A-projecao 7w : V. — W. Devido a este fato, em
quase todas as demonstracoes dos teoremas tipo-Maschke ¢é indispensavel apresentarmos
uma projecao adequada entre A-moédulos que compdem a estrutura a ser estudada. Este
lema passou a ser indispensavel a todo o resto do trabalho e considerado o lema funda-
mental que alicerca os principais resultados do nosso trabalho apesar de ser um lema de
facil demonstragao e que é estudado em cursos iniciais de médulos. No entanto, a versao
do teorema de Maschke para codlgebras (ver 3.3.18) tem um raciocinio um ligeiramente
diferente, mas se enquadra na lista de teorema tipo-Maschke devido ao seu enunciado,
que preserva interesse em estabelecer condigoes necessarias e suficientes para que uma
coalgebra seja cossemissimples.

Mais especificamente, no segundo capitulo, aparecem dois teoremas tipo-Maschke que
mais se aproximam do original, sendo ambos relacionados a produtos cruzados provenien-

tes de acoes globais e parciais respectivamente. Ambos apresentam condi¢oes necessarias



para que um produto cruzado seja semissimples, cada qual em seu contexto particular,
mas com enunciados bastante préximos um do outro. Observamos que enquanto o Teo-
rema 2.1.8 exige que G seja um grupo finito tal que |G|~ € A como condigao para que

o produto cruzado seja semissimples, o Teorema 2.2.5 exige que kK = ) 1, seja invertivel
geG
em A. Neste contexto uma aplicacao relevante é a que diz que, a ordem de um grupo

finito G nao dividir a caracteristica de um corpo k é equivalente a que a algebra de grupo
kG seja semissimples.

Pudemos ainda observar que as versoes do teorema de Maschke para élgebras de Hopf,
como as vistas nos teoremas 3.3.9 e 3.3.18, trocam as condicoes sobre inversibilidade da
ordem do grupo e a inversibilidade do trago da unidade por componentes mais sofisticadas,
como a existéncia de integrais unilaterais tais que a imagem pela aplicacao counidade sao
nao nulas. Isto proporciona uma familia de exemplos de algebras de Hopf que nao sao
semissimples e uma familia de dlgebras de grupo kG que quando vistas como algebras de
Hopf, satisfazem claramente as condicoes suficientes para que sejam semissimples.

Finalmente no Capitulo 4, quando apresentado um teorema de tipo-Maschke para
o produto smash, obtemos uma forte generalizacao dos teoremas do Capitulo 2, visto
que pela Proposicao 4.1.8 observamos que a familia de skew anéis de grupos apresentada
neste capitulo é um caso particular de produto smash. Portanto estruturas bastante gerais
ainda podem ser classificadas como semissimples ou nao, utilizando-se apenas recursos de

verificacao de hipoteses relativamente simples contidas no Teorema 4.2.1.
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