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Nessa dissertação apresentamos uma demonstração do Teorema de Bernard

Malgrange, que estabelece condição necessária e suficiente para que um operador

linear com coeficientes constantes seja globalmente resolúvel.
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Lista de śımbolos

Ω (aberto de Rn)
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φ[ǫ] (pg.14)
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pK (pg.17)
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Bp[a, r ] (bola fechada com relação à seminorma p)
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E ′ (dual de E)

qx (seminorma em E ′)

SS(u) (suporte singular)

P (operador diferencial linear)

tP (operador diferencial linear transposto)
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Introdução
A teoria das distribuições foi estabelecida por Laurent Schwartz por volta

de 1950 e mostra-se extremamente útil para o estudo de EDP ′s. Um dos primei-

ros grandes avanços provocados pelas distribuições no estudo de EDP ′s lineares

foi o estabelecimento de que todo operador linear de coeficientes constantes, não

identicamente nulo, tem uma solução fundamental. Esse resultado foi demons-

trado de forma independente por Leon Ehrenpreis (1954) e Bernard Malgrange

(1955).

Como consequência, Malgrange estabelece, no mesmo artigo, um interessante

resultado sobre a resolução da equação Pu = f na classe das funções infinitamente

diferenciáveis. O resultado introduz (embora sem esse nome) a noção de P -

convexidade para suportes. O objetivo desse trabalho é obter o conhecimento

matemático necessário para compreender o enunciado e a demonstração desse

resultado devido a Malgrange o qual caracteriza a resolubilidade global através

da P− convexidade. Mais precisamente, vamos demonstrar o seguinte resultado:

Teorema 0.0.1. (Malgrange) Seja P um operador linear de coeficientes cons-

tantes e Ω um aberto de Rn. Então as seguintes condições são equivalentes

(i) P (C∞(Ω)) = C∞(Ω);

(ii) Ω é P−convexo para suportes.

Para isso, foi desenvolvido um estudo preliminar envolvendo Medida e Inte-

gração, Topologia Geral, Espaços Vetoriais Topológicos, Distribuições, Transfor-

mada de Fourier e Soluções Fundamentais de operadores lineares com coeficientes

constantes.

Esse texto foi estruturado da seguinte forma: no caṕıtulo 1, enunciamos re-

sultados sobre Topologia Geral e Medida e Integração que serão úteis para o

embasamento dos caṕıtulos subsequentes. O caṕıtulo 2, por sua vez, trata dos

Espaços Vetoriais Topológicos. Os resultados sobre Distribuições, pertinentes

à esse trabalho, estão dispostos no caṕıtulo 3. A Transformada de Fourier é

apresentada no caṕıtulo 4. Por fim, o caṕıtulo 5 apresenta uma demonstração e

exemplos do Teorema de Malgrange.



Caṕıtulo 1

Resultados Preliminares

Para o desenvolvimento desta dissertação foi necessário um estudo preliminar

sobre diversos tópicos. Sendo assim, estarão dispostos nesse caṕıtulo, os princi-

pais tópicos que foram estudados sobre Topologia Geral e Teoria da Medida. Na

seção sobre Topologia Geral, listamos os conceitos básicos da área, além de re-

sultados como o Lema de Urysohn. A seção sobre Medida e Integração apresenta

resultados como: o Teorema da Convergência Monótona, o Teorema da Con-

vergência Dominada. Finalizamos o caṕıtulo com resultados sobre regularização

de funções.

1.1 Alguns resultados sobre topologia

Para maiores detalhes sobre os resultados enunciados nessa seção, consulte [13].

Definição 1.1.1. Uma topologia em um conjunto X é uma coleção τ de subcon-

juntos de X com as seguintes propriedades:

(i) ∅ ∈ τ e X ∈ τ ;

(ii) A união de uma quantidade qualquer de elementos de τ , pertence a τ ;

(iii) A intersecção de uma quantidade finita de elementos de τ , também é ele-

mento de τ .

Observação 1.1.2. Se τ é uma topologia em X, então (X, τ) é chamado de

espaço topológico. Os elementos de τ são chamados de conjuntos abertos de X.

Neste texto, diremos apenas espaço topológico X, para simplificação da escrita.

Definição 1.1.3. Sejam X e Y espaços topológicos quaisquer. Dizemos que

f : X → Y é uma aplicação cont́ınua quando para todo aberto V de Y ocorre que

f−1(V ) é um aberto de X.

1
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Definição 1.1.4. (a) Seja X um espaço topológico. Dizemos que o conjunto B

é uma base para a topologia τ em X, se para todo A ∈ τ , temos que:

A =
⋃

B∈B

B.

Como B ⊂ τ , então toda união de elementos de B também pertence a τ .

Os elementos de B são ditos abertos básicos da topologia. Se B é uma base

de τ dizemos que B gera a topologia τ , ou que τ é a topologia gerada por

B.

(b) Seja (X, τ) um espaço topológico e x ∈ X. Dizemos que Bx ⊂ τ é uma base

local para x se e somente se dado U ∈ τ com x ∈ U existe B ∈ Bx tal que

x ∈ B ⊂ U .

(c) Sejam τ e τ
′
duas topologias em X. Dizemos que τ

′
é mais fina do que τ

quando τ ⊂ τ
′
. Quando τ  τ

′
dizemos que τ

′
é estritamente mais fina do

que τ .

Definição 1.1.5. Seja X um espaço topológico.

(a) Dizemos que um conjunto F ⊂ X é fechado se o seu complementar F c é

aberto.

(b) Considere um conjunto F ⊂ X. Definimos o fecho de F como a intersecção

de todos os fechados que contém F . O fecho de F será denotado por F̄ .

Definimos o interior de F como a união de todos os abertos contidos em

F . Seu interior será denotado por F 0.

(c) Dado um conjunto E ⊂ X, uma cobertura de E é uma famı́lia (Cλ)λ∈L de

subconjuntos de X tal que E ⊂
⋃

λ∈L

Cλ. Uma subcobertura é uma sub-famı́lia

(Cλ)λ∈L′ , com L
′ ⊂ L tal que E ⊂

⋃

λ∈L′

Cλ. Quando todos conjuntos Cλ’s

são abertos dizemos que (Cλ)λ∈L é uma cobertura aberta e quando L é finito

dizemos que (Cλ)λ∈L é uma cobertura finita.

(d) Um conjunto K ⊂ X é compacto se toda cobertura aberta de K possui uma

subcobertura finita. Representemos um compacto de X por K ⊂⊂ X.

(e) Uma vizinhança de um ponto p ∈ X é qualquer aberto de X que contém p.

(f) X é um espaço de Hausdorff se para todo par de pontos distintos p, q ∈ X

existem vizinhanças U e V , de p e q respectivamente tais que U ∩ V = ∅.
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(g) X é localmente compacto se cada ponto de X tem uma vizinhança com fecho

compacto.

(h) Um conjunto K ⊂ X é relativamente compacto, se seu fecho é compacto.

Teorema 1.1.6. Suponha que K é compacto e F é fechado em um espaço to-

pológico X. Se F ⊂ K então F é compacto.

Teorema 1.1.7. Suponha X um espaço de Hausdorff, K ⊂⊂ X e p ∈ Kc. Então

existem conjuntos abertos U e W tais que p ∈ U , K ⊂W e U ∩W = ∅.

Teorema 1.1.8. Suponha que X é um espaço de Hausdorff localmente compacto.

Se K ⊂ U ⊂ X são tais que K é compacto e U é aberto, então existe um aberto

V com fecho compacto tal que

K ⊂ V ⊂ V ⊂ U.

Definição 1.1.9. Seja X um espaço topológico. Dada f : X → C definimos o

suporte de f como o conjunto

S(f) = {x ∈ X ; f(x) 6= 0}

e denotamos como Cc(X) o conjunto de todas funções f : X → C cont́ınuas tais

que S(f) ⊂⊂ X.

Suponha X um espaço topológico. A notação K ≺ f significa que K ⊂⊂ X

e que f ∈ Cc(X) tem as seguintes propriedades: 0 ≤ f(x) ≤ 1, ∀x ∈ X e

f(x) = 1, ∀x ∈ K. O śımbolo f ≺ V significa que V é aberto e que f ∈ Cc(X)

tem as seguintes propriedades: 0 ≤ f(x) ≤ 1, ∀x ∈ X e S(f) ⊂ V . A notação

K ≺ f ≺ V significa que K ≺ f e f ≺ V .

Lema 1.1.10 (Lema de Urysohn). Suponha X um espaço de Hausdorff local-

mente compacto, V um aberto em X e K ⊂⊂ V . Então existe f ∈ Cc(X), tal

que

K ≺ f ≺ V.

Teorema 1.1.11. Suponha que V1, V2, . . . , Vn são subconjuntos abertos de um

espaço de Hausdorff localmente compacto X e que K ⊂⊂ X satisfaz

K ⊂ V1 ∪ V2 ∪ . . . ∪ Vn.

Então existem funções hi ≺ Vi, i = 1, . . . , n, tais que

h1(x) + h2(x) + . . .+ hn(x) = 1, ∀x ∈ K.
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A coleção {h1, . . . , hn} é chamada de partição da unidade em K subordinada a

cobertura {V1, V2, . . . , Vn}.

Nesse texto consideramos em Rn a topologia τ definida do seguinte modo:

A ∈ τ ⇔ ∀a ∈ A, ∃r > 0 tal que B(a, r) ⊂ A.

Aqui B(a, r) denota a bola aberta de centro a e raio r na norma euclidiana de

Rn. A topologia τ é chamada de topologia usual de Rn.

Definição 1.1.12. Um conjunto E em um espaço topológico é chamado σ-compacto

se E é uma união enumerável de conjuntos compactos.

O próximo resultado mostra que todo aberto de Rn é σ-compacto.

Teorema 1.1.13. Considere em Rn a topologia usual. Para cada aberto Ω de Rn

existe uma sequência (Kj) de subconjuntos compactos de Ω tal que

(i) Kj ⊂ K0
j+1, ∀j ∈ N;

(ii)

∞⋃

j=1

Kj = Ω;

(iii) para cada K ⊂⊂ Ω, existe j ∈ N tal que K ⊂ Kj.

Definição 1.1.14. Seja X um conjunto qualquer. Definimos a função carac-

teŕıstica de A, χA → {0, 1} por

χA(x) =




1, se x ∈ A

0, se x /∈ A.

Definição 1.1.15. Seja J um conjunto qualquer. Uma relação ≤ em J é cha-

mada de ordem parcial se valem as seguintes condições:

(i) j ≤ j, ∀j ∈ J ;

(ii) Se j ≤ k e k ≤ j então j = k;

(iii) Se j ≤ k e k ≤ l então j ≤ l.

Definição 1.1.16. Um conjunto dirigido J é um conjunto com uma relação de

ordem parcial ≤ com a seguinte propriedade: para cada j, k ∈ J existe l ∈ J tal

que j ≤ l e k ≤ l.

Exemplo 1.1.17. J = N com a relação de ordem usual é um conjunto dirigido.
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Exemplo 1.1.18. Dado um conjunto qualquer S. Seja J uma coleção de sub-

conjuntos de S com a propriedade de que A,B ∈ J ⇒ A ∩ B ∈ J. Defina A ≤ B

quando A ⊃ B. Então J é um conjunto dirigido

Definição 1.1.19. Seja X um espaço topológico. Uma rede em X é uma função

x : J → X onde J é um conjunto dirigido.

Observação 1.1.20. Para cada j ∈ J , denotamos x(j) por xj . Representamos a

função x por (xj)j∈J .

Definição 1.1.21. Seja X um espaço topológico. Dizemos que uma rede (xj)j∈J

converge para x ∈ X quando para cada vizinhança U de x, existe j0 ∈ J tal que

j0 ≤ j ⇒ xj ∈ U.

Nesse caso escrevemos xj → x.

Teorema 1.1.22. Seja A ⊂ X. Então x ∈ J se e somente se existe uma rede

(xj)j∈J de pontos em A convergindo para x.

Teorema 1.1.23. Seja f : X → Y . Então f é cont́ınua se e somente se para

cada x ∈ X e cada rede (xj)j∈J que converge para x, ocorre que f(xj) converge

para f(x).

Teorema 1.1.24. Se X é um espaço de Hausdorff então o limite de uma rede,

quando existe, é único.

1.2 Resultados de Medida e Integração

Para maiores detalhes sobre os resultados enunciados nessa seção, consulte

[16].

Definição 1.2.1. Uma σ-álgebra em um conjunto X é uma coleção M de sub-

conjuntos de X com as seguintes propriedades:

(i) X ∈ M ;

(ii) se A ∈ M então Ac ∈ M ;

(iii) se {Ai} é uma coleção enumerável de elementos de M então
⋃

i

Ai ∈ M .

Observação 1.2.2. Se M é uma σ-álgebra em X então (X,M ) é chamado de

espaço mensurável. Os elementos de M são chamados de conjuntos mensuráveis

de X. Neste texto, diremos apenas espaço mensurável X.
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Observação 1.2.3. A intersecção de uma quantidade qualquer de σ-álgebras em

X é uma σ-álgebra em X.

Definição 1.2.4. Se F é uma coleção de subconjuntos de X, então a intersecção

de todas as σ-álgebras em X que contém F é chamada de σ-álgebra gerada por

F .

Definição 1.2.5. Seja (X, τ) um espaço topológico. A σ-álgebra de Borel é defi-

nida como a σ-álgebra gerada por τ e seus elementos são chamados de conjuntos

de Borel.

Observação 1.2.6. Os conjuntos fechados de um espaço topológico X são con-

juntos de Borel, pois seus complementares são abertos.

Definição 1.2.7. Seja X um espaço mensurável, Y um espaço topológico e f

uma aplicação de X em Y . Dizemos que f é mensurável se, e somente se, para

todo subconjunto aberto V de Y tem-se f−1(V ) mensurável em X.

Teorema 1.2.8. Se X é um espaço mensurável e fn : X → (−∞,∞] é men-

surável, para todo n = 1, 2, . . . então

g = sup
n≥1

fn, h = lim sup fn,

são mensuráveis.

Teorema 1.2.9. Seja X um espaço mensurável e f = u+iv, sendo u, v : X → R.

Então f é mensurável se, e somente se, u e v são mensuráveis.

Definição 1.2.10. Uma função s : X → [0,∞) definida em um espaço men-

surável X cuja imagem é um conjunto finito será chamada de função simples.

Teorema 1.2.11. Seja f : X → [0,∞) uma função mensurável definida no

espaço mensurável X. Então existe uma sequência (sn) de funções simples men-

suráveis tal que:

(i) 0 ≤ s1 ≤ s2 ≤ . . . ≤ f ;

(ii) sn(x) → f(x) quando n→ ∞, para todo x ∈ X.

Definição 1.2.12. Seja (X,M ) um espaço mensurável. Uma medida positiva

em X é uma função µ : M → [0,∞] que tem a seguinte propriedade: se {Ai} é

uma coleção enumerável de subconjuntos mensuráveis de X, dois a dois disjuntos,

então

µ
( ∞⋃

i=1

Ai

)
=

∞∑

i=1

µ(Ai).

Chamamos (X,M , µ) de espaço de medida.
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Teorema 1.2.13. Se (X,M , µ) é um espaço de medida então:

(i) µ(∅) = 0;

(ii) µ(A1∪A2∪ . . .∪An) = µ(A1)+µ(A2)+ . . .+µ(An), se A1, A2, . . . , An ∈ M

são conjuntos mensuráveis dois a dois disjuntos;

(iii) A,B ∈ M , A ⊂ B ⇒ µ(A) ≤ µ(B);

(iv) lim
n→+∞

µ(An) = µ(

∞⋃

n=1

An) se An ∈ M ∀n ∈ N e A1 ⊂ A2 ⊂ A3 ⊂ . . .;

(v) lim
n→+∞

µ(An) = µ(
∞⋂

n=1

An) se An ∈ M ∀n ∈ N e A1 ⊃ A2 ⊃ A3 ⊃ . . . e µ(A1)

é finito.

Definição 1.2.14. Seja (X,M , µ) um espaço de medida. Se E ∈ M , A ⊂ E e

µ(E) = 0 implica que A ∈ M então µ é dita uma medida completa.

Definição 1.2.15. Seja (X,M , µ) um espaço de medida e P uma propriedade

relativa a pontos de X. Dizemos que P vale µ-q.t.p, ou simplesmente q.t.p. se

existe E ∈ M tal que µ(E) = 0 e {x ∈ X ; x tem a propriedade P} = X −E.

Aqui q.t.p. abrevia a expressão “quase todo ponto”. Assim, dizemos por

exemplo f, g : X → C são iguais q.t.p. se existe E ∈ M com µ(E) = 0, tal que

f(x) = g(x), para todo x ∈ X − E.

Definição 1.2.16. Consideremos (X,M , µ) um espaço de medida. Sejam s uma

função simples mensurável em X, da forma

s =

n∑

i=1

αiχAi
, (1.1)

onde α1, . . . , αn são números reais dois a dois distintos e A1, . . . , An ∈ M dois a

dois disjuntos, se E ∈ M , definimos

∫

E

sdµ =

n∑

i=1

αiµ(Ai) ∩ E. (1.2)

Se f : X → [0,∞] é mensurável e E ∈ M , definimos

∫

E

fdµ = sup

∫

E

sdµ, (1.3)

o supremo a ser tomado sobre todas as funções simples mensuráveis s tais que

s ≤ f .
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O membro à esquerda de (1.3) é chamado de Integral de Lebesgue de f sobre

E, com respeito à medida µ.

Teorema 1.2.17. (Teorema da Convergência Monótona) Sejam (X,M , µ)

um espaço de medida e (fn) uma sequência de funções mensuráveis em X, e su-

ponha que

(a) 0 ≤ f1 ≤ f2 ≤ . . . ≤ ∞, q.t.p.

(b) lim
n→+∞

fn = f , q.t.p.

Então f é mensurável, e ∫

X

fndµ→
∫

X

fdµ

quando n→ ∞.

Lema 1.2.18. (Lema de Fatou) Se (X,M , µ) é um espaço de medida e fn :

X → [0,∞] é mensurável para cada n ∈ N então

∫

X

lim inf fndµ ≤ lim inf

∫

X

fndµ.

Seja (X,M , µ) um espaço de medida, nesse texto, denotaremos o conjunto de

todas as funções mensuráveis tais que

∫
|f | dµ < +∞

por L(µ).

Definição 1.2.19. Se f = u+ iv, onde u e v são funções mensuráveis reais em

X, e se f ∈ L(µ), definimos

∫

E

fdµ =

∫

E

u+dµ−
∫

E

u− + i

∫

E

v+dµ− i

∫

E

v−dµ, (1.4)

para cada conjunto mensurável E.

Observação 1.2.20. Aqui u+ e u− são as partes positiva e negativa de u, res-

pectivamente, enquanto v+ e v− são partes positiva e negativa de v, respecti-

vamente. Estas quatro funções mensuráveis são reais, e não negativas, assim

as quatro integrais à direita de (1.4) fazem sentido pela definição 1.2.16. Além

disso, u+ ≤ |u| ≤ |f |, o mesmo vale para u−, v+ e v−, de modo que cada uma

das quatro integrais à direita de (1.4) é finita.

Teorema 1.2.21. Se (X,M , µ) é um espaço de medida e f ∈ L(µ), então

∣∣∣∣
∫

X

fdµ

∣∣∣∣ ≤
∫

X

|f |dµ.
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Teorema 1.2.22. (Teorema da Convergência Dominada) Seja (X,M , µ)

um espaço de medida. Suponha que (fn) seja uma sequência de funções men-

suráveis complexas em X tal que f = lim
n 7→∞

fn, q.t.p.

Se existe uma função g ∈ L(µ) tal que

|fn| ≤ g, ∀n ∈ N, q.t.p.

então f ∈ L(µ) e

lim
n 7→∞

∫

X

|fn − f | dµ = 0.

Definição 1.2.23. Sejam (X,M , µ) um espaço de medida, f : X → C men-

surável e 1 ≤ p <∞. Defina,

‖f‖p =
(∫

X

|f |p dµ
) 1

p

e seja Lp(µ) a coleção de todas funções mensuráveis em X tais que

‖f‖p <∞.

Considere em Lp(µ) a seguinte relação de equivalência:

f ∼ g ⇔ f = g q.t.p.

e o espaço vetorial quociente Lp(µ)/ ∼. Seja |f | a classe de f ∈ Lp(µ). Então

Lp(µ)/ ∼ equipado com a norma dada por

‖[f ]‖p = ‖f‖p , |f | ∈ Lp(µ)

é um espaço vetorial normado. A partir de agora denotaremos [f ] por f e

Lp(µ)/ ∼ por Lp(µ).

Os elementos de L1(µ) são chamados funções integráveis de Lebesgue, com

respeito a µ.

Teorema 1.2.24. (Desigualdade de Hölder) Suponha que (X,M , µ) é um

espaço de medida. Se p e q são tais que 1
p
+ 1

q
= 1, 1 ≤ p, q ≤ ∞, e se f ∈ Lp(µ)

e g ∈ Lq(µ), então fg ∈ L1(µ) e

‖fg‖1 ≤ ‖f‖p ‖g‖q .

Teorema 1.2.25. Seja (X,M , µ) um espaço de medida. Suponha que f : X ×
[a, b] → C é tal que para cada t ∈ [a, b] ocorre x 7→ f(x, t) pertence a L1(µ).

Defina F (t) =
∫
X
f(x, t)dµ, t ∈ [a, b].
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(i) Se para quase todo x ∈ X tem-se que t 7→ f(x, t) é cont́ınua em t0 ∈ [a, b]

e existe g ∈ L1(µ) tal que |f(x, t)| ≤ g(x), q.t.p. em X × [a, b] então F é

cont́ınua em t0, isto é,

lim
t→t0

∫

X

f(x, t)dµ =

∫

X

lim
t→t0

f(x, t)dµ;

(ii) (Derivação sob o sinal de integral) se ∂f

∂t
(x, t) existe em todos os

pontos de X × [a, b] e existe g ∈ L1(µ) tal que
∣∣∂f
∂t
(x, t)

∣∣ ≤ g(x), q.t.p. em

X × [a, b] então F é derivável em [a, b] e F
′
(t) =

∫
X

∂f

∂t
(x, t)dµ, isto é,

d

dt

∫

X

f(x, t)dµ =

∫

X

∂

∂t
f(x, t)dµ.

Definição 1.2.26. Seja E um conjunto em um espaço de medida µ. Dizemos

que E tem medida σ−finita se E é uma união enumerável de conjuntos (Ei) com

µ(Ei) <∞, ∀i ∈ N.

Teorema 1.2.27. (Fubini) Sejam (X,M , µ) e (Y,N , λ) espaços de medida

σ−finitos e f uma função mensurável definida em X × Y .

(i) Se 0 ≤ f ≤ +∞ q.t.p. então as funções

φ : X → [0,+∞], ψ : Y → [0,+∞]

definidas por

φ(x) =

∫

Y

f(x, y)dλ, ψ(y) =

∫

X

f(x, y)dµ

são S e T − mensuráveis respectivamente, e

∫

X

φ(x)dµ =

∫

X×Y

f(x, y)d(µ× λ) =

∫

Y

ψ(y)dλ;

(ii) Se f : X × Y → C e a função φ∗ : X → [0,+∞] definida por

φ∗(x) =

∫

Y

|f(x, y)|dλ

pertence a L1(X) então f ∈ L1(X × Y ).

Os próximos resultados são essenciais para a construção da medida de Lebes-

gue em Rn.
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Definição 1.2.28. Dizemos que um funcional linear Λ : Cc(X) → C é positivo

se Λ(f) ≥ 0 sempre que f ≥ 0.

Teorema 1.2.29. (Teorema de Representação de Riesz) SejaX um espaço

de Hausdorff, localmente compacto, e seja Λ um funcional linear positivo em

Cc(X). Então existe uma σ−álgebra M em X que contém qualquer conjunto de

Borel em X, e existe uma única medida µ tal que:

(i) Λ(f) =
∫
X
fdµ, para cada f ∈ Cc(X);

(ii) µ(K) <∞ para cada conjunto compacto K ⊂ X;

(iii) para cada E ∈ M , temos que µ(E) = inf{µ(V );E ⊂ V, V aberto};

(iv) a relação µ(E) = sup{µ(K);K ⊂ E,Kcompacto} vale para qualquer con-

junto aberto, e para qualquer E ∈ M com µ(E) <∞;

(v) µ é completa.

Teorema 1.2.30. SejaX um espaço de Hausdorff, localmente compacto e σ−compacto.

Se M e µ são descritas como no Teorema 1.2.29, então M e µ tem as seguintes

propriedades:

(i) se E ⊂ M e ǫ > 0, então existe um conjunto fechado F e um conjunto aberto

V tal que F ⊂ E ⊂ V e µ(V − F ) < ǫ;

(ii) se E ∈ M , então existem conjuntos A e B tais que A é uma união enu-

merável de conjuntos fechados e B é uma intersecção enumerável de con-

juntos abertos, tais que A ⊂ E ⊂ B e µ(B − A) = 0.

Um conjunto da forma

W = {x ∈ Rn;αi ≤ xi ≤ βi, 1 ≤ i ≤ n},

onde qualquer ≤ pode ser substitúıdo por <, é chamado de n−célula, e seu volume

é definido por

V ol(W ) =
n∏

i=1

(βi − αi).

Se a = (a1, . . . , an) ∈ Rn e δ > 0, chamamos o conjunto

Q(a, δ) = {x ∈ Rn; ai ≤ xi < ai + δ, 1 ≤ i ≤ n}

de δ−bloco com canto em a.
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Para k = 1, 2, . . . , seja Pk o conjunto de todos x ∈ Rn cujas coordenadas são

múltiplos inteiros de 2−k, e seja Ωk a coleção de todos 2−k− bloco com canto nos

pontos de Pk. Temos as seguintes propriedades do conjunto Ωk :

(a) se k é fixo, cada x ∈ Rn pertence a um único elemento de Ωk;

(b) se Q′ ∈ Ωk, Q
′′ ∈ Ωr e r < k, então Q′ ⊂ Q′′ ou Q′ ∩Q′′ = ∅;

(c) se Q ∈ Ωr, então V ol(Q) = 2−rk, e se n > r, o conjunto Pn tem exatamente

2(n−r)k pontos em Q;

(d) todo conjunto aberto não vazio em Rn é uma união enumerável de blocos

disjuntos pertencentes a Ω1 ∪ Ω2 ∪ . . ..

Teorema 1.2.31. Existe uma medida completa positiva m definida em uma

σ−álgebra M em Rn, com as seguintes propriedades:

(i) M contém todo conjunto de Borel em Rn;

(ii) m(V ) = V ol(W ) para cada n−célula W ;

(iii) m é invariante por translação, isto é, m(E + x) = m(E) para cada E ∈ M

e cada x ∈ Rn;

(iv) se µ é uma medida de Borel positiva invariante por translação em Rn tal

que µ(K) <∞ para cada conjunto compacto K, então existe uma constante

c tal que µ(E) = cm(E) para qualquer conjunto de Borel E ⊂ Rn.

Chamamos de M em a σ−álgebra de Lebesgue em Rn e a Medida de Lebesgue

em Rn, respectivamente. A partir de agora, usaremos somente a Medida de

Lebesgue em Rn e a integral de f em relação a Medida de Lebesgue será denotada

por
∫
f(x)dx.

Teorema 1.2.32. (Coordenadas Polares em Rn) Suponha que f : Rn → R

é uma função radial, isto é,

f(x) = g(|x|), ∀x ∈ Rn,

para alguma g : R→ R. Se f é uma função mensurável a Borel não negativa ou

f ∈ L1(Rn) então

∫

Rn

f(x)dx = σ(Sn−1)

∫ +∞

0

rn−1g(r)dr

sendo σ(Sn−1) a área da esfera Sn−1 ⊂ Rn.
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Observação 1.2.33. A integral

∫

Rn

1

(1 + |x|2)n+1
2

dx

é finita.

De fato, seja f(x) = 1

(1+|x|2)
n+1
2
, x ∈ Rn e definimos g(r) = 1

(1+r2)
n+1
2
, r ∈ R.

Assim f(x) = g(|x|) = g(r), ou seja, f é uma função radial. Além disso f ≥ 0,

assim aplicando o Teorema 1.2.32 temos

∫

Rn

f(x)dx = σ(Sn−1)

∫ +∞

0

rn−1 1

(1 + r2)
n+1
2

dr.

Notemos que, para r ≥ 1,

∫ +∞

1

rn−1 1

(1 + r2)
n+1
2

dr ≤
∫ +∞

1

rn−1 1

rn+1
dr =

∫ +∞

1

r−2dr <∞

Para 0 ≤ r ≤ 1 temos que a aplicação r 7→ rn−1 1

(1+r2)
n+1
2

é cont́ınua e assim

integrável. Portanto, ∫

Rn

1

(1 + |x|2)n+1
2

dx < +∞.

Teorema 1.2.34. (Lusin) Suponha que f : Ω → C é uma função mensurável a

Lebesgue e que S(f) é compacto. Dado ǫ > 0, ∃g ∈ C∞
c (Ω) tal que

m({x ∈ Ω; f(x) 6= g(x)}) < ǫ.

Teorema 1.2.35. Se q : Rn → R é um polinômio não identicamente nulo então

q−1({0}) tem medida de Lebesgue nula.

1.3 Multi-́ındice

Neste texto, Ω sempre denotará um subconjunto aberto de Rn na topologia

usual.

A notação de multi-́ındice tem por objetivo simplificar a maneira como são

denotadas as derivadas de ordens mais altas de funções de várias variáveis. Essa

notação sucinta traz benef́ıcios principalmente para o estudo das equações dife-

renciais parciais e das distribuições.

Fixando n ∈ N, um n-multi-́ındice, ou simplesmente um multi-́ındice α =

(α1, α2, . . . , αn) é uma n-upla de inteiros não negativos, ou seja, é um elemento

de Nn. Para cada multi-́ındice α definimos seu módulo por |α|=α1+α2+ . . .+αn

e ainda α! = α1!α2! . . . αn!.
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Se β = (β1, β2, . . . , βn) é um multi-́ındice definimos

α± β = (α1 ± β1, α2 ± β2, . . . , αn ± βn) e

(
α

β

)
=

(
α1

β1

)(
α2

β2

)
. . .

(
αn
βn

)
.

Dizemos que α ≤ β se e somente se αi ≤ βi, i = 1, 2, . . . , n. Além disso, se

x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn então escrevemos xα = xα1
1 x

α2
2 . . . xαn

n .

Para cada i = 1, 2, . . . , n e cada multi-́ındice α escrevemos

∂if =
∂f

∂xi

e

∂αf =
∂|α|f

∂α1x1∂α2x2 . . . ∂αnxn

Dessa forma, o número |α| indica a ordem de derivação de f , enquanto cada

coordenada αi indica quantas derivadas estão sendo calculadas na direção xi.

A notação de multi-́ındice permite estendermos muitas fórmulas do cálculo

elementar para suas correspondentes no caso multivariável. Segue um exemplo:

Teorema 1.3.1. (Fórmula de Leibniz) Se α ∈ Nn e f , g ∈ C |α|(Ω), tem-se

∂α(fg) =
∑

β≤α

(
α

β

)
∂βf∂α−βg.

Dado x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, α ∈ Nn temos que

(i) |xα| ≤ |x||α|M ;

(ii)
k∑

j=0

(
k

j

)
= 2k;

(iii)

n∑

j=1

|xk|2k ≤
∑

|α|≤k

|xα|2.

Teorema 1.3.2. |xα| ≤ (1 + |x|2) |α|
2 , ∀α ∈ Nn, ∀x ∈ Rn.

Utilizando homogeneidade e compacidade obtemos o

Teorema 1.3.3. Para cada k ∈ N, existe c = c(k) > 0 tal que

(1 + |x|2) k
2 ≤ c

∑

|α|≤k

|xα|, x ∈ Rn.
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1.4 Funções teste e regularização

Definição 1.4.1. Para cada m = 0, 1, 2, . . . definimos Cm
c (Ω) como o conjunto

de todas as funções φ ∈ Cm(Ω) tais que S(φ) ⊂⊂ Ω. Os elementos de C∞
c (Ω)

são chamados de funções teste.

Observação 1.4.2. Se U é um aberto de Ω e φ ∈ C∞
c (U) então φ0 : Ω → C

definida por φ0 = φ em U e φ0 = 0 em Ω − U , pertence a C∞
c (Ω). Identificando

φ com φ0 escrevemos C∞
c (U) ⊂ C∞

c (Ω).

Observação 1.4.3. Defina φ : Rn → R por

φ(x) =




e

1

|x|2−1 , se |x| < 1

0, se |x| ≥ 1

então φ ∈ C∞
c (Rn), 0 ≤ φ ≤ 1 e S(φ) = B[0, 1].

Dividindo a função definida anteriormente por sua integral em Rn, obtemos

uma nova aplicação, que continuamos a denotar por φ, com as seguintes propri-

edades.

φ ≥ 0, S(φ) = B[0, 1] e

∫

Rn

φ(x)dx = 1.

Assim para cada ǫ > 0 vale

∫

Rn

φ
(x
ǫ

)
dx = ǫn,

logo, a aplicação φ[ǫ] : Rn → R dada por

φ[ǫ](x) =
1

ǫn
φ
(x
ǫ

)
(1.5)

é não negativa, tem suporte igual a B[0, ǫ] e integral em Rn igual a 1.

Das considerações acima segue que C∞
c (Ω) é não vazio, qualquer que seja Ω.

Definição 1.4.4. Seja 1 ≤ p < ∞. Se f : Ω → C for uma função mensurável

e para qualquer compacto K ⊂ Ω,
∫
K
|f(x)|p dx <∞, dizemos que f ∈ Lploc(Ω).

Os elementos de Lploc(Ω) são chamados de funções localmente integráveis de Ω.

Da desigualdade de Hölder segue que se f ∈ L∞(Ω), então f ∈ Lploc(Ω) qual-

quer que seja 1 ≤ p < ∞. Note que Lp(Rn) ⊂ Lploc(R
n), 1 ≤ p < ∞, mas

a inclusão contrária não é válida (exemplo: funções constantes). Além disso

C(Ω) ⊂ Lploc(Ω), 1 ≤ p ≤ ∞.
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Definição 1.4.5. Se f ∈ L1
loc(R

n) e g ∈ Cm
c (R

n), k = 0, 1, 2, . . ., então a con-

volução de f e g é definida para cada x ∈ Rn, por

(f ∗ g)(x) =
∫

Rn

f(x− y)g(y)dy =

∫

Rn

f(y)g(x− y)dy.

Definição 1.4.6. A famı́lia de funções fǫ obtida quando, para cada ǫ > 0, toma-

mos g, na definição anterior, igual a aplicação φ[ǫ] é dada por

fǫ(x) = f ∗ φ[ǫ](x) =
1

ǫn

∫

Rn

f(y)φ
(x− y

ǫ

)
dy, x ∈ Rn,

e é chamada de famı́lia das regularizadas de f .

Teorema 1.4.7. Sejam f ∈ L1
loc(R

n), g ∈ Cm(Rn), k ∈ N e ǫ > 0 quaisquer.

Então

(i) f ∗ g ∈ Ck(R);

(ii) S(f ∗ g) ⊂ S(f) + S(g). Em particular f ∗ g ∈ C∞
c (Rn) caso S(g) ⊂⊂ Rn;

(iii) se f é cont́ınua e S(f) ⊂⊂ Rn então fǫ → f uniformemente quando ǫ→ 0;

(iv) se f ∈ Lp(Rn), 1 ≤ p < +∞, então fǫ → f em Lp(Rn).

Utilizando as regularizadas obtemos uma versão do Teorema 1.1.11 com funções

suaves.

Teorema 1.4.8. Seja K ⊂⊂ Rn, e consideremos abertos V1, V2, . . . , Vl tais que

K ⊆
l⋃

j=1

Vj. Então existem funções φj ∈ C∞
c (Vj) tais que

(i)
l∑

j=1

φj ≤ 1;

(ii)
l∑

j=1

φj = 1 numa vizinhança de K;

(iii) 0 ≤ φj ≤ 1, j ∈ N.

Novamente, utilizando as regularizadas, obtemos o seguinte resultado:

Teorema 1.4.9. Se 1 ≤ p <∞ então C∞
c (Ω) é denso em Lp(Ω).



Caṕıtulo 2

Espaços Vetoriais Topológicos

Os espaços vetoriais topológicos (EV T ′s) são conjuntos com duas estruturas,

uma algébrica e uma topológica. A definição de EV T , combina essas duas estru-

turas de forma que as operações de espaço vetorial sejam funções cont́ınuas. A

noção de espaço vetorial topológico é útil quando não se pode definir uma norma.

Os espaços de interesse nesse estudo são C∞
c (Ω) e C∞(Ω) que, não sendo nor-

mados, têm suas topologias definidas através de seminormas, tornando-se desse

modo exemplos de EV T ′s. Nesse caṕıtulo, estabelecemos as propriedades da to-

pologia desses espaços que são úteis no estudo das distribuições. Nesse caṕıtulo,

E sempre denotará um espaço vetorial sobre um corpo de escalares K, que assu-

miremos ser R ou C.

Os resultados aqui apresentados podem ser encontrados em [1], [8], [15] e [19].

2.1 Seminormas

Definição 2.1.1. Uma seminorma em E é uma aplicação p : E → R que tem as

seguintes propriedades:

(i) p(x) ≥ 0, ∀ x ∈ E;

(ii) p(x+ y) ≤ p(x) + p(y), ∀x, y ∈ E;

(iii) p(λx) = |λ| p(x), ∀x ∈ E, ∀λ ∈ F.

p é uma norma se, além das propriedades anteriores, satisfizer:

p(x) = 0 ⇔ x = 0.

Observação 2.1.2. A função nula é uma seminorma em E. Dado c ≥ 0 e p em

E então cp também é uma seminorma em E. Se p e q são seminormas em E

então p+ q e max {p, q} são seminormas em E.

17
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Observação 2.1.3. Toda norma é uma seminorma.

Porém, não podemos afirmar que a implicação contrária é verdadeira, pois a

aplicação nula é uma seminorma. Seguem outros exemplos de seminormas que

não são normas.

Exemplo 2.1.4. (Seminormas em Cm(Ω)) Fixado m = 0, 1, 2, . . . e Ω um

aberto de Rn. Para cada K ⊂⊂ Ω a aplicação pK : Cm(Ω) → R+ definida por

pK(f) = sup
x∈K,|α|≤m

|∂αf(x)|, (2.1)

é uma seminorma em Cm(Ω).

Exemplo 2.1.5. (Seminormas em C∞(Ω)) Para cada K ⊂⊂ Ω e m =

0, 1, 2, . . . a aplicação pK,m : C∞(Ω) → R+ definida por

pK,m(f) = sup
x∈K,|α|≤m

|∂αf(x)| (2.2)

é uma seminorma em C∞(Ω).

Observação 2.1.6. Uma seminorma em E possui as seguintes propriedades,

todas de verificação análoga às respectivas propriedades de normas:

(i) p (0) = 0;

(ii) |p (x)− p (y)| ≤ p (x− y) , x, y ∈ E;

(iii) p−1({0}) é um subespaço vetorial de E.

Definição 2.1.7. Seja p uma seminorma em E. Definimos a bola aberta com

centro em a ∈ E e raio r > 0, com relação a seminorma p, como o conjunto

Bp(a, r) = {x ∈ E : p(x− a) < r} .

Analogamente, definimos a bola fechada Bp[a, r].

Salientamos que ainda não existe topologia definida em E, de modo que não

faz sentido nos perguntarmos se Bp(a, r) e Bp[a, r] são conjuntos abertos ou fe-

chados.

Observação 2.1.8. Suponha que p e q sejam seminormas em E. Então para

todo a ∈ E e r > 0 tem-se:

(i) a+Bp(0, r) = Bp(a, r) e a+Bp[0, r] = Bp[a, r];

(ii) 1
r
Bp(a, 1) = Bp(a, r) e

1
r
Bp[a, 1] = Bp[a, r];
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(iii) p ≤ q ⇒ Bq(a, r) ⊂ Bp(a, r). Se Bq(0, 1) ⊂ Bp(0, 1) ⇒ p ≤ q.

Definição 2.1.9. Um subconjunto A de um espaço vetorial E sobre K é dito

(i) convexo se, dados dois pontos x, y ∈ A, o segmento de reta que os une está

contido em A, isto é,

∀x, y ∈ A, ∀t ∈ [0, 1]; (1− t)x+ ty ∈ A;

(ii) equilibrado se x ∈ A, |λ| ≤ 1 ⇒ λx ∈ A;

(iii) absorvente se ∀x ∈ E, ∃ρ > 0 tal que |λ| < ρ⇒ λx ∈ A.

Observação 2.1.10. E, ∅ e os segmentos são convexos. Note ainda que todo

conjunto equilibrado ou absorvente contém a origem (escolher λ = 0).

Teorema 2.1.11. Sejam E, F espaços vetoriais, A ⊂ E,B ⊂ F e u : E → F

linear.

(i) se A é convexo e λ ∈ K então λA é convexo;

(ii) se r, s ≥ 0 então (r + s)A ⊂ rA + sA; se A é convexo então rA + sA =

(r + s)A;

(iii) intersecção arbitrária de convexos (equilibrados) é convexo (equilibrado);

(iv) se p é seminorma em E então Bp(0, r) e Bp[0, r] são equilibrados e absor-

ventes. Além disso Bp(a, r) e Bp[a, r] são convexos, quaisquer que sejam

a ∈ E, r > 0;

(v) se B é convexo (equilibrado, absorvente respectivamente) então u−1 (B) é

convexo (equilibrado, absorvente respectivamente).

Demonstração. As demonstrações dos itens (i), (iii) e (v) são imediatas da

definição de convexidade.

(ii) A primeira inclusão é imediata. A igualdade também é imediata caso

r = 0 ou s = 0. Para demonstrar a igualdade caso r, s > 0, dados x, y ∈ A

podemos escrever

rx+ sy = (r + s)

(
r

r + s
x+

s

r + s
y

)
.

Como r
r+s

+ s
r+s

= 1 e A é convexo resulta r
r+s

x+ s
r+s

y ∈ A.

(iv) Convexidade é análoga à convexidade das bolas em espaços normados,

pois só depende da desigualdade triangular.
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Definição 2.1.12. Seja A ⊂ E um conjunto convexo e absorvente. A função

pA : E → R

x 7→ inf
ρ>0,x∈ρA

ρ

é chamada de funcional de Minkowski do conjunto A.

Teorema 2.1.13. Na notação acima, temos que pA está bem definida e, ∀x, y ∈
E e ∀λ ∈ K temos

(i) pA (x+ y) ≤ pA (x) + pA (y) ;

(ii) pA (λx) = λpA (x) , se λ ≥ 0;

(iii) se B = {x ∈ E; pA (x) < 1} e C = {x ∈ E; pA (x) ≤ 1} então B ⊂ A ⊂ C;

(iv) se A é equilibrado então pA é uma seminorma em E. Em particular

BpA(0, 1) ⊂ A ⊂ BpA[0, 1].

Demonstração.

(i) O fato de A ser absorvente implica que pA está bem definida. Observe que

r, s > 0, x ∈ rA, y ∈ sA⇒ x+ y ∈ (r + s)A⇒ pA (x+ y) ≤ r + s,

sendo a primeira implicação válida pelo item (ii) do Teorema 2.1.11. Como a

última desigualdade é válida para todo r, s > 0 tais que x ∈ rA, y ∈ sA, segue

que pA (x+ y) ≤ pA (x) + pA (y) .

(ii) Da Observação 2.1.10 segue que pA(0) = 0. Se λ = 0 então pA (λx) =

pA (0) = 0 · pA (x) . Caso λ > 0 vale:

pA (λx) = inf
ρ>0,λx∈ρA

ρ = inf
ρ>0,x∈ ρ

λ
A
ρ = λ inf

ρ>0,x∈ ρ
λ
A

ρ

λ
= λpA (x) .

(iii) x ∈ B ⇒ ∃ρ > 0 tal que 0 < ρ < 1 e 1
ρ
x ∈ A. Como 0 e 1

ρ
x são pontos

de A, 1
ρ
> 1 e A é convexo, segue que o segmento de extremidades 0 e 1

ρ
x está

contido em A e contém x. Portanto, x ∈ A e, dáı, B ⊂ A.

Se x ∈ A, tomando ρ = 1 resulta que x ∈ ρA, logo, pela definição de funcional

de Minkowski resulta que pA (x) ≤ 1, logo, A ⊂ C.

(iv) Se λ 6= 0 então

λx ∈ ρA⇔ |λ|
λ
λx ∈ ρA⇔ |λ| x ∈ ρA,
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sendo a primeira equivalência válida pois A é equilibrado. Dáı, segue que

pA (λx) = inf
ρ>0,λx∈ρA

ρ = inf
ρ>0,x∈ ρ

|λ|
A
ρ = |λ| inf

ρ>0,x∈ ρ
|λ|
A

ρ

|λ| = |λ| pA (x)

que, juntamente com (i) implica que p é seminorma.

2.2 Noções Básicas sobre EVT’s e ELC’s

Definição 2.2.1. Seja E um espaço vetorial sobre um corpo de escalares K.

Suponha que E também é um espaço topológico. Dizemos que a topologia definida

em E é compat́ıvel com a estrutura de espaço vetorial de E se as aplicações

(x, y) ∈ E ×E 7→ x+ y ∈ E

(λ, x) ∈ K×E 7→ λx ∈ E

são cont́ınuas.

Definição 2.2.2. Um espaço vetorial equipado com uma topologia compat́ıvel com

a estrutura de espaço vetorial é dito um espaço vetorial topológico(EVT).

Exemplo 2.2.3. Todo espaço normado é um EVT. O produto cartesiano de dois

EVT’s é um EVT.

Teorema 2.2.4. Seja E um EVT.

(i) Para cada x ∈ E e λ 6= 0 as aplicações

Tx : E → E

y 7→ x+ y
e

mλ : E → E

x 7→ λx

são homeomorfismos;

(ii) se B0 é uma base local na origem então

B = {a+ V ; a ∈ E, V ∈ B0}

é uma base para a topologia de E;

(iii) toda vizinhança da origem é absorvente;

(iv) toda vizinhança da origem contém uma vizinhança equilibrada da origem.
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Demonstração.

(iii) Dada uma vizinhança U da origem e x ∈ E, como 0.x = 0 e a multi-

plicação por escalar é uma aplicação cont́ınua, existem ρ > 0 e uma vizinhança

V de x tais que |λ| < ρ, y ∈ V implica λy ∈ U. Tome y = x.

(iv) Dada uma vizinhança U da origem, novamente pela continuidade da

multiplicação por escalar, existem ρ > 0 e uma vizinhança V da origem tais que

|λ| < ρ ⇒ λV ⊂ U. Defina W =
⋃

|λ|<ρ

λV. É claro que W ⊂ U e é vizinhança da

origem. Não é dif́ıcil verificar que W é equilibrado.

As propriedades (i) e (ii) significam que a topologia de um EV T é invariante

por translação. Por isso, é suficiente considerarmos apenas as bases locais na

origem de um EV T .

Definição 2.2.5. Um EVT que possui uma base local na origem cujos elementos

são conjuntos convexos é chamado de espaço localmente convexo (ELC). Nesse

caso dizemos que a topologia de E é uma topologia localmente convexa.

Teorema 2.2.6. Todo ELC tem uma base local na origem cujos elementos são

convexos, equilibrados e absorventes.

Demonstração. Pelo Teorema item (iii) do Teorema 2.2.4, é suficiente mos-

trar que toda vizinhança convexa U da origem contém uma vizinhança convexa

e equilibrada da origem. Defina V =
⋂

|α|=1

αU. Do Teorema 2.1.11 segue que V é

convexo.

Provemos que V é vizinhança da origem. Tomando uma vizinhança equili-

brada W da origem tal que W ⊂ U (conforme Teorema 2.2.4) temos

|α| = 1 ⇒ α−1W = W ⇒W ⊂ αU

o que implica em W ⊂ V, provando que V é vizinhança da origem (a primeira

implicação é válida pois W é equilibrado).

Provemos que V é equilibrado. Para isso, dado λ ∈ K, com |λ| ≤ 1,

λV =
⋂

|α|=1

αλU ⊂
⋂

|α|=1

αU = A,

sendo que λU ⊂ U pelo fato de U ser um convexo que contém a origem, e porque

|λ| ≤ 1.

Teorema 2.2.7. Seja A um subconjunto convexo, equilibrado e absorvente de um

EVT E e pA o funcional de Minkowski de A. Se A é aberto então BpA(0, 1) = A

e se A é fechado então BpA[0, 1] = A.
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Demonstração. Do Teorema 2.1.13 segue que BpA[0, 1] ⊂ A. Para provar a

inclusão contrária, dado x ∈ A qualquer, da definição de pA resulta pA(x) ≤ 1. Da

continuidade da multiplicação por escalar e da hipótese de A ser aberto segue que

existe δ > 0 tal que se |λ− 1| < δ implica λx ∈ A. Em particular (1− δ/2)x ∈ A,

logo pA(x) < 1. A prova da outra afirmação é análoga.

O Teorema a seguir fornece uma caracterização dos ELC’s em termos de se-

minormas. Ele permitirá dar os exemplos mais importantes de ELC’s.

Teorema 2.2.8. (a) Se Σ é uma coleção não-vazia qualquer de seminormas em

um espaço vetorial E então

B =

{
Bp

(
a,

1

j

)
; p ∈ Σ, a ∈ E e j ∈ N

}

é sub-base para uma topologia em E de modo que E é um ELC e cada elemento

de Σ é uma aplicação cont́ınua.

(b) Reciprocamente, se E é um ELC então existe uma coleção Σ de seminor-

mas em E tal que a coleção B é uma base para a topologia de E e cada elemento

de Σ é uma aplicação cont́ınua.

Demonstração. (a) Não é dif́ıcil verificar que B é sub-base para uma to-

pologia em E. Mostremos que as operações de soma e produto por escalar são

cont́ınuas nessa topologia.

Dado Bp(c, r) com c ∈ E, r > 0, p ∈ Σ quaisquer, tome a, b ∈ E tais que

a + b = c. Com a desigualdade triangular verifica-se que Bp(a,
r
2
) + Bp(b,

r
2
) ⊂

Bp(c, r), o que prova a continuidade da soma.

Dado Bp(c, r) com c ∈ E, r > 0, p ∈ Σ quaisquer, tome λ ∈ K, x ∈ E tais que

λx = c. Tome δ1, δ2 > 0 satisfazendo

δ1 < min

{
1,

r

2(p(x) + 1)

}
, δ2 <

r

2(|λ|+ 1)
.

Então |λ′ − λ| < δ1 ⇒ |λ′| < 1 + |λ|. Escrevendo

p(λ′x′ − λx) = p(λ′ (x′ − x) + (λ′ − λ) x)

não é dif́ıcil verificar que (λ − δ1, λ + δ1) · Bp(x, δ2) ⊂ Bp(c, r), o que prova a

continuidade da multiplicação por escalar.

Então E é um EV T . Como cada Bp(a,
1
j
) é um convexo (Teorema 2.1.11)

segue que E é um ELC. Pela própria definição da topologia de E segue que cada

p ∈ Σ é cont́ınua.

(b) Seja τ a topologia de E. Pelo Teorema 2.2.6, existe uma base local B′

na origem formada por conjuntos convexos, equilibrados e absorventes. Pelo
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Teorema 2.2.4 temos que

B′′ = {a+ A;A ∈ B′} (2.3)

é uma base de τ.

Defina Σ = {pA;A ∈ B′} , sendo pA o funcional de Minkowski de A. Da Ob-

servação 2.1.8, dos Teoremas 2.2.4 e 2.2.7 resulta que

{
BpA

(
a,

1

j

)
; pA ∈ Σ, a ∈ E, j ∈ N

}
= {a+ jA;A ∈ B′, a ∈ E, j ∈ N} .

Pelo item (a) segue que {a+ jA;A ∈ B′, a ∈ E, j ∈ N} é sub-base para uma to-

pologia localmente convexa τ ′ em E. Na verdade, como a intersecção finita de

elementos de B′ pertence a B′, temos que

{a+ jA;A ∈ B′, a ∈ E, j ∈ N} (2.4)

é uma base de τ ′. De (2.3) e (2.4) segue que τ = τ ′.

Observação 2.2.9. Nas condições do Teorema 2.2.8 dizemos que a famı́lia de

seminormas Σ define a topologia de E.

Exemplo 2.2.10. Tome E qualquer e seja ‖ · ‖ uma norma em E. Então a

topologia definida por Σ = {‖ · ‖} é a topologia induzida pela norma ‖ · ‖.

A seguir, temos alguns exemplos de ELC’s que não são normados.

Exemplo 2.2.11. Tome E qualquer. A topologia localmente convexa definida

por Σ = {0} é a topologia caótica.

Exemplo 2.2.12. Cm(Ω), m = 0, 1, 2, ... é um ELC. Basta tomar Σ = {pK ;K ⊂⊂ Ω},
sendo pK definida como no Exemplo 2.1.4.

Exemplo 2.2.13. C∞(Ω) é um ELC. Basta tomar Σ = {pK,m;K ⊂⊂ Ω}, sendo
pK,m definida como no Exemplo 2.1.5.

Nesse texto, sempre consideraremos Cm(Ω) com a topologia dada no exemplo

2.1.4. Consideração análoga será feita para C∞(Ω).

Teorema 2.2.14. Seja E um ELC e Σ uma famı́lia de seminormas que define a

topologia de E. As seguintes afirmações são equivalentes:

(i) E é de Hausdorff;

(ii)
⋂

p∈Σ

p−1({0}) = {0}.
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Demonstração.

(i) ⇒ (ii) Como p ∈ Σ é uma seminorma, temos que

p(0) = 0, ∀p ∈ Σ ⇔ 0 ∈ p−1(0), ∀p ∈ Σ ⇔ 0 ∈
⋂

p∈Σ

p−1({0}).

Tome x ∈ E. Queremos mostrar que x 6= 0 ⇒ x /∈
⋂

p∈Σ

p−1({0}). Como E é

Hausdorff, existe uma vizinhança de x que não contém a origem. Podemos tomar

essa vizinhança da forma Bp(x, ǫ), para algum p ∈ Σ e ǫ > 0. Portanto, p(x) > 0

pois caso contrário, p(x− 0) = p(x) = 0 ⇒ 0 ∈ Bp(x, ǫ).

(ii) ⇒ (i) Tome x, y ∈ E; x 6= y. Então y − x 6= 0. Por hipótese, existe p ∈ Σ

tal que p(y − x) = ǫ > 0. Tome Vx = Bp(x,
ǫ
2
) e Vy = Bp(y,

ǫ
2
) então Vx ∩ Vy = ∅.

De fato, seja z ∈ Vx ∩ Vy. Isso implica que z ∈ Vx e z ∈ Vy. Mas

z ∈ Vx ⇒ p(x− z) <
ǫ

2
(2.5)

e

z ∈ Vy ⇒ p(y − z) <
ǫ

2
. (2.6)

Da desigualdade triangular, de (2.5) e (2.6), segue que

ǫ = p(x− y) = p(x− z − y + z) ≤ p(x− z) + p(y − z) < ǫ.

Portanto Vx ∩ Vy = ∅ e E é Hausdorff.

Definição 2.2.15. Seja E um ELC cuja topologia é definida pela famı́lia de

seminormas Σ. Dizemos que A ⊂ E é limitado se para cada p ∈ Σ, existe λ > 0

tal que A ⊂ Bp(0, λ).

Observação 2.2.16. Seja (E, ‖.‖) um espaço normado. A ⊂ E é limitado se, e

somente se, ∃λ > 0 tal que ‖x‖ ≤ λ, ∀x ∈ A.

Observação 2.2.17. Sobre conjuntos limitados:

(i) união finita de conjuntos limitados é um conjunto limitado;

(ii) subconjuntos de conjuntos limitados são limitados.

2.3 Aplicações lineares cont́ınuas

Nessa seção apresentamos propriedades de transformações lineares cont́ınuas

entre ELC’s que serão úteis nos caṕıtulos seguintes.
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Definição 2.3.1. Sejam E, F ELC’s cujas topologias são definidas pelas famı́lias

de seminormas Σ1 e Σ2 respectivamente. Uma aplicação u : E → F é uniforme-

mente cont́ınua quando para cada ǫ > 0 e q ∈ Σ2, existir δ > 0 e p ∈ Σ1 tais

que

y − x ∈ Bp(0, δ) ⇒ (u(y)− u(x)) ∈ Bq(0, ǫ).

Observação 2.3.2. A definição 2.3.1 coincide com a definição usual de continui-

dade uniforme no caso de espaços normados. Mais precisamente, quando (E, | · |)
e (F, ‖ · ‖) são espaços normados então u : E → F é uniformemente cont́ınua se,

e somente se, ∀ǫ > 0, ∃δ > 0 tal que |y − x| < δ ⇒ ‖u (y)− u (x) ‖ < ǫ.

Teorema 2.3.3. Sejam Σ1,Σ2 famı́lias de seminormas que definem as topologias

dos ELC’s E e F, respectivamente. As seguintes condições sobre uma aplicação

linear u : E → F são equivalentes:

(i) u é uniformemente cont́ınua;

(ii) u é cont́ınua;

(iii) u é cont́ınua na origem;

(iv) ∀q ∈ Σ2 existem p ∈ Σ1 e M > 0 tais que q ◦ u ≤Mp.

Demonstração. As implicações (i) ⇒ (ii) ⇒ (iii) são imediatas.

(iii) ⇒ (iv) Por hipótese u−1(Bq(0, 1)) é aberto logo existe p ∈ Σ1, δ > 0 tais

que Bp(0, δ) ⊂ u−1(Bq(0, 1)), então p(x) < δ ⇒ q(u(x)) < 1, logo

1

δ
p(x) < 1 ⇒ q(u(x)) < 1. (2.7)

Note que 1
δ
p e q ◦ u são seminormas em E e (2.7) significa que

B 1
δ
p(0, 1) ⊂ Bq◦u(0, 1).

Da Observação 2.1.8-(iii) segue o resultado, com M = 1
δ
.

(iv) ⇒ (i) Basta mostrar que para quaisquer q ∈ Σ2, ǫ > 0 existe uma

vizinhança U da origem tal que se y − x ∈ U então q(u(y − x)) < ǫ, ou ainda,

x ∈ U ⇒ q(u(x)) < ǫ. Tomando p,M como na hipótese, é fácil ver que essa

implicação é válida com U = Bp(0, ǫ/M).
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2.4 Metrização de ELC

O principal objetivo dessa seção é estabelecer condições suficientes para que

um ELC seja metrizável e dar exemplos de ELC’s metrizáveis.

Observação 2.4.1. Seja (qj)j∈N uma famı́lia enumerável de seminormas que

define a topologia de E. Defina, para cada j ∈ N:

p1 = q1, p2 = max {q1, q2} , p3 = max {q1, q2, q3} , . . .

Então da Observação 2.1.8 segue que:

(i) p1 ≤ p2 ≤ p3 ≤ . . . .

(ii) (pj)j∈N define a topologia de E.

A justificativa do item (i) é devido à maneira como as seminormas foram

definidas.

No item (ii), por sua vez, queremos mostrar que (pj)j∈N define a topologia

de E. De fato: seja τ a topologia definida por (qj)j∈N e τ ′ a topologia definida

por (pj)j∈N. Devemos verificar que τ = τ ′. Para mostrar que τ ⊂ τ ′, tomemos B

um aberto básico na topologia τ . Queremos mostrar que existe k ∈ N e r0 > 0

tais que Bpk(a, r0) ⊂ B. É suficiente mostrar para B = Bqj(0, r), sendo r > 0

arbitrário. Pela definição de (pj) e pela Observação 2.1.8 segue o resultado.

Afirmação: τ ′ ⊂ τ . Com efeito: dada Bpj(a, R) e b ∈ Bpj(a, R) tome B =

Bq1(b, r) ∩Bq2(b, r)∩ ... ∩Bqj(b, r), com r = R− pj(b− a). Então B é um aberto

básico de τ , já que (qj) define uma topologia em τ . Devemos verificar que B ⊂
Bpj(a, r).

Dado y ∈ B temos que da desigualdade triangular q1(y − a) < R, q2(y − a) <

R, ..., qj(y − a) < R, logo, da definição de pj segue que pj(y − a) < R e, então,

y ∈ Bpj(a, R). Dáı b ∈ B ⊂ Bpj(a, R).

Teorema 2.4.2. Seja E um ELC Hausdorff. Se existe uma famı́lia enumerável

de seminormas que define a topologia de E, então E é metrizável.

Demonstração. Devemos mostrar que existe uma métrica em E tal que a

topologia definida pela métrica coincide com a topologia de E. Defina a aplicação

d : E × E → R

(x, y) 7→ d(x, y)

tal que

d(x, y) =
∞∑

j=0

1

2j
pj(x− y)

1 + pj(x− y)
. (2.8)
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A aplicação acima define uma métrica em E. Com efeito: a série em (2.8) de

termos positivos converge pois seu j−ésimo termo é ≤ 2−j .

(i) Segue da definição em (2.8) que d(x, y) ≥ 0, ∀x, y ∈ E.

(ii) Se x = y então qj(x − y) = 0, ∀j ∈ N. Portanto d(x, y) = 0. Se x 6= y

então como E é de Hausdorff e pela Observação 2.1.6, existe j ∈ N tal que

pj(x− y) 6= 0 e portanto d(x, y) 6= 0.

(iii) Para cada j ∈ N temos que pj(x−y) = pj(y−x), logo d(x, y) = d(y, x), ∀x, y ∈
E.

(iv) Devemos mostrar que d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y)∀x, y, z ∈ E, isto é,

∞∑

j=0

1

2j
pj(x− y)

1 + pj(x− y)
≤

∞∑

j=0

1

2j
(

pj(x− z)

1 + pj(x− z)
+

pj(z − y)

1 + pj(z − y)
)

Para isso, mostraremos que:

pj(x− y)

1 + pj(x− y)
≤ pj(x− z)

1 + pj(x− z)
+

pj(z − y)

1 + pj(z − y)
, ∀x, y, z ∈ E.

É suficiente provar que

0 ≤ a, b, c e a ≤ b+ c⇒ a

1 + a
≤ b

1 + b
+

c

1 + c
.

Suponha a > 0. Note que das hipóteses segue que: 1
b+c

≤ 1
a
. Então:

a

1 + a
=

1
1+a
a

=
1

1 + 1
a

≤ 1

1 + 1
b+c

=
b+ c

1 + b+ c
=

b

1 + b+ c
+

c

1 + b+ c
≤

≤ b

1 + b
+

c

1 + c
.

Isso conclui a prova de que d é uma métrica. Seja τ a topologia de E e τ ′

a topologia definida pela métrica d. Mostremos que τ = τ ′.

(1o) τ ⊂ τ ′. Seja r > 0 e Bd(0, r) = {x ∈ E; d(x, 0) < r}. Tome k ∈ N
tal que 1

2k
< r. Mostraremos que Bpk+1

(0, 1
2k+2 ) ⊂ Bd(0,

1
2k
). Seja x ∈

Bpk+1
(0, 1

2k+2 ), então

p1(x− y) ≤ p2(x− y) ≤ . . . ≤ pk(x− y) ≤ pk+1(x− y) ≤ 1

2k+2
.
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Logo,

k+1∑

j=0

1

2j
pj(x− y)

1 + pj(x− y)
≤

∞∑

j=0

1

2j
1

2k+2
=

1

2k+2

∞∑

j=0

1

2j
=

1

2k+1
. (2.9)

Mas
pj(x)

1+pj(x)
≤ pj(x) e

pj(x)

1+pj(x)
≤ 1, ∀j ∈ N, portanto

∞∑

j=k+2

1

2j
pj(x)

1 + pj(x)
≤

∞∑

j=k+2

1

2j
=

1

2k+1
. (2.10)

De (2.9) e de (2.10), temos que

d(x, 0) =
∞∑

j=0

1

2j
pj(x− 0)

1 + pj(x− 0)
<

1

2k
,

isto é, x ∈ Bd(0,
1
2k
).

(2o) τ ′ ⊂ τ . Mostraremos que para cada pj ∈ Σ e r > 0, tomando k ∈ N
tal que 1

2k
< r, ocorre que Bd(0,

1
2j+k+1 ) ⊂ Bpj (0, r). Tomemos x ∈

Bd(0,
1

2j+k+1 ), então
1
2j

pj(x)

1+pj(x)
≤ 1

2j+k+1 , isto é,
pj(x)

1+pj(x)
≤ 1

2j+1 .

Logo, pj(x)(1− 1
2k+1 ) ≤ 1

2k+1 .

E portanto,

pj(x) ≤ 1
2k+1−1

≤ 1
2k
. O que prova que x ∈ B(pj , r).

Exemplo 2.4.3. Da Observação 2.4.1 e do Teorema acima segue que os espaços

Cm(Ω), m = 0, 1, 2, . . . ,∞ são metrizáveis.

2.5 Resultados sobre a topologia de C∞(Ω)

Começamos a seção com uma útil caracterização de convergência em C∞(Ω).

Teorema 2.5.1. Uma condição necessária e suficiente para a sequência (φj)

convergir para φ em C∞(Ω) é que, para todo α ∈ Nn, a sequência (∂αφj) convirja

para ∂αφ uniformemente em todo subconjunto compacto de Ω.

Demonstração. A famı́lia Σ de seminormas dadas no Exemplo 2.2.13 define a

topologia de C∞(Ω). Então pelo Teorema 2.2.8 temos que (φj) converge para φ

em C∞(Ω) se, e somente se, dados p ∈ Σ, ǫ > 0,existe j0 ∈ N tal que j > j0 ⇒
p(φj − φ) < ǫ. Não é dif́ıcil ver que dáı decorre o resultado.
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A convergência em Cm(Ω) tem caracterização análoga ao caso C∞(Ω), basta

usar o Exemplo 2.2.12 no lugar do Exemplo 2.2.13.

Outra propriedade importante dos espaços Cm(Ω) é a completude.

Teorema 2.5.2. Cm(Ω), m = 0, 1, 2, . . . ,∞ é completo.

Demonstração A demonstração será feita por indução sobre m.

Caso m = 0, isto é, C(Ω) é completo.

Tomemos (Kj) sequência de conjuntos compactos como no Teorema 1.1.13.

Seja (φk) sequência de Cauchy em C(Ω). Queremos mostrar que (φk) é conver-

gente em C(Ω). Se (φk) é Cauchy em C(Ω), então para cada ǫ > 0, existe k0 ∈ N
e pj ∈ Σ tais que

k, l > k0 ⇒ φk − φl ∈ Bpj (0, ǫ),

com pj ∈ Σ e Σ define uma topologia em C(Ω). Isso significa que

k, l > k0 ⇒ sup
y∈Kj

|φk(y)− φl(y)| < ǫ. (2.11)

Fixe x ∈ Ω e escolha j tal que x ∈ Kj . Procedendo dessa forma segue que

l, k > k0 ⇒ |φk(x)− φl(x)| < ǫ. Então (φk(x)) é Cauchy em C. Logo, (φk(x))

converge para algum zx ∈ C. Defina:

φ : Ω → C

x 7→ zx

Mostremos que φ é cont́ınua. Fixado j e l em (2.11), fazendo k → ∞ segue

que

l ≥ k0 ⇒ sup
y∈Kj

|φ(y)− φl(y)| ≤ ǫ.

Isso significa que φl → φ uniformemente em Kj . Logo, φ é cont́ınua em Kj ,

em particular é cont́ınua em x. Portanto, φk → φ e C(Ω) é completo.

Supor que Cm(Ω) é completo. Queremos mostrar que Cm+1(Ω) é completo.

Seja (φk) uma sequência de Cauchy em Cm+1(Ω). Então, para cada ǫ > 0,

existe k0 ∈ N e pj ∈ Σ tais que

l, k > k0 ⇒ φk − φl ∈ Bpj(0, ǫ)

Isso significa que

l, k > k0 ⇒ sup
|α|≤m+1,y∈Kj

|∂αφk(y)− ∂αφl(y)| < ǫ. (2.12)
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Fixado α ∈ Nn tal que |α| ≤ m + 1, tome α = β + ei; com |β| ≤ m e

i = 1, 2, . . . , n. Em particular de (2.12) temos

l, k > k0 ⇒ sup
y∈Kj

∣∣∂βφk(y)− ∂βφl(y)
∣∣ < ǫ. (2.13)

Além disso,

l, k > k0 ⇒ sup
|β|≤m,y∈Kj

∣∣∂i∂βφk(y)− ∂i∂
βφl(y)

∣∣ < ǫ. (2.14)

Da hipótese de indução e de (2.13) segue que existe φ ∈ Cm(Ω) tal que φk → φ

em Cm(Ω). Em particular,

∂βφk → ∂βφ uniformemente em Kj. (2.15)

A implicação em (2.14), significa que a sequência ψk = ∂i∂
βφk é uma sequência

de Cauchy em C(Ω). Portanto existe ψ ∈ C(Ω) tal que ψk → ψ uniformemente

em Kj. Logo,

∂i(∂
βφk) → ψ uniformemente em Kj . (2.16)

De (2.15) e (2.16) resulta que ∂i∂
βφ existe e ∂i∂

βφ = ψ. Então ∂αφ = ψ.

Portanto, Cm+1 é completo.

Definição 2.5.3. Um espaço localmente convexo, metrizável e completo, é dito

espaço de Fréchet.

Exemplo 2.5.4. Todo espaço de Banach é um espaço de Fréchet.

Exemplo 2.5.5. Os espaços Cm(Ω), m = 0, 1, 2, . . . ,∞ são espaços de Fréchet.

Tal afirmação decorre dos Teoremas 2.4.2 e 2.5.2.

Teorema 2.5.6. As seguintes afirmações a respeito de um funcional linear u em

C∞(Ω) são equivalentes:

(i) u é cont́ınuo;

(ii) para toda sequência (φj)j∈N tal que φj → 0 em C∞(Ω) tem-se que u(φj) → 0;

(iii) existem K ⊂⊂ Ω, C > 0 e m ∈ N tais que

|u(φj)| ≤ C
∑

|α|≤m

sup
K

|∂αφ|, ∀φ ∈ C∞(Ω).
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Demonstração. Do fato de C∞(Ω) ser metrizável resulta que (ii) é equivalente

a continuidade de u na origem. Do Teorema 2.3.3 segue então (i) ⇔ (ii).

A equivalência (i) ⇔ (iii) é consequência do Teorema 2.3.3-(iv), escolhendo

E = C∞(Ω), F = C,Σ1 dada no Exemplo 2.2.13 e Σ2 = {| · |}.

2.6 Topologia de C∞
c (Ω)

Para mais detalhes sobre esta seção, consultar [15]. Denotamos por C∞
c (Ω) o

espaço vetorial de todas as funções de C∞
c (Ω) que tem suporte compacto. Para

cada K ⊂⊂ Ω, o śımbolo C∞
c (K) denota o subespaço constitúıdo pelas funções

de C∞
c (Ω) cujo suporte está contido em K. Como

C∞
c (Ω) =

⋃

K⊂⊂Ω

C∞
c (K),

nessa seção introduziremos uma topologia localmente convexa em C∞
c (Ω) a partir

de topologias localmente convexas definidas em cada C∞
c (K).

Em cada C∞
c (K) consideramos a topologia localmente convexa definida pela

famı́lia de seminormas ΣK = {pK,m}m∈N , sendo

pK,m(φ) = sup
|α|≤m,x∈K

|∂αφ(x)|, φ ∈ C∞
c (K), (2.17)

conforme Teorema 2.2.8.

Considere a coleção de subconjuntos de C∞
c (Ω) dada por

B0 = {V ⊂ C∞
c (Ω);V é convexo, equilibrado e V ∩ C∞

c (K) é aberto de

C∞
c (K), ∀K ⊂⊂ Ω}

e

B = {φ+ V ;φ ∈ C∞
c (Ω) e V ∈ B0} .

Teorema 2.6.1. (i) B é base para uma topologia τ em C∞
c (Ω);

(ii) C∞
c (Ω) equipado com a topologia τ é um ELC;

(iii) para cada K ⊂⊂ Ω tem-se que a topologia de C∞
c (K) coincide com a topo-

logia de subespaço induzida por C∞
c (Ω) em C∞

c (K).

Demonstração.

(i) Dados φ1, φ2 ∈ C∞
c (Ω), V1, V2 ∈ B0 e φ ∈ (φ1+V1)∩(φ2+V2), mostraremos
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que existe V ∈ B0 tal que

φ+ V ⊂ (φ1 + V1) ∩ (φ2 + V2). (2.18)

Tome K ⊂⊂ Ω tal que s(φ1), s(φ2), s(φ) ⊂ K, logo, φ1, φ2, φ ∈ C∞
c (K). Como

V1 ∩ C∞
c (K) é aberto de C∞

c (K), φ − φ1 ∈ V e a multiplicação por escalar é

cont́ınua em C∞
c (K), existe δ1 > 0 tal que

|λ− 1| < δ1 ⇒ λ(φ− φ1) ∈ V1 ⇒ φ− φ1 ∈
1

λ
V1.

Escolhendo um desses valores de λ obtemos λ1 tal que

φ− φ1 ∈
1

λ1
V1.

Então,

φ− φ1 +

(
1− 1

λ1

)
V1 ⊂

1

λ1
V1 +

(
1− 1

λ1

)
V1 = V1,

sendo a última iguldade válida pois V1 é convexo, e pelo Teorema 2.1.11-(ii). Dáı

resulta que

φ+

(
1− 1

λ1

)
V1 ⊂ φ1 + V1.

Analogamente obtemos λ2 tal que

φ+

(
1− 1

λ2

)
V2 ⊂ φ2 + V2.

Então segue (2.18) com

V =

(
1− 1

λ1

)
V1 ∩

(
1− 1

λ2

)
V2.

(ii) Mostremos inicialmente que a soma é cont́ınua em C∞
c (Ω). Dados φ1, φ2 ∈

C∞
c (Ω) e V ∈ B0 devemos exibir V1, V2 ∈ B0 tais que

(φ1 + V1) + (φ2 + V2) ⊂ φ1 + φ2 + V.

Para isso, basta tomar

V1 = V2 =
1

2
V

e usar a convexidade de V e o Teorema 2.1.11-(ii).

Mostremos a seguir que a multiplicação por escalar é cont́ınua. Dados λ0 ∈
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C, φ0 ∈ C∞
c (Ω) e V ∈ B0 devemos exibir δ > 0 e U ∈ B0 tais que

|λ− λ0| < δ, φ ∈ φ0 + U ⇒ λφ ∈ λ0φ0 + V,

ou seja

|λ− λ0| < δ, φ ∈ φ0 + U ⇒ λφ− λ0φ0 ∈ V. (2.19)

Para isso, começamos observando que

λφ− λ0φ0 = λ(φ− φ0) + (λ− λ0)φ0. (2.20)

Seja K ⊂⊂ Ω tal que φ0 ∈ C∞
c (K). Como V é equilibrado temos que 0 ∈ V, e

dáı 0φ0 ∈ V. Da continuidade da multiplicação por escalar em C∞
c (K) segue que

existe δ > 0 tal que δφ0 ∈ 1
2
V. Como V é equilibrado dáı decorre que

|λ− λ0| < δ ⇒ |λ− λ0|
δ

< 1 ⇒ λ− λ0
δ

δφ0 ∈
1

2
V,

ou seja

|λ− λ0| < δ ⇒ (λ− λ0)φ0 ∈
1

2
V. (2.21)

Escolha c > 0 tal que c(|λ0|+ δ) = 1
2
. Temos que

|λ− λ0| < δ ⇒ |λ| < |λ0|+ δ ⇒
∣∣∣∣

λ

|λ0|+ δ

∣∣∣∣ < 1.

Da expressão anterior e do fato de V ser equilibrado, temos a seguinte implicação

|λ− λ0| < δ, φ ∈ φ0 + cV ⇒ λ

|λ0|+ δ
(φ− φ0) ∈ cV.

Então

|λ− λ0| < δ, φ ∈ φ0 + cV ⇒ λ(φ− φ0) ∈
1

2
V.

Dáı, de (2.21), (2.20) e da convexidade de V segue (2.19) com U = cV.

Para mostrar que C∞
c (Ω) é um ELC, resta observar que, por definição, todo

V ∈ B0 é um conjunto convexo.

(iii) Seja τK a topologia de C∞
c (K) e τ ′K a topologia de subespaço. Da de-

finição de B0 segue que B0 ⊂ τK , logo B ⊂ τK e dáı, τ ′K ⊂ τK .

Para provar a inclusão contrária, tome E ∈ τK qualquer. Devemos mostrar

que existe um aberto V de C∞
c (Ω) tal que E = V ∩ C∞

c (K).

Dada φ ∈ E, tome K ⊂⊂ Ω tal que φ ∈ C∞
c (K). Então da definição de τK ,
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existem m ∈ N e ǫ > 0 tal que

BpK,m
(φ, ǫ) = {ψ ∈ C∞

c (K); pK,m(ψ − φ) < ǫ} ⊂ E.

Defina

Vφ = {ψ ∈ C∞
c (Ω); pK,m(ψ − φ) < ǫ} ,

que é um aberto de C∞
c (Ω). Note que

Vφ ∩ C∞
c (K) = BpK,m

(φ, ǫ).

Então fazendo φ percorrer E obtemos

C∞
c (K) ∩

(⋃

φ∈E

Vφ

)
= E.

Desta forma, basta considerarmos V =
⋃
φ∈E

Vφ.

Pode-se estabelecer o seguinte critério de convergência em C∞
c (Ω).

Teorema 2.6.2. Uma sequência (φj) converge para zero em C∞
c (Ω) se e somente

se existe K ⊂⊂ Ω tal que:

(i) o suporte de toda função φj está contido em K;

(ii) para todo α ∈ Nn a sequência (∂αφj) converge para zero uniformemente em

K.

Demonstração. (⇒) Seja (Kj) sequência de compactos de Ω como no Teorema

1.1.13 (i) Por hipótese, dada uma vizinhança V da origem, ∃j0 ∈ N tal que

j > j0 ⇒ φj ∈ V .

Mostremos que existe uma vizinhança V da origem tal que φj /∈ V, ∀j ∈ N.
Suponhamos que não vale (i). A negação de (i) implica que para K = Kj, existe

alguma φj tal que s(φj) ⊂ Kj . Logo, existe xj ∈ S(φj) − Kj. Como (Ω − Kj)

é um aberto que contém xj e S(φj) = {y ∈ Ω;φ(y) 6= 0} existe yj ∈ Ω tal que

yj /∈ Kj e φj(yj) 6= 0.

Então a aplicação

p(φ) =
+∞∑

j=1

sup
x∈Kj−Kj−1

|φ(x)|
|φj(yj)|

está bem definida e é uma seminorma em C∞
c (Ω). De fato, para cada φ ∈ C∞

c (Ω),

existe j0 ∈ N tal que j > j0 ⇒ S(φ) ⊂ Kj. Para j > j0 ocorre que S(φ) ∩Kj −
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Kj−1 = ∅. Mostraremos que Bp(0, 1) é uma vizinhança da origem em C∞
c (Ω).

Para isso utilizaremos o Teorema 2.6.1. Para cada K ⊂⊂ Ω tome l ∈ N tal que

K ⊂ Kl. Então para toda φ ∈ C∞
c (K) temos

p(φ) =
+∞∑

j=1

sup
x∈Kj−Kj−1

|φ(x)|
|φj(yj)|

=
l∑

j=1

sup
x∈Kj−Kj−1

|φ(x)|
|φj(yj)|

≤
l∑

j=1

sup
x∈K

|φ(x)|
|φj(yj)|

≤

≤M sup
x∈K

|φ(x)|, sendo M =
l∑

j=1

1

|φj(yj)|
. Logo,

p(φ) ≤MpK,0(φ), φ ∈ C∞
c (K),

onde pK,0(φ) é seminorma de C∞
c (K) dada por (2.1.5).

Isso significa que 1
M
Bpk,0(0, 1) ⊂ Bp(0, 1) ∩ C∞

c (K).

Então Bp(0, 1) ∩ C∞
c (K) é uma vizinhança da origem de C∞

c (K). Como K é

arbitrário, Bp(0, 1) ∈ B0. No entanto, não é dif́ıcil verificar que φj /∈ Bp(0, 1), ∀j ∈
N e isso contradiz φj → 0.

(ii) Por (i) existe K ⊂⊂ Ω tal que

φj ∈ C∞
c (K), ∀j ∈ N. (2.22)

Dados ǫ > 0, α ∈ Nn arbitrários tome m = |α|. Pelo Teorema 2.6.1 - (iii) para

BpK,m
(0, ǫ) = {ψ ∈ C∞

c (K); pK,m(ψ) < ǫ} ,

existe um aberto V de C∞
c (Ω) tal que BpK,m

(0, ǫ) = C∞
c (K) ∩ V. Da hipótese

segue que existe j0 ∈ N tal que j > j0 ⇒ φj ∈ V. Dáı e de (2.22) resulta que

j > j0 ⇒ φj ∈ V ∩ C∞
c (K) = BpK,m

(0, ǫ).

(⇐) Dada uma vizinhança V da origem, queremos exibir j0 ∈ N tal que

j > j0 ⇒ φj ∈ V .

Pelo item (i), φj ∈ C∞
c (K), ∀j ∈ N. Como (pK,m)m∈N define a topologia de

C∞
c (K), existe m ∈ N e ǫ > 0 tais que

BpK,m
(0, ǫ) ⊂ C∞

c (K) ∩ V ⊂ V. (2.23)

De (ii) segue que para cada α ∈ N tal que |α| < m, existe jα ∈ N tal que

j > jα ⇒ φj ∈ BpK,m
(0, ǫ).
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Seja j0 = max{jα; |α| ≤ m}. Logo,

j > j0 ⇒ φj ∈ BpK,m
(0, ǫ)

Note que φj → φ se e somente se φj−φ → 0. Logo, temos o seguinte corolário:

Corolário 2.6.3. Uma sequência (φj) converge para φ em C∞
c (Ω) se e somente

se existe K ⊂⊂ Ω tal que

(i) o suporte de toda função φj está contida em K;

(ii) para todo α ∈ Nn a sequência (∂αφj) converge para ∂αφ uniformemente em

K.

Da definição da topologia de C∞
c (K) segue que

Teorema 2.6.4. A aplicação identidade C∞
c (Ω) → C∞(Ω) é cont́ınua.

Demonstração. Seja i : C∞
c (Ω) → C∞(Ω) a aplicação identidade. Como i

é linear, basta mostrar que i é cont́ınua na origem. Seja Σ = {pK,m} famı́lia de

seminormas que define a topologia de C∞(Ω). Pelo Teorema 2.6.1-(iii), devemos

mostrar que para cada ǫ > 0, K ⊂⊂ Ω e m ∈ N

i−1(Bpk,m(0, ǫ)) ∩ C∞
c (K)

é um aberto de C∞
c (K).

Mas

i−1(Bpk,m(0, ǫ)) ∩ C∞
c (K) = {φ ∈ C∞

c (K); pk,m(φ) < ǫ}

e, de (2.17) segue que esse conjunto é um aberto de C∞
c (K).

A próxima observação trata sobre um ELC que não é métrico.

Observação 2.6.5. C∞
c (Ω) não é metrizável.

Consideremos a métrica d em C∞
c (Ω) tal que para toda sequência (φj) ∈

C∞
c (Ω) temos que

φj → 0 em C∞
c (Ω) ⇒ d(φj, 0) → 0. (2.24)

Além disso, tomemos (Kj) uma sequência de conjuntos compactos como em

1.1.13 e (φj) ⊂ C∞
c (Ω) tal que φj = 1 em Kj.

Afirmação: para cada j ∈ N fixo,

lim
δ→0

δφj = 0 em C∞
c (Ω).
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Para provar a afirmação acima, verificaremos que valem as condições (i) e (ii) do

Teorema 2.6.2.

De fato:

(i) S(δφj) ⊂ S(φj), ∀δ > 0.

(ii) Fixe α ∈ Nn

sup
x∈s(φj)

|∂αδφj(x)| = δ sup
x∈s(φj)

|∂αφj(x)| ≤ cα,j
δ→0−→ 0.

Por (2.24)

lim
δ→0

d(δφj, 0) = 0.

Para cada j ∈ N, ∃δj > 0 tal que d(δjφj, 0) <
1
j
. Logo,

lim
j→∞

d(δjφj, 0) = 0.

No entanto, a sequência (δjφj) não pode convergir para zero em C∞
c (Ω) pelo

Teorema 2.6.2-(i). Portanto C∞
c (Ω) não é metrizável.

Podemos caracterizar continuidade dos funcionais lineares em C∞
c (Ω) através

de sequências. Uma caracterização análoga foi feita no Teorema 2.5.6.

Teorema 2.6.6. As seguintes afirmações a respeito de um funcional linear u em

C∞
c (Ω) são equivalentes:

(i) u é cont́ınuo na origem;

(ii) u|C∞
c (K) é cont́ınuo na origem, ∀K ⊂⊂ Ω.

Demonstração. Basta observarmos que ∀ǫ > 0 e ∀K ⊂⊂ Ω,

(u|C∞
c (K))

−1(−ǫ, ǫ) = u−1(−ǫ, ǫ) ∩ C∞
c (K).

Teorema 2.6.7. As seguintes afirmações a respeito de um funcional linear u em

C∞
c (Ω) são equivalentes:

(i) u é cont́ınuo;

(ii) para toda sequência (φj)j∈N tal que φj → 0 em C∞
c (Ω) tem-se que 〈u, φj〉 →

0;
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(iii) para todo K ⊂⊂ Ω existem C > 0 e m ∈ N tais que

u(φ) ≤ C
∑

|α|≤m

sup
Ω

|∂αφ|, ∀φ ∈ C∞
c (K).

Demonstração.

(i) ⇒ (ii) Esta implicação vale em qualquer espaço topológico.

(ii) ⇒ (iii) Suponha (iii) é falsa. Se isso ocorre, para C = m = j, podemos

encontrar ψj tal que u(φj) = 1, S(ψj) ⊂ K e
∑

|α|≤m

sup |∂αφj| < 1
j
. Então ψj → 0

em C∞
c (Ω) e u(φj)9 0. O que contradiz a hipótese.

(iii) ⇒ (i) A hipótese em (iii) significa que vale a condição (iv) do Teorema

2.3.3. Logo (u|C∞
c (K)) é cont́ınua.

2.7 Topologia fraca no dual de um EVT

Nessa seção definiremos a topologia fraca no dual de um EVT.

Definição 2.7.1. Seja E um EV T sobre o corpo K. O dual E ′ de E é o espaço

vetorial E ′ formado por todas as aplicações lineares cont́ınuas u : E → K (ou

funcionais lineares cont́ınuos).

Definição 2.7.2. Para cada x ∈ E defina a seminorma qx em E ′ por

qx(u) = |u(x)|, u ∈ E ′.

Pelo Teorema 2.2.8 a coleção

Σ = {qx; x ∈ E}

define uma topologia localmente convexa em E ′, a qual chamaremos de topologia

fraca de E ′ ou topologia da convergência pontual.

A seguir algumas propriedades úteis da topologia fraca.

Teorema 2.7.3. Seja E um EV T sobre o corpo K.

(i) (limitação pontual)B ⊂ E ′ é limitado na topologia fraca se, e somente se,

para cada x ∈ E, o conjunto {u(x); u ∈ B} é limitado em K;

(ii) (convergência pontual) (uj) converge fracamente para u em E ′ se e somente

se, para todo x ∈ E, a sequência (uj(x)) converge para u(x) em K.
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Demonstração. (i) Devemos mostrar que para cada x ∈ E, existe R > 0

tal que B ⊂ Bqx(0, R), ou seja, u ∈ B ⇒ |u(x)| < R. Mas a última implicação

equivale a R ser uma cota superior de {|u(x)| ; u ∈ B}. Reciprocamente, se

{u(x), u ∈ B} é limitado em K então |u(x)| < R, ∀u ∈ B. Isso significa que

B ⊂ Bqx(0, R).

(ii) Como (uj) converge fracamente para u em E ′, temos que para cada ǫ > 0,

existe j0 ∈ N tal que

j > j0 ⇒ uj ∈ Bqx(u, ǫ).

Mas a convergência é em E ′. Isso significa que qx(uj − u) < ǫ. Da definição de

qx, e da linearidade de u segue que

qx(uj − u) = |(uj − u)(x)| = |uj(x)− u(x)| < ǫ.

Portanto uj(x) converge para u(x).

Reciprocamente, se uj(x) → u(x) em K, para cada ǫ > 0, existe j0 ∈ N tal

que

j > j0 ⇒ |uj(x)− u(x)| < ǫ.

Mas x ∈ E, logo

j > j0 ⇒ qx(uj − u) = |uj(x)− u(x)| < ǫ.

Portanto, {uj} converge fracamente para u.

Definição 2.7.4. Sejam E, F espaços vetoriais e u : E → F linear. Tu : F ′ → E ′

é definida da seguinte forma: para cada f ∈ F ′, u(f) é o elemento de E ′ dado por
tu(f)(x) = f(u(x)), x ∈ E.

Teorema 2.7.5. Sejam E e F EV T ′s. Se u : E → F é linear e cont́ınua então
tu : F ′ → E ′ é cont́ınua na topologia fraca.

Demonstração. Queremos mostrar que tu é cont́ınua na topologia fraca.

Para isso, usaremos o Teorema 2.3.3-(iv). Devemos mostrar que para cada px∈
Σ1, existeqy ∈ Σ2, existe M > 0 tais que px ◦ (tu) ≤ Mqy, onde Σ1 e Σ2 definem

as topologias de E ′ e F ′ respectivamente. Mas

px ◦ (tu) ≤Mqy ⇔

px ◦ (tu(w)) ≤Mqy(w), ∀w ∈ F ′ ⇔

px(w ◦ u) ≤Mqy(w), ∀w ∈ F ′ ⇔

|w ◦ u(x)| ≤M |w(y)| , ∀w ∈ F ′
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Tome y = u(x) e M = 1 e temos a desigualdade pretendida.

O próximo resultado será apenas enunciado. Todavia, sua demonstração pode

ser consultada em [10].

Teorema 2.7.6. (Teorema de Baire) Em todo espaço métrico completo ocorre

que a união enumerável de conjuntos fechados com interior vazio, tem interior

vazio.

Estamos interessados na seguinte aplicação do Teorema de Baire.

Teorema 2.7.7. Se E é um espaço métrico completo então todo subconjunto

absorvente, equilibrado, convexo e fechado contém uma vizinhança da origem.

Demonstração. Suponha que U é absorvente, equilibrado, convexo e fe-

chado. A hipótese de U ser absorvente implica que

⋃

j∈N

jU = E. (2.25)

De fato, a inclusão ⊂ é imediata. Para provar a outra, tome x ∈ E qualquer.

Como U é absorvente, ∃ρ > 0 tal que |λ| < ρ ⇒ λx ∈ U . Tome j ∈ N tal que
1
j
< ρ, então 1

j
x ∈ U ⇒ x ∈ jU. Isso prova (2.25).

Da hipótese de U ser fechado, segue que cada jU é fechado, ∀j ∈ N, pelo

Teorema 2.2.4(1). Então de (2.25) e do Teorema de Baire resulta que existe

j0 ∈ N tal que j0U tem interior não vazio. Logo U tem interior não vazio, pelo

Teorema 2.2.4(1).

Seja x0 um ponto interior de U . Se x0 = 0 então o Teorema está provado. Se

x0 6= 0, tome uma vizinhança V de x0 tal que V ⊂ U . Como U é equilibrado,

−V ⊂ U . Como U é convexo, todo segmento com extremidades em pontos de V

e −V está contido em U . Em particular, 0 é ponto interior de U .

Nosso próximo objetivo é demonstrar que limitação pontual de uma famı́lia

de funcionais lineares em C∞(Ω) implica em uma restrição aos suportes dos ele-

mentos dessa famı́lia.

Teorema 2.7.8. Se uma famı́lia Φ de funcionais lineares cont́ınuos em C∞(Ω)

é limitada na topologia pontual então existe K ⊂⊂ Ω tal que S(u) ⊂ K, ∀u ∈ Φ.

Demonstração. Seja Σ = {pK,m} a famı́lia de seminormas que define a

topologia de C∞(Ω) dada no Exemplo 2.1.5. Dividimos a demonstração em duas

etapas, sendo que na primeira delas, estamos aplicando o Teorema 2.7.7.
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ETAPA 1 : Existem m ∈ N, K ⊂⊂ Ω e M > 0 tais que

|u(φ)| ≤M sup
|α|≤m,x∈K

|∂αφ(x)| , ∀φ ∈ C∞(Ω), ∀u ∈ Φ.

Usando a linearidade de u, verifica-se que a desigualdade acima estará pro-

vada se demonstrarmos que existe pK,m ∈ Σ e M > 0 tais que

BpK,m

[
0,

1

M

]
⊂ u−1([−1, 1]), ∀u ∈ Φ

ou seja,

BpK,m

[
0,

1

M

]
⊂
⋂

u∈Φ

u−1([−1, 1]).

Como [−1, 1] é absorvente, equilibrado, fechado, convexo, da continui-

dade de u e do Teorema 2.1.11(v) segue que u−1([−1, 1]) é absorvente, equi-

librado, fechado e convexo. Logo,

⋂

u∈Φ

u−1([−1, 1])

é equilibrado, fechado e convexo. Resta mostrar que esse conjunto é ab-

sorvente. Para isso, usaremos a hipótese de Φ ser pontualmente limitado.

Dada φ ∈ C∞(Ω), existe ρ > 0 tal que

|u(φ)| ≤ 1

ρ
, ∀u ∈ Φ ⇒ ρ |u(φ)| ≤ 1, ∀u ∈ Φ.

Logo, ∀u ∈ Φ temos:

|λ| < ρ⇒ |λ| |u(φ)| ≤ 1 ⇒ |u(λφ)| ≤ 1 ⇒ −1 ≤ u(λφ) ≤ 1.

Logo,

λφ ∈
⋂

u∈Φ

u−1([−1, 1]),

concluindo a prova de que
⋂

u∈Φ

u−1([−1, 1]) é absorvente.

Pelo Teorema 2.7.7, existe uma vizinhança da origem contida em
⋂

u∈Φ

u−1([−1, 1]),
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ou seja, existe pK,m ∈ Σ e δ > 0 tal que

BpK,m
(0, δ) ⊂

⋂

u∈Φ

u−1([−1, 1]).

Tome M = 1
δ
.

ETAPA 2 : Existe K ⊂⊂ Ω tal que S(u) ⊂ K, ∀u ∈ Φ.

Considere pK,m e M dados na ETAPA 1. Dada u ∈ Φ e φ ∈ C∞
c (Ω) com

S(φ) ∩K = ∅ temos

|u(φ)| ≤M sup
|α|≤m,x∈K

|∂αφ(x)| = 0

Isso significa que u = 0 em Ω−K. Portanto S(u) ⊂ K.



Caṕıtulo 3

Distribuições

3.1 Distribuições

Nesse caṕıtulo introduziremos o espaço das distribuições. Começamos apre-

sentando as operações de derivação de distribuições e de produto por uma função

C∞ por uma distribuição. Na seção 3.3 é feita a identificação entre o dual de

C∞(Ω) e o espaço das distribuições de suporte compacto. Finalmente, na seção

3.4 apresentamos a convolução de distribuições, ferramenta que permite aproxi-

mar distribuições por funções suaves.

Todos os resultados desse caṕıtulo podem ser encontrados em [7].

Definição 3.1.1. Um funcional linear cont́ınuo u : C∞
c (Ω) → C é dito uma

distribuição em Ω. O espaço das distribuições em Ω será denotado por D
′
(Ω).

Por vezes, é conveniente escrever 〈u, φ〉 ao invés de u(φ). Sob a ótica das

distribuições, o Teorema 2.6.7 pode ser reescrito como:

Teorema 3.1.2. Seja u um funcional linear em C∞
c (Ω). As condições seguintes

são equivalentes:

(i) u ∈ D ′(Ω);

(ii) para toda sequência (φj)j∈N tal que φj → 0 em C∞
c (Ω) tem-se que 〈u, φj〉 → 0;

(iii) para todo K ⊂⊂ Ω existem C > 0 e m ∈ N tais que

| 〈u, φ〉 | ≤ C
∑

|α|≤m

sup
Ω

|∂αφ|, ∀φ ∈ C∞
c (K).

Exemplo 3.1.3. Considere Ω = Rn, e defina 〈δ, φ〉 = φ(0), φ ∈ C∞
c (Ω). O

funcional δ é linear e também cont́ınuo. Esta distribuição é chamada “Delta de

Dirac”.

44
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Para verificar a continuidade de δ, tome K ⊂⊂ Ω e φ ∈ C∞
c (K) qualquer. Se

0 /∈ K então φ(0) = 0, logo 〈δ, φ〉 = 0. Se 0 ∈ K

| 〈δ, φ〉 | = |φ(0)| ≤ sup
x∈K

|φ(t)|

logo, vale o Teorema 3.1.2-(iii) com C = 1 e m = 0 e portanto δ ∈ D ′(Ω).

Exemplo 3.1.4. Definimos

〈T, φ〉 =
∫ ∞

−∞

|t| φ′

(t)dt, φ ∈ C∞
c (R).

A linearidade é clara, e se S(φ) ⊆ [−a, a], segue que |〈T, φ〉| ≤ 2a sup
∣∣φ′ | .

Pelo Teorema 3.1.2(iii), T é cont́ınua.

O próximo exemplo permite identificar L′(Ω) como um subespaço de D ′(Ω).

Exemplo 3.1.5. Seja f ∈ L1
loc(Ω), defina

〈Tf , φ〉 =
∫

Ω

fφdx, φ ∈ C∞
c (Ω).

A linearidade é clara, e a continuidade decorre da estimativa

|〈Tf , φ〉| ≤ sup |φ|
∫

S(φ)

|f | dx, ∀φ ∈ C∞
c (Ω).

Observação 3.1.6. D ′(Ω) é um espaço de Hausdorff (com a topologia fraca).

Para cada φ ∈ C∞
c (Ω) seja

qφ(u) = | 〈u, φ〉 |, u ∈ D
′(Ω).

A famı́lia Σ = {qφ;φ ∈ C∞
c (Ω)} define a topologia de D ′(Ω). Tome u ∈ D ′(Ω)

tal que qφ(u) = 0, ∀φ ∈ C∞
c (Ω). Então 〈u, φ〉 = 0, ∀φ ∈ C∞

c (Ω), logo u = 0. Pelo

Teorema 2.2.14, D ′(Ω) é Hausdorff.

3.2 Operações com distribuições

Definição 3.2.1. A soma e o produto por escalar de distribuições, com u1, u2 ∈
D

′
(Ω), φ ∈ C∞

c (Ω), λ ∈ C, são definidas como:

〈u1 + u2, φ〉 = 〈u1, φ〉+ 〈u2, φ〉

〈λu1, φ〉 = λ 〈u1, φ〉 .
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Exemplo 3.2.2. (Produto por uma função C∞)

Seja f ∈ C∞(Ω) e u ∈ D ′(Ω), definimos fu por

〈fu, φ〉 = 〈u, fφ〉 , φ ∈ C∞
c (Ω).

Provemos a continuidade de fu. Para cada K ⊂⊂ Ω e φ ∈ C∞
c (K) temos

por definição 〈fu, φ〉 = 〈u, fφ〉. Como u é cont́ınua e fφ ∈ C∞
c (K) pelo Teorema

3.1.2-(iii), existe C > 0 e m ∈ N tais que

〈fu, φ〉 ≤ C. sup
x∈K,|α|≤m

|∂α(f(x)φ(x))|.

Pelo Teorema 1.3.1,

| 〈fu, φ〉 | ≤ C sup
|α|≤m,x∈Ω

∑

β≤α

(
α

β

)
|∂βf(x)∂α−βφ(x)|. (3.1)

Para cada α ∈ Nn tal que |α| ≤ m denote por Nα o número de multi-́ındices β

que satisfazem β ≤ α e por Mα = sup
x∈K,β≤α

(
α

β

)
|∂βf(x)|.

Então, para cada α ∈ Nn tal que |α| ≤ m e cada x ∈ K vale:

∑

β≤α

(
α

β

)
|∂βf(x)∂α−βφ(x)| ≤Mα

∑

β≤α

|∂α−βφ(x)| ≤MαNαmax
β≤α

|∂βφ(x)|.

Dáı e de (3.1) resulta

| 〈fu, φ〉 | ≤ CM sup
|α|≤m,x∈Ω

|∂αφ(x)|

com M = max{MαNα; |α| ≤ m}.

Exemplo 3.2.3. (Derivação) Sejam (x1, x2, . . . , xn) coordenadas cartesianas

em Ω e φ ∈ C∞
c (Ω). Integrando por partes em relação à variável xj obtemos

∫

Ω

∂φ

∂xj
ψdx = −

∫

Ω

φ
∂ψ

∂xj
dx.

O termo não integrado é nulo porque as funções φ, ψ são nulas fora de um com-

pacto. Isso motiva a seguinte definição:

〈
∂u

∂xj
, φ

〉
= −

〈
u,

∂φ

∂xj

〉
, φ ∈ C∞

c (Ω). (3.2)

Como no Exemplo 3.2.2 verifica-se que ∂u
∂xj

∈ D ′(Ω).
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Analogamente, para cada α ∈ Nn e u ∈ D ′(Ω) definimos ∂αu por

〈∂αu, φ〉 = (−1)|α| 〈u, ∂αφ〉 , φ ∈ C∞
c (Ω).

A regra de Leibniz para a derivada do produto de duas funções se mantém

quando um dos fatores é uma distribuição. Sua demonstração é feita por indução

sobre |α|.

Teorema 3.2.4. Se u ∈ D ′(Ω), f ∈ C∞
c (Ω) e α ∈ Nn então

∂α(fu) =
∑

β≤α

(
α

β

)
∂βf∂α−βu.

Se f é diferenciável num intervalo (a, b) e f ′ = 0 então o Teorema do Valor

Médio implica que f é constante em (a, b). Este mesmo resultado é válido para

distribuições.

Teorema 3.2.5. Se u ∈ D ′((a, b)) e u′ = 0 então u = cte, isto é, ∃c ∈ R tal que

〈u, φ〉 = 〈c, φ〉 , ∀φ ∈ C∞
c (R).

Demonstração. Primeiramente observemos que qualquer função constante

pertence a L1
loc e é nesse sentido que u = c.

Dada φ ∈ C∞
c ((a, b)) temos que φ = ψ′, para alguma ψ ∈ C∞

c ((a, b)) se, e

somente se,

∫ +∞

−∞

φ(x)dx = 0. Com efeito, se φ(x) = ψ′(x) e S(ψ) ⊆ [−N,N ],

0 = ψ(N)−ψ(−N) =
∫ N
−N

ψ′(t)dt =
∫
φdt. Reciprocamente se φ tem integral zero,

ψ(x) =

∫ x

−∞

φ(t)dt ∈ C∞
c (a, b) e ψ′ = φ. Para demonstrar o teorema, tomemos

φ0 ∈ C∞
c ((a, b)) tal que

∫
φ0(x)dx = 1, assim podemos escrever

φ(x) =

[
φ(x)−

∫
φ(t)dtφ0(x)

]
+

∫
φ(t)dtφ0(x) = ψ′(x) +

∫
φ(t)dtφ0(x)

pois o termo entre colchetes tem integral nula, logo ele é a derivada de uma função

teste. Utilizando a expressão acima, mostramos que 〈u, φ〉 = 〈c, φ〉, ou seja, u = c

onde c = 〈u, φ0〉 .

Teorema 3.2.6. (Continuidade da Derivação em D ′(Ω)) Seja uj → u em

D ′(Ω). Então

lim
j→∞

∂uj
∂xi

=
∂

∂xi
lim
j→∞

uj =
∂u

∂xi
, i = 1, 2, . . .

Demonstração. Note que em D ′(Ω) estamos cosiderando a topologia fraca.
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Para cada φ ∈ C∞
c (Ω) :

〈
∂uj
∂xi

, φ

〉
= −

〈
uj,

∂φ

∂xi

〉
→ −

〈
u,
∂φ

∂xi

〉
=

〈
∂u

∂xi
, φ

〉
.

3.3 Distribuições com suporte compacto

Definição 3.3.1. Duas distribuições u1, u2 ∈ D ′(Ω) são iguais num aberto U ⊆ Ω

quando

〈u1, φ〉 = 〈u2, φ〉 , ∀φ ∈ C∞
c (U).

Note que a definição acima faz sentido pois C∞
c (U) ⊆ C∞

c (Ω). Usando o

Teorema 1.4.8 mostramos o

Teorema 3.3.2. Sejam u1 e u2 ∈ D ′(Ω) tais que todo ponto de Ω tem uma

vizinhança onde u1 = u2. Então u1 = u2 em Ω.

Demonstração. Seja φ ∈ C∞
c (Ω), K = S(φ). Existe uma cobertura finita

V1, . . . , Vl de K formada por abertos onde u1 e u2 coincidem. Escolhendo φj ∈

C∞
c (Vj) como no Teorema 1.4.8, podemos escrever φ(x) =

l∑

j=1

φj(x)φ(x) e é claro

que cada parcela está suportada por algum Vj . Portanto

〈u1, φ〉 =
〈
u1,
∑

j

φjφ

〉
=
∑

j

〈u1, φjφ〉 =
∑

j

〈u2, φjφ〉 = 〈u2, φ〉 .

Definição 3.3.3. Se u ∈ D ′(Ω) definimos o suporte de u, denotado S(u), como

a intersecção de todos os subconjuntos fechados F de Ω tais que u = 0 em Ω−F ,
ou seja

〈u, φ〉 = 〈0, φ〉 , ∀φ ∈ C∞
c (Ω− F ).

Definição 3.3.4. Denotamos por E ′(Ω), o subespaço de D ′(Ω) das distribuições

com suporte compacto.

Exemplo 3.3.5. S(δ) = {0}, logo δ ∈ E ′(Rn).

A partir de agora, veremos resultados que permitem identificar E ′(Ω) com o

subespaço dos funcionais lineares cont́ınuos em C∞(Ω).
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Teorema 3.3.6. Se u ∈ E ′(Ω), então existe um único funcional linear ũ :

C∞(Ω) → C tal que

(i) ũ(φ) = u(φ), para toda φ ∈ C∞
c (Ω);

(ii) ũ(φ) = 0, se φ ∈ C∞(Ω) e S(φ) ∩ S(u) = ∅.

Demonstração. Suponhamos que existam dois funcionais lineares ũ1, ũ2 que

verifiquem (i), (ii) e seja ψ ∈ C∞
c (Ω) tal que ψ = 1 numa vizinhança de S(u). Se

φ ∈ C∞
c (Ω), colocamos

φ = φψ + (1− ψ)φ = φ1 + φ2,

onde φ1 = φψ e φ2 = (1− ψ)φ. Assim, φ1 ∈ C∞
c (Ω) e S(φ2) ∩ S(u) = ∅. Então,

ũ1(φ) = ũ1(φ1) + ũ1(φ2) = u(φ1) = ũ2(φ1) + ũ2(φ2) = ũ2(φ),

o que prova a unicidade.

Mostraremos agora a existência. Dada φ ∈ C∞(Ω) definimos

〈ũ, φ〉 = 〈u, φ0〉 ,

onde φ = φ0 + φ1 é qualquer decomposição de φ com φ0 ∈ C∞
c (Ω) e S(φ1) ∩

S(u) = ∅.
Suponha que φ = φ′

0 + φ′
1 é outra decomposição de φ então

φ0 + φ1 = φ′
0 + φ′

1

o que implica que

φ0 − φ′
0 = φ′

1 − φ1. (3.3)

Temos também que S(φ′
1) ∩ S(u) = ∅ e S(φ1) ∩ S(u) = ∅ então S(φ′

1 − φ1) ∩
S(u) = ∅ e assim por (3.3) segue que S(φ0 − φ′

0) ∩ S(u) = ∅. Mas φ0 − φ′
0 está

suportada num aberto onde u se anula, então u(φ0 − φ′
0) = 0, ou seja,

〈u, φ0 − φ′
0〉 = 〈u, φ0〉 − 〈u, φ′

0〉 = 0

Então, 〈u, φ0〉 = 〈u, φ′
0〉, ou seja, a definição de ũ independe da decomposição

de φ.

Agora mostraremos que ũ verifica (i) e (ii).

De fato, seja φ ∈ C∞
c (Ω). Então,

〈ũ, φ〉 = 〈ũ, φ+ 0〉 = 〈u, φ〉 ,
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o que prova (i).

Agora seja φ ∈ C∞(Ω) tal que S(φ) ∩ S(u) = ∅. Então,

〈ũ, φ〉 = 〈ũ, 0 + φ〉 = 〈u, 0〉 = 0,

o que prova (ii).

Teorema 3.3.7. C∞
c (Ω) é denso em C∞(Ω), isto é, ∀φ ∈ C∞(Ω) existe (φj) ⊂

C∞
c (Ω) tal que φj → φ em C∞(Ω).

Demonstração. Considere uma sequência (Kj) de compactos de Ω como no

Teorema 1.1.13. Pelo Teorema 1.4.8, para cada j ∈ N existe φj ∈ C∞
c (Ω) tal que

φj = 1 em Kj . Então, φjφ ∈ C∞
c (Ω), ∀j ∈ N. Mostraremos que φjφ → φ em

C∞(Ω). Fixe K ⊂⊂ Ω e α ∈ N. Note que,

φjφ− φ = φ(φj − 1) = 0 em Kj , ∀j ∈ N,

logo,

∂αφjφ− ∂αφ = 0 em K0
j , ∀j ∈ N.

Tome j0 ∈ N tal que K ⊂ Kj0 . Então se j > j0 temos que K ⊂ K0
j e dáı

j > j0 ⇒ ∂αφjφ− ∂αφ = 0 em K.

Teorema 3.3.8. Suponha que u ∈ D ′(Ω). As seguintes condições são equivalen-

tes

(i) S(u) ⊂⊂ Ω;

(ii) existe um funcional linear cont́ınuo v : C∞(Ω) → C tal que v|C∞
c (Ω) = u.

Demonstração. (i) ⇒ (ii) Tome ũ : C∞(Ω) → C como no Teorema 3.3.6.

Mostremos que ũ é cont́ınuo, através do Teorema 2.5.6. Para isso, tomamos

φj → φ em C∞(Ω) mostraremos que

〈ũ, φj〉 → 〈ũ, φ〉 . (3.4)

Da linearidade de ũ é suficiente considerar o caso em que φ ≡ 0. Para isso

mostraremos inicialmente que

ψφj → 0 em C∞
c (Ω). (3.5)
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De fato, S(ψφj) ⊂ S(ψ), ∀j ∈ N. Além disso, para cada α ∈ Nn defina

Mα = max
0≤β≤α

sup
x∈Ω

∣∣∂βψ(x)
∣∣, logo

sup
x∈Rn

|∂α(ψφj)(x)| = sup
x∈K

|∂α(ψφj)(x)| ≤
∑

β≤α

(
α

β

)
sup
x∈K

∣∣∂α−βψ(x)
∣∣ sup
x∈K

∣∣∂βφj(x)
∣∣.

Então,

sup
x∈Rn

|∂α(ψφj)(x)| ≤ Mα

∑

β≤α

(
α

β

)
sup
x∈K

∣∣∂βφj(x)
∣∣ .

Como φj → φ em C∞(Ω), para cada 0 ≤ β ≤ α temos que

lim
j→+∞

sup
x∈K

∣∣∂βφj(x)
∣∣ = 0,

dáı segue (3.5). Para concluir a prova de (3.4), note que

φj = ψφj + (1− ψ)φj e S((1− ψ)φj) ∩K = ∅, ∀j ∈ N.

Logo, pelo Teorema 3.3.6 e por (3.5) segue que

〈ũ, φj〉 = 〈u, ψφj〉 → 0.

(ii) ⇒ (i) Pelo Teorema 3.1.2, existem C,m,K tais que

|〈v, φ〉| ≤ c
∑

|α|≤m

sup |∂αφ(x)|, φ ∈ C∞(Ω).

Mostraremos que S(u) ⊂ K. De fato, se φ ∈ C∞
c (Ω) e S(φ) ∩ K = ∅ então

∂αφ = 0 em K, ∀α ∈ Nn. Logo,

|〈u, φ〉| = |〈v, φ〉| ≤ c
∑

|α|≤m

sup
x∈K

|∂αφ(x)| = 0.

Observação 3.3.9. O funcional v do Teorema 3.3.8 é único. Logo, podemos

identificar E ′(Ω) com o espaço dos funcionais lineares cont́ınuos em C∞(Ω).

De fato, suponha que w : C∞(Ω) → C é um funcional linear cont́ınuo tal

que w|C∞
c (Ω) = u. Então, dada φ ∈ C∞(Ω) qualquer, pelo Teorema 3.3.7 existe

(φj) ⊂ C∞
c (Ω) tal que φj → φ em C∞(Ω). Logo,

〈v, φj〉 = 〈w, φj〉 , ∀j ∈ N.
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Fazendo j → +∞, da continuidade de v e w resulta que

〈v, φ〉 = 〈w, φ〉 .

Ou seja, v = w.

3.4 Convolução de distribuições

Se f e g são funções cont́ınuas em Rn e uma delas tem suporte compacto, a

convolução de f e g se define como

f ∗ g(x) =
∫

Rn

f(x− y)g(y)dy =

∫

Rn

g(x− y)f(y)dy, x ∈ Rn.

Observação 3.4.1. f ∗ g está bem definida.

De fato, se g tem suporte compacto então

|f ∗ g(x)| ≤
∫

S(g)

|f(x− y)||g(y)|dy.

Isto leva a seguinte definição.

Definição 3.4.2. Se u ∈ D ′(Rn)(u ∈ E ′(Rn)) e φ ∈ C∞
c (Rn)(φ ∈ C∞(Rn))

definimos u ∗ φ : Rn → C por

u ∗ φ(a) =
〈
u, φ̌a

〉
,

onde φ̌a(x) = φ(a− x).

Teorema 3.4.3. Sejam u ∈ D ′(Rn), φ ∈ C∞
c (Rn). Então

(i) u ∗ φ ∈ C∞(Rn) e suas derivadas são dadas por

∂α(u ∗ φ) = (∂αu) ∗ φ = u ∗ ∂αφ; (3.6)

(ii) S(u ∗ φ) ⊆ S(u) + S(φ).

Demonstração. Seja (aj) uma sequência de Rn tal que aj → a. Assim, como

φ̌aj → φa em C∞
c (Rn) temos que

u ∗ φ(aj) =
〈
u, φ̌aj

〉
→
〈
u, φ̌a

〉
= u ∗ φa.

Então u∗φ é uma função cont́ınua. Mostraremos que, para todo m ∈ N temos

que u∗φ ∈ Cm(Rn) e que vale (3.6) para |α| ≤ m, usando indução sobre m. Para
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k = 1 tomemos α = ei e consideremos o quociente de Newton na direção do vetor

unitário ei, assim

1

r
[u ∗ φ(a+ rei)− u ∗ φ(a)] = 1

r
[
〈
u, φ̌a+eri

〉
−
〈
u, φ̌a

〉
] =

1

r

〈
u, φ̌a+rei − φ̌a

〉
=

〈
urei − u

r
, φ̌a

〉
.

Pelo Teorema 3.2.6 temos que lim
r→0

urei − u

r
=

∂u

∂xi
. Assim,

∂

∂xi
(u ∗ φ)(a) =

〈
∂u

∂xi
, φ̌

〉
=

∂u

∂xi
∗ φ(a). (3.7)

Como o membro direito da igualdade acima é uma função cont́ınua em a segue

que ∂
∂xj

(u ∗ φ) é cont́ınua, assim u ∗ φ ∈ C1(Rn).

Além disso,

∂

∂xj
(u ∗ φ) =

〈
∂u

∂xi
, φ̌a

〉
= −

〈
u,
∂φ̌a
∂xi

〉
=

〈
u,
∂φ̌x
∂ai

〉
= u ∗ ∂φ

∂ai
. (3.8)

De (3.7) e (3.8) segue que

∂

∂xi
(u ∗ φ) = ∂u

∂xi
∗ φ = u ∗ ∂φ

∂xi
.

Supondo que (3.6) é válida para todo α ∈ Nn tal que |α| ≤ m. Dado α ∈ Nn tal

que |α| = m+ 1, temos que α = β + ei para algum β ∈ Nn com |β| = m e algum

i = 1, 2, . . . , n. Substituindo u por ∂βu na demonstração do caso m = 1, segue o

item (i).

Finalmente, se a /∈ S(u) + S(φ) então u ∗ φ(a) = 0. De fato, a − x /∈ S(φ)

então u ∗φ(a) = 0. Mas se a−x ∈ S(φ) então x /∈ S(u). Assim, u ∗φa = 0. Logo

S(u ∗ φ) ⊂ S(u) + S(φ).

Observação 3.4.4. Os mesmos resultados do teorema anterior valem se u ∈
E ′(Rn) e φ ∈ C∞(Rn).

Se φ, ψ ∈ C∞
c (Rn). Para cada ǫ > 0 defina sǫ por

sǫ(x) =
∑

m∈Zn

φ(x− ǫm)ψ(ǫm)ǫn.

Então

(i) S(sǫ) ⊂ S(φ) + S(ψ);

(ii) sǫ → φ ∗ ψ uniformemente em x quando ǫ→ 0.
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Demonstração. (i) Se x ∈ Rn satisfaz x /∈ S(φ)+S(ψ), então vamos mostrar

que

φ(x− ǫm)ψ(ǫm) = 0, ∀m ∈ Zn. (3.9)

De fato, se ǫm /∈ S(ψ), ∀m ∈ Zn então vale (3.9). Agora suponhamos que

ǫm ∈ S(ψ) então x−ǫm /∈ S(φ), pois se x−ǫm ∈ S(φ) teŕıamos x ∈ S(φ)+S(ψ).

Assim vale (3.9).

(ii) Pelo Teorema 3.4.3-(ii) existe K compacto tal que S(φ ∗ ψ) ⊆ K. Con-

sideramos uma partição P em K tal que |P | = ǫ. Aqui |P | denota a norma da

partição P .

Fixado x ∈ Rn. Por resultado de integral de Riemann (veja [11]) temos que

lim
ǫ→0

sǫ(x) =

∫

Rn

φ(x− y)ψ(y)dy = φ ∗ ψ(x). (3.10)

Dado µ > 0, mostraremos que existe δx > 0 e ǫx > 0 tais que

ǫ < ǫx ⇒ |sǫ(x)− φ ∗ ψ(x)| < µ, ∀z ∈ B(x, δx). (3.11)

Por (3.10) segue que existe ǫ1 > 0 tal que

ǫ < ǫ1 ⇒ |sǫ(x)− φ ∗ ψ(x)| < µ

3
. (3.12)

Como φ ∗ ψ é cont́ınua em x, existe δ > 0 tal que

|x− z| < δ ⇒ |φ ∗ ψ(x)− φ ∗ ψ(z)| < µ

3
. (3.13)

Além disso,

|sǫ(x)− sǫ(z)| ≤
∑

m∈Zn

|φ(x− ǫm)− φ(z − ǫm)||ψ(ǫm)|ǫn

≤
∑

m∈Zn

sup
Rn

|φ′||x− z||ψ(ǫm)|ǫn

≤ sup
Rn

|φ′||x− z|
∑

m∈Zn

|ψ(ǫm)|ǫn.

Novamente por resultado de integral de Riemann, existe ǫ2 > 0 tal que

ǫ > ǫ2 ⇒
∣∣∣∣∣
∑

m∈Zn

|ψ(ǫm)|ǫn −
∫

|ψ(y)|dy
∣∣∣∣∣ < 1

logo para tais ǫ’s temos

|sǫ(x)− sǫ(z)| <
[
sup |φ′|

(∫
|ψ(y)dy + 1|

)]
|x− z|.
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Então

|x− z| < µ

3 sup |φ′|(
∫
|ψ(y)|dy + 1)

⇒ |sǫ(x)− sǫ(z)| <
µ

3
. (3.14)

Tomando ǫx = min{ǫ1, ǫ2} e δx = min{δ, µ

3 sup |φ′|(
∫
|ψ(y)|dy+1)

} ⇒ |sǫ(x)−sǫ(z)| < µ

3

temos, para ǫ < ǫx e z ∈ B(x, δx)

|sǫ(x)− φ ∗ ψ(z)| ≤ |sǫ(z)−sǫ(x)|+ |sǫ(x)− φ ∗ ψ(x)|+ |φ ∗ ψ(x)− φ ∗ ψ(z)|
≤ µ

3
+ µ

3
+ µ

3
= µ

a penúltima desigualdade segue de (3.12), (3.13) e (3.14). Portanto conclúımos

(3.9).

Por compacidade existe um número finito de bolas que cobrem K. As-

sim existe um número finito de ǫ′xs digamos ǫx1, ǫx2, . . . , ǫxk. Tomamos ǫ0 =

min{ǫx1, ǫx2, . . . , ǫxk}. Logo para tal ǫ0 temos que

sǫ → φ ∗ ψ uniformemente em x, quando ǫ → 0.

Teorema 3.4.5. Se φ, ψ ∈ C∞
c (Rn) e u ∈ D ′(Rn) então

(u ∗ φ) ∗ ψ = u ∗ (φ ∗ ψ).

Demonstração. Para cada α ∈ Nn temos

(∂αsǫ)(x) =
∑

m∈Zn

(∂αφ)(x− ǫm)ψ(ǫm)ǫn.

Pelo Lema 3.4 temos

∂αsǫ → (∂αφ) ∗ ψ = ∂α(φ ∗ ψ) uniformemente,

a última igualdade segue do Teorema 3.4.3-(i). Assim,

sǫ → φ ∗ ψ em C∞
c (Rn).

Logo,
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(u∗(φ ∗ ψ))(a) =
〈
u, (φ̌ ∗ ψ)a

〉

= lim
ǫ→0

〈u, (šǫ)a〉

= lim
ǫ→0

〈
u,
∑

m∈Zn

(φ̌− ǫm)xψ(ǫm)ǫn

〉

= lim
ǫ→0

∑

m∈Zn

〈
u, φ̌a−ǫm

〉
ψ(ǫm)ǫn

= lim
ǫ→0

∑

m∈Zn

(u ∗ φ)(a− ǫm)ψ(ǫm)ǫn

= ((u∗φ) ∗ ψ)(a)

Teorema 3.4.6. Sejam u ∈ D ′(Rn) e φ[ǫ] a aplicação definida em (1.5) então

u ∗ φ[ǫ] → u em D ′(Rn) quando ǫ → 0.

Demonstração. Seja ψ ∈ C∞
c (Rn), com a notação ψ̌(x) = ψ(−x) podemos

escrever 〈u, ψ〉 = (u ∗ ψ̌)(0). Então

lim
ǫ→0

〈
u ∗ φ[ǫ], ψ

〉
= lim

ǫ→0
((u ∗ φ[ǫ]) ∗ ψ̌)(0) = lim

ǫ→0
u ∗ (φ[ǫ] ∗ ψ̌)(0) = lim

ǫ→0

〈
u, (φ[ǫ] ∗ ψ̌)

〉
.

Mas pelo Teorema 1.4.7 como ψ ∈ C∞
c (Rn) temos que φ[ǫ] ∗ ψ̌ → ψ̌ uniforme-

mente quando ǫ→ 0. Assim,

lim
ǫ→0

〈
u ∗ φ[ǫ], ψ

〉
= 〈u, ψ〉 ,

ou seja, u ∗ φ[ǫ] → u em D ′(Rn) quando ǫ→ 0.

Teorema 3.4.7. Seja U : C∞
c (Rn) → C∞(Rn) um operador linear cont́ınuo que

comuta com todas as translações Th, h ∈ Rn. Então existe uma única u ∈ D ′(Rn)

tal que U(φ) = u ∗ φ, φ ∈ C∞
c (Rn).

Demonstração. Da hipótese resulta que φ 7→ (Uφ̌)(0) é um funcional linear

cont́ınuo em C∞
c (Rn). Definimos 〈u, φ〉 = (Uφ̌)(0), assim

(Uφ)(h) = T−h(Uφ)(0) = U(T−hφ)(0) =
〈
u, Ť−hφ

〉
=
〈
u, φ̌h

〉
= u ∗ φ(h).

Para mostrar a unicidade suponhamos que existam u1, u2 ∈ D ′(Ω) tais que

u1 ∗ φ = U(φ) e u2 ∗ φ = U(φ) assim,

〈
u1, φ̌a

〉
=
〈
u2, φ̌a

〉
, ∀φ ∈ C∞

c (Rn)

dáı conclúımos que u1 = u2.
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Definição 3.4.8. Sejam u1, u2 ∈ D ′(Rn) e suponhamos que uma das duas tem

suporte compacto. Definimos v = u1 ∗ u2 como a única distribuição v tal que

u1 ∗ (u2 ∗ φ) = v ∗ φ.

Observação 3.4.9. Note que estamos utilizando o Teorema 3.4.7 para definir

u1 ∗ u2.

Teorema 3.4.10. Sejam u1 ∈ E ′(Rn), u2 ∈ D ′(Rn). Então

(i) u1 ∗ u2 = u2 ∗ u1 ;

(ii) S(u1 ∗ u2) ⊆ S(u1) + S(u2) ;

(ii) ∂α(u1 ∗ u2) = ∂αu1 ∗ u2 = u1 ∗ ∂αu2, ∀α ∈ Nn.

Demonstração. (i) Sejam φ, ψ ∈ C∞
c (Rn). Então usando a comutatividade

da convolução de funções e o Teorema 3.4.6 temos que

(u1 ∗u2) ∗ (φ ∗ψ) = u1 ∗ [u2 ∗ (φ ∗ψ)] = u1 ∗ [(u2 ∗φ) ∗ψ] = u1 ∗ [ψ ∗ (u2 ∗φ)] =
(u1 ∗ ψ) ∗ (u2 ∗ φ).

Da mesma forma,

(u2 ∗u1) ∗ (φ ∗ψ) = (u1 ∗u2) ∗ (ψ ∗φ) = u2 ∗ [u1 ∗ (ψ ∗φ)] = u2 ∗ [(u1 ∗ψ) ∗φ] =
u2 ∗ [φ ∗ (u1 ∗ ψ)] = (u2 ∗ φ) ∗ (u1 ∗ ψ) = (u1 ∗ ψ) ∗ (u2 ∗ φ).

Das duas expressões anteriores conlúımos que,

(u1 ∗ u2) ∗ (φ ∗ ψ) = (u2 ∗ u1) ∗ (φ ∗ ψ).

Dada φ ∈ C∞
c (Rn) tomando ψ = φ[ǫ] como na aplicação (1.5) teremos que

φ ∗ ψ → φ e assim,

(u1 ∗ u2) ∗ φ = (u2 ∗ u1) ∗ φ, ∀x ∈ Rn,

em x = 0 temos,

〈
u1 ∗ u2, φ̌

〉
=
〈
u2 ∗ u1, φ̌

〉
, ∀φ ∈ C∞

c (Rn).

Logo, u1 ∗ u2 = u2 ∗ u1.
(ii) Consideramos (u1 ∗ u2) ∗ φ[ǫ]. Então

S[(u1∗u2)∗φ[ǫ]] = S[u1∗(u2∗φ[ǫ])] ⊆ S(u1)+S(u2∗φ[ǫ]) ⊆ S(u1)+S(u2)+S(φ
[ǫ]),

a primeira inclusão segue do Teorema 3.4.3.

Quando ǫ→ 0, o diâmetro de S(φ[ǫ]) tende para zero e (u1∗u2)∗φ[ǫ] → u1∗u2.
Assim, S(u1 ∗ u2) ⊆ S(u1) + S(u2).
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(iii) Pela definição 3.4.8 segue que

〈∂α(u1 ∗ u2), φ〉 = (−1)|α| 〈u1 ∗ u2〉 = (−1)|α|(u1 ∗ u2) ∗ (∂αφ̌)(0) = u1 ∗ (u2 ∗
∂αφ̌)(0) = u1 ∗ (∂αu2 ∗ φ̌)(0) = (u1 ∗ ∂αu2) ∗ φ̌(0) = 〈u1 ∗ ∂αu2, φ〉 .

Usando (i) segue (iii).



Caṕıtulo 4

Transformada de Fourier

4.1 A Transformada de Fourier em S

Esse caṕıtulo é inteiramente dedicado ao estudo da Transformada de Fourier.

Começamos introduzindo o espaço S das funções rapidamente decrescentes no

infinito. Sua importância está no fato de que tal espaço é invariante pela Trans-

formada de Fourier. Depois, usando argumentos análogos aos utilizados na seção

3.2, definimos a Transformada de Fourier no dual de S . Finalizamos o caṕıtulo

mostrando que a Transformada de Fourier de uma distribuição de suporte com-

pacto é anaĺıtica em Rn. Os resultados desse caṕıtulo podem ser encontrados em

[7].

Definição 4.1.1. Se f ∈ L1(Rn), a transformada de Fourier de f se define por

Ff(ξ) = f̂(ξ) =

∫
e−ixξf(x)dx, ξ ∈ Rn (4.1)

onde i =
√
−1 e xξ = x1ξ1 + . . .+ xnξn.

Uma aplicação do Teorema da Convergência Dominada mostra que

f̂ : Rn → C

ξ 7→ f̂(ξ)

é cont́ınua. De fato, fixado ξ ∈ Rn e (ξj) ⊂ Rn com ξj → ξ, mostraremos que

f̂(ξj) → f̂(ξ). Com efeito, para cada j ∈ N seja fj(x) = e−ixξjf(x), x ∈ Rn,
temos que

fj(x) → e−ixξf(x), ∀x ∈ Rn.

Além disso, ∣∣e−ixξjf(x)
∣∣ = |f(x)| , ∀x ∈ Rn, j ∈ N.

59



CAPÍTULO 4. TRANSFORMADA DE FOURIER 60

Como f ∈ L1(Rn), pelo Teorema da Convergência Dominada segue

∫
e−ixξjf(x)dx→

∫
e−ixξf(x)dx

Ou seja, f̂(ξj) → f̂(ξ). Portanto, f̂ é cont́ınua.

Quando φ ∈ C∞
c (Rn), φ̂ não possui suporte compacto. Introduziremos a seguir

um espaço de funções que é invariante pela Transformada de Fourier.

Definição 4.1.2. Denotamos por S o subespaço de C∞(Rn) das funções φ tais

que

α, β ∈ Nn ⇒ sup
x∈Rn

∣∣xα∂βφ(x)
∣∣ <∞. (4.2)

O lema a seguir fornece uma caracterização para os elementos de S . O item

(iii), justifica o termo “funções de decrescimento rápido no infinito”.

Lema 4.1.3. Suponha que φ ∈ C∞(Rn). Então as seguintes condições são equi-

valentes:

(i) φ ∈ S ;

(ii) para cada k ∈ N e β ∈ Nn temos sup
x∈Rn

(1 + |x|2) k
2

∣∣∂βφ(x)
∣∣ <∞;

(iii) para cada α, β ∈ Nn temos lim
|x|→+∞

∣∣xα∂βφ(x)
∣∣ = 0

Demonstração.

(i) ⇒ (ii) Seja φ ∈ S . Para todo α ∈ Nn tal que |α| ≤ k temos que,

sup
x∈Rn

|xα|
∣∣∂βφ(x)

∣∣ <∞, ∀β ∈ Nn.

Logo, ∑

|α|≤k

sup
x∈Rn

|xα|
∣∣∂βφ(x)

∣∣ <∞.

Assim, pelo Teorema 1.3.3

sup
x∈Rn

(1 + |x|2) k
2

∣∣∂βφ(x)
∣∣ <∞.

(ii) ⇒ (i) Suponhamos que φ seja tal que

sup
x∈Rn

(1 + |x|2) k
2

∣∣∂βφ(x)
∣∣ <∞,
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para cada k ∈ N e β ∈ Nn. Mostraremos que φ ∈ S . De fato, pelo Teorema

1.3.2, temos que

sup
x∈Rn

|xα|
∣∣∂βφ(x)

∣∣ ≤ sup
x∈Rn

(1 + |x|2) k
2

∣∣∂βφ(x)
∣∣ <∞,

ou seja, φ ∈ S .

(iii) ⇒ (i) Suponha que lim
|x|→+∞

∣∣xα∂βφ(x)
∣∣ = 0, assim, para ǫ = 1, existe

N > 0 tal que se |x| > N então
∣∣xα∂βφ(x)

∣∣ < 1.

A função x 7→ xα∂βφ(x) é cont́ınua em B[0, N ] e então limitada nessa bola,

isto é,

∃M1(α, β) > 0 tal que
∣∣xα∂βφ(x)

∣∣ ≤ M1(α, β), |x| ≤ N.

Assim, tomamos M(α, β) = max{1,M1(α, β)}. Dáı,

∣∣xα∂βφ(x)
∣∣ < M(α, β), ∀x ∈ Rn.

Logo, sup
x∈Rn

∣∣xα∂βφ(x)
∣∣ ≤M(α, β) <∞.

(i) ⇒ (iii) Suponha que para cada α, β ∈ Nn, ∃M(α, β) > 0 tal que
∣∣xα∂βφ(x)

∣∣ ≤
M(α, β), ∀x ∈ Rn. Seja i = 1, 2, . . . , n tal que |x|M = |xi| e suponha x 6= 0. As-

sim,
∣∣∣xα+ei∂βφ(x)

∣∣∣ ≤ M(α + ei, β)

|xei|
∣∣xα∂βφ(x)

∣∣ ≤ M(α + ei, β)∣∣xα∂βφ(x)
∣∣ ≤ 1

|xi|
M(α + ei, β)∣∣xα∂βφ(x)

∣∣ ≤ M
|x|M

(α + ei, β)

logo lim
|x|→+∞

∣∣xα∂βφ(x)
∣∣ = 0.

Exemplo 4.1.4. C∞
c (Rn) ⊂ S .

De fato, seja φ ∈ C∞
c (Rn) então existe N > 0 tal que φ(x) = 0 quando

|x| > N . Assim dado ǫ > 0 qualquer, temos que se |x| > N então

∣∣xα∂βφ(x)
∣∣ = 0 < ǫ.

Logo, lim
|x|→+∞

xα∂βφ(x) = 0 e portanto, φ ∈ S .

O próximo exemplo exibe uma função que está em S mas não possui suporte

compacto.

Exemplo 4.1.5. Se f(x) = e−|x|2, x ∈ Rn, então f ∈ S .

Mostraremos que dado β ∈ Nn qualquer, temos

∂βe−|x|2 = pβ(x)e
−|x|2 , (4.3)
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sendo pβ um polinômio de grau |β|. Para isso, usaremos indução sobre |β|.
Para |β| = 1 digamos que β = (β1, . . . , βn) seja tal que βj = 1 e βi = 0,

i = 1, 2, . . . , n, i 6= j. Temos

∂βe−|x|2 = −2xje
−|x|2,

ou seja, pβ(x) = −2xj .

Suponhamos que ∂βe−|x|2 = pβ(x)e
−|x|2 e mostraremos que

∂β+eje−|x|2 = pβ,ej(x)e
−|x|2 , j = 1, 2, . . . , n.

onde pβ,ej(x) é um polinômio de grau |β|+ 1. Temos,

∂β+eje−|x|2 =
∂

∂xj
(∂βe−|x|2) =

∂

∂xj
(pβ(x)e

−|x|2) = e−|x|2 ∂

∂xj
pβ(x)−2xjpβ(x)e

−|x|2 .

Tomando pβ,ej(x) =
∂
∂xj
pβ(x)− 2xjpβ segue 4.3. Além disso, temos

pβ(x) =
∑

α≤|β|

aαx
α, x ∈ Rn

com cada aα ∈ R, constante. Logo

|pβ(x)| =
∑

α≤|β|

|aα| |x||α| , x ∈ Rn.

Seja q(t) =
∑

|α|≤|β|

|aα| |t||α|, t ∈ R. Então |pβ(x)| ≤ |q(|x|)|.

Dáı,

lim
|x|→+∞

∣∣∣pβ(x)e−|x|2
∣∣∣ ≤ lim

|x|→+∞
q(|x|)e−|x|2 = lim

t→∞
q(t)e−t

2

= 0.

Logo pelo Lema 4.1.3 conclúımos que f ∈ S .

Observação 4.1.6. S ⊂ L1(Rn).

Seja φ ∈ S então pelo Lema 4.1.3 tem-se

sup
x∈Rn

(1 + |x|2) k
2

∣∣∂βφ(x)
∣∣ = ck < +∞, ∀β ∈ Nn, k ∈ N.

Assim,

(1 + |x|2) k
2

∣∣∂βφ(x)
∣∣ ≤ ck, ∀k ∈ N, ∀x ∈ Rn
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e tomando β = 0 e k = n + 1 temos

|φ(x)| ≤ ck

(1 + |x|2)n+1
2

, ∀x ∈ Rn,

logo, ∫
|φ(x)| dx ≤

∫
ck

(1 + |x|2)n+1
2

dx < +∞.

Pela Observação 1.2.33, φ ∈ L1(Rn).

É importante salientar, que até este momento não “topologizamos” S . Com

o intuito de definir a topologia de S , consideremos as seguintes seminormas:

pα,β : S → R

φ 7→ sup
x∈Rn

∣∣xα∂βφ(x)
∣∣

Se no Teorema 2.2.8 tomarmos Σ = {pα,β;α, β ∈ Nn} temos a topologia usual

de S . O próximo teorema estabelece condição necessária e suficiente para con-

vergência de uma sequência (φj) ⊂ S .

Teorema 4.1.7. Seja (φj) ⊂ S e φ ∈ S quaisquer. Então φj converge para φ em

S se e somente se ∀ǫ > 0, ∀α, β ∈ Nn, ∃j0 ∈ N tal que j > j0 ⇒ φj ∈ Bpα,β
(φ, ǫ).

Demonstração. (⇒) Para todo aberto U de S contendo φ, existe j0 ∈ N
tal que j > j0 ⇒ φj ∈ U . Pelo Teorema 2.2.8, podemos tomar U = Bpα,β

(φ, ǫ),

com ǫ > 0 e α, β ∈ Nn arbitrários.

(⇐) Tome um aberto de S contendo φ. Pelo Teorema 2.2.8, existe ǫ >

0, α, β ∈ Nn tal que Bpα,β
(φ, ǫ) ⊂ U . Se existe j0 para o aberto U , o mesmo j0

servirá para Bpα,β
(φ, ǫ).

Teorema 4.1.8. C∞
c (Rn) é denso em S , ou seja, ∀φ ∈ S existe (φj) ⊂ C∞

c (Rn)

tal que φj → φ em S .

Demonstração. Dada φ ∈ S tomamos ψ ∈ C∞
c (Rn) tal que ψ = 1 em

B[0, 1]. Para cada j ∈ N defina ψj(x) = ψ(x
j
), x ∈ Rn. É claro que ψj ∈ C∞

c (Rn)

e ψj = 1 em B[0, j], ∀j ∈ N. Mostraremos que

φψj → φ em S .

Para isso, fixe α, β ∈ Nn e mostramos que para ǫ > 0, existe j0 ∈ N tal que

j > j0 ⇒ sup
x∈Rn

∣∣xα∂βψj(x)φ(x)− φ(x)] |< ǫ.

Para cada γ ∈ Nn tal que 0 ≤ γ ≤ β, do Lema 4.1.3 segue que

lim
|x|→+∞

|xα∂γφ(x)| = 0, 0 ≤ γ ≤ β. (4.4)
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Note que

∂γψj(x) =
1

j|γ|
ψ(
x

j
), x ∈ Rn, 0 ≤ γ ≤ β.

Seja Mψ(β) = max
0≤γ≤β

sup
x∈Rn

|∂γψ(x)|. Para cada x ∈ Rn, j ∈ N temos

sup
x∈Rn

∣∣xα∂β [ψj(x)φ(x)− φ(x)]
∣∣ =

sup
x∈Rn

∣∣xα∂β(ψj(x)φ(x))− xα∂βφ(x)]
∣∣ ≤

∑

γ≤β

(
β

γ

) ∣∣xα∂β−γφ(x)
∣∣ |∂γψj(x)|+

∣∣xα∂βφ(x)
∣∣ =

∑

γ≤β

(
β

γ

)∣∣xα∂β−γφ(x)
∣∣ 1
jγ

∣∣∣∣∂γψ
(
x

j

)∣∣∣∣+
∣∣xα∂βφ(x)

∣∣ ≤

∑

γ≤β

(
β

γ

) ∣∣xα∂β−γφ(x)
∣∣
∣∣∣∣∂γψ

(
x

j

)∣∣∣∣ +
∣∣xα∂βφ(x)

∣∣ ≤

Mψ(β)
∑

γ≤β

(
β

γ

) ∣∣xα∂β−γφ(x)
∣∣ +
∣∣xα∂βφ(x)

∣∣ .

De (4.4) segue que existe N > 0 tal que

j ∈ N, |x| > N ⇒
∣∣xα∂β [φ(x)ψj(x)− φ(x)]

∣∣ < ǫ. (4.5)

Mas, ψj = 1 em B[0, j], logo, φψj − φ = 0 em B[0, j] e dáı,

∂β [φψj − φ] = 0 em B[0, j], ∀j ∈ N. (4.6)

Tome j0 ∈ N tal que j0 ≥ N . Então por (4.5) e (4.6) temos que

j > j0 ⇒ sup
x∈Rn

∣∣xα∂β [φ(x)ψj(x)− φ(x)]
∣∣ = sup

|x|≥j

∣∣xα∂β [φ(x)ψjx− φ(x)]
∣∣ < ǫ.

O próximo resultado afirma que S é fechado por derivação e multiplicação

por polinômios.

Lema 4.1.9. Para todo polinômio Q e α ∈ Nn tem-se

(i) se φ ∈ S então ∂α(Qφ) ∈ S ;

(ii) seja (φj) ⊂ S , se φj → 0 em S então ∂α(Qφj) → 0 uniformemente em

Rn, quando j → ∞.
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O próximo resultado afirma que S é fechado por transformada de Fourier em

S . Além disso, F é um operador linear e cont́ınuo, e transforma derivada em

polinômio e vice-versa.

Teorema 4.1.10. A transformada de Fourier é um operador cont́ınuo de S em

S e valem as fórmulas:

F (∂αφ)(ξ) = (iξ)αφ̂(ξ), φ ∈ S (4.7)

F (xαφ(x))(ξ) =
1

(−i)|α|∂
αφ̂(ξ), φ ∈ S , (4.8)

sendo α ∈ Nn, x, ξ ∈ Rn quaisquer.

Observação 4.1.11. Observe que na fórmula (4.8) estamos cometendo um abuso

de notação.

Demonstração. Primeiramente vamos mostrar que valem (4.7) e (4.8). Pelo

Teorema 1.2.25 segue que

∂αφ̂(ξ) =

∫
∂αe−ixξφ(x)dx =

∫
(−i)|α|xαe−ixξφ(x)dx = (−i)|α|

∫
e−ixξxαφ(x)dx =

= (−i)|α|F (xαφ(x))(ξ)).

Dáı, 1
(−i)|α|∂

αφ̂(ξ)=F (xαφ(x))(ξ) o que prova (4.8). Além disso,

F (∂αφ)(ξ) =

∫
e−ixξ∂αφ(x)dx.

Integrando por partes |α| vezes, obtemos

F (∂αφ)(ξ) = (−1)|α|
∫

(−1)|α|ξαe−ixξφ(x)dx.

O termo não integrado é nulo, pois φ e todas as suas derivadas se anulam no

infinito. Assim,

F (∂αφ)(ξ) = i|α|ξαφ̂(ξ) = (iξ)αφ̂(ξ),

o que prova (4.7).

Agora vamos mostrar que dada φ ∈ S temos que φ̂ ∈ S . De fato, combi-

nando, (4.7) e (4.8)

ξα∂βφ̂(ξ) = ξα(−i)|β|F [xβφ(x)](ξ)

= (iξ)|α|

i|α| (−i)|β|F [∂α(xβφ(x))](ξ)

= (−i)|β|

i|α| F [∂α(xβφ(x))](ξ)

ou seja,
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ξα∂βφ̂(ξ) = (−i)|β|

i|α|

∫
eixξ∂α(xβφ(x))dx

Pelo Lema 4.1.9, temos que ∂αxαφ(x) ∈ S , assim

sup
x∈Rn

(1 + |x|) k
2

∣∣∂α(xβφ(x))
∣∣ < +∞, ∀x ∈ Rn, k ≥ 0.

Pela Observação 1.2.33, para k = n+ 1 temos que

∫
1

(1 + |x|2) k
2

dx = c < +∞.

Dáı, ∀ξ ∈ Rn segue

∣∣∣ξα∂βφ̂(ξ)
∣∣∣ ≤

∫ ∣∣∂α(xβφ(x))
∣∣dx

=

∫
1

(1 + |x|2) k
2

(1 + |x|2) k
2

∣∣∂α(xβφ(x))
∣∣ dx

≤ sup
x∈Rn

(1 + |x|) k
2

∣∣∂α(xβφ(x))
∣∣
∫

1

(1 + |x|2) k
2

dx

Logo,

∣∣∣ξα∂βφ̂(ξ)
∣∣∣ ≤ c. sup

x∈Rn

(1 + |x|2) k
2

∣∣∂α(xβφ(x))
∣∣ <∞, ∀ξ ∈ Rn. (4.9)

O que prova que para cada α, β ∈ Nn, a aplicação x 7→ ξα∂βφ̂(ξ) é limitada

em Rn, dáı, φ̂ ∈ S .

Finalmente vamos mostrar a continuidade de F . Seja (φj) ⊂ S uma sequência

tal que φj → 0 em S , ou seja, ∀α, β ∈ Nn

xα∂βφj(x) → 0

uniformemente. Aplicando (4.9) com φj no lugar de φ obtemos

∣∣∣ξα∂βφ̂j(ξ)
∣∣∣ ≤ c. sup

x∈Rn

(1 + |x|) k
2

∣∣∂α(xβφj(x))
∣∣ = cj ,

com cj → 0 quando j → ∞, pois pelo Lema 4.1.3(ii),

sup
x∈Rn

∂αxβφj(x) → 0.

Logo, φ̂j → 0 em S .

Portanto, conclúımos que F : S → S é um operador cont́ınuo.
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Teorema 4.1.12. (Riemann-Lebesgue) Se f ∈ L1(Rn) então f̂(ξ) → 0

quando |ξ| → ∞.

Demonstração. Pelo Teorema 1.4.9 temos que existe uma sequência (φj) ⊂
C∞
c (Rn) tal que φj → f em L1(Rn). Como para todo ξ ∈ Rn temos

|φ̂j(ξ)− f̂(ξ)| ≤
∫

|eixξ||φj(x)− f(x)|dx = ‖f − φj‖L1(Ω) , ∀j ∈ N

segue que

φ̂j → f̂ uniformemente em Rn.

Além disso, φj ∈ S , ∀j ∈ N, pois C∞
c (Rn) ⊂ S . Logo φ̂j ∈ S , ∀j ∈ N.

Assim,

lim
|ξ|→∞

φ̂j(ξ) = 0, ∀j ∈ N. (4.10)

Como φ̂j → f̂ uniformemente , ∀ǫ > 0, existe j0 ∈ N tal que

j > j0 ⇒ |φ̂j(ξ)− f̂(ξ)| < ǫ

2
, ∀ξ ∈ Rn. (4.11)

Tome j = j0 + 1, por (4.10) existe J > 0 tal que

|ξ| > J ⇒ |φ̂j(ξ)| <
ǫ

2
. (4.12)

Por (4.11) e (4.12), para j = j0 + 1

|f̂(ξ)| = |f̂(ξ)− φ̂j(ξ) + φ̂j(ξ)| ≤ |f̂(ξ)− φ̂j(ξ)|+ |φ̂j(ξ)| <
ǫ

2
+
ǫ

2
= ǫ,

ou seja,

lim
|ξ|→0

f̂(ξ) = 0.

Exemplo 4.1.13. Seja φ(x) = e−x
2
, x ∈ R, vamos calcular φ̂(ξ).

Temos que φ satisfaz o seguinte P.V.I



φ

′
(x) + 2xφ(x) = 0

φ(0) = 1.

Como φ ∈ S , aplicando a Transformada de Fourier na equação φ
′
(x)+2xφ(x) = 0

e usando as regras do Teorema 4.1.10 temos

−2

i
φ̂(ξ) + iξφ̂(ξ) = 0.
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Então,

φ̂(ξ) +
ξ

2
φ̂(ξ) = 0.

Além disso,

φ̂(0) =

∫

R
e−x

2

dx =
√
π,

dáı, resolvendo este P.V.I temos que

φ̂(ξ) =
√
πe

−ξ2

4 .

Para calcular a Transformada de Fourier de φ(x) = e−|x|2 em Rn escrevemos a

integral (4.1) como o produto de integrais unidimensionais obtendo

φ̂(ξ) = (
√
π)ne

−|ξ|2

4 .

Teorema 4.1.14. A Transformada de Fourier F : S → S é continuamente

inverśıvel e

F
−1φ(x) =

1

(2π)n

∫
eixξφ(ξ)dξ, φ ∈ S , x ∈ Rn. (4.13)

Demonstração. Quando φ = ψ̂ devemos obter em (4.13)

F
−1

F (ψ)(x) = ψ =
1

(2π)n

∫
eixξdx

∫
e−iyξψ(y)dy.

Nesta integral não podemos trocar a ordem de integração, já que ei(x−y)ξψ(y)

não é integrável em ξ quando ψ(y) 6= 0. Para evitar esta dificuldade, intro-

duziremos uma função de ξ que permitirá trocar a ordem de integração e que

depois faremos convergir a 1. Tomamos assim a função φǫ(x) = φ1(ǫx) onde

φ1(x) = exp
(

−|x|2

2

)
.

Com um cálculo análogo ao exemplo anterior, obtemos

φ̂1(ξ) = (2π)
n
2 φ1(ξ)

e fazendo a mudança de variáveis x
′
= ǫx na definição de φ̂ǫ temos

φ̂ǫ(ξ) =

∫
e−ixξφǫ(x)dx

=

∫
e−ixξφ1(ǫx)dx

= ǫ−n
∫
e−ix

′ ξ
ǫφ1(x

′

)dx
′

= ǫ−nφ̂1

(
ξ

ǫ

)

= ǫ−n(2π)
n
2 φ1

(
ξ

2

)
.
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Assim temos,

∫
φǫ(ξ)e

ixξψ̂(ξ)dξ =

∫
φǫ(ξ)e

ixξ

∫
e−ixξψ(y)dydξ =

∫
ψ(y)

∫
φǫ(ξ)e

i(x−y)ξdξdy =

∫
ψ(y)φ̂ǫ(y − x)dy =

∫
ψ(y + x)φ̂ǫ(y)dy =

∫
ψ(y + x)ǫ−nφ1

(y
ǫ

)
(2π)

n
2 dy =

= (2π)
n
2

∫
ψ(ǫz + x)φ1(z)dz.

Quando ǫ→ 0, tem-se

φǫ(z) = φ1(ǫz) = e
−|ǫz|2

2 → 1 e ψ(ǫz + x) → ψ(x).

Então pelo Teorema da Convergência Dominada temos

∫
φǫ(ξ)e

ixξψ̂(ξ)dξ →
∫
eixξψ̂(ξ)dξ

e

(2π)
n
2

∫
ψ(ǫz + x)φ1(z)dz → (2π)

n
2ψ(x)

∫
φ1(z)dz.

Assim,

∫
eixξψ̂(ξ)dξ = (2π)

n
2ψ(x)

∫
φ1(z)dz = (2π)

n
2
ψ(x)

∫
e

−|x|2

2 dz = (2π)nψ(x).

Então,

ψ(x) =
1

(2π)n

∫
e−ixξφ̂(ξ)dξ,

ou seja,

F
−1φ(x) =

1

(2π)n

∫
eixξφ(ξ)dξ.

A demonstração da continuidade de F−1 em S é análoga à de F .

Teorema 4.1.15. Se φ, ψ ∈ S , então:

∫
φ̂ψdx =

∫
φψ̂dx (4.14)

∫
φψdx = (2π)−n

∫
φ̂ψ̂dx (4.15)

φ̂ ∗ ψ = φ̂.ψ̂ (4.16)

φ̂ψ = (2π)−nφ̂ ∗ ψ̂ (4.17)

Demonstração. A demonstração segue imediata da definição.
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4.2 A Transformada de Fourier em S ′

Definição 4.2.1. Um funcional linear e cont́ınuo em S é dito uma distribuição

temperada. O espaço das distribuições temperadas é denotado por S
′
.

Observação 4.2.2. Todo elemento de S
′
define por restrição a C∞

c (Rn) uma

distribuição em Rn. Como C∞
c (Rn) é denso em S , S

′
pode ser identificado com

um subespaço de D
′
(Rn).

Lema 4.2.3. Se u ∈ S
′
e q é um polinômio em Rn então qu ∈ S

′
.

Demonstração. A linearidade é clara. Mostraremos a continuidade. Sejam

(φj) ⊂ S e φ ∈ S tais que φj → φ em S . Então, pelo Lema 4.1.9, temos que

qφj → qφ em S . Logo

〈qu, φj〉 = 〈u, qφj〉 → 〈u, qφ〉 = 〈qu, φ〉 .

Observação 4.2.4. E
′
(Rn) ⊂ S

′
.

Seja u ∈ E
′
(Rn), pelo Teorema 3.3.8 existe um funcional linear cont́ınuo v em

C∞(Rn) tal que

v|C∞
c (Rn) = u. (4.18)

Como S é um subespaço de C∞(Rn) segue que v é um funcional linear cont́ınuo

em S . Logo, por (4.18) segue que u é um funcional linear cont́ınuo em S .

Observação 4.2.5. L1(Rn) ⊂ S
′
.

Dada f ∈ L1(Rn) mostraremos que Tf ∈ S
′
. Já sabemos que f define um

funcional linear cont́ınuo em C∞
c (Rn) definido por

〈Tf , φ〉 =
∫

Rn

f(x)φ(x)dx.

Assim, para cada φ ∈ S temos

∣∣∣∣
∫

Rn

f(x)φ(x)dx

∣∣∣∣ ≤
∫

Rn

|f(x)| |φ(x)|dx ≤ sup
x∈Rn

|φ(x)|
∫

Rn

|f(x)|dx,

logo Tf está bem definida. A linearidade é clara, mostraremos agora que Tf é

cont́ınua em S . Seja (φj) ⊂ S tal que φj → 0 em S , então

|〈Tf , φj〉| =
∣∣∣∣
∫

Rn

f(x)φj(x)dx

∣∣∣∣ ≤ sup
x∈Rn

|φj(x)|
∫

Rn

|f(x)|dx→ 0.

Observação 4.2.6. L∞(Rn) ⊂ S
′
.
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Definição 4.2.7. Se u ∈ S
′
, a Transformada de Fourier de u, denotada por û

ou Fu é definida por

〈û, φ〉 =
〈
u, φ̂
〉
, φ ∈ S .

Observação 4.2.8. Se u ∈ L1(Rn) temos duas definições para f̂ , a primeira

dada por (4.1) e a segunda dada pela definição 4.2.7. Mas a Transformada de

Fourier de f como função coincide com a sua Transformada de Fourier como

distribuição, isto é, T̂f = Tf̂ .

De fato, fixe φ ∈ S . Assim,

〈
T̂f , φ

〉
=
〈
Tf , φ̂

〉
=

∫
f(ξ)φ̂(ξ)dξ =

∫
f(ξ)

∫
e−ixξφ(x)dxdξ.

Então pelo Teorema 1.2.27

〈
T̂f , φ

〉
=

∫ ∫
f(ξ)e−ixξφ(x)dxdξ. (4.19)

Por outro lado, se f ∈ L1(Rn) então pelo Lema 4.1.12 segue que f̂ ∈ L∞(Rn).

Dáı, f̂ ∈ L1
loc(R

n). Logo,

〈
Tf̂ , φ

〉
=

∫
f̂(ξ)φ(ξ)dξ =

∫ ∫
e−ixξf(x)dxφ(ξ)dξ.

Então pelo Teorema 1.2.27

〈
Tf̂ , φ

〉
=

∫ ∫
e−ixξf(x)φ(ξ)dxdξ. (4.20)

De (4.19) e (4.20) resulta que T̂f = Tf̂ .

Teorema 4.2.9. Se u ∈ S
′
então û ∈ S

′
e

∂̂αu = (iξ)αû, ∀α ∈ Nn;

x̂αu =
1

(−i)|α|∂
αû, ∀α ∈ Nn;

̂̂u = (2π)−nǔ. (4.21)

Além disso, a inversa F−1 : S
′ → S

′
é dada por

F
−1u =

1

(2π)n
F ǔ. (4.22)
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Demonstração. Se φj → φ em S então pelo Teorema 4.1.14 segue que

φ̂j → φ̂ em S . Logo,

〈û, φj〉 =
〈
u, φ̂j

〉
→ 〈û, φ〉 = 〈û, φ〉

o que mostra que û ∈ S
′
.

Se u ∈ S
′
e ψ(ξ) = ξα então, pelo Teorema 4.1.10 temos que

〈
∂̂αu, φ

〉
=
〈
∂αu, φ̂

〉
= (−1)|α|

〈
u, ∂αφ̂

〉
= (−1)|α|

〈
u, (−i)|α|ψ̂φ

〉
=

i|α|
〈
u, ψ̂φ

〉
= i|α| 〈û, ψφ〉 = i|α| 〈ψû, φ〉 .

Logo, ∂̂αu = i|α|φû, ou seja, ∂̂αu = (iξ)αû. Além disso, pelo Teorema 4.1.10

temos que

〈
x̂αu, φ

〉
=
〈
u, xαφ̂

〉
=

1

i|α|

〈
u, ∂̂αφ

〉
=

1

i|α|
〈û, ∂αφ〉 = (−1)|α|

i|α|
〈∂αû, φ〉 .

Então, x̂αu = 1
(−i)|α|∂

αû.

Denotamos agora φ̌(x) = φ(−x) e observemos que de (4.13)

Fφ = (2π)nF−1φ̌

Logo, ∀φ ∈ S , 〈FFu, φ〉 = 〈u,FFφ〉 =
〈
u,F [(2π)nF−1φ̌]

〉
=
〈
u, (2π)nφ̌

〉
=

〈(2π)nǔ, φ〉. Então, ̂̂u = (2π)nǔ.

Finalmente, aplicando (4.21) com 1
(2π)n

ǔ no lugar de u obtemos

FF

(
ǔ

(2π)n

)
= u

logo vale (4.22).

Exemplo 4.2.10. δ̂ = 1 e 1̂ = (2π)nδ.

De fato, ∀φ ∈ S

〈
δ̂, φ
〉
=
〈
δ, φ̂
〉
= φ̂(0) =

∫
φ(x)dx = 〈1, φ〉 .

Então, δ̂ = 1. Além disso, ∀φ ∈ S ,

〈F−1(2π)nδ, φ〉 = (2π)n 〈δ,F−1φ〉 = (2π)nF−1φ(0) = (2π)n 1
(2π)n

∫
φ(x)dx =

〈1, φ〉.
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Logo, 1 = F−1[(2π)nδ], então

1̂ = (2π)nδ.

Observação 4.2.11. Se u ∈ S
′
então ∂α(F−1u) = F−1((iξ)αu).

Pelo Teorema 4.2.9 temos que

F (∂αu) = (iξ)αFu, ∀u ∈ S
′

(Rn), α ∈ Nn,

então, pelo Lema 4.2.3, (iξ)αFu ∈ S
′
(Rn), e dáı

∂αu = F
−1[(iξ)αFu], ∀u ∈ S

′

(Rn), α ∈ Nn.

Assim, como F−1u ∈ S
′
(Rn), temos que

∂α(F−1u) = F
−1((iξ)αu).

Quando u ∈ E
′
(Rn) podemos definir sua transformada de Fourier pontual-

mente. Além disso, essa transformada é anaĺıtica em Rn.

Teorema 4.2.12. Suponha que u ∈ E
′
(Rn). Defina

ũ : Rn → C

ξ 7→
〈
u, e−ixξ

〉 (4.23)

Essa função é anaĺıtica em Rn e

〈Tũ, φ〉 =
〈
u, φ̂
〉
, ∀φ ∈ S .

ou seja Tũ = û.

Demonstração. Devemos mostrar que ũ ∈ C∞(Rn) e depois, que sua série

de Taylor converge para ũ. Para demonstrarmos o teorema acima, serão utilizadas

as seguintes afirmações:

(1) Fixado ξ ∈ Rn, α ∈ Nn, ∂αe−ixξ = (−iξ)αe−ixξ sendo a derivação considerada

na variável x. Analogamente, fixado x ∈ Rn, ∂αe−ixξ = (−ix)αe−ixξ sendo
a derivação considerada na variável ξ.

(2) lim
t→0

e−ity − 1

t
= −iy em C∞(R).

De fato: Fixe K
′ ⊂⊂ R, y ∈ K

′
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∣∣∣ ddy
[
e−ity−1

t
− (−iy)

]∣∣∣ =
∣∣∣−ite−ity

t
+ i
∣∣∣ = |1− e−ity| =

∣∣−ite−itθy (y − 0)
∣∣ =

|t| |y| ≤ |t| sup
y∈K ′

|y|.

Dáı segue que: lim
t→0

d

dy

[
e−ity − 1

t

]
=

d

dy
(−iy) uniformemente em K

′
.

Para j = 2, 3, . . . temos que

dj

dyj
(−iy) = 0 (4.24)

Além disso,∣∣∣ djdyj
[
e−ity−1

t

]∣∣∣ =
∣∣∣ (−it)je−ity

t

∣∣∣ =
∣∣∣(−i)j tje−ity

t

∣∣∣ = |tj−1| .
Como j ≥ 2, dáı e de (4.24) segue que

lim
t→0

dj

dyj

[
e−ity − 1

t

]
=
dj(−iy)
dyj

uniformemente em K
′
.

(3) Seja (ψj) tal que ψj → 0 em C∞(R) e φ ∈ C∞(Rn). Para cada j ∈ N defina

φj(x1, x2, . . . , xn) = ψj(x1)φ(x), x ∈ Rn. Então φj → 0 em C∞(Rn). De fato:

Fixe K ⊂⊂ Rn, α ∈ Nn, x ∈ K:

|∂αφj(x)| = |∂αψj(x1)φ(x)| ≤
∑

β≤α

(
α

β

) ∣∣∂α−βφ(x)
∣∣ ∣∣∂βψj(x1)

∣∣

≤
∑

β≤α

(
α

β

)
sup
x∈K

|∂αφ(x)|
∣∣∂βψj(x1)

∣∣

≤MK,α

∑

β≤α

(
α

β

) ∣∣∂βψj(x1)
∣∣ ≤MK,α

|α|∑

l=0

(|α|
l

) ∣∣∣ψ(l)
j (x1)

∣∣∣

Aqui MK,α = sup
x∈K

|∂αφ(x)|. Então

K ⊂⊂ Rn ⇒ ∃a > 0, K
′ ⊂⊂ Rn−1 tal que K ⊂ [−a, a]×K

′

(4.25)

Logo:

|∂αφj(x)| ≤Mk,α

|α|∑

l=0

(|α|
l

) ∣∣∣ψ(l)
j (x1)

∣∣∣ .

De (4.24), (4.25) e da hipótese ψj → 0 em C∞(R) segue que ∂αψj → 0 uniforme-

mente em K.

(4) Para cada K ⊂⊂ Rn, ξ0 ∈ Rn e ǫ > 0, ∃δ > 0 tal que x ∈ K, |ξ − ξ0| < δ ⇒∣∣xβξαe−ixξ − xβξα0 e
−ixξ0

∣∣ < ǫ.

Com efeito, a função (x, ξ) → xβξαe−ixξ é uniformemente cont́ınua no compacto

K × B[ξ0, 1]. Aqui, B[ξ0, 1] é a bola fechada em Rn.
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Então, ∃δ > 0 tal que

|(x, ξ)− (y, η)| < δ ⇒
∣∣xβξαe−ixξ − yβηαe−iyη

∣∣ < ǫ

Tome y = x e η = ξ0.

|ξ − ξ0| < δ ⇒
∣∣xβξαe−ixξ − xβξα0 e

−ixξ0
∣∣ < ǫ.

(5) ũ é cont́ınua.

De fato, fixe ξ0 ∈ Rn. Pela continuidade de u, tome K,C, e m como no Teorema

2.5.6(iii):

|ũ(ξ)− ũ(ξ0)| =
∣∣〈u, e−ixξ

〉
−
〈
u, e−ixξ0

〉∣∣ =
∣∣〈u, e−ixξ − e−ixξ0

〉∣∣ ≤
≤ C

∑

|α|≤m

sup
x∈K

∣∣∂α(e−ixξ − e−ixξ0)
∣∣ = C

∑

|α|≤m

sup
x∈K

∣∣(−iξ)αe−ixξ − (−iξ0)αe−ixξ0
∣∣ =

C
∑

|α|≤m

sup
x∈K

∣∣ξαe−ixξ − ξα0 e
−ixξ0

∣∣ .

Pelo item (4) e tomando β = 0 segue que ũ é cont́ınua.

(6) ũ ∈ C∞(Rn) e

∂αũ(ξ) =
〈
u, (−ix)αe−ixξ

〉
, ∀ξ ∈ Rn, ∀α ∈ Nn. (4.26)

Mostremos que u ∈ C1(Rn). Fixe ξ ∈ Rn, t ∈ R e j = 1, 2, . . . , n.∣∣∣ ũ(ξ+tej)−ũ(ξ)t
−
〈
u,−ixje−ixξ

〉∣∣∣ =
∣∣∣
〈
u, e

−ix(ξ+tej )−e−ixξ

t
+ ixje

−ixξ
〉∣∣∣ ≤

≤ C
∑

|α|

sup
x∈K

∣∣∣∣∂α{e−ixξ[
e−itxj − 1

t
] + ixj}

∣∣∣∣.

Dos ı́tens (2) e (3) podemos fazer o último somatório menor do que ǫ, desde que

t seja suficientemente pequeno. Isso mostra que (4.26) vale para α = αj .

Para mostrar que ∂ũ
∂ξj

é cont́ınua, procedemos usando o item (5) com β = ej no

item (4). Suponha agora que ũ é de classe Ck e mostraremos que ũk+1(Rn).

Todo multi-́ındice de comprimento k + 1 é da forma α + ej , sendo α ∈ Nn e

|α| = k. Temos∣∣∣∂
αũ(ξ+tej)−∂αũ(ξ)

t
−
〈
u, (−ix)α+eje−ixξ

〉∣∣∣ =
∣∣∣
〈
u, (−ix)

αe
−ix(ξ+tej)−(ix)αe−ixξ

t
−
〈
u, (−ix)α+eje−ixξ

〉∣∣∣

=
∣∣∣
〈
u, (−ix)αe−ixξ( e−itxj−1

t
+ ixj)

〉∣∣∣ ≤
∑

|β|≤m

sup
x∈Rn

∣∣∣∣∂β{(−ix)βe−ixξ(
e−itxj − 1

t
+ ixj)}

∣∣∣∣.

Isso conclui a prova de que ũ ∈ C∞(Rn). Esperamos que a série
∞∑

j=0

〈
u,

(−ixξ)j
j!

〉

convirja para ũ(ξ). Para cada l ∈ N e ξ ∈ Rn defina:

sl(ξ) =
l∑

j=0

〈
u,

(−ixξ)j
j!

〉
.
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Mostraremos que cada sl é um polinômio e que sl → ũ uniformemente em

compactos de Rn.

(ixξ)j = (−i)j(x1ξ1 + x2ξ2 + . . .+ xnξn)
j

Dáı segue que (−ixξ)j é um polinômio na variável ξ, cujos coeficientes são

funções de classe C∞ na variável x.

Logo, da linearidade de u segue que, para cada j,
〈
u, (−ixξ)

j

j

〉
é um polinômio

de grau ≤ j.

Pela unicidade do polinômio de Taylor segue que sl é o polinômio de Taylor

de grau l de ũ.

Falta mostrar que sl → ũ uniformemente em compactos de Rn.

Precisamos obter estimativas que garantam a convergência de sl. Para isso,

fixado α ∈ Nn e ξ ∈ Rn;

∂α(−ixξ)j
j!

=
(−i)j
j!

∂α(x1ξ1 + . . .+ xnξn)
j =





(−i)j

(j−|α|)!
ξα(xξ)j−|α|, se |α| ≤ j

0, se |α| > j.

(4.27)

Para cada l ∈ N e ξ ∈ Rn,
|sl(ξ)| ≤

m∑

j=0

∣∣∣∣
〈
u,

(−ixξ)j
j

〉∣∣∣∣
Pela continuidade de u, existe m ∈ N, K ⊂⊂ Rn e C > 0 tal que

|〈u, φ〉| ≤ C
∑

|α|≤m,x∈K

sup |∂αφ(x)|, ∀φ ∈ C∞(Rn).

Em particular:

|sl(ξ)| ≤ C

l∑

j=0

∑

|α|≤m

sup
x∈K

∣∣∣∣
∂α(−ixξ)j

j!

∣∣∣∣ .

De (4.27)

|sl(ξ)| ≤ C
l∑

j=0

∑

|α|≤m

|ξα|
(j − |α|)! supx∈K

|xξ|j−|α|.

Por Cauchy-Schwarz,

|sl(ξ)| ≤ C

l∑

j=0

∑

|α|≤m

|ξα|
(j − |α|)! |ξ|

j−|α| sup
x∈K

|x|j−|α|.

Mas |ξα| ≤ |ξ||α|M , logo alterando C se necessário,

|sl(ξ)| ≤ C

l∑

j=0

∑

|α|≤m

|ξ|j
(j − |α|)! supx∈K

|x|j−|α|,

Mas

sup
x∈K

|x|j−|α| ≤ (sup
x∈K

|x|)j−|α|.

Logo, definindo C1 = sup
x∈K

|x| temos:

|s1(ξ)| ≤ C
l∑

j=0

∑

|α|≤m

|ξ|j Cj−|α|
1

(j − |α|)! = C
∑

|α|≤m

l∑

j=|α|

|ξ|j Cj−|α|
1

(j − |α|)! .
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Como m é fixo, para cada α ∈ Nn satisfazendo |α| ≤ m ocorre que a série

∞∑

j=|α|

|ξ|j Cj−|α|
1

(j − |α|)!

é convergente, logo pelo teste M de Weierstrass a série
∞∑

j=0

〈
u,
e−ixξ

j!

〉
converge

uniformemente em compactos de Rn. Isso mostra que ũ é anaĺıtica.



Caṕıtulo 5

Resolubilidade Global de

Operadores Lineares com

Coeficientes Constantes

5.1 Introdução

O principal objetivo desse caṕıtulo é demonstrar o seguinte resultado devido

à Malgrange [12].

Teorema 5.1.1. Seja P um operador linear de coeficientes constantes e Ω um

aberto de Rn. As seguintes afirmações são equivalentes:

(i) P (C∞(Ω)) = C∞(Ω).

(ii) ∀K ⊂⊂ Ω, ∃K ′ ⊂⊂ Ω tal que u ∈ E
′
(Ω) e S(tPu) ⊂ K ⇒ S(u) ⊂ K ′.

Quando P tem a propriedade (i) dizemos que P é globalmente resolúvel em

C∞(Ω), ou simplesmente globalmente resolúvel. A propriedade (ii) recebe o nome

de P−convexidade para suportes.

A relação entre P−convexidade para suportes e resolubilidade global foi esta-

belecida por Malgrange em 1955, no mesmo trabalho em que prova a existência

de solução fundamental para operadores de coeficientes constantes não identica-

mente nulos. Na ocasião, ele observou ainda que, no caso de operadores lineares

de coeficientes variáveis, a P−convexidade para suportes é necessária para a re-

solubilidade global.

A P−convexidade tem sido estudada por diversos autores. Salientamos que

baseado nela, Duistermaat e Hörmander [9] apresentaram cinco caracterizações

diferentes para a resolubilidade global de campos reais de coeficientes variáveis

que não têm singularidades.
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Outro resultado interessante relacionado ao tema foi obtido de modo indepen-

dente e quase que simultâneo por Harvey em [5] e Treves, em [17]. Os autores

generalizam o Teorema 5.1.1 para operadores de coeficientes variáveis.

A t́ıtulo de curiosidade, destacamos que Malgrange introduziu a propriedade

(ii) em seu trabalho sem lhe dar nome. O nome P−convexidade para suportes

foi introduzido por Hörmander [6] em 1983 .

5.2 Definições e Preliminares

Definição 5.2.1. Um operador diferencial linear P =
∑

|α|≤m

aα(x)∂
α em Ω é uma

aplicação

P : D ′(Ω) → D ′(Ω)

u 7→
∑

|α|≤m

aα(x)∂
αu

sendo m ∈ N e aα ∈ C∞(Ω) fixos. Cada aα é chamado de coeficiente do operador.

Definição 5.2.2. A ordem do operador P definido em Ω é o maior inteiro m tal

que

∑

|α|≤m

|aα(x)| 6= 0

para algum x ∈ Ω. Quando P ≡ 0 definimos a ordem de P igual a zero.

Definição 5.2.3. A cada operador P =
∑

|α|≤m

aα(x)∂
α de ordem m definido em

Ω associamos a aplicação

p(x, ξ) =
∑

|α|≤m

aα(x)ξ
α, x ∈ Ω, ξ ∈ Rn,

chamada de śımbolo do operador. Definimos seu śımbolo principal como

pm(x, ξ) =
∑

|α|=m

aα(x)ξ
α, x ∈ Ω, ξ ∈ Rn.

Quando P tem coeficientes constantes, p e pm são polinômios em Rn.

Exemplo 5.2.4. (Operador de Laplace) Seja P = ∆ o operador de Laplace

definido em Rn por

∆ =
n∑

j=1

(
∂2

∂2xj

)
.
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Então

p(ξ) = ξ21 + ξ22 + ...+ ξ2n = |ξ|2, ξ ∈ Rn

e p2 = p.

Exemplo 5.2.5. (Operador do Calor) Seja P operador do calor em Rn+1

definido por

P =
∂

∂t
−

n∑

j=1

(
∂

∂xj

)2

Então

p(η, ξ) = η − |ξ|2, (η, ξ) ∈ Rn+1

e

p2(η, ξ) = −|ξ|2.

Exemplo 5.2.6. (Operador da Onda) Seja P o operador da onda definido

em Rn+1 por (
∂

∂t

)2

−
n∑

j=1

(
∂

∂xj

)2

, t ∈ R, x ∈ Rn.

Então

p(η, ξ) = η2 − |ξ|2, (η, ξ) ∈ Rn+1

e

p2(η, ξ) = η2 −
n∑

j=1

ξ2j = η2 − |ξ|2.

Definição 5.2.7. Dizemos que um operador de coeficientes constantes P é eĺıptico

se pm(ξ) = 0 ⇔ ξ = 0.

Exemplo 5.2.8. O operador de Laplace é eĺıptico, enquanto os operadores da

onda e do calor não são eĺıpticos.

Exemplo 5.2.9. Se

P = a1
∂

∂x1
+ a2

∂

∂x2
+ ... + an

∂

∂xn

é um campo de vetores de coeficientes constantes definido em Rn então P não é

eĺıptico.

Definição 5.2.10. Dado N ∈ Rn, um plano π cujo vetor normal é N 6= 0 é um

conjunto da forma

π = {x ∈ Rn; x ·N = c},

sendo c uma constante. Dizemos que π é caracteŕıstico com relação ao operador

de coeficientes constantes P quando pm(N) = 0.
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Exemplo 5.2.11. Se

P = a1
∂

∂x1
+ a2

∂

∂x2
+ ... + an

∂

∂xn

é um campo de vetores de Rn de coeficientes constantes então os planos carac-

teŕısticos de P são os planos cujos vetores normais N são ortogonais ao vetor

(a1, a2, ..., an).

Observação 5.2.12. Se P =
∑

|α|≤m

aα∂
α tem coeficientes constantes então

tP =
∑

|α|≤m

(−1)|α|aα∂
α.

Sejam u ∈ D ′(Ω) e φ ∈ C∞
c (Ω). Então

〈tPu, φ〉 = 〈u, Pφ〉 =
〈
u,
∑

|α|≤m

aα∂
αφ

〉
=
∑

|α|≤m

aα 〈u, ∂αφ〉 =

∑

|α|≤m

(−1)|α|aα 〈∂αu, φ〉 =
〈∑

|α|≤m

(−1)|α|aα∂
αu, φ

〉
.

Como〈∑

|α|≤m

(−1)|α|aα∂
αu, φ

〉
= 〈tPu, φ〉 , ∀φ ∈ C∞

c (Ω)

tP =
∑

|α|≤m

(−1)|α|aα∂
α.

Observação 5.2.13. Se u ∈ E ′(Rn) então

t̂Pu(ξ) = p(−iξ)û(ξ), ∀ξ ∈ Rn.

De fato:
t̂Pu(ξ) =

∑

|α|≤m

(−1)|α|aα∂̂αu(ξ) =
∑

|α|≤m

(−1)|α|aα(−iξ)αû(ξ) =

= p(−iξ)û(ξ).

Observação 5.2.14. Se P é um operador de coeficientes constantes, u, v ∈ D ′ e

uma dessas distribuições tem suporte compacto então

P (u ∗ v) = u ∗ (Pv)
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De fato, escrevendo P =
∑

|α|≤m

aα∂
α temos

P (u ∗ v) =
∑

|α|≤m

aα∂
α(u ∗ v) =

∑

|α|≤m

aαu ∗ ∂αv =
∑

|α|≤m

u ∗ (aα∂
αv) = u ∗

(
∑

|α|≤m

aα∂
αv) = u ∗ Pv.

A segunda igualdade na expressão acima, é justificada pelo Teorema 3.4.10.

5.3 Exemplos de P−convexidade para suportes

Antes de apresentar a demonstração do Teorema 5.1.1, vejamos alguns exem-

plos.

Exemplo 5.3.1. Considere P = a1
d
dt

+ a0, sendo a1, a0 ∈ C, com a0 6= 0 ou

a1 6= 0. Então P é globalmente resolúvel em C∞(Ω) e Ω é P−convexo para

suportes.

Vamos separar este exemplo em dois casos.

1o Caso: a1 = 0, a0 6= 0

Pela Observação 5.2.12, tP = P .

Nesse caso,

S(tPu) = S(u). (5.1)

De fato:
tPu = 0 ⇔ a0u = 0 ⇔ u = 0.

As equivalências acima são válidas em qualquer aberto de R. De (5.1) segue

que vale a propriedade da P− convexidade para suportes, com K ′ = K.

Além disso, P é globalmente resolúvel. Dada f ∈ C∞(R), tome u = 1
a0
f.

2o Caso: a1 6= 0.

Pela Observação 5.2.12,

tP = −a1
d

dt
+ a0.

Dado K ⊂⊂ R, tome [a, b] tal que K ⊂ [a, b] e K ′ = [a, b]. Dada u ∈ E ′(R)

tal que S(tPu) ⊂ K então em R− [a, b] valem as seguintes equivalências:

tPu = 0 ⇔ −a1
du

dt
+ a0u = 0 ⇔ du

dt
− a0
a1
u = 0 ⇔
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⇔ du

dt
e

−a0t
a1 − a0

a1
e

−a0t
a1 u = 0 ⇔ d

dt

(
e

−a0t
a1 u

)
= 0.

Logo, pelo Teorema 3.2.5

e
−a0t
a1 u =




c1, em (−∞, a), sendo c1 ∈ C
c2, em (b,+∞), sendo c2 ∈ C.

E dáı;

u =




c1e

−a0t
a1 , em (−∞, a]

c2e
−a0t
a1 , em [b,+∞).

Como u tem suporte compacto, segue que c1 = c2 = 0 e então u = 0 em

R− [a, b]. Do argumento acima, resulta que S(u) ⊂ [a, b] = K ′.

Além disso, P é globalmente resolúvel. Dada f ∈ C∞(R). Tome

u(t) =
e

−a0
a1

t

a1

t∫

t0

f(t)e
a0
a1
t
dt+ u(t0)e

a0
a1

(t0−t).

Apresentaremos a seguir alguns resultados interessantes relacionados a P−con-

vexidade. Todos eles podem ser encontrados em [6] e referem-se a operado-

res de coeficientes constantes. O próximo resultado mostra que a noção de

P−convexidade generaliza a noção usual de conjunto convexo.

Teorema 5.3.2. Se Ω é convexo então Ω é P−convexo para suportes, qualquer

que seja o operador P 6= 0.

Teorema 5.3.3. P é eĺıptico se, e somente se, todo aberto Ω de Rn é P−convexo

para suportes.

Não é conhecida até o momento uma caracterização geométrica completa da

P−convexidade para suportes. Apresentaremos a seguir caracterizações válidas

para determinadas classes de operadores. Uma caracterização útil e bastante

simples da P−convexidade é conhecida para o caso de operadores não eĺıpticos

definidos no plano.

Teorema 5.3.4. Se P 6= 0 não é eĺıptico então as seguintes afirmações sobre um

aberto conexo Ω de R2 são equivalentes:

(i) Ω é P−convexo para suportes,

(ii) a intersecção de todo plano caracteŕıstico (linha caracteŕıstica) de P com

Ω é um intervalo.
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O resultado acima permite apresentar novos exemplos de P−convexidade.

Exemplo 5.3.5. Se

0 6= P = a1
∂

∂x1
+ a2

∂

∂x2
,

é um campo de vetores de coeficientes constantes e reais definido em R2 então do

Exemplo 5.2.9 resulta que P não é eĺıptico. Além disso as linhas caracteŕısticas

de P são, por definição, as retas perpendiculares ao vetor (a1, a2). Dáı segue que

as linhas caracteŕısticas de P são as órbitas do campo de vetores P. Então do

Teorema 5.3.4 resulta que para os campos

P1 =
∂

∂x1
e P2 =

∂

∂x2

ocorre que o aberto Ω dado pela figura 5.1 não é P1−convexo para suportes mas

é P2−convexo para suportes.

Figura 5.1 – Retas caracteŕısticas de P1 e P2 respectivamente.

Além disso, P1 não é globalmente resolúvel. Para mostrarmos isso, conside-

raremos

Ω1 = B(0, 3) ∩ {(x1, x2) ∈ R2; x2 > 0},Ω2 = B(−2, 1) ∩ {(x1, x2) ∈ R2; x2 ≤ 0}

e

Ω3 = B(2, 1) ∩ {(x1, x2) ∈ R2; x2 ≤ 0}

de modo que Ω = Ω1 ∩ Ω2 ∩ Ω3, consideraremos ainda

f(x1, x2) =
1

x21 + x22
, com P1 =

∂

∂x1
.

Para mais detalhes, consulte [2].

Como Ω é aberto, a origem não pertence à Ω, logo f ∈ C∞(Ω). Mas,

∫
1

1 + t2
dt = arctan t + c.
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Dessa forma,
∂v

∂x1
= f ⇔ v =

∫
1

x21 + x22
dx1.

Para x2 6= 0 temos então

v =
1

x2
arctan

(
x1
x2

)
+ φ(x1, x2),

sendo φ ∈ C∞(Ω − (−3, 3) × {0}) tal que φ é constante ao longo de cada reta

horizontal (linha caracteŕıstica).

Se existe u ∈ C∞(Ω) tal que Pu = f , então u = v em Ω, logo para cada

(x1, x2) ∈ Ω com 1 < |x1| < 3 deve existir lim
x2→0+

v(x1, x2). Mostraremos que tal

limite não existe.

Sabemos que:

lim
x2→0+

arctan

(
x1
x2

)
=





π
2
, se x1 > 0

−π
2
, se x1 < 0.

Por L’Hôspital:

Se x1 > 0 :

lim
x2→0+

arctan (x1
x2
)− π

2

x2
= lim

x2→0+

1

1 + (x1
x2
)2
−x1
x22

= lim
x2→0+

− 1

x12 + x22
=

−1

x1
. (5.2)

Se x1 < 0 :

lim
x2→0−

arctan
(
x1
x2

)
+ π

2

x2
= − 1

x1
. (5.3)

Escrevendo:

v(x1, x2) =
arctan

(
x1
x2

)
− π

2

x2
+
π

2

1

x2
+ φ(x1, x2), se x1 > 0

e

v(x1, x2) =
arctan

(
x1
x2

)
+ π

2

x2
− π

2

1

x2
+ φ(x1, x2), se x1 < 0

De (5.2) e (5.3) resulta que:

para x1 > 0,

lim
x2→0+

v(x1, x2) existe ⇔ lim
x2→0+

π

2

1

x2
+ φ(x1, x2) existe
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e

para x1 < 0,

lim
x2→0+

v(x1, x2) existe ⇔ lim
x2→0+

−π
2

1

x2
+ φ(x1, x2) existe.

Em particular, para x1 = 2 e x2 = −2 temos:

lim
x2→0+

v(2, x2) existe ⇔ lim
x2→0+

π

2

1

x2
+ φ(2, x2) existe

e

lim
x2→0−

v(−2, x2) existe ⇔ lim
x2→0+

−π
2

1

x2
+ φ(−2, x2) existe.

Mas φ(2, x2) = φ(−2, x2)∀x2 > 0 tal que (2, x2) e (−2, x2) ∈ Ω. Denotando

essa função por ψ(x2) temos:

lim
x2→0+

v(2, x2) existe ⇔ lim
x2→0+

π

2

1

x2
+ ψ(x2) existe (5.4)

e

lim
x2→0+

v(2, x2) existe ⇔ lim
x2→0+

−π
2

1

x2
+ ψ(x2) existe. (5.5)

Se lim
x2→0+

π

2

1

x2
+ ψ(x2) existe, então essa função é limitada em uma vizinhança

de 0, isto é, existem M, δ > 0 tais que π
2

1
x2

+ψ(x2) ≤M, ∀x2 ∈ (0, δ1) ⇒ ψ(x2) +

M ≤ −π
2

1
x2
. Como lim

x2→0+
−π
2

1

x2
= −∞, diminuindo δ se necessário teremos que

existe δ1 > 0 tal que ψ(x2) < 0, ∀x2 ∈ (0, δ1).

Se lim
x2→0+

π

2

1

x2
+ ψ(x2) existe então

ψ(x2) < 0, ∀x2 ∈ (0, δ1) (5.6)

Analogamente, obtemos que existe δ2 > 0. Se lim
x2→0+

−π
2

1

x2
+ ψ(x2) existe

então

ψ(x2) > 0, ∀x2 ∈ (0, δ2). (5.7)

De (5.4), (5.5), (5.6) e (5.7) segue que

lim
x2→0+

v(2, x2) e lim
x2→0+

v(−2, x2) não existem. Logo, P1 não é globalmente re-

solúvel.

Por outro lado, P2 =
∂
∂x2

é globalmente resolúvel.
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Considere: g(x1) =
1
9
(3− x1)(−3− x1). Dada f ∈ C∞(Ω), tome

u(x1, x2) =

∫

h(x1)

f(x1, x2)dx2.

Exemplo 5.3.6. Seja P = ∂2

∂x1∂x2
e Ω o aberto da figura 5.1. Nesse caso as

retas horizontais são retas caracteŕısticas com relação ao operador P. Pelo Teo-

rema 5.3.4 segue que Ω não é P−convexo para suportes. Além disso, P não é

globalmente resolúvel. Considere:

f(x1, x2) =
1

x21 + x22
.

Devemos exibir u ∈ C∞(Ω), de forma que Pu = f , isto é,

Pu =
∂2u

∂x1∂x2
=

∂

∂x2

[
∂u

∂x1

]
=

∂

∂x2
P1u.

Mas pelo Exemplo 5.3.5, P1 não é globalmente resolúvel. Portanto, P não é

globalmente resolúvel.

5.4 Resultados preliminares

Nesta seção enunciaremos sem demonstrar alguns resultados necessários para

a apresentação da demonstração do Teorema 5.1.1. Para maiores detalhes sobre

soluções fundamentais, consulte [14].

Definição 5.4.1. Seja P um operador com coeficientes constantes em Rn. Dize-

mos que E ∈ D ′(Rn) é uma solução fundamental de P se

PE = δ.

onde δ é a δ de Dirac.

O conhecimento de soluções fundamentais de um operador de coeficientes

constantes proporciona muitas informações sobre o operador, dáı o nome de

solução fundamental. O próximo resultado ilustra essa afirmação.

Teorema 5.4.2. Seja P um operador com coeficientes constantes em Rn. Se E

é uma solução fundamental de P e v ∈ E ′(Rn) então a equação Pu = v tem uma

solução dada por E ∗ v. Além disso, se u ∈ E ′(Rn) e Pu = v então u = E ∗ v.

Demonstração. Como v ∈ E ′(Rn) temos que E∗v está bem definida. Assim,
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obtemos

P (E ∗ v) =
∑

|α|<m

aα∂
α(E ∗ v) =

∑

|α|<m

(aα∂
αE) ∗ v = PE ∗ v = δ ∗ v = v.

Ou seja, E ∗ v é uma solução de Pu = v.

Além disso, se u ∈ E ′(Rn) satisfaz Pu = v temos

u = δ ∗ u = (PE) ∗ u = P (E ∗ u) = E ∗ (Pu) = E ∗ v.

Para a demonstração da condição suficiente do Teorema 5.1.1 lançaremos

mão essencialmente de três resultados. O primeiro deles garante a existência de

solução fundamental para operadores lineares de coeficientes constantes. Ele foi

estabelecido de modo independente por Malgrange, em [12] e Ehrenpreis, em [3].

Esse resultado foi o tema de recente dissertação do PPGMAT-UFSM [14], sendo

assim sua demonstração será omitida.

Teorema 5.4.3. Todo operador diferencial parcial linear de coeficientes cons-

tantes não identicamente nulo definido em Rn tem uma solução fundamental

E ∈ D ′(Rn).

Outros dois resultados que serão utilizados são os seguintes.

Lema 5.4.4. Sejam E, F dois espaços de Fréchet, T : E → F , uma aplicação li-

near cont́ınua, E ′, F ′ os respectivos duais de E e F . Então as seguintes afirmações

são equivalentes:

(i) T é sobrejetora;

(ii) tT é injetor e sua imagem é fracamente fechada.

Lema 5.4.5. Seja E um espaço de Fréchet e Σ uma famı́lia de seminormas que

define a topologia de E. Seja B0
p [0, 1] o conjunto polar de Bp[0, 1], isto é

B0
p [0, 1] = {u ∈ E ′, |〈u, φ〉| ≤ 1, ∀φ ∈ Bp[0, 1]}.

Nessas condições,M ′ ⊂ E ′ é fracamente fechado se e somente se M ′∩B0
p [0, 1]

é fracamente fechado, ∀p ∈ Σ.

O Lema 5.4.4, estabelece condição necessária e suficiente para que um opera-

dor P seja sobrejetor. Já o Lema 5.4.5, estabelece condição necessária e sufici-

ente para que um conjunto seja fracamente fechado em E ′(Ω). Ambos resultados

estão enunciados em [18]. Como referido anteriormente, não explicitaremos a
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demonstração desses dois lemas, pois suas demonstrações demandam diversos

pré-requisitos que não estão contemplados no escopo desse trabalho. Entretanto,

apresentaremos um esboço da prova de cada um deles.

O Lema 5.4.4 é o Corolário da Proposição 3, página 264, de [8] e usa resultados

sobre o quociente de EV T ′s.

Para o Lema 5.4.5 considere E um ELC. Utilizando a noção de polar de

um conjunto, podemos definir outras topologias no dual de um ELC, além da

topologia pontual. Dentre elas citamos a topologia da convergência uniforme em

compactos convexos de E, a topologia da convergência uniforme em compactos

de E e a topologia da convergência uniforme em subconjuntos limitados de E,

página 197 de [19]. Essa última, é chamada topologia forte e, no caso em que E

é normado, é a topolgia induzida pela norma usual de E ′.

O Teorema de Banach-Dieudoneé, página 245 de [8] estabelece que, sob certas

condições, as topologias fraca e forte coincidem em subconjutos equicont́ınuos de

E ′. Como consequência temos o seguinte resultado, página 246 de [8], conhecido

como Teorema de Krein-Šmulian. Ele afirma que um subconjunto M ′ ⊂ E ′ é

fracamente fechado, se e somente se, para todo subconjunto equilibrado, convexo,

equicont́ınuo e fracamente fechado H ′ de E ′, ocorre que M ′ ∩ H ′ é fracamente

fechado, desde que E seja um Espaço de Fréchet.

Utilizando o Teorema de Banach-Steinhaus verifica-se que no dual de um

espaço de Fréchet, subconjuntos equicont́ınuos e limitados na topologia forte coin-

cidem. Com isso, é posśıvel provar o Lema 5.4.5.

5.5 Demonstração do Teorema 5.1.1

Essa seção está integralmente dedicada à apresentação da demonstração do

Teorema 5.1.1. Tal demonstração, segue [18].

Demonstração. Consideremos E
′
(Ω) equipado com a topologia fraca. Isso

significa que para cada f ∈ C∞(Ω), definimos a seguinte seminorma

pf : E
′
(Ω) → R

u 7→ | 〈u, f〉 |

Pelo Teorema 2.2.8, a coleção de seminormas Σ = {pf , f ∈ C∞(Ω)} define

uma topologia localmente convexa em E
′
(Ω), chamada topologia fraca.

(i) ⇒ (ii).

Suponha que P é globalmente resolúvel. A estratégia da prova consiste em

mostrar que vale a propriedade (ii) do Teorema 5.1.1 para funções φ que per-

tencem a um subconjunto especial Φ(K) de E
′
(Ω). Depois disso, o objetivo é



CAPÍTULO 5. RESOLUBILIDADE GLOBAL DE OPERADORES LINEARES COM

COEFICIENTES CONSTANTES 90

aumentar esse conjunto Φ(K) de modo que ele se torne E
′
(Ω) e encontrar K ′ que

satisfaça (ii) só que, desta vez, para toda φ ∈ E
′
(Ω).

A demonstração será dividida em três etapas. Para cada K ⊂⊂ Ω, definamos

o conjunto

Φ(K) = {φ ∈ C∞
c (Ω);S(tPφ) ⊂ K e

∣∣tPφ(x)
∣∣ ≤ 1, ∀x ∈ Ω}.

Etapa 1. Para cada K ⊂⊂ Ω, ∃K ′ ⊂⊂ Ω tal que

φ ∈ Φ(K) ⇒ S(φ) ⊂ K ′.

Mostremos que Φ(K) é limitado na topologia fraca de E
′
(Ω). Fixada f ∈

C∞(Ω), por hipótese, existe g ∈ C∞(Ω) tal que Pg = f . Para toda φ ∈ Φ(K),

como C∞
c (Ω) ⊂ E ′(Ω) temos que:

|pf(φ)| = |〈φ, f〉| = |〈φ, Pg〉| =
∣∣〈tPφ, g

〉∣∣ =
∣∣∣∣
∫

Rn

(tPφ)g

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫

K

(tPφ)g

∣∣∣∣ ≤
∫

K

∣∣tPφ
∣∣ |g| ≤

∫

K

|g|

Isso mostra que Φ(K) ⊂ Bpf

(
0,
∫
K
|g|
)
. Pelo Teorema 2.7.3, Φ(K) é limitado

na topologia fraca de E
′
(Ω). Pelo Teorema 2.7.8, ∃K ′ ⊂⊂ Ω tal que S(φ) ⊂

K ′, ∀φ ∈ Φ(K). Isso mostra a Etapa 1.

Etapa 2. ∀K ⊂⊂ Ω, ∃K ′ ⊂⊂ Ω tal que

φ ∈ C∞
c (Ω);S(tPφ) ⊂ K ⇒ S(φ) ⊂ K ′.

Tome K ′ dado pela Etapa 1. Dada φ ∈ C∞
c (Ω) tal que S(tPφ) ⊂ K, seja

c = sup |tPφ|. Defina φ̃ = φ

c
. Então

∣∣∣tP φ̃(x)
∣∣∣ =

∣∣∣∣tP
φ(x)

c

∣∣∣∣ =
1

c

∣∣tPφ(x)
∣∣ ≤ 1, ∀x ∈ Ω.

Isso mostra que φ̃ ∈ Φ(K). Pelo que acabamos de provar, S(φ̃) ⊂ K
′
. Mas é claro

que S(φ̃) = S(φ). Isso mostra a Etapa 2.

Etapa 3. Ω é P−convexo para suportes.

Para cada K ⊂⊂ Ω, tome ρ = d(K, ∂Ω) > 0. Dado u ∈ E
′
(Ω) tal que

S(tPu) ⊂ K, definindo ǫ0 = d(S(u), ∂Ω) resulta que

B[0, ǫ] + S(u) ⊂ Ω, ∀ǫ < ǫ0. (5.8)
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Observe que ǫ0 depende de u, mas é claro que podemos diminuir ǫ0, se necessário,

de modo que ǫ0 ≤ ρ e (5.8) seja válida.

Considere a famı́lia das regularizadas de u, isto é, tome a famı́lia (φ[ǫ] ∗u)ǫ≤ǫ0,
sendo (φ[ǫ])ǫ≤ǫ0, dada pela Observação 1.4.3. Pelo Teorema 3.4.3 e por (5.8) segue

que φ[ǫ] ∗ u ∈ C∞
c (Ω), ∀ǫ < ǫ0.

Além disso ∀ǫ < ǫ0 vale

tP (φ[ǫ] ∗ u) = φ[ǫ] ∗ (tPu)

logo

S(tP (φ[ǫ] ∗ u)) ⊂ B[0, ǫ] + S(tPu) ⊂ B[0, ǫ] +K.

Dáı

S(tP (φ[ǫ] ∗ u)) ⊂ B[0, ρ] +K, ∀ǫ < ǫ0.

Utilizando a Etapa 2 comK+B[0, ρ] no lugar deK, temos que existeK
′ ⊂⊂ Ω

tal que S(φ[ǫ] ∗ u) ⊂ K
′
, ∀ǫ < ǫ0.

Mostremos que S(u) ⊂ K ′. Pelo Teorema 3.4.6 temos que

lim
ǫ→0

φ[ǫ] ∗ u = u em D
′(Ω).

Como consideramos a topologia fraca em D ′(Ω), pelo Teorema 3.4.6, para cada

φ ∈ C∞
c (Ω), temos

lim
ǫ→0

〈
φ[ǫ] ∗ u, φ

〉
= 〈u, φ〉 . (5.9)

Tome φ ∈ C∞
c (Ω−K ′). Como S(φ[ǫ] ∗ u) ⊂ K ′, da Definição 3.3.3,

〈
φ[ǫ] ∗ u, φ

〉
= 0, ∀ǫ < ǫ0.

Por (5.9)

〈u, φ〉 = 0.

Acabamos de mostrar que

〈u, φ〉 = 0, ∀φ ∈ C∞
c (Ω−K ′).

Pela definição de suporte, temos que S(u) ⊂ K ′.

(ii) ⇒ (i) Suponhamos que Ω é P -convexo para suportes. Queremos mostrar

que P é globalmente resolúvel em C∞(Ω), isto é, a aplicação P é sobrejetora.

Para isso, utilizaremos o Lema 5.4.4. Devemos mostrar que tP é injetora e que

sua imagem é um conjunto fracamente fechado.

Etapa 1. tP é injetora.
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Aplicando a transformada de Fourier, e pela Observação 5.2.13, segue que

̂tPu(ξ) = p(−iξ)û(ξ) = 0, ∀ξ ∈ Rn

Mostraremos que û−1({0}) = Rn, ou seja, que û(ξ) = 0, ∀ξ ∈ Rn. Como

P 6= 0 temos que p não é o polinômio identicamente nulo. Pelo Teorema 1.2.35,

{ξ ∈ Rn; p(−iξ) = 0}

tem medida nula.

Então û−1({0}) ⊂ {ξ ∈ Rn; p(−iξ) = 0}. Logo, û−1({0})c tem medida nula.

Portanto, û−1({0})c tem interior vazio, então seu complementar é denso. Mas da

continuidade de û e pelo Teorema 4.2.12 segue que û−1({0}) é fechado. Portanto
û é identicamente nula. Como a transformada de Fourier é uma bijeção de S ′

em S ′ então a transformada inversa de û é nula.

Etapa 2. Resta mostrar que tP tem imagem fracamente fechada. Para isso

utilizaremos o Lema 5.4.5. Mostremos que tPE ′(Ω) ∩ B0
pK,m

[0, 1] é fracamente

fechado, ∀K ⊂⊂ Ω. Tomemos uma rede (λj)j∈J ∈ tPE ′(Ω) ∩ B0
PK,m

[0, 1] tal que

λj → λ0 em E
′(Ω). (5.10)

Devemos mostrar que λ0∈ tPE ′(Ω) ∩B0
pK,m

[0, 1].

1o) λ0∈ tPE ′(Ω).

Para isso, mostraremos que existe µ0 ∈ E ′(Ω) tal que tPµ0 = λ0. Pelo Teorema

5.4.3 tome uma solução fundamental E de tP , isto é, tPE = δ. Como λj ∈
tPE ′(Ω), existe µj ∈ E ′(Ω) tal que

tPµj = λj . (5.11)

Pela Observação 5.2.14, temos que E ∗ λj = E ∗ tPµj =
tPE ∗ µj = δ ∗ µj =

µj.Então:

µj → E ∗ λ0 em D
′(Ω). (5.12)

Tome µ0 = E ∗ λ0. Mostraremos que tPµ0 = λ0. Aplicando a continuidade

de tP em D ′(Ω) em (5.12), pelo Teorema 2.7.5 temos tPµj → tPµ0 em D ′(Ω).

Mas por (5.10) λj → λ0 em E ′(Ω). Como D ′(Ω) é Hausdorff, do Teorema 1.1.24

e por (5.11) tPµ0 = λ0.

2o) λ0 ∈ B0
pK,m

[0, 1].

Queremos mostrar que 〈λ0, φ〉 ≤ 1, ∀φ ∈ BpK,m
[0, 1].

Para todo j ∈ J temos, λj ∈ BpK,m
[0, 1] ⇒ 〈λj , φ〉 ≤ 1, ∀φ ∈ BpK,m

[0, 1].
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Fixada φ ∈ BpK,m
[0, 1], como λj → λ0 fracamente em E ′(Ω), segue que

〈λj, φ〉 → 〈λ0, φ〉 .

O que prova que λ0 ∈ B0
pK,m

[0, 1].
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