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RESUMO

Dissertacao de Mestrado
Programa de Pos-Graduagao em Matematica

Universidade Federal de Santa Maria

TAXIA E AGREGACAO NAO LOCAL EM UM
SISTEMA PLANTA HERBIVORO

AUTOR: OTONIO DUTRA DA SILVA
ORIENTADOR: LUIZ ALBERTO DIAZ RODRIGUES
Data e Local da Defesa: Santa Maria, 11 de abril de 2013.

A dispersao de insetos herbivoros em uma plantacao deve ser descrita levando
em conta o complexo movimento individual do inseto na procura do alimento. Este
movimento ¢ influenciado pela textura da plantacao e, fundamentalmente, pela qualidade
da vegetacao definida pela atratividade que as plantas exercem sobre o inseto.

Além disso, muitos herbivoros apresentam um comportamento de agregacao como
uma estratégia para melhorar sua eficiéncia na alimentacao ou simplesmente porque o
agrupamento favorece a sobrevivéncia da espécie.

Neste trabalho, desenvolvemos um modelo do tipo Rede de Mapas Acoplados para
analisar a dinamica espago-temporal de uma populacdo de insetos (crescimento e dis-
persao) em grandes plantacoes texturizadas sob a hipotese de movimento orientado dos
herbivoros com relacao a qualidade do seu alimento e um comportamento de agregacao
nao local em relacao aos coespecificos.

Observamos, na escala macroscopica, a formacao de padroes espaciais heterogéneos
estaveis e dinamicos quando a diferenca entre as escalas de movimentacao é significativa.

Palavras-chave: Dispersao Nao Local. Fitotaxia. Agregacao. Miltiplas Escalas.



ABSTRACT

Dissertation
Graduate Program in Mathematics

Universidade Federal de Santa Maria

HERBIVORY-TAXIS AND NON-LOCAL
AGGREGATION IN A PLANT HERBIVORE
SYSTEM

AUTHOR: OTONIO DUTRA DA SILVA
ADVISOR: LUIZ ALBERTO DIAZ RODRIGUES
Date and Location of Defense: Santa Maria, April 11, 2013.

The dispersal of herbivorous insects in large plantations must be modelled by
taking into account many behavioral aspects of the individual movement. The insect
ability to search for (and find) better plant quality are of fundamental importance to
the development of a mathematical model. Also, many insects present an aggregation
tendency which seems to be a population strategy to optimize harvesting and survival.

In the present work, in order to analyze the spatio-temporal dynamics of an insect
population, both kinds of behaviour are microscopically described by a Coupled Map
Lattice model which includes a short range taxis for plant quality to a long range taxis
with respect to their own population density.

We observed, in the macroscopic scale, stable and dynamical heterogeneous spatial
pattern formation when the difference between the scales is significant.

Keywords: Non-Local Dispersal. Herbivore-taxis. Aggregation. Multiple Scale.
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INTRODUCAO

As relacoes entre planta e herbivoro sao de grande importancia econémica, com-
preender estas interacoes trazem beneficios & producao de controle biologico, tanto no
controle de pragas como herbivoria (Angelo e DalMolin, 2007). Com isso, compreender o
complexo comportamento individual dos insetos, a capacidade destes para procurar (e en-
contrar) o que é o melhor para as suas necessidades de nutrigao, e identificar o mecanismo
correspondente responsavel por isso é de fundamental importancia para o desenvolvimento
de um modelo matemaético.

O estudo das relagoes planta-herbivoro pode ser comparado, mais especificamente,
a um modelo parasita-hospedeiro (Edelstein-Keshet,1986), mas nao podemos considerar
que ambas as espécies movimentem-se. Por isso, no capitulo 1 apresentaremos a dinamica
desenvolvido por M. A. Lewis, onde é apresentado um modelo continuo para as interacoes
planta-herbivoro. Tal dinamica mostrara uma formulacao alternativa para formacoes de
padroes baseados na ideia de Turing (1952) para instabilidade difusiva. Esta maneira
alternativa de abordar a formacgao de padroes, considera os insetos movendo-se segundo
um gradiente gerado pelas plantas e por seus coespecificos, sendo este ultimo um fluxo
nao local.

Os insetos interagem com o ambiente que estao inseridos. E a maioria destas
iteracoes se da em resposta a estimulos, por vezes atrativos outras repulsivos. Um exemplo
é a cigarra que utiliza seu som para atrair seus coespecificos e aumentar o nimero de
encontros sexuais (Rodrigues,1998). Esse tipo de movimento é o que chamamos de taxia.
Existem diferentes tipos de taxia: aerotaxia, quimiotaxia, fototaxia, termotaxia, fitotaxia
e outros.

No modelo de M. A. Lewis o fluxo que relaciona planta e herbivoro é a taxia que
direciona o movimento em relacao as plantas, a fitotaxia. Os insetos possuem a capacidade
de perceber, através de estimulos, um aumento na qualidade das plantas. E com algum
dos seus sentidos podem perceber substancias quimicas liberadas pelo seu alimento, alguns
podem perceber tal estimulo por quildometros, outros necessitam tocar a planta para poder
identifica-la (Rodrigues,1998). A atracao pode estar ligada a uma caracteristica alimentar
como concentracao de nitrogénio, suculéncia foliar, tamanho do grao ou concentracao de
toxinas (Lewis,1994).

O outro fluxo considerado no modelo de Lewis (1994) corresponde a resposta po-

sitiva dos insetos aos seus coespecificos, ou seja, da mesma forma que a plantacao, a



densidade de herbivoros também gera um campo de atragao. Os pulgoes (Alphids va-
rians) encontrados em fireweeds (Epilobium angustifolium), alimentam-se da seiva, sao
encontrados frequentemente em aglomerados nas hastes da planta, desta forma conse-
guem melhorar sua alimentagdo desviando mais seiva para regiao colonizada |Turchin,
1989; Rodrigues, 1998]. Esta formacao proporciona uma melhor forma de alimentacao
para os insetos, sendo vista como uma vantagem evolutiva que se comporta muitas vezes
como uma unidade com caracteristicas proprias, a agregacao é uma fonte de beneficios
para cada individuo da colonia (Parrish, Edelstein-Kesht,1999).

No capitulo 2, baseados nestes dois fluxos, analisamos os efeitos de multiplas escalas
sobre a dispersao dos insetos. Para tanto, construimos nticleos de dispersao discretos para
difusao, fitotaxia e agregacao, os quais serao utilizados como base para construcao do
modelo discreto de miltiplas escalas.

No capitulo 3, construiremos um modelo discreto baseados nas ideias de Lewis,
sobre a movimentacao dos insetos dentro de uma plantacdao. A construcao do modelo
que queremos apresentar, serd desenvolvido segundo uma dinamica espaco-temporal de
uma populacao de insetos herbivoros em grandes plantacoes texturizadas sob a hipotese
de movimento orientado dos insetos com respeito a qualidade do seu alimento, incluindo
um comportamento de agregacao nao local em relacdo aos coespecificos. Ambos tipos
de comportamento sao microscopicamente descritos por um modelo mateméatico discreto
de multiplas escalas que acopla uma taxia de curto alcance em relacao a qualidade das
plantas a uma taxia nao local com respeito a sua propria densidade populacional.

No capitulo 4, utilizaremos um modelo de redes mapas acoplados para analisar a
natureza das variagoes da qualidade da vegetacao e da densidade dos herbivoros no espago
e no tempo para valores dos parametros que representam diversas situacoes de interesse.
Serao apresentadas simulacoes para espaco e tempo discretos, considerando um dominio

bidimensional de n X n sitios, onde serao distribuidas as populagoes de ambas as espécies.



Capitulo 1

MODELO CONTINUO DE M. A.
LEWIS (1994)

Como uma primeira motivacao para este trabalho estudamos o modelo apresentado
por M. A. Lewis em 1994.

Neste artigo, o autor analisa um sistema planta-herbivoro espacialmente distribuido
utilizando um modelo continuo de equacoes diferenciais parciais.

A aproximacgdo matemética classica para explicar a formagao de padroes biologi-
cos é baseada na ideia de instabilidade difusiva proposta por Alan Turing (Turing, 1952;
Jones e Sleeman, 2003). Nesta aproximacao, a formagao de padroes depende de taxas
de dispersao diferentes para as duas espécies e, portanto, nao se aplica em principio a
sistemas planta-herbivoro. Embora os insetos tenham mobilidade, as plantas permane-
cem estacionarias durante a escala de tempo de formacao de padroes na populacao dos
insetos. Por exemplo, em um processo de invasao de uma plantacao os pulgdes formam
aglomerados de altas densidades apds um ou dois dias.

A abordagem alternativa de M. A. Lewis para modelar o aparecimento de padroes
espaco-temporais em um sistema planta-herbivoro é baseada na descricao detalhada do
movimento dos herbivoros. Em particular, ele considera que os herbivoros se movem
em resposta a variacao da qualidade das plantas que sao consumidas e a variacoes na
densidade de coespecificos.

As relagoes inseto-planta nao dependem exclusivamente da biomassa da planta. A
escolha do alimento pelo herbivoro é determinado por respostas positivas a acticares, sais
e aminoacidos, associados com respostas positivas ou negativas a substancias secundarias
(substancias atratoras ou toxinas). A populacdo de plantas é caracterizada no modelo por
uma variavel denominada qualidade de planta (Edelstein-Keshet, 1986) que considera di-
versas caracteristicas das plantas, como a qualidade nutricional da planta como alimento,
substancias atratoras e a presenca de toxinas e outras defesas. Em outras palavras, a qua-
lidade da planta representa o fator preponderante na escolha do alimento pelo herbivoro

ou uma variavel que possibilita agrupar os principais aspectos da planta na interacao com



11

o herbivoro.

Para construcao do modelo o autor primeiramente descreve a dinamica sem movi-
mentacao, acoplando herbivoros e plantas. E entao descreve o processo de movimentacao,
o qual inclui trés formas distintas de movimentacao: movimento aleatério, um movimento
direcionado para regides de maior qualidade das plantas (fitotaxia) e uma movimentagao
na diregdo de seus coespecificos (agregacao). A densidade local dos herbivoros é repre-
sentada por u(x,t), = representando o espago e t o tempo, e a qualidade local das plantas

é representada por v(z,t). O que resulta em um sistema de equagdes da seguinte forma

0

8_1; = f(u,v) + termo de movimentacao, (1.1)
ov

- = 1.2

onde f(u,v) descreve a dindmica de nascimentos e mortes para os herbivoros, e g(u,v)

descreve a dinamica das plantas (crescimento e prejuizos causados pelos herbivoros).

1.1 Dinamica Vital

Para formulacao do modelo sem movimentacao sao feitas algumas hipdteses gerais

que englobam uma grande variedade de interacoes planta-herbivoro:

1. A reproducao e a sobrevivéncia dos herbivoros se relacionam positivamente com a
qualidade das plantas. Assim, um aumento na qualidade das plantas (v) causa um

aumento na taxa de crescimento dos herbivoros, f(u,v).

2. O crescimento dos herbivoros é auto-regulado para densidades suficientemente altas

de herbivoros u, um aumento em wu resulta em um decréscimo em f(u,v).

3. Os herbivoros danificam as plantas reduzindo a qualidade da planta. Assim, um
aumento em u resulta em correspondente decréscimo na taxa de crescimento da

qualidade das plantas g(u,v).

4. Na auséncia dos herbivoros a qualidade das plantas apresenta um carater auto-
regulador, ou seja, se u = 0 e v é grande, um aumento em v resulta em um decréscimo

em g(u,v).
5. E assumido, para u grande, que herbivoria e a defesa induzida eventualmente do-
minam 0 mecanismo compensatorio.

Um modelo especifico para a dinamica de crescimento, satisfazendo as regras acima,

é dado por

flu,0) = pu+yuv — du?, (1.3)

SV
— 14
1+ hu ou, (1.4)

g(“?”) = p—=
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onde p, v, 0, p, S, h e ¢ sdo parametros nao negativos. O primeiro termo da equacado (1.3)
representa o crescimento dos insetos independente da qualidade das plantas o segundo
termo descreve o crescimento dependente da qualidade das plantas e o ultimo esté ligado
a de mortalidade dos herbivoros depende da densidade. Na equacao (1.4) que descreve
a dinamica vital das plantas, o primeiro termo é a taxa de reposicao da qualidade das
plantas, o segundo termo descreve os efeitos inibitérios que podem ser reduzidos pela
herbivoria e o terceiro termo representa os danos causados pelos herbivoros a qualidade

das plantas.

1.2 Modelo de Fitotaxia

Como ja comentado anteriormente os insetos movimentam-se através de estimulos,
logo é de se esperar que estes respondam positivamente ao aumento na qualidade das
plantas. Mas nem todo movimento dos herbivoros é direcionado, existe um balanco entre
o movimento aleatorio e o direcionado.

Por esta anéilise, e desconsiderando os mecanismos de nascimentos e mortes, o mo-
vimento de taxia é descrito assumindo duas componentes: (1) uma componente aleatorio
e (2) uma tendéncia de mover-se na dire¢do do gradiente de qualidade das plantas. Como
o proprio autor comenta, fluxos que combinam movimento orientado e direcionado tém
sido utilizados na literatura de biomatematica para descrever processos de quimiotaxia
(Keller e Segel, 1971), presa-taxia (Kareiva e Odell, 1987) e fitotaxia (Morris e Kareiva,
1991).

Seja, entdo, p(z,t) a probabilidade de se encontrar um individuo escolhido ao
acaso no intervalo (r — A\/2,x + A/2) no tempo t. Durante o intervalo de tempo 7 um
individuo pode mover-se, dentro do intervalo considerado, com probabilidade R(x,t) para
a direita, e para esquerda com probabilidade L(z,t), ou permanecer na posicao original
com probabilidade N (z,t).

Sem considerar nascimentos e mortes, tem-se p(x,t) satisfazendo a seguinte equa-

¢ao:
p(x,t) = N(x,t)p(x,t—7)+R(x—\ t—7)p(x =\, t—7)+ L(z+ X\, t—7)p(z+ A, t—7). (1.5)

Assumindo que os herbivoros podem sentir a qualidade das plantas sobre um in-
tervalo igualmente espacado para direita e esquerda, e que a probabilidade dos herbivoros
moverem-se em uma dada direcao depende linearmente do aumento na qualidade das

plantas. Assim a probabilidade de movimento para direita e para esquerda sao dados por:

R(xz,t) = componente de movimento aleatorio

+a X aumento na qualidade para a direita

_ %r(x, t) + afv(z + A\ t) — v(z, )], (1.6)



13

L(z,t) = componente de movimento aleatorio
+a x aumento na qualidade para a esquerda

_ %r(m,@ +afo(x = M\ 1) — o(z, 1)), (1.7)

onde 0 < r(z,t) < 1 é a componente aleatoria do movimento e « relaciona a probabilidade
de movimento na direcao do aumento na qualidade das plantas.

Expandindo todos os termos da equagao (1.5) em torno do ponto (x,t), temos

T%(ZE, t) = —)\%{(R(x, t)— L(z,t))p(x,t)} + %%{(R(m, t)+ L(z,t))p(x, t)} + (9838)),
onde

R(z,t) — L(z,t) = afv(x+ \t)—v(x—\1)] (1.9)

= 2aA%(x,t) + 0O\ (1.10)

R(z,t) + L(z,t) = r(x,t)+ afv(z+ A\ t) —2v(z,t) +v(x — A 1)) (1.11)
9*v
2 4
= r(z,t) + aX @(x,t) +O(\Y) (1.12)
Substituindo (1.12) e (1.10) em (1.8), e tomando adequadamente o limite de A e 7 tendendo

a zero, tem-se:

ou_ 0 {au av]_ (L.13)

ot ox
O primeiro termo dentro dos colchetes representa o fluxo difusivo, e o segundo

termo representa o movimento devido a taxia.

1.3 Movimento de agregacao

Muitos herbivoros respondem positivamente uns aos outros. Além disso, a presenca
de coespecificos pode representar uma boa fonte de alimento e uma melhora na capacidade
alimentar, como no caso dos pulgoes. Acredita-se que os pulgbes alimentam-se mais
eficientemente em grupos, pois eles conseguem desviar o alimento de outras partes da
planta para a folha colonizada. Assim em agregados de alta concentracao os pulgoes
conseguem reduzir a qualidade da planta. A agregacao destes insetos funciona como um
atrator local para os nutrientes, competindo com sucesso com os atratores naturais da
planta, como partes em crescimento e 6rgaos de armazenamento. Outra vantagem desta
habilidade ¢ a reducao da predacao em regides de maior densidade.

Assim, ignorando os nascimentos e mortes e o movimento de taxia, por enquanto,
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é assumido que os individuos podem mover-se de duas maneiras: 1) uma componente
completamente aleatoria, 2) uma tendéncia de mover-se na diregdo de um grupo de co-
especificos. Os modelos que analisam uma agregacao somente local, onde os individuos
s6 conseguem responder a diferencas de densidades proximas a sua posicao, apresentam
uma abordagem muito restritiva, e tipicamente geram um problema mal posto do ponto
de vista matematico.

A movimentacao construida leva em consideracdo nao somente a percepcao local
dos individuos, mas também a capacidade de perceber uma variacao na densidade de
herbivoros a uma curta distancia. O que ir4 determinar a movimenta¢ao por agregagao
serd uma média espacial das densidades dos coespecificos, ponderada pela distancia entre
os individuos. Desta forma, a forca de influéncia da densidade é uma funcao nao-crescente
com a distancia e igual a zero para longas distancias.

A deducao da equacao para o movimento de agregacao levara em consideracao a

média ponderada da densidade populacional circundante, dada por

Az, t) = / w(y)u(z +y,t)dy, (1.14)
onde w(y) é a funcdo peso ou nicleo. Tal fungdo mede a percepgao dos herbivoros em
relacao aos individuos da propria espécie, considerando dando um peso em relacao a
distancia.

A forma mais usada para a funcao nucleo é dada por

w(y) = \/gexp(—bﬁ). (1.15)

Ao observarmos (1.6) verifica-se que o aumento liquido em A(x,t) pelo deslocamento do

ponto zy para o ponto x; no tempo ¢ é

oo

A(xq,t) — Az, t) = / w(y)[u(xy + y,t) — u(xo + y, t)]dy. (1.16)
—o0
A variacao na média ponderada espacial da densidade da populacao indica a direcao
do movimento de agregagao. Se (1.16) é positivo o deslocamento ocorre de zy para x,
se o resultado for negativo o inverso é verdadeiro. Assim, o movimento de agregacao
¢ modelado levando em conta um movimento individual dos herbivoros através de um
movimento aleatorio com uma dire¢ao de regides onde o valor de A(z,t) aumenta.

A partir de uma deducao que considera as probabilidades de movimento tanto para
esquerda quanto para a direita, da mesma forma que feito na deducao do movimento de

taxia. Obtém-se a seguinte equacao integro diferencial parcial:

ou 0 | Ou > ou
i D% {r% — 4mu/_ w(y)a(x +y,t)dy| . (1.17)

o0
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Alternativamente, a equacao (1.17) pode ser reduzida a uma equacdo diferencial

parcial com derivadas de ordem maior,

ou 0 | Ou M
7>0
onde | foo
w; = F ij(y)dya j = 07 1727 ) (119)

define os momentos do nicleo w(y).
Para ser possivel estudar analiticamente e numericamente a dinamica de agregacao,

a série (1.18) é truncada mantendo somente os termos de ordem mais baixa.

ou g, ou Pu

No segundo membro da equac¢ao acima, o primeiro termo descreve o movimento difusivo
dos individuos, o segundo descreve o fluxo devido a agregacao local dos individuos, e o

terceiro termo representa o carater nao local da agregacao.

1.4 Incorporando os Fluxos em um Termo de Movimen-
tacao

A partir da dedugao das equagoes para a movimentacao podemos, agora, escrever

o termo geral que une os trés tipos de movimento como segue:

Movimento aleatoério + Fitotaxia + Movimento de Agregacao
0? 0 0 0 0 ou?
=D—[ru] —4D— (au—v> —4D— (mwgu—u + mwgi)

0x? ox or ox ox ox3
ou u ou
= D% |:(T — 4mw0u)% - 4muw2% - 4au%} . (1.21)

Assim, as equagoes (1.1)-(1.4) e (1.21) modelam as interac¢oes planta-herbivoro. Apods

adimensionalizagdo adequada, o sistema (1.1)-(1.4) e (1.21) pode ser reescrito, como segue:

du 9] du Pu v
5% f(u,v) + B {(r — u)% —Wigg - aug} , (1.22)
o _ g(u,v), (1.23)

ot
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onde
flu,v) = u+yuv — du? (1.24)
SU
= — — ou. 1.2
su) = - (129

Fazendo a analise do sistema, temos as seguintes nuléclinas para f e g:

f=0 — u=0 e v:l(éu—l);

g=0 — vzé(,u—qbu)(l—i-hu)

A interseccao das nuléclinas da origem a 3 pontos de equilibrios biologicamente
significativos. O ponto (0,0) chamado equilibrio trivial, (0, 11/s) equilibrio de persisténcia
das plantas e extincao dos insetos, onde pequenas perturbagoes no equilibrio das plantas
decrescem com o tempo, ja perturbacoes na densidade de insetos pode crescer, (ug,vo)
equilibrio de coexisténcia.

Analisando a estabilidade linear sobre o ponto de coexisténcia sao obtidas condicoes
para ocorréncia de bifurcacao. Determinando que a condicao necessaria para isto é que
r < ug, 0 que significa uma tendencia dominante do movimento de agregacao sobre o
movimento aleatorio. Isto é, o termo de movimento de curto alcance na equagao (1.22) é
desestabilizado contrastando com os termos de longo alcance e de movimento de fitotaxia
que se estabilizam.

Utilizando o principio da superposicao e procurando solucoes do tipo
u—ug, v—vyxexp(ot+ikx), (1.26)

obtemos uma relacao entre o e k2, dada por:

o + B(k*)o + C(K?) =0, (1.27)

onde
B(k?) = wuok® + [r —uglk® — fu — gy (1.28)
C(kz) = _ngu0k4 - [gv(r - UO)kQ + guau0]k2 + fugv - gufv- (129)

Logo, para que o equilibrio uniforme seja estavel, precisamos que as raizes da
equagao (1.27) tenham parte real negativa, para todo k*. As condigdes necessarias e

suficientes para que as raizes de (1.27) tenham parte real positiva sdo

B(k*) >0 e C(k*) >0, (1.30)
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para todo k2.
Ao violar uma das condi¢oes acima dentro do intervalo k- < k < k.. Pela analise
de (1.26) a solucao com este numero de onda crescera exponencialmente. Ou seja, crescera

para algum n inteiro,
nm

L

onde L é o tamanho do dominio, 0 < x < L.

k- < < k4 (1.31)

A igualdade em (1.31) descreve a solugao neutralmente estével, ou seja, ndo cresce

nem decresce. O autor descreve a bifurcacao para instabilidade linear, como

=0 k= k.,
max R{o;} °
1,2 <0 se k#k..

Assim, a bifurcacdo de Hopf surge quando é violado a primeira desigualdade de
(1.31), assim obtém-se um auto valor imaginério puro o = +ioy. A bifurcagao real ocorre
com o aparecimento de um autovalor nulo, o qual ocorre quando a segunda desigualdade
de (1.31) é violada.

Apos a deducao das condi¢bes para instabilidade, e o aparecimento de bifurcacoes
tipo Hopf e real, o autor descreve o potencial do modelo, onde obtém padroes espaciais na
densidade de insetos. Concluindo que o crescimento e propagacao das ondas dinamicas e
estacionarias depende das interacoes entre os movimentos aleatérios e nao aleatorios.

Além disso, conclui que estes padroes sao possiveis, por considerar uma agregacao
nao-local para os herbivoros. Verificou-se também que os padroes estacionéarios podem,
também, ser formados quando se desconsidera o movimento de taxia e a fase de reacgao
do modelo.

O autor comenta ainda que padroes dinamicos s6 sao possiveis com a introducao

do movimento de fitotaxia, ocorrendo devido a uma bifurcacao de Hopf.



Capitulo 2

MODELOS DISCRETOS PARA
DISPERSAO POPULACIONAL

Neste capitulo apresentamos uma formulacao discreta para descrever processos de
movimentacao de longo alcance.

Na secao 2.1 construimos um niucleo de redistribuicao de difusao a partir do movi-
mento aleatorio dos individuos.

Em 2.2 apresentamos um niicleo de movimentagao por taxia em relagao a qualidade
das plantas. Neste caso, o ntcleo depende da distancia e da distribuicao de qualidade da
plantacao.

Um processo de agregacao nao local é descrito na secao 2.3.

2.1 Movimento Aleatdrio

Muitas particulas e seres vivos em seu deslocamento descrevem trajetorias que
podem ser consideradas aleatorias; os insetos fitoéfagos, por exemplo, utilizam o movimento
aleatorio para identificar seu alimento (Morris e Kareiva, 1991; Rodrigues, 1998). Alguns
insetos respondem somente a informacoes locais, por exemplo, sugestoes de tato ou sabor
da planta em que se encontram enquanto outros podem perceber a qualidade do alimento
a partir de informagoes nao locais tais como odores ou estimulos visuais. Se o inseto é
capaz de perceber pequenos gradientes de qualidade, ele poderéd orientar seu movimento
a partir de um movimento aleatério em pequena escala espacial. Por outro lado, quando
o sistema sensorial do inseto for "pouco sofisticado"o movimento aleatério de prospeccao
deveréa ser mais amplo.

O nosso interesse nao é descrever o movimento de um individuo, mas da populagao
como um todo, ou seja, a partir do movimento aleatério de cada individuo construir um
modelo macroscopico de movimentacao que reflita o movimento individual. Neste caso, o
fluxo macroscopico (ou populacional) resultante denomina-se difusao classica ou de Fick
(Edelstein-Keshet, 1988; Okubo e Levin, 2001).
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Para construir um modelo discreto com movimentacao aleatoria vamos considerar
a dispersao em um reticulado bidimensional. Por hipotese, a cada intervalo de tempo
discreto, uma fracao p de individuos abandona seu sitio distribuindo-se equitativamente
entre os quatro vizinhos mais proximos (figura 2.1). (1 — p) é a fracdo que permanece no

sitio de origem.

Figura 2.1: Fluxo difusivo local em um reticulado bidimensional.

Assim, a densidade populacional no sitio (7,j) ap6s uma etapa de movimentacao

é dada pela seguinte equagao:

a
(r,8)EVi,;

ag;l =(1- ,U)ag,j +

(2.1)

t
0,37

=

onde V;; ={(i —1,7), (¢ +1,7), (4,5 — 1), (¢, + 1)} é a vizinhanca de Von Neumann do
sitio (4, 7).

Observamos que esta regra de movimentacao é essencialmente local: os individuos
se deslocam somente para os vizinhos mais préximos em uma etapa de tempo.

Quando os individuos apresentam uma capacidade de movimentacao de longo al-
cance ou quando a dinamica vital ocorre em uma escala de tempo mais lenta, a expressao
(2.1) ndo é adequada. Neste caso, uma formulagao alternativa é necessaria.

Construiremos a seguir um nucleo de redistribuicao de difusao nao local, isto é,
descrevemos uma maneira de obter a fracao de individuos que migrard para cada sitio
a partir de um sitio central. A ideia basica ¢ implementar a expressao (2.1) N vezes
partindo de uma densidade inicial unitaria no sitio central. Assim, para cada valor de
N obtemos um niucleo discreto difusivo (ou gaussiano); quanto maior o valor de N maior
serd o alcance do movimento dos insetos.

Isto implica que o ntcleo de dispersao deve se estender sobre um ntmero de sitios
que é precisamente determinado pelo parametro N. O nicleo de dispersao para N = 2
é ilustrado na figura (2.2). A partir do sitio central, representado por 0, os individuos se
distribuem nos 12 sitios da vizinhanca de acordo com a posicao do sitio com relacao a

posicao central.
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Figura 2.2: Dispersao por difusao nao local para N = 2.

As fragoes correspondentes a cada sitio, numerados de 0 a 3, sdao dadas a seguir:

sitio 0 (1 — p)? + “Z;
sitio 1 : 5(1 —);
2 (2.2)

sitio 2 : 'u—;

g

h
itio 3: —.
S1110 16

Observamos que a soma total das fragoes de individuos que migram para os sitios é igual
a 1 (sitio 0 + 4( sitio 1+ sitio 2+ sitio 3)), isto é, ndo ha perda de individuos durante a
dispersao.

A atualizagdo da densidade populacional no sitio (i,j) para N = 2 é dada pela

formula:
1 2 M2 2
t+1 t ot
= - ] X aemdar B e B Sl 29)
(r,s)eVi (p,q)eVa (u,w)€EV3
onde

Vi={(i—-1,7),0+1,7),0j—1),0j+1)}
Vo={(—-1,7—-1),G—-1,74+1),(i+1,5—1),(i+1,j+ 1)} e
Vo= {(i = 2.0), i+ 2.), (1,5 — 2), (i) + 2)}.

Na figura (2.3) ilustramos um corte dos nicleos de redistribuigao difusiva para
diferentes valores de N.

Formulas similares para outros valores de N podem ser obtidas de maneira anéloga
porém, & medida que N aumenta, as contas tornam-se mais complexas. Por outro lado,
um nucleo difusivo para simulagoes pode ser determinado facilmente apos N iteragoes de

movimentagao.
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Figura 2.3: Corte de ntcleos de redistribuicao difusiva para os parametros p = 0,5 e
N =1,2,4,8¢ 12.

2.2 Movimento por Fitotaxia

Como comentado na introducao deste trabalho, os seres vivos interagem com o
meio onde vivem, essa interacao muitas vezes ocorre através de estimulos. Os herbivoros,
nosso objeto de atencao, possuem diversos mecanismos de interacao com o meio. Por
exemplo, o bicudo (Anthonomus grandis) do algodao consegue detectar a substancia exa-
lada pela planta a varios quilémetros, esta caracteristica ¢ de fundamental importancia
na construcao de armadilhas biologicas. Além da atracao gerada pelas plantas os inse-
tos podem atrair seus parceiros sexuais através de uma substancia quimica denominada
feromonios. Um exemplo é a mariposa do bicho-da-seda (Bombyz mori) cujos machos
conseguem detectar a varios quilometros o feromonio expelido pela fémea [Rodrigues,
1998].

Vamos nos deter agora a resposta de insetos herbivoros a um gradiente de qualidade
de plantas, estamos interessados em determinar como ocorre o movimento orientado dos
insetos na direcao das melhores plantas.

Denotaremos por afvj a densidade de herbivoros no sitio (i, 7) no instante ¢ e por
p;j a qualidade das plantas na mesma posi¢cao no tempo t.

Assim, como no esquema de movimentacao difusivo, assumimos que os insetos
podem se movimentar em cada iteracao na diregao dos seus quatro vizinhos mais proximos
ou ainda permanecerem na sua posi¢ao original.

A fragao de individuos que migra do sitio (4,j) para cada sitio (r,s) de sua vizi-

nhanca é dada por
4
pr,s
—, (2.4)
i?j
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onde
mij = Z pz,j = pf,j + p§—1,j +P§+1,j +p§,j—1 + pg,j-&-l (2.5)

(T,s)GViyj

¢ a qualidade total na vizinhanga V; ; = Vi ; U {(i,j)} no instante t.
Neste caso, a atualizacao, a cada etapa de tempo, da densidade dos herbivoros no

sitio (7, j) ocorre em funcao da qualidade das plantas conforme a seguinte regra:

t t t t t
t+1 _ ot Pij t Di; t 1,5 t Pi; ¢ Dij
aivj - ai,j"rl t + ai,j—lmt + ai—i—l,j mt + ai_Lj mt + ai,j mt . (26)
ij+1 ij—1 i+1,j i—1,j i
iy
t i, ~ . 3
Por exemplo, o termo a; ;1 — representa a fragao da populacao de herbivoros

ij+1
presentes no sitio (7,7 + 1) no instante ¢ que migra para o sitio (7, 7) em ¢ + 1.

A regra de atualizagao (2.6) para cada sitio leva em conta os valores da qualidade

das plantas em uma vizinhanca de 12 sitios além do proprio sitio (figura 2.4).

Figura 2.4: Vizinhanca da qualidade das plantas considerada para a atualizacao da den-
sidade de insetos no sitio (i, 7) .

Para construir um niucleo de movimentacao por taxia nao local, a ideia é a mesma
usada para constru¢ao do nicleo de redistribuicao difusivo: implementar a expressao (2.3)
N vezes a partir de uma densidade inicial igual a 1 no sitio central.

Observamos que o niicleo de redistribuicao dos individuos por taxia nao depende
apenas da distancia, mas fundamentalmente da distribuicao espacial da qualidade das
plantas. Tlustramos esta questao por meio do seguinte exemplo: consideramos uma plan-

tacao periddica em uma tnica direcao e liberamos os insetos em um tnico sitio.
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Figura 2.5: Cortes de nticleos de redistribuicao de fitotaxia, com insetos distribuidos em
na posigao (26,26) e plantas periodicamente em uma dire¢ao, com variacoes de N =
1,2,4,8 e 12.

A figura (2.5) mostra nucleos de redistribuicao por fitotaxia para distintos valores
de N. A medida que N aumenta nota-se uma clara tendéncia de movimentacio para
regioes de maior qualidade das plantas. Observou-se que a dispersao, como esperado,
nao é igual para todas as dire¢oes; h4 uma maior movimentagao de herbivoros na direcao
do gradiente de qualidade das plantas. O pico de maior densidade gerado pelos insetos
movimenta-se para uma regiao de maior densidade e mantém-se na mesma posigao (figura

2.6), diminuindo somente sua amplitude ao passar do tempo.

0.8

= =
S =8

=
[

Densidadedos insetos

0.0

Figura 2.6: Nucleo de dispersao por taxia com insetos distribuidos em trés sitios diferentes
do habitat e plantas periodicamente em uma diregao.
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Figura 2.7: Dispersao por taxia dos insetos, os quais estao distribuidos homogeneamente
no habitat e as plantas distribuidas periddicas em uma direcao, a curva em azul representa
os insetos e a curva em vermelho as plantas nos tempos t = 1, 2, 3, 10, 20, 30, 40, 50, 60.

Na figura (2.7) ilustramos um corte na distribuicdo espacial dos insetos e das plan-
tas para diferentes instantes de tempo. Nesta simulacao consideramos uma distribuicao
inicial homogénea para os insetos em uma plantacao periédica. Podemos perceber a pre-
feréncia do deslocamento na direcao das melhores plantas. Como era de se esperar, os
insetos apresentam picos maiores onde a qualidade apresentada pelas plantas é maior.

Considerando os insetos liberados em um tnico sitio de uma plantacao periodica,
observamos que o processo de invasao é mais rapido quando o fluxo de fitotaxia é nao
local (figura (2.8)).
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(a) (b)

Figura 2.8: Dispersao dos herbivoros por taxia em uma plantacao periddica para t =
1,5,10,30, 50,100, 200, 350, 400:(a) taxia local; (b) taxia nao local.

Para quantificar a eficiéncia dos herbivoros em encontrar as melhores plantas uti-

lizamos a qualidade média experimentada (Morris e Kareiva, 1991), definida por:

—Z ijDij , (2.7)
> Qij Y Dij

onde ) a;; representa a densidade total de herbivoros e ) p;; representa a qualidade total

gme =

das plantas. A expressao (2.7) mede a capacidade da populacdo de insetos em localizar

as regioes de maior qualidade da vegetacao em funcao do tempo.
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Figura 2.9: Qualidade média experimentada, a curva azul representa fluxo por difusao e
a curva em vermelho fluxo por taxia. (a) taxia local; (b) taxia ndo local.

Uma comparagao entre a qualidade média experimentada pelos insetos quando eles
se movimentam por difusao e quando a movimentacao é por fitotaxia é mostrada na figura
2.9. Em 2.9(a) o fluxo de fitotaxia é local enquanto em 2.9(b) é ndo local. Observamos
que o fluxo nao local nao alterou a qualidade média experimentada, somente acelerou o

processo de invasao, distribuindo mais rapidamente os insetos nas melhores plantas.



26

2.3 Movimento de Agregacao

A sobrevivéncia e reproducao de algumas espécies aumenta quando os individuos
formam agrupamentos com densidades altas. E, como ja comentado anteriormente, um
aumento na concentracao de individuos pode melhorar a eficiéncia de alimentacao. Com
esta hipotese vamos determinar uma equacao de dispersao dependente da densidade dos
insetos.

Obtemos uma expressao para a movimentagao por agregacao substituindo pfvj por
a”, na expressao (2.6), ou seja, supondo que a atragao é produzida pela distribuicao dos
individuos da proépria espécie. Escrevemos entao,

t t t t t
a; at . at at . at .
t+1 t 2] t 1,] t 2] t [2¥)
a/ivj a 1,7+1 mt + ai,j—lmt + ai—i—l,jmt + ai—l,j mt + ai,j—t . (28)
1,J+1 6,J—1 +1,5 =17 L,J

onde

m= Yy d, (2.9)

Como nos casos anteriores, para obter uma agregacao de longo alcance, implemen-
tamos esta expressao N vezes. E importante observar que nao havera migragao para um
sitio com densidade de insetos nula. Por este motivo, nao é possivel exibir um nicleo de
redistribuicao de agregacao como foi feito nos casos anteriores. Ilustramos os efeitos desta
regra de movimentacao, implementado-a em uma distribui¢ao nao homogénea de insetos,
com 80% dos sitios ocupados com densidades diferentes. Na figura (2.10) temos um corte

da densidade de insetos para diferentes valores de N.
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Figura 2.10: Cortes da distribuicao espacial de insetos para a movimentacao de agregagao
para N=1(azul), 2(vermelho), 4(verde), 8(roxo) e 12(preto).
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Definidos, entao, as formas de movimentacao dos insetos, verifiquemos o com-
portamento da populacao ao considerarmos ambas movimentacoes, agregacao e taxia.

Distribuindo as plantas periodicamente por todo o habitat e liberando os insetos em 10%
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dos sitios, os insetos terao a capacidade de identificar uma variacdo na qualidade das

plantas e também uma variacao na densidade dos insetos.
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Figura 2.11: Distribuicao espacial dos individuos, em diferentes etapas de tempo, por
(a)taxia e (b)taxia + agregacao.
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Figura 2.12: Qualidade média experimentada: fluxo de taxia (curva vermelha) e fluxo de
agregagao e taxia (curva azul).

Implementando alternadamente as expressoes (2.6) e (2.8) obtemos um fluxo com-
posto de fitotaxia e agregacao. Nas figuras (2.11) e (2.12) mostramos os resultados de uma
comparacao entre os fluxos de fitotaxia e o fluxo composto. Utilizamos uma plantacao
periddica e uma distribuicao inicial aleatéria para os insetos. Observamos que quando o
fluxo é composto os individuos apresentam uma eficiéncia maior de fixagao nas regioes de

maior qualidade das plantas.



Capitulo 3

MODELO DISCRETO
PLANTA-HERBIVORO

Neste capitulo, apresentaremos o objeto alvo de nosso trabalho, um modelo planta-
herbivoro discreto de multiplas escalas espaciais para a movimentacao dos insetos herbi-
voros. A dispersao acopla um fluxo local de fitotaxia e um fluxo ndo local de agregacao.
Na secao 1, apresentamos alguns exemplos da presenca de miltiplas escalas em problemas
de dinamica de populacoes.

A dinamica vital do modelo proposto é analisada nas secoes 3.2, 3.3 e 3,4. Em 3.5

apresentamos o modelo discreto de miltiplas escalas para dispersao dos insetos.

3.1 Multiplas Escalas

A identificacao das diferentes escalas espaciais e temporais presentes em um feno-
meno biologico e sua inclusao nos modelos matematicos para revelar importantes propri-
edades do sistema.

Alguns exemplos de fendmenos que envolvem multiplas escalas sao:

1. Descricao macroscopica de um fenémeno.

O comportamento coletivo ou populacional pode ser expressa a partir das interacoes
entre os individuos em uma escala microscopica. FKEste processo de transicao de
escalas é essencial para identificar as informacoes relevantes a serem incorporadas

em uma representacao macroscopica efetiva (Segel, 1978; Levin e Pacala, 1997)

2. Dispersao rapida/ Crescimento Lento.

Em Ecologia, com frequéncia o processo de dispersao ocorre em uma escala de
tempo muito mais rapida do que o processo de crescimento. Alguns animais fazem
migracoes diarias, procurando recursos e colonizando novas regioes, enquanto se

reproduzem somente uma vez por ano (Shigesada, 1984).
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3. Interacao presa-predador.

Em muitos casos, a dinamica de um sistema presa-predador apresenta mais de uma
escala temporal. O processo de reproducao do predador pode ser muito mais rapido
do que o da presa. A inclusao de duas escalas de tempo em modelos presa-predador

altera significativamente os resultados obtidos (Andrade, 2010).

3.2 Dinamica Vital

Para descrever a dinamica temporal de plantas e herbivoros, utilizamos equacoes
a diferencas. Estas equacoes representam a evolucao na densidade de ambas as espécies
em intervalos de tempo pré-determinados. Existe uma semelhanca na andlise da evolucao
destas equacoes e o método das aproximacgoes sucessivas, a cada passo das iteracoes a
atualizacdo nas densidades da-se segundo a relacdo x4 = (zy), isto é, a densidade no
tempo t + 1 depende da densidade no tempo t¢.

Para representar as interagoes de plantas e herbivoros utilizamos um sistema de
equacoes a diferencas acoplados. No modelo, a densidade de insetos na etapa t+1 depende
das densidades das plantas e insetos na etapa ¢, o mesmo vale para as atualizacoes das
plantas. Os insetos se beneficiam com o aumento da qualidade das plantas e as plantas sao
prejudicadas com o aumento da predacao dos insetos. Representamos por a; a densidade
de insetos e por p; a qualidade das plantas na geracao t. O sistema de equagoes a diferencas

para a interagao inseto-planta é:

P = f(pea), (3.1)
a1 = g(pe, ay), (3.2)

onde f(p,a) descreve a dinamica vital das plantas e g(p,a) descreve o crescimento dos
insetos.

Consideramos as seguintes fun¢oes para a dinamica vital (Neubert e Kot, 1992):

da
f(pta Clt) = ptEifp[T(l - %) - 11 épt]’ (3-3)
Cpiay
= A4
g(ptvat> 1 +bpt7 (3 )

onde r, k, b, ¢ e d sao constantes positivas.

Na auséncia dos insetos a qualidade das plantas cresce segundo uma funcao do tipo
Ricker (Kot, 2001), com capacidade suporte k e taxa de crescimento r. Ja na presenga
dos herbivoros a dinamica das plantas apresenta uma resposta funcional do tipo dois
(Murray, 1989), que determinara os efeitos da herbivoria sobre a densidade das plantas.
Esta funcao leva em conta a saciedade dos insetos, ou seja, existe um limite maximo para

a taxa de herbivoria.
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Para facilitar a andlise do modelo, fazemos uma adimensionalizacao do sistema
(Segel, 1972). Tomando as seguintes equagoes adimensionais
Pt = P a* =da, (3.5)

e desconsiderando os asteriscos obtemos as seguintes equacoes adimensionais:

Qy

Prv1 = pelap 7’(1 _pt) - 1+ 1p; 3 (3-6)
C

= (3.7)
L+ npy

onde n = bk, e C = ck., a; e p; sao, respectivamente, as densidades adimensionais de

insetos e plantas.

3.3 Pontos de Equilibrio

A solucao de um sistema de equacées a diferencas é uma formula geral que relaciona
as populagoes na geragdo ¢t com as condigdes iniciais especificadas (Edelstein-Keshet,
1988). Como nao é simples explicitar uma solu¢ao exata para o sistema, vamos analisar
aquelas que permanecem constantes no tempo, ou seja, solucoes que indicam uma auséncia
de mudancas no sistema. Tais valores sao chamados pontos de equilibrio ou estados
estaciondrios.

Os valores de equilibrio @ e p para o sistema (3.6) e (3.7) satisfazem

a
p = pExp|r(l—p)— ; 3.8
p = pBap|r(l-P) - 17 7 (3-8)
5
a = L% (3.9)
1+np
Resolvendo a equagao (3.9)
_ _ 1
a=0 ou p= (3.10)
c—n
Substituindo p = temos

1
a = ¢ (1— ) (3.11)
c—n c—n

Finalmente, substituindo @ = 0 em (3.8) resulta em
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p=1

Assim, os pontos de equilibrio do sistema (3.6) e (3.7) sdo: (p1,a1) = (0,0) ponto
de equilibrio trivial que representa a extingdo das duas espécies, (pa, az) = (1,0) que indica
a permanéncia das plantas e extincao dos insetos e o equilibrio de coexisténcia dado por

1 re(fe—n—1)

(p?na?)):(C_n? (0—77)2 )

3.4 Estudo da estabilidade

A anadlise da estabilidade dos pontos de equilibrio de um sistema esta baseado na
andlise de como pequenas perturbacgoes em torno do equilibrio afetam o desenvolvimento
temporal do sistema, ou seja, se essas pequenas perturbagoes tendem a zero, ou crescem
levando a populacdao a mudar sua configuracao para um outro estado. Diz-se que um
ponto de equilibrio é estavel se uma pequena perturbacao diminui a medida que o tempo
passa, fazendo o sistema retornar ao equilibrio, caso contrario, dizemos que o ponto é
instavel.

A estabilidade linear de um ponto de equilibrio pode ser determinado escrevendo

Pe = p+p:£7

— /
a; = G-+ ay,

onde a} e p; sdo pequenas perturbagoes.

Substituindo no sistema (3.6), (3.7) e retendo somente os termos lineares obtemos
um sistema de equagdes para as pequenas perturbacoes a; e p;. Para fazer isto usamos
expansoes em séries de Taylor para fungées de duas variaveis. Isto é, aproximamos f(p +

pi, @+ aj) por

P+ = ay+ oy (3.12)

fE+patd) = f@a)+ g—;j

Tomamos uma aproximacao analoga para ¢g(p + p,, a + a;).

O sistema linear resultante para as perturbacgoes é

Pir1 = bupj + bisay, (3.13)
Ay = boap + baay, (3.14)
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onde
0 0
b= b= (3.15)
Plpa 0alpg
0 0
b =22 b= (3.16)
Plpa 0alsq

As equagoes (3.13) e (3.14) formam um sistema de equagoes de recorréncia, o qual pode ser
resolvido como uma equacao de recorréncia de segunda ordem na variavel p, da seguinte

forma

p;+2 = buPQH + b126l2+1 = (3.17)
= buppyq + bia(barpi + baoay). (3.18)

De (3.13) temos byoa; = p), — bi1p;. Substituindo em (3.18) e fazendo as simplifi-

cacoes necessarias, obtemos

Phya — (b1 + bag)pt g + (bagbiy — biabar)p, = 0. (3.19)

Procurando solugoes do tipo p, = !, chegamos a seguinte equagio em \:

N2 — (byy + byg) X" 4 (bagbry — Digbar ) A" = 0 (3.20)

ou

A (A2 — (byy + bog) A + (baabi1 — biaba)A) = 0. (3.21)

As raizes do polinomio quadratico em (3.21) sdo os autovalores do sistema.

Se analisarmos a matriz A dos coeficientes de (3.13) e (3.14), temos a matriz
Jacobiana do sistema (3.6) e (3.7), e o polinémio da equacao (3.21) é exatamente o
polinémio caracteristico desta matriz.

As perturbagoes s6 tendem a zero se os autovalores do polinomio caracteristico de
A forem menores do que um em modulo, ou seja, [\;| < 1,7=1,2.

Calculando as raizes do polinémio caracteristico, obtemos

M= 2EN F (3.22)

2 )

onde

B = b+ b, (3.23)
= by1bag — byaboy. (324)

Vamos analisar o caso de duas raizes reais para a equagao (3.26). Se A\; e Ay sdo

B

reais, podemos afirmar que elas sao equidistantes do valor x do vértice, no nosso caso 5,



33

temos, entao

EW<L (3.25)

ja que devemos ter |\;| < 1,7 =1,2. Asseguintes distancias |5/2—1| > |3/2—\;| i =1,2

/Pt

podem ser consideradas e [3/2 — \;| = — Como @ < 1, implica 32 < 4, pelas

rafzes serem reais temos 3* > 4+, assim

1—%L>LE:£1 (3.26)

2
6] BBy
e elevando ambos os lados ao quadrado 1 — o + T > T e simplificando chegamos
em
1+y> 8], (3.27)
e
v <1 (3.28)

Deste modo, um ponto de equilibrio é estéavel se satisfaz as relagoes (3.27) e (3.28).
Devemos, entao, calcular a matriz Jacobiana do sistema, e aplica-l4 em cada ponto de
equilibrio, para que possamos verificar a estabilidade.

A matriz Jacobiana J do sistema ¢ dada por:

or o1
J=Jpa)= | gb %
o da

Aplicando nos pontos de equilibrio temos:

E 0
J(0,0) = ”W]O], (3.29)
—1
(=7
J(1,0) = Lo |, (3.30)
0
I+n
L rele—n—1) Gtem(=1+7r)—r)=nl+nr -1
J(C_ - _77)2 )= c(e—mn) c |. (3.31)
m " r(c—n—1) 1
Aplicando as relagoes (3.27) e (3.28) em cada ponto, temos
No ponto (0,0):
7 =0, B = Exp|r] (3.32)

1> Exp[r] = r <O0; (3.33)
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Isto significa que o ponto (0, 0) é sempre instével, pois a constante  por hipotese é sempre
positiva.
No ponto (1,0):

(1—r)c c
- , —(1—7)+ 3.34
L s p=(1-r) T (3.34)
Da inequagao (3.28)
1
R P s (3.35)
IL+n
(I1—-7)c
1> 3.36
1+n ( )
1
AL/ TR (3.37)
c
1
S P (3.38)
c
Da desigualdade (3.27) escrevemos
(I1—-7r)c c (1—r)c
— |1+ <(I-7r)+-——<1+ . 3.39
( 1+mn (1-7) 1+mn 1+n ( )
Da primeira desigualdade acima
(1-— r)c) c
— 1+ <(1—7r)+ 3.40
( I+n ( ) IL+n ( )
1 —2
_dEnta=24r) (3.41)
IL+n
r<?2 (3.42)
e da segunda parte
c (1—r)c c (1—r)c
I—r)+ — <1+ = — —r< 3.43
( ) 1+n 1+n 1+n I+n ( )
c—r—rn<c—cr = r+rn>cr (3.44)
1+n>c (3.45)
Assim, as condi¢oes de estabilidade do ponto (1,0) dependem de:
r<2el+n>c (3.46)

1 re(ce—n—1)
c=n' (c—n)?
c—n—2r+cr—nr

2>1+ = c<n+2 (3.47)
c—n

), da inequagao (3.27),

Para o ponto de equilibrio de coexisténcia (

tem-se
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e da desigualdade (3.28),

(@)

A

A+ cln(r —1) —r) — (1 +n)r

c—n—2r+cr—nr c—n—2r+cr—nr

—(1+ < +1 <1+
( c—n ) c(c—n) R c—n )
(i)
(3.48)
De (i)
—n(2 (4 —c(dn+3 4e(c —
Wt U e dedemm)
c(c—n) 2 =3c—n(n+1)
de(ii)
r(c—n—1)
——>0 = c¢>n+1. (3.50)
c
Assim, a estabilidade do ponto de equilibrio de coexisténcia depende de:
de(e —
r< cle =) e c>n+1; (3.51)

2—=3c—nn+1)

Descritas as regioes dos parametros onde os pontos de equilibrio sao estéveis e
instaveis, e tomando n = 1, tem-se as seguintes condicoes de estabilidade para cada ponto

de equilibrio:

(p1,a1) = (0,0), r <0; o ponto é sempre instavel. (3.52)
(p2,a2) = (1,0), r<2 e c<2; estavel (3.53)
1 re(c—2) 4e(c— 1) )
(p3,asz) = ( — <0_1)2) 2<c<3 e r<mestavel (3.54)

Analisando as condi¢oes podemos construir o seguinte grafico, o qual representa as regioes
1 re(e—2)

—17 (e —1)2 )

de estabilidade para os pontos de equilibrio (1,0) e (
c
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1

Figura 3.1: Regiao de estabilidade dos pontos de equilibrio da dinamica, I regiao de ciclos
limite, IT regiao de bifurcacao de Flip e caos e III ponto de bifurcagao Transcritica.

A regiao em azul representa a regido de estabilidade do ponto de equilibrio (1,0),
e a regiao em vermelho representa a estabilidade do ponto de equilibrio de coexisténcia.
O ponto ¢ = 2 representa um ponto de bifurcagao, pois neste local h4 uma mu-
danca de estabilidade entre os pontos de equilibrio (ps, as) e (ps, as), caracterizando uma
bifurcagao transcritica. O ponto (pg, az) que era estavel para ¢ < 2 passa a ser instavel, e

o ponto (ps,as) que era instavel passa a ser estavel. A figura (3.2) representa o grafico de
bifurcacao transcritica.

Insects Density
Plants Density

Figura 3.2: (a) Representa a mudanga de estabilidade do equilibrio dos insetos; (b) Re-
presenta a mudanca de equilibrio das plantas.
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A medida que variamos o valor de ¢ de maneira que ele assuma valores além da
fronteira I, o ponto de equilibrio (ps, as) perde sua estabilidade e comportamentos ciclicos
surgem a medida que nos afastamos de I. Tal fato se reflete em ambas as espécies,
caracterizando uma bifurcacao de Hopf, a figura (3.3) representa algumas simulagoes para

valores dos parametros c e r dentro da regiao de ciclos limites.

h i\ fl i f
08t | I | i || || \ || || | |', || I| || , || || I|
|II||| | |||| | |||| | ||||
0.5 ||II| II| II|Illl|I IIII| |II|III|| | III|II | | IIII|||||

|
v

b\.\.u't‘

A
i A A A
JYVWVEY = i

;
i ; ; ; ;
100 550 0 0 30 100 150 200

(a) _ (b)

1op f

ost] .' '. ] ,I |' i\ .|'||"| |." | aﬁ". | u,"| \i | [.[I'. 1 ﬁ‘h ﬁ I\'M \WM l/.v.w o W" G |
YUY '-' -I I| 'L|I \ \ I I I| III II I' I" I J || |,||

(c) (d)

| \
) |
I\ i\

Figura 3.3: As figuras representam a dindmica local de plantas (curva em vermelho) e
insetos (curva em verde), com condigao inicial proxima ao equilibrio com uma perturbagao
de 10% para ambas as espécies, os valores dos parametros usados foram (a)c = 3, 1;7r =
2,5; (b)e=3,1;7r=2,5;(c) c=3,5;r=2; (d) c=4,5;r =2.
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Quando fixamos ¢ dentro da regiao de estabilidade de coexisténcia e variamos o

de(c—1

valor do parametro r de maneira que ele torne falsa a desigualdade r < #)2), ou
JE— C JR—

seja ultrapasse para a regiao II, obtemos areas cadticas onde as plantas oscilam de tal

maneira que a populacdo de insetos vai a extin¢do (figura (3.4)).
4 “ ' ‘ | "| ‘\ 'l ||I ‘” |"|
I

|
f”ﬁu\"J‘“|||H J‘\ ul r*'JI|

0.5

Figura 3.4: Dinamica local de plantas(curva em vermelho) e herbivoros(curva em verde),
para os valores dos parametros ¢ = 2,5;r = 4,7 e condicao inicial préoxima ao ponto de
equilibrio com perturbacao de 10%.

Fixando o valor de r e variando o valor ¢ construimos o diagrama de bifurcacao
da dinamica (figura (3.5)), o qual representa a variagdo de estabilidade dos pontos de
equilibrio, tal diagrama representa a perca da estabilidade do ponto de coexisténcia, e o

surgimento de ciclo limites.

(b)

Figura 3.5: Diagramas de bifurcagdo (a) plantas e (b) insetos, com condi¢ées iniciais
proximas ao equilibrio com perturbacao de 10%, e valor do parametro r = 1,5 fixo.

Agora, se fixarmos o valor de ¢ dentro da regiao de coexisténcia e variarmos o valor

de r, obtemos os diagramas de bifurcacdo descritos na figura (3.6)
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(a) (b)

nsetos plirtas

LO%-3 5

Figura 3.6: Diagramas de bifurcacao (a) insetos e (b) plantas, com condigao inicial pro-
xima ao equilibrio com perturbacao de 10%, e valor do parametro ¢ = 2,5 fixo.

3.5 Dinamica espacial

No modelo, consideramos que os insetos se movimentam em relacao ao gradiente
de qualidade das plantas(fitotaxia) e na dire¢io de maior concentragdo de coespecifi-

cos(agregacao).

3.5.1 Movimentacao de Fitotaxia

O movimento orientado dos insetos em relacao as plantas, denominado de fitota-
xia, ¢ determinado por gradientes de qualidade das plantas. No modelo, consideramos
um movimento de fitotaxia local, isto é, a cada etapa discreta de tempo os individuos
movimentam-se por fitotaxia somente para os quatro vizinhos mais proximos. Para des-

crever a quantidade de individuos que saem de cada sitio, vamos utilizar a seguinte funcao:

pt
Prs L4
j=9 miy 7 (3.55)

t
0.2, se m;; =0,

onde m;; = Y pheeVij=Vi;U{(i,))}
(k#I)GVi,j
A fungao [; ; representa a fracao da populacdo que sai do sitio (4, j) e vai para o

sitio (r, s), caso a qualidade total seja igual a zero em algum dos vizinhos a movimentagao

se daré através de difusao simples.

3.5.2 Movimento de Agregacao

Alguns insetos apresentam uma tendéncia bem definida de agregacao que parece
ser uma estratégia da populacao para otimizar sua alimentagao e reproducao. De maneira
similar & fitotaxia, o movimento de agregacao ocorre em funcao de gradientes de densidade,

neste caso, dos individuos da mesma espécie. Para descrever a quantidade de individuos
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que saem de cada sitio vamos utilizar a seguinte funcgao:

t

Ay g t
s to£0
hj=Q miy ’ (3.56)

t
0,2, se m;; =0,

onde mij = 3 apg e Vi;=Vi; U{(i,))}.
(k,q)eVij
A movimentacao de agregacao sera de caracter nao local como descrita na proxima

secao.

3.5.3 Acoplamento das movimentacoes

A densidade de insetos dentro do sitio (i,7), apés a movimenta¢ao na geragao t,
é dada pela superposicao de N movimentos de agregacao e um movimento de fitotaxia,
0s quais representam a escala de agregacao de longo alcance e a escala de taxia de curto
alcance, respectivamente.

O modelo discreto de multiplas escalas proposto é representado pelo seguinte es-

quema;:
fast unit time

n

n=0 n=1 n=2 ... n=N-1

| ]

r B e iy
slow unit time

Figura 3.7: Esquema da dinamica de multiplas escalas. Apo6s N passos de agregacao
ocorre um de taxia e um de reagao.

A regra de movimentacao dos insetos pode ser construida a partir do seguinte

esquema:
densidade de densidade de densidade de densidade de
insetos na | insetos na insetos que . insetos que
posicao (7,7) no posic¢ao (7, 7) no abandonam (i, j) migram para (i, 7)
instante ¢ + 1 instante ¢ no instante t no instante ¢

Considerando que a movimentacao dos insetos é em relacao a qualidade das plantas
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escrevemos a seguinte regra de atualizacao para fitotaxia de alcance local:

N pt,N

t+1,N ¢ N t,N s t,N ij
ay N =at = Y e e > g N |- (3.57)

(r,5)eVi ij (r,5)eVi rs

Analogamente, a regra de atualizagao para a movimentacao de agregacao nao local

é dada por
t,n
Ll _ gbn o o —0,.,N—1.  (3.58)
Gj = Gij — G \ —in s \ Tt |0 PT Ve ' '
m Mys

(r,8)eVi ij (r,8)€Vij



Capitulo 4

SIMULACOES

4.1 Formacao de padroes espaco-temporais

As simulagoes numeéricas do modelo foram feitas com o auxilio do "software"
Mathematica. Buscamos analisar o comportamento de uma populacao de insetos em
uma plantacao na qual as plantas sao caracterizadas por sua qualidade. As simulacoes
foram feitas considerando um habitat de 50x50 sitios e valor da densidade inicial em cada
sitio correspondente a uma perturbacao de 10% em torno da densidade de equilibrio de
ambas as espécies.

Os processos de dispersao e reacao ocorrem em diferentes escalas de tempo ca-
racterizadas pelo parametro N, a andlise do sistema serd feita através da variacao de
N =1,2,3,4,5 ¢ 10.

Considerando as condicoes iniciais descritas acima e parametros da dinamica vital
dentro da regido de estabilidade do equilibrio de coexisténcia (¢ = 2,5 e r = 1,5) tomamos
diferentes valores de N. Para N = 1,2 e 3, isto é, quando a diferenca entre escalas é
relativamente pequena, nao ha formacao de padroes heterogéneos na populacao de insetos.
Ambas populacoes retornam as densidades de equilibrio de coexisténcia.

Quando aumentamos o valor de N de maneira a aumentar o alcance do fluxo de
agregacao (N = 5,10), mantendo as mesmas condi¢oes iniciais, observamos o surgimento
de padroes heterogéneos estaveis na densidade insetos; os insetos formam grupos agregados
estaveis em regides do habitat (figura 4.1). As plantas também apresentam padroes
heterogéneos estaveis determinados pelos padroes espaciais dos insetos.

Esta configuracao heterogénea na densidade dos herbivoros ¢ uma consequéncia da
agregacao nao local considerada no modelo. As simulagoes mostram que & medida que a
escala espacial deste fluxo se aproxima da escala do fluxo de fitotaxia ambas populacoes
retornam ao equilibrio. A mesma verificacdo pode ser feita ao se desconsiderar a fase de

reacao, somente considerando o dois tipos de movimentacao.
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Figura 4.1: Simulacoes foram feitas com os seguintes valores dos parametros: ¢ = 2,5 e
r = 1,5, com diferenca de escalas N = 5. O item (a) representa a densidade de insetos e
(b) representa a qualidade das plantas, nos tempos 1, 5, 10, 400, 500, 700, 750, 800, 1000.

4.2 Variacoes do parametro c.

Analisamos nesta secao as variacoes da densidade de insetos e qualidade das
plantas a medida que variamos a taxa de crescimento dos insetos c.

Nestas simulacoes foram realizadas variacoes no parametro ¢, de modo com que ele
ultrapasse a fronteira I da regiao de estabilidade de coexisténcia (figura (3.4)). Utilizamos,
também, como condigao inicial para plantas e insetos, uma distribuicao homogénea em
todo o habitat com uma pequena perturbacao de 10% em torno do equilibrio.

Para valores da taxa de crescimento dos insetos proxima ao ponto de bifurca-
¢ao transcritica, a dinamica apresenta padroes heterogéneos estaveis para N = 4,5, 10,
semelhantes aos apresentados na figura (4.1). Ao aumentarmos o valor de ¢ =
2,4 gradativamente até 2,7, para N = 4, observamos um padrao de isolamento para
os insetos. H& uma reducao na densidade dos insetos deixando-os confinados em uma
pequena regiao central. As plantas, por sua vez, recuperam-se retornando ao ponto de
equilibrio nas regioes onde nao ha mais insetos, sendo somente afetadas na regiao de con-
finamento (figura 4.2). Este comportamento ocorre também quando N = 5, com alguma
mudanca nos valores do parametro de crescimento dos insetos.

Para valores de ¢ = 2,8 até 3,2 e mantendo a diferenca de escalas N = 4, insetos
e plantas permanecem em equilibrio, ocupando todo o habitat.

Outro comportamento interessante de insetos e plantas obtido através das simu-
lagoes é o aparecimento de padrdes heterogéneos dinamicos (figura 4.3). Este comporta-
mento surge para valores do parametro ¢ dentro da regiao de bifurcacao de Hopf.

Para valores de ¢ dentro da regiao de estabilidade e NV = 10, h4 somente o surgi-

mento de padroes espaciais heterogéneos estaveis para a populacao de insetos.
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Figura 4.2: Os graficos acima representam as variagoes nas densidades dos insetos(a) e
qualidade das plantas(b), para N =4,¢=25er =1,5.

(a)

Figura 4.3: Padrao heterogéneo dinamico de (a)insetos e (b)plantas, os parametros utili-
zados para as simulacoes foram N =5,¢c=3,2er =1,5.

4.3 Baixa recuperacao das plantas

O parametro r representa a taxa de recuperacao da qualidade das plantas, valores

grandes r significam uma recuperacgao rapida para as plantas, ja um valor de r pequeno



45

representa uma recuperacao lenta. Foram realizadas simula¢oes com r = 0,5 para um
valor de ¢ fixo.

Foram observados resultados similares aos obtidos anteriormente. Quando toma-
mos N < 3 e variamos ¢ dentro da regiao de estabilidade e na regiao de bifurcagao de
Hopf, a populacao permanece estavel ao passar do tempo em todo o habitat. Para N = 4
e valores de ¢ = 2,1 a 2,5 ha formacao de padroes estaveis, onde a densidade total da
populacao diminui a medida que o valor de ¢ aumenta. Quando ¢ = 2,6 ocorre um padrao
lento de isolamento. Para valores de ¢ > 2,6 a dinamica apresenta padroes dinamicos para

a populacao de insetos.

(b)
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Figura 4.4: Padrao heterogéneo dinamico de (a)insetos e (b)plantas, os parametros utili-
zados para as simulacoes foram N =4,¢c=2,7er =0,5.

Podemos perceber que inicialmente os insetos formam um padrao heterogéneo es-
tavel nos primeiros passos das iteracoes, e nos passos seguintes os aglomerados de insetos
movimentam-se em direcao a locais onde ha plantas de qualidade maior.

Se a taxa de crescimento das plantas é proxima de zero, os insetos nao conseguem
se desenvolver de modo a ocupar todo o habitat. Com uma distribuicao inicial em todo
habitat, os insetos como reagao inicial agrupam-se formando um padrao heterogéneo es-

tavel, & medida que o tempo passa esse padrao se dissolve e surge um padrao dinamico.
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Figura 4.5: Padrao heterogéneo dinamico de (a)insetos e (b)plantas, os parametros utili-

zados para as simulacoes foram N =4,¢c=2,7Ter =0,5.
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Figura 4.6: Padrao heterogéneo dinamico de (a)insetos e (b)plantas, os parametros utili-

zados para as simulacoes foram N =4,¢c=2,8 e r =0,03.

4.4 Processos de Invasao

Agora apresentamos algumas simulacoes realizadas para determinar as condicoes

para invasao de insetos, em uma ambiente com condicoes adequadas, ou seja, onde a

qualidade das plantas é propicia ao crescimento dos insetos.

Consideramos os insetos distribuidos somente em 4 sitios centrais, proximo a den-

sidade de equilibrio de coexisténcia com a mesma perturbacao utilizada anteriormente e

as plantas distribuidas em todo habitat da mesma forma que nas simulagoes anteriores.

Para valores de N = 1,2, 3, ocorrem invasoes bem sucedidas pelos insetos, para as

mesmas variacoes do parametro c¢ utilizadas nas simulagoes anteriores. Ja com N = 4,
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a populacdo mantém sua configuracao inicial, para ¢ variando de 2 até 2,7; a partir de
¢ = 2,8, a popula¢do consegue desenvolver-se e ocupar todo o habitat (figura 4.7). Para
N = 5, os insetos nao conseguem invadir todo habitat (figura 4.9), ja para ¢ = 3,2, a
populacao cresce de maneira a ocupar todo o habitat, surgindo durante sua expansao um
padrao heterogéneo em ambas as espécies. O mesmo ocorre quando N =1 (figura 4.8) e
¢ = 3,2. Para N=10 e ¢ assumindo valores no intervalo (2,7;3,2) a populagao de insetos

fica isolada e a populacao de plantas fica homogeneamente distribuida.

(a) (b)
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Figura 4.7: Simulagoes feitas para N = 4, ¢ = 2,9, r = 1,5. O item (a) representa a
densidade de insetos e o item (b) a qualidade das plantas, ambos nos tempos 1, 5, 10,
130, 140, 150, 200, 250, 300, 400, 500, 700.



(b)
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Figura 4.8: Simulagoes feitas para N = 1, ¢ = 3,2, r = 1,5. O item (a) representa a
densidade de insetos e o item (b) a qualidade das plantas, ambos nos tempos 1, 5, 10,

130, 140, 150, 200, 250, 300, 400, 500, 700.

(a)

(b)

Figura 4.9: Simulagoes feitas para N = 5, ¢ = 3,2, r = 1,5. O item (a) representa a
densidade de insetos e o item (b) a qualidade das plantas, ambos nos tempos 1, 5, 10,

200, 250, 300, 400, 1000, 2000, 3000, 4000, 5000.
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4.5 Plantacao periodica

Rodrigues (1998) comenta que em plantagoes reais que apresentam importancia
econOmica as plantas estao distribuidas de forma regular e peridédica. Para as simula-
coes que serao apresentadas a seguir utilizamos uma distribuicao peridédica da qualidade
das plantas. Esta distribui¢ao, como descrito em Rodrigues (1998), procura representar
uma plantagao mecanizada, onde é possivel determinar exatamente os espacamentos entre
linhas dentro da plantacao.

Consideramos os insetos, primeiramente, distribuidos em todo habitat, com den-
sidade inicial proxima ao equilibrio com uma perturbacao de 10% em todos os sitios. As
simulagdes anteriores mostram que, para uma diferenga de escala pequena (N < 4), as
populacoes coexistiam em equilibrio, ja para valores maiores de N havia o surgimento
de padroes heterogéneos estaveis. Assim, considerando valores dos parametros dentro
da regido de estabilidade (como nas simulagbes mencionadas anteriormente), resultados

semelhantes foram obtidos.

(a) | (b)

Figura 4.10: (a) Densidade dos Insetos, (b) Qualidade das Plantas, com os parametros
N=2c=25er=1,5.

Fica claro, com este tipo de distribuicao, a movimentacao direcionada dos insetos
em direcao as melhores plantas, mesmo quando a diferenca de escalas ¢ grande. Os insetos
agrupam-se em picos que representam uma qualidade melhor de plantas, o que em uma

plantacao real pode representar o local de plantas desenvolvidas.
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Figura 4.11: (a) Densidade dos Insetos, (b) Qualidade das Plantas, com os parametros
N=4c=25er=1,5.

Quando consideramos processos de invasao para esta distribuicao espacial da qua-
lidade das plantas, obtemos resultados semelhantes aos obtidos anteriores. A distribuicao
inicial de insetos é feita em uma pequena regiao central formada de quatro sitios, onde
para uma pequena diferenca de escala (N = 1,2, 3) esta populacdo consegue ocupar todo o
habitat, ja para uma diferenca de escala maior (N = 4, 5,10) os insetos ficam isolados em
sua distribuicao inicial. Algo que ja era esperado, pelos resultados obtidos na construgao

dos nicleos de redistribuicao.

(a) | (b)

Figura 4.12: (a) Densidade dos Insetos, (b) Qualidade das Plantas, com os parametros
N=2c=25er=1,5.

Quando considera-se uma condicao inicial deslocada do centro do habitat para va-
lores dos parametros ¢ = 2,5 e r = 1,5, a populacao consegue ocupar todo o habitat para
N = 1,2,3, ficando isolada para N = 4,5,10. Ao mudarmos os valores dos parametros

c=2,5 e r=2,5 adinamica apresenta caos espacial.
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Figura 4.13: (a)Densidade dos Insetos, (b)Qualidade das Plantas, com os parametros
N=2c=25er=15.

Quando consideramos uma condicao inicial dos insetos em 4 sitios centrais separa-
dos, a populacao ocupa todo o habitat para N = 1,2, 3, e a populacao fica isolada para
N = 4,5,10. Ja para os parametros ¢ = 2,5 e r = 2,5 a dinamica apresenta caos

espacial.



Capitulo 5

CONCLUSAO

No presente trabalho propomos um modelo discreto de multiplas escalas para a
descricao de uma dinamica planta-herbivoro. Como motivacao para a construcao do
mesmo, estudamos o modelo continuo de equacoes diferenciais parciais desenvolvido por
M. A. Lewis (Lewis, 1994).

Consideramos uma dinamica planta-herbivoro na qual as plantas, sem capacidade
de movimentacao, sao caracterizadas de acordo com os fatores que mais influenciam sua
interacao com os insetos. Tais caracteristicas sao agrupadas em uma tnica variavel que
chamamos qualidade das plantas (Edelstein-Keshet, 1986). As plantas geram um campo
de atragao, que direciona o movimento dos insetos herbivoros para regioes de maior qua-
lidade. Por outro lado, os insetos tém a capacidade de perceber tanto um aumento na
qualidade das plantas como também na densidade de coespecificos. Estes dois compor-
tamentos de movimentacao dos insetos sao levados em conta para a construcao de um
modelo com movimento orientado local de fitotaxia acoplado a um movimento nao local
de agregacao em relacao aos individuos da mesma espécie.

Apos a apresentacao do artigo de M. A. Lewis no primeiro capitulo, focamos nossa
atencao na construcao de mecanismos de movimentacao para os herbivoros. Assim, no
capitulo 2, apresentamos regras de movimentacao por difusao, fitotaxia e agregacao. Es-
pecial atencao é dada a processos de movimentacao nao local.

No capitulo 3, propomos um modelo de reacao difusao discreto para analisar as
interacoes planta-herbivoros. Inicialmente analisamos a dinamica vital determinando os
pontos de equilibrio, a regiao de estabilidade do ponto de equilibrio de coexisténcia e as
bifurcacoes do sistema de equacoes a diferencas. Em seguida, um processo de multiplas
escalas foi utilizado na construcao do termo de movimentacao dos insetos. O fluxo é
determinado por uma fitotaxia em escala local acoplada com um movimento de agregacao
de longo alcance. Isto significa que na escala de tempo padrao do sistema, os herbivoros
percorrem uma regiao bem maior no movimento de agregacao.

Nas simulagoes do capitulo 4, consideramos primeiramente as plantas e os herbivo-

ros distribuidos homogeneamente no espaco no valor de equilibrio de coexisténcia. Com
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uma pequena perturbacao do equilibrio, obtivemos a formacao de padrdes heterogéneos
estaveis do tipo Turing. Estes padroes espaciais estaveis somente sao observados quando
a diferenca entre as escalas de movimentagao é significativa (N > 4). Para N < 3 as
perturbacoes espaciais decaem e o sistema retorna a distribuicao espacial de equilibrio.
Padroes heterogéneos dinamicos sao encontrados na regiao de ciclos limites para valores
de N > 4 e na regiao de estabilidade para valores de r < 1.

Os resultados obtidos neste trabalho sao qualitativamente semelhantes aos deter-
minados por M. A. Lewis (Lewis, 1994) em um sistema de rea¢ao-difusao continuo, o que

corrobora o potencial do modelo discreto de multiplas escalas desenvolvido aqui.
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