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RESUMO

Dissertacao de Mestrado
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MODELOS DE REDES DE MAPAS ACOPLADOS
PARA INTERACOES HERBiVORO-PREDADOR

AUTORA: ALINE DA ROSA PARIGI
ORIENTADORA: DIOMAR CRISTINA MISTRO
Data e Local da Defesa: Santa Maria, 12 de Abril de 2013.

Neste trabalho construimos um modelo presa-predador discreto com objetivo de analisar a
dinamica espaco-temporal de insetos herbivoros e seus predadores. Para tal, consideramos
explicitamente a dispersao de ambas as espécies através de modelos de Rede de Mapas Aco-
plados, isto é, sistemas de equacoes a diferencas acopladas pela dispersao. Consideramos que
as presas apresentam crescimento dependente da densidade e os predadores, resposta funci-
onal Holling do tipo II. Para analisar os efeitos da movimentacao de taxia dos predadores,
isto é, o movimento direcionado as regioes de maiores densidades de presas, implementamos
computacionalmente o modelo para diferentes esquemas de movimentacao: difusao para am-
bas as espécies, presas imoveis e taxia para predadores e difusao para presas e taxia para
predadores. Concluimos que o comportamento de movimentacao de presas e predadores tem
um papel relevante na sua dinamica espago-temporal e nao pode ser ignorado na modelagem
destes sistemas.

Palavras-chave: Presa-Predador, Taxia, Difusao, Rede de Mapas Acoplados .
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In this work we propose a discrete predator-prey model with the purpose of analyzing the
spatio-temporal dynamics of herbivorous and their predators. For that, we explicitly consider
the dispersion of both species through Coupled Map Lattice models, that is, systems of
difference equations coupled by dispersal. We suppose that the prey population presents
density-dependent growth and predators, Holling type II functional response. In order to
analyze the effects of prey-taxis showed by predators, which means, that predators direct their
movement to regions of high prey densities, we computationally implemented our model for
different movement schemes: diffusion for both species, immobile prey and taxis for predators
and, diffusion for prey and taxis for predators. We conclude that the dispersal behavior of
predators and preys plays a crucial role on their spatio-temporal dynamics and hence cannot
be omitted when modeling predator-prey interactions.

Keywords: Prey-Predator, Taxis, Diffusion, Coupled Map Lattice .
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INTRODUCAO

Em culturas agricolas ¢ comum a existéncia de insetos que se alimentam de plantas.
Quando os danos causados por estes insetos tornam-se significativos, o inseto ¢ considerado
uma praga e ¢ necessaria uma intervencao de modo a tentar controlar seu crescimento, seja
através do uso de produtos quimicos, biologicos, da introdugao de uma outra espécie, ou de
outros métodos de controle.

O uso de produtos quimicos, apesar da grande e rapida eficiéncia, muitas vezes apre-
senta falhas acarretando a necessidade de repetidas aplicacoes o que gera altos gastos, impacto
ambiental e ainda compromete a qualidade do produto. Outro fator que precisa ser levado
em consideracdo, é que as pragas podem passar por um processo evolutivo, tornando-se
resistentes aos quimicos lancados.

Em contrapartida, o controle realizado através do Manejo Integrado de Pragas, visa
manter as pragas abaixo dos niveis de dano econoémico, através do uso simultaneo de diferentes
técnicas e métodos aplicados de maneira criteriosa e em harmonia com o ambiente (Guedes
& Maziero, 2011). O controle biologico, em particular, vem assumindo grande importancia
em programas de manejo integrado de pragas. Trata-se de um processo natural em que um
organismo vivo (inimigo natural) regula a populagao de outro organismo (praga). Os agentes
do controle biologico podem ser parasitoides, predadores ou patogenos, nativos da regiao ou
até mesmo introduzidos (Parra et al., 2011).

Todavia, a introdugao de uma nova espécie em uma regiao assume grande importancia
tanto no aspecto econéomico quanto ecologico. Uma vez introduzida, segundo as condigoes do
ecossistema e suas condi¢oes adaptativas, a espécie podera estabilizar-se, continuar crescendo
ou decair a niveis muitos baixos, tornando-se extinta.

Muitas introdugoes de insetos podem ser consideradas benéficas e a maioria das intro-
dugoes acidentais raramente alcancam niveis populacionais altos. Entretanto, uma minoria
de espécies exoéticas, por vezes, torna-se abundante e causa consideravel impacto ecologico,
economico e evolutivo (Liebhold & Tobin, 2008). Uma vez que, espécies invasoras podem
atuar reduzindo a diversidade biolégica e provendo mudanca no ecossistema, sobretudo,
quando o meio nao apresenta inimigos naturais que limitem seu crescimento e mantenham o
equilibrio da populagao (Cara, 2012; Shigesada, 1995).

O conceito de controle biologico em particular esta baseado na suposi¢ao de que o
impacto de determinados agentes biologicos pode reduzir a velocidade de invasao ou blo-

quear a expansao de espécies nao nativas (Cara, 2012; Petrovskii et al., 2005). Uma melhor



compreensao de invasao de espécies exoticas, os mecanismos envolvidos em seu sucesso e seu
impacto sobre o ecossistema nativo sao, portanto, problemas praticos e de elevada importan-
cia (Petrovskii, 2010). Para tanto, modelos matematicos tém sido utilizados para descrever
e explicar sistemas ecologicos, em particular fenémenos de invasao biologica.

Modelos matematicos do tipo reagao-dispersao tém sido desenvolvidos e estudados
com propoésito de melhor descrever as interacoes populacionais. Apresentam basicamente
trés tipos de variaveis que podem ser consideradas continuas ou discretas: o tempo, o espaco
e a densidade populacional. Modelos que consideram as trés variaveis continuas sao descritos
via Equacgoes Diferenciais Parciais, adequados para a descricao de fendémenos nos quais as
populacoes se reproduzem e dispersam continuamente no tempo e no espaco; sao denominados
Modelos de Reacao-Difusao.

Quando o objetivo é a descricao de eventos em que as populagoes se movimentam
longas distancias porém reproduzem em etapas bem definidas de tempo, o modelo mais
adequado considera as varidveis que representam espaco e densidade continuas, enquanto
a variavel tempo é discreta. Tais modelos sao representados por Equacoes a Diferencas
Integrais.

Os modelos que consideram apenas a variavel que representa o espaco discreta, sao
descritos por sistemas de Equacoes Diferenciais Ordinarias, denominados Modelos Metapo-
pulacionais.

Modelos que consideram o tempo discreto sao ideais para descrever o comportamento
de individuos cujos processos de reproducao acontecem em etapas bem definidas de tempo.
Se o espaco também for considerado discreto, o modelo é do tipo Rede de Mapas Acoplados
ou Autéomato Celular. Em Automatos Celulares as trés variaveis (espago, tempo e densidade
populacional) sdo consideradas discretas, a dinamica é definida através de um conjunto de
regras qualitativas que atualizam cada célula de um reticulado que carateriza o sistema.

Finalmente, Rede de Mapas Acoplados sao modelos que consideram as variaveis que
representam espaco e tempo discretos, enquanto a variavel que representa densidade popula-
cional é continua. Em particular, nosso estudo considerara modelos do tipo Rede de Mapas
Acoplados. Tais modelos podem ser menos precisos do ponto de vista quantitativo comparado
aos modelos continuos, contudo, podem revelar importantes padrdes qualitativos (Rodrigues,
2011).

Rede de Mapas Acoplados (RMA) foram introduzidos pelo fisico japonés, K. Kaneko,
em 1981, com o objetivo de estudar sistemas com dinamica espaco-temporal cadtica. Tém
sido usados como um poderoso modelo de formacao de padroes em Biologia, Fisica e Qui-
mica (Solé and Bascompte, 2006; Kaneko and Tsuda, 2000). Rede de Mapas Acoplados foram
introduzidos em um contexto ecolégico no inicio dos anos 90, mas algumas abordagens simi-
lares ja haviam sido utlizadas por ecologistas. Desde entao a utilizacio de RMA em modelos
espaco-temporais sob o cenario ecolégico tem crescido rapidamente.

Sabe-se que durante a evolugao muitos organismos desenvolveram adaptacgoes que

lhes permitiram a sobrevivéncia e a coexisténcia. Insetos e outros animais conseguiram
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desenvolver habilidades que lhes permitem manter comunicacoes com seus coespecificos ou
animais de outras espécies, através de estimulos visuais, acusticos, de substancias quimicas,
entre outros.

Esta comunicacao exerce tamanha influéncia sobre os organismos que possuem ca-
pacidade de detectar estes sinais seja a longas ou pequenas distancias e, com base nestas
informacoes recebidas ou coletadas, direcionam seu movimento, permanecem ou partem do
local em que estao em busca de uma regiao "mais" favoravel. Por exemplo, cigarras macho
produzem um canto com o intuito de promover a formacao de grupos facilitando a repro-
dugdo, todavia este som atrai seus parasitas Colcondamyia auditriz (Silveira, 2010; Hassel,
1978).

Particularmente, em sistemas presa-predador, os predadores tendem a agregar-se em
regioes de maior concentragao de presas como resultado de uma busca nao aleatéria. Analoga-
mente, presas tendem a agregar-se em regides de menor concentracao de predadores (Silveira,
2010; Hassel, 2000). Esta capacidade de orientar a movimentagao em resposta a estimulos
ou sinais emitidos pelo meio, denominada taxia, em geral nao é considerada nos modelos
matematicos para invasoes de presas e predadores.

Neste trabalho estamos especialmente interessados em analisar os efeitos da movimen-
tacao dos predadores com relacao as presas sobre a sua dinamica espaco-temporal. Vamos
supor que predadores possuem a capacidade de detectar regioes de maior concentracao de
presas e entao orientar sua movimentacao. Estudamos e construimos modelos mateméticos
discretos que descrevem a interacao entre duas populagoes, formulados via RMA.

No Capitulo 1 apresentamos aspectos basicos para formulacao de modelos continuos de
reacao-dispersao, seguido da construcao de modelos discretos de reacao-difusao via Rede de
Mapas Acoplados. Ainda neste capitulo, apresentamos a formulacao continua correspondente
ao modelo discreto.

O modelo classico de Hassel e colaboradores (1991), no qual & dindmica parasitoide-
hospedeiro de Nicholson-Bailey é acrescentada a movimentacao espacial, é apresentado no
Capitulo 2. Ainda neste capitulo, analisamos um modelo de RMA com a dinamica presa-
predador de Neubert et al. (1992) e propomos, para uma RMA, uma dinamica presa-predador
com resposta funcional Holling tipo II.

No Capitulo 3, desenvolvemos um modelo presa-predador discreto com o objetivo
de analisar e simular a dinamica espago-temporal de uma populagao de insetos herbivoros
(presas) e seus predadores. Consideramos explicitamente o comportamento de movimentagao
das espécies, isto é, o comportamento de taxia, e analisamos seus efeitos sobre os resultados
dos modelos através da comparacao das séries temporais e do padrao espacial das espécies
quando diferentes tipos de movimentacao sao implementados. Finalmente, reservamos as

Conclusoes para as consideragoes finais sobre o trabalho.



Capitulo 1

DISPERSAO POPULACIONAL

Muitos pesquisadores tém desenvolvido modelos matematicos com a finalidade de
melhor interpretar os fendémenos que descrevem os comportamentos populacionais.

Tal interesse surge da necessidade de compreender problemas como epidemias, orga-
nizacao de ecossistemas e impactos ambientais assim como a preocupacao de entender como
funcionam as interagoes ecologicas (Araujo & Aguiar, 2012; Murray, 1993). Sobretudo no
aspecto das invasoes bioldgicas que representam uma das maiores ameacas a biodiversidade
e a agricultura em todo mundo e frequentemente resultam em grandes perdas econdmicas
(Petrovskii & McKay, 2010).

Os modelos buscam a descricao de interacoes entre espécies com o objetivo de capturar
a esséncia dos processos biologicos envolvidos no sistema, utilizando para tanto formalismos
matematicos que descrevam o comportamento das populagoes (Battel, et al., 2012; Kot,
2001).

Apresentaremos, neste capitulo, aspectos bésicos para a descricao de processos con-
tinuos de crescimento e dispersao populacional. Inicialmente representaremos a equacao de
conservacao seguida dos principais fluxos de movimentacao. Por fim, comentaremos detalhes

gerais para a formulacao de tais processos através de modelos discretos.

1.1 Equacao de Conservacao

Muitos modelos matematicos que descrevem interacoes populacionais e que conside-
ram a dispersao e seus efeitos sobre a distribuicao espacial dos individuos sao formulados via
Equacoes Diferenciais Parciais, obtidas fundamentalmente por meio de principios de conser-
vacao (Mistro, 1998).

As mudancas da densidade dos individuos e consequentemente da distribui¢ao em uma
regiao do espaco sao determinadas pelos processos de entrada e saida através das fronteiras
do dominio considerado e pelos processos de aparecimento e eliminagao de individuos dentro
da regiao. Podemos descrever tais mecanismos definindo as seguintes quantidades:

a(x,t) = densidade de individuos na posi¢do = no tempo t;

J(x,t) = fluxo de individuos na posi¢do x no tempo t, isto é, representa o nimero de indivi-
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duos que atravessam uma unidade de area em x no sentido positivo, por unidade de tempo;
f(z,t) = fungao que descreve o niimero de individuos que estao surgindo e/ou desaparecendo
por unidade de volume em x no tempo t.

Assumimos que os individuos se movimentam em um espaco unidimensional, por exem-
plo um tubo, e que a area da secao transversal deste "tubo", A(z,t), é constante ao longo de
sua extensao. Fixamos um intervalo (z,z 4+ Ax) para que possamos descrever os processos.
Assumindo que o fluxo é positivo, ou seja, as entradas ocorrem na direcdo crescente de x, o

namero total de individuos, em (z,z + Ax) no tempo t é:

/HA:E a(s,t)A(s,t)ds, (1.1)

e a taxa liquida de individuos criados e/ou eliminados em (x,x + Az), no tempo t, sera:

oAz
/ f(s,t)A(s, t)ds. (1.2)

Com isto, a taxa de variagdo do nimero de individuos no intervalo (z,z + Az) cor-
responde ao fluxo liquido de individuos através das fronteiras do intervalo mais a taxa de

individuos criados/eliminados.

%/:erﬂ a(s,t)A(s,t)ds = J(m,t)A(a:,t)—J(x—i—Ax,t)A(m—i—Am,t)—l—/:JrAx f(s,t)A(s, t)ds,

(1.3)
onde J(z,t)A(x,t) e J(x+ Ax,t)A(x+ Az, t) representam as entradas e saidas de individuos
pelas fronteiras = e (x + Az), respectivamente, por unidade de tempo.

Aplicando o Teorema Fundamental do Célculo, obtemos

AT Da(s, t)A(s,t)  OJ(s,t)A(s,t)
/x ( T + Ep — f(s,t)A(s, t)) ds = 0. (1.4)
Da continuidade do integrando segue que
da(x,t)A(x,t) _ _0J(z,t)A(z,t) b Fla Az D). (1.5)

ot ox

Supondo que a se¢ao transversal do tubo é constante, isto é, A(z,t) = A, substituimos na

equagao (1.5) obtendo:
da(z,t)  0J(x,1)
T o + f(x,t). (1.6)

Esta é a equacao de conservacao unidimensional aplicada em muitas situacoes, em cada caso

¢ necessario escolher o fluxo J e a fun¢ao de crescimento f(z,t) que melhor capturem os
efeitos particulares que levam ao movimento e crescimento da populagao.

H& trés formas classicas principais para a funcao densidade de fluxo que frequen-
temente sao empregadas na formulacao de modelos de dispersao de organismos biologicos,
(Edelstein-Keshet, 1988):



13

(i) Convecgao

Individuos em um fluido em movimento podem assumir a velocidade deste fluido,
como por exemplo, quando particulas de pd, sementes ou polen sao carregados pelo vento.

Se v for a velocidade do fluido, o fluxo dos individuos ¢ dado por:
J(z,t) = va(z,t), (1.7)

onde v pode variar de acordo com a posicao e o tempo.
Substituindo na equacao de conservacao, obtemos:
da(z,t) Olva(z,t)]

ot = —T—l—f(x,t) (18)

com v > 0 se 0 movimento for na direcao crescente de x.

Esta ¢ a equacao de conservacao unidimensional com fluxo convectivo.
(ii) Difusao

Algumas particulas e seres vivos exibem em sua movimentacao, trajetorias individuais
irregulares que podem ser consideradas aleatorias, de modo que o espalhamento coletivo apre-
senta um padrao regular. Este processo é chamado Difusao. Isto ¢, o processo difusivo é uma
descricao macroscopica de sucessivas combinacoes de movimentos individuais microscopicos
aleatorios e independentes.

O processo difusivo ¢ um dos mais importantes mecanismos de transporte utilizado
por organismos biologicos (Silveira, 2010; Holmes et al. 1994). Por exemplo, alguns insetos
herbivoros utilizam o movimento aleatorio como estratégia para encontrar alimento (Rodri-
gues, 1998). Outros exemplos sdo o de particulas de p6 no ar que se movimentam sob a
influéncia de choques com as moléculas do meio, e a conducao de calor em fluidos, em que a
energia térmica ¢é difundida de regioes de maiores temperaturas para menores.

O fluxo difusivo segue a lei de Fick, isto é, o fluxo é proporcional ao gradiente de
concentragao e no sentido contrario ao das maiores concentragoes (Mistro, 1998):

J(z,t) = —DM, (1.9)
ox

onde D representa o coeficente de difusao, isto é, a capacidade de dispersao dos individuos.
Pode depender da posigao e/ou da densidade, D > 0.

Substituindo na equacao de conservacao obtemos,

da(xz,t) 0 da(z,t)]
ot oz [D—

5 } + f(x,1). (1.10)

Esta é a equacao de conservacao unidimensional com fluxo difusivo.

(iii) Taxia



14

Trata da tendéncia de movimento em resposta a estimulos emitidos pelo meio, seja
local ou nao local. Segundo Segel (1984) apud Rodrigues (1998), todo organismo movel
responde por taxia a pelo menos um estimulo. Estes estimulos podem ser atratores, taxia
positiva, ou repulsores, taxia negativa. Existem muitos tipos de taxia conhecidos, tais como:
quimiotaxia, fototaxia, termotaxia, fitotaxia, presa-taxia, entre outros. O processo de quimi-
otaxia, transporte estimulado por substancias quimicas, foi estudado por Keller- Segel (1970)
no classico artigo em que analisam o processo de agregacao das amebas Dictyostelium dis-
cotdeum em resposta a falta de alimento. As amebas excretam e movimentam-se em direcao
as maiores concentracoes da substancia quimica adenosina monofosfato ciclica (AMPc).

Outros exemplos sao o do girassol que apresenta fototaxia, isto ¢, orienta seu mo-
vimento em resposta a estimulos luminosos, posicionando-se sempre a frente da luz, e das
formigas que secretam feromonios como forma de prevenir o restante do grupo contra perigos
e/ou para trilhar caminhos da fonte de alimento até o formigueiro.

Para descrever o fluxo por taxia consideremos uma fun¢do p(z,t), representando a
fonte de atracao ou repulsao para os individuos e y a constante que indica a intensidade
de atracao (x > 0) ou repulsdo (x < 0) do gradiente de p(x,t). A direcdo e magnitude do
movimento de taxia serdo determinadas pelo gradiente de p(z,t) (Silveira, 2010). Nestas
condicoes o fluxo por taxia é descrito por:

Op(z,t)

J(x,t) = Xa(w,t)T7 (1.11)

substituindo na equacao de conservacgao, segue que

w = —% {a(x,t)x%ﬂ} + f(z,1), (1.12)

é a equagao de conservacao unidimensional com fluxo por taxia.

1.2 Modelos Continuos de Reacao-Difusao

A primeira tentativa de modelagem matemética de invasoes biologicas foi apresentada
por Brownlee (1911) na descrigdo de dispersdo de epidemias (Mistro, 1998). Apoés alguns
anos, Fisher (1937) desenvolveu um modelo para analisar o processo de dispersao de um
gene dominante sobre uma populagao. Fisher considerou em seu modelo que a populacao
crescia localmente segundo a equacao logistica e apresentava dispersao por difusdo. A equacao
utilizada por Fisher foi: )

% :D%+ra(1—a), (1.13)
onde D e r representam o coeficiente de difusao e a constante de crescimento especifica,
respectivamente.

Em 1951 Skellam, através de uma adaptacao do modelo de Fisher, descreveu o processo

de invasao do rato almiscarado pela Europa. O modelo era composto por um fluxo difusivo
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associado a um crescimento malthusiano e permitiu concluir que a raiz quadrada da area

colonizada cresce linearmente com o tempo.

— =D— +ra. (1.14)

A partir dai, modelos de reagao-difusao tém sido amplamente utilizados na descricao de
invasoes biologicas (Mistro, 1998; Androw et al., 1993; Okubo, 1980; Murray, 1989, Kareiva
et al., 1992; Shigesada, 1997; entre outros).

Os modelos de Equacoes Diferenciais Parciais sao particularmente adequados para
analisar a dinamica de populagoes quando a densidade, o espaco e o tempo podem ser tratados
como continuos. Quando uma destas hipdteses nao é vilida, uma formulacao matematica

alternativa deve ser adotada.

1.3 Redes de Mapas Acoplados em Modelos de Reacao-
Difusao

Para muitas espécies os processos de crescimento e/ou dispersao ocorrem em etapas
discretas de tempo, sendo em muitas situacgoes, sem sobreposicao de geracoes. Por exem-
plo o P. cuyabana, uma espécie de besouro que danifica principalmente plantacoes de soja,
apresenta uma tnica geragao por ano (Oliveira et al., 1997). Fenomenos como este sdo me-
lhores descritos via modelos em que o tempo é considerado discreto. Se além do tempo
discreto, o espaco também for composto de "manchas" de regioes favoraveis, entao a varia-
vel espacial também deverd ser considerada discreta. Neste caso, a formulacao matematica
mais adequada & dinamica da populagio é a chamada Rede de Mapas Acoplados (Coupled
Map Lattices- CML). Sao sistemas dinamicos que consideram as variaveis que representam
o tempo e o espaco discretas, enquanto a varidvel que representa densidade é considerada
continua. Assim, o modelo é descrito por equacoes a diferencas acopladas pela dispersao.

Para a formulacao dos modelos vamos admitir o espaco como um dominio finito bidi-
mensional, dividido em regides ou sitios ("patches") discretos (como uma rede) cujos pontos
centrais sao identificados pelos indices 7 e j com 1< 4,5 < n. Em cada vértice desse reti-
culado, representaremos uma densidade média da populagao do sitio centrado nesse vértice
(Rodrigues, 2011). Assim o estado do "patch" (i, ), é descrito por um ou mais valores
simultaneos, representando a(s) densidade(s) dos individuos. Portanto, o estado do sistema
dinamico na etapa t sera descrito por uma ou mais matrizes que se atualizam em paralelo a
cada etapa de tempo (Rodrigues, 1998). O comportamento coletivo exibido é resultado de
sucessivas etapas de dispersao e interacao em cada "patch" que compde o reticulado.

Apobs a etapa de movimentacao, as interagoes entre os individuos ocorrem localmente,

isto é, em cada "patch". Esta etapa é descrita por um conjunto de equacoes a diferencas,
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dependendo do niimero de espécies envolvidas,

NIF = f(N;5), (1.15)

2%
onde Ni{j representa a densidade de individuos no "patch" (7, j), no tempo ¢ e f descreve o
crescimento da espécie.

Assim, o modelo fica composto por dois estagios, uma etapa de movimentacao seguida
pela etapa de interagao, que ocorrem em cada intervalo discreto de tempo.

Durante a etapa de movimentacao, cada individuo pode migrar para um dos sitios
de uma vizinhanca pré-determinada através de regras que representarao o comportamento
de movimentacao da espécie. Como vizinhanca podemos considerar apenas os vizinhos mais
proximos ou até mesmo todo o reticulado, caso este, em que teriamos um acoplamento global.
Podemos ainda estabelecer uma vizinhanca que melhor descreva o fenoméno a ser estudado.
Dentre as vizinhancas mais utilizadas destacamos a vizinhanga de von Neumann (Figura 1.1),

que considera um acoplamento com os quatro "patches" mais proximos, isto é,

‘/z}j = {(Z - 17j)7 (Z + 17j)7 (zv] - 1)7 (Zvj + 1)}7 (1'16)

e a de Moore (Figura 1.2), em que o acoplamento é com os oito "patches" mais proximos

(i+1,), i+ 1,j+ D} (1.17)
(i-13)

(a+13)

Figura 1.1: Vizinhanca de von Neumann.

G151 | 615 | GLij+1)

(+151) | G+, |E+Li+1)

Figura 1.2: Vizinhanca de Moore.

Neste trabalho, utilizamos a vizinhanga de Neumann.
Para os "patches" que pertencem as fronteiras do dominio s@o necessarias condicoes

que descrevam o fluxo de individuos. Ha trés tipos de condigoes de fronteira usuais:

e fronteira reflexiva- neste caso os individuos nao podem atravessar as fronteiras, per-

manecendo no interior do dominio. Apropriada para descrever situagoes em que a
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populacao se encontra em uma regiao fechada (como uma ilha), ou quando a espé-
cie é dotada de sistema de percepcao capaz de distinguir o dominio como uma regiao

adequada ao seu desenvolvimento;
e fronteira absorvente- os individuos que se dispersam para fora do dominio sao perdidos;

e fronteira ciclica- nesta situagao, o dominio é considerado infinito, isto €, os individuos
que atravessam uma fronteira sao automaticamente inseridos na fronteira oposta. Desta
forma, as fronteiras delimitadas pela primeira e iltima linha tornam-se adjacentes, de

maneira analoga a primeira e tltima coluna.

Vamos agora descrever o processo de dispersao via difusao em um modelo de Rede
de Mapas Acoplados. A cada iteragdo, uma fragdo u, (0 < p < 1), de individuos deixara
o "patch" (i,7) e dispersar-se-a equitativamente para cada um dos quatro "patches" per-
tencentes a V;;, permanecendo (1 — ) em (4,j). Analogamente em (7,7) entrarao fracoes
proporcionais as densidades de seus quatro vizinhos mais proximos. A Figura (1.3) representa

o esquema de movimentagao.

Figura 1.3: Esquema de movimentagao.

Podemos, entao, descrever os processos de abandono e entrada de individuos em um

"patch" com as seguintes expressoes:

S, = uN,. (1.18)
¢ M t
Ei,j - Z Z Nr,s? (119)
(r,5)€Vi,

t t , . . ~ .
onde Siyj e Ei,j representam as saidas e entradas em (7, j), na geracgdo t, respectivamente.

Assim, a equacao que descreve a dispersao dos individuos em cada sitio é:

't art t t
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Ou ainda,

NG = -pN+ 5 ST N (1.21)
(r,5)eVij

onde N;tj representa a densidade individuos no "patch" (i, j) apos a etapa de movimentagao
da geracao t.

A simples apresentacao das regras de movimentacao nao deixa claro que, de fato, o
processo é difusivo. No entanto, na secao 1.4 apresentaremos a passagem ao limite continuo,
onde podemos perceber claramente o cardter de difusao da regra de movimentacao ((1.21]).

No que segue, vamos nos referir a este tipo de movimentacao por difusao e a fracao pu

serd chamada de coeficiente difusivo.

1.4 Limite Continuo-Equacao de Difusao

Nosso objetivo agora ¢ construir uma aproximacao continua macroscopica correspon-
dente ao modelo discreto. Isto é, construir um modelo continuo que represente o processso de
movimentacgao a partir de um modelo discreto microscopico, que representa a trajetoria indi-
vidual da populacao. Em particular, vamos utilizar um modelo de caminhos aleatérios que,
apesar de assumir hipoteses simplistas sobre movimentacao individual, apresentam grande
precisao em escala macroscopica. Com isto, poderemos verificar a consisténcia do modelo
discreto comparado a um modelo continuo via Equacoes Diferenciais Parciais.

Vamos assumir que os individuos movimentam-se em um reticulado bidimensional
com passos constantes de comprimento Ax ou Ay em um intervalo de tempo At, supondo
Az, Ay e At suficientemente pequenos. Consideraremos que cada individuo pode se movi-
mentar para um de seus quatro vizinhos mais proximos ou permanecer na posi¢ao original.
Denotaremos por H(x,y,t) a densidade de individuos na posi¢ao (x,y), no tempo t. Defini-
mos % a probabilidade de um individuo disperar-se & direita, a esquerda, para cima ou para
baixo. Com isto, a probabilidade de permanecer na posi¢ao (x,y) serd (1 — p). A Figura 1.4
representa o esquema de movimentacgao.

Nestas condicoes, a equacao que descreve os processos de saidas e entradas na posicao

(z,y) em um intervalo de tempo At é dada por:
H(z,y,t+ At) = H(x,y,t)— pH(z,y,t) + %H(:c— Az, y,t) + %H(:c—l—Ax,y,t) +
+EH(ey — Dy, t) + LH @y + Dy.1), (1.22)

e, %H(x—

Ax,y,t), %H@ + Ax,y,t), %H(:v, y— Ay, t), %H(:p, y+ Ay, t) representam a densidade de

individuos que dispersam para a posicao (z,y) oriundos das posigoes (r — Az, y), (x+ Ax,y),

onde pH (z,y,t) representa o nimero de individuos que abandona a posigao (z,y)

(x,y — Ay) e (z,y + Ay), respectivamente.
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Figura 1.4: Esquema de Movimentagao.

Observe que a hipotese de movimento aleatorio pressupoe que nao héa interacao entre
os individuos e/ou com o meio, uma vez que supomos que a probabilidade de dispersao para
posi¢es vizinhas (especificadas) é a mesma para qualquer posi¢ao do espago.

Como estamos supondo que nao ocorre nada notével no fendémeno em um intervalo
de tempo At, é razoavel substituir a funcdo H(x,y,t) por uma funcdo continua h(z,y,t)

definida Vz,y,t € R. A funcao h(z,y,t) deve satisfazer a equacao (1.22)):

h(z,y,t+ At) = h(z,y,t) — ph(z,y,t) + %h(x — Az, y,t) + %h(ﬂf + Az, y,t) +

—i—%h(x, y— Ay, t)+ %h(m, y+ Ay, t). (1.23)
Expandindo h(z,y,t+ At), h(zr £ Ax,y,t) e h(xz,y £ Ay, t) em séries de Taylor em poténcias
de At, Az e Ay:

2

Oh 10%h

2

- oh 1 0%h ) ,

2

Oh 10°h

onde O[(Ax)3], O[(Ay)?] e O[(At)?] representam os termos de ordens maiores ou iguais a
(Az)3, (Ay)? e (At)3, respectivamente. Vamos substituir as expressoes ((1.24)), (1.25)) e (1.26)
na expressao (1.23). Apoés algumas simplificagoes, mantemos os termos até a ordem de (Ax)?,
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(Ay)? e (At)?, obtendo:

2 2 2

oh 0-h 2 12 0“h 2 0“h 2
— At + — At) == =— A — A . (1.2
0ot S e =4 (SR e + Shwn 0@’ ) . (20

Dividindo ambos os lados da equacao por At, obtemos

%(m,y,t) ~ —%(x,y,t)(&t) +5 (%@,;,,t)%) +5 (g—yg(x,y,t)(Ay) ) (1.28)

Tomamos os limites Az — 0, Ay — 0 e At — 0 e definimos

2 2
i SO o o BT, i
Como os demais termos da equacao tendem a zero, resulta em
oh 0%h 0?h
5(3:, y,t) = Dl@(:c, y,t) + DQa_yQ(x’ y,t). (1.30)
Considerando Dy = Dy = D, obtemos segue que
%(m, y,t) = DAh, (1.31)

a equacao de difusao bidimensional, onde A é o operador Laplaciano.
No proximo capitulo vamos apresentar trés modelos do tipo Rede de Mapas Acoplados

que descrevem a dinamica de duas espécies que interagem e se dispersam via difusao.



Capitulo 2

MODELOS DISCRETOS DE
REACAO-DIFUSAO

O estudo de modelos matematicos que descrevem as interacoes presas-predadores
e hospedeiros-parasitoides sao de grande importancia em Ecologia, sobretudo quando em-
pregado de modo a analisar as relacoes entre pragas agricolas e seus inimigos naturais em
programas de Controle Biologico (Battel, et al., 2012). Nestes sistemas é imprescindivel
analisar se o parasitoide ou predador poderia de fato regular o crescimento populacional das
pragas instaladas sobre uma plantacao de interesse econdémico, de modo a reduzi-las a niveis
toleraveis a agricultura.

Neste capitulo, estudamos modelos que descrevem a interagao de parasitoides-
hospedeiros e presas-predadores. Estudamos primeiramente a evolucao temporal de presas
e predadores assumindo que os individuos encontram-se homogeneamente distribuidos no
espaco e que interagem igualmente uns com os outros. A seguir admitimos que o espago é
heterogéneo e incluimos a variavel espacial explicitamente através de um modelo de Rede
de Mapas Acoplados. Com isto, vamos estudar a evolucdo espaco-temporal das espécies

considerando que se dispersam via difusao.

2.1 Modelo Parasitoide-Hospedeiro

Uma das primeiras aplicagoes de modelos matematicos em tempo discreto para anali-
sar o crescimento populacional entre duas espécies de insetos foi desenvolvido por Nicholson-
Bailey (1935) (Allen, 2007). O modelo foi desenvolvido para analisar o comportamento do
parasitoide Encarsia formosa e seu hospedeiro Trialeurodes vaporarium (Allen, 2007).

Parasitoides sdo organismos que exploram seus hospedeiros até a morte. Ambos,
parasitoide e hospedeiro, apresentam ciclo de vida composto pelas fases: ovos, larva, pupa
e adulto. Durante seu ciclo de vida, a fémea do parasitoide apds uma busca, deposita seus
ovos sobre ou dentro do corpo do seu hospedeiro. Por este motivo, sao frequentemente
utilizados como agentes no controle biologico de insetos praga (Allen, 2007). Um exemplo

bem sucedido de Controle Biologico é o da praga Phyllocnistis citrella, também conhecida
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como larva-minadora-dos-citrus, que afeta as plantacoes de citrus no Brasil. Esta praga foi

controlada com a liberacao de seu parasitoide Ageniaspis citricola.

2.1.1 Modelo Parasitoide-Hospedeiro: Dinamica Local

Em seu modelo Nicholson & Bailey (1935) consideram uma populac¢do de insetos
parasitoides especialista e seus hospedeiros, assumindo que ambos possuem geracgoes discretas

e sincronizadas. As hipoteses para a construcao do modelo sao as seguintes:
e hospedeiros parasitados dao origem a parasitoides na proxima geracao;
e hospedeiros nao parasitados dao origem a hospedeiros na préoxima geracao;
e a fracao de hospedeiros parasitados depende da taxa de encontros com os parasitoides;
e apenas o primeiro encontro entre as espécies é relevante a populacao de parasitoides.

Consideraremos que H' e P! representam as densidades de hospedeiros e parasitoi-
des na geracdo t. As equacOes de Nicholson-Bailey que descrevem a dinamica parasitoide-

hospedeiro sao:

Hi+l — THte—aPt
t+1 t 7 Pt (2'1)
Pt =cH! (1 —e ),
para r, a, e ¢ constantes positivas que representam:
r - a taxa de crescimento intrinseca dos hospedeiros;
a - a eficiéncia do parasitoide em encontrar um hospedeiro;
¢ - o nimero médio de ovos viaveis liberados por um parasitoide sobre um hospedeiro.
Observe que quando P! = 0, H'*' = rH!. TIsto & na auséncia dos parasitoides

a populagao de hospedeiros cresce segundo a equagao de Malthus, a uma taxa constante.

Contudo, na presenca dos parasitoides, podemos observar um decaimento na populacao de

. . _ 13
hospedeiros. Assim, o termo e~%F

aP?t

indica a fracao de hospedeiros que escapa do parasitismo,
enquanto 1 — e~ *" representa a fracao de hospedeiros parasitada na geracao t.

Pontos de Equilibrio do Modelo Parasitoide-Hospedeiro

O modelo de Nicholson-Bailey admite duas solugoes de equilibrio, as quais serao
representadas por (Hy, Py), com 0 < k < 1. Para que possamos determind-las ¢ necessério

que:

(2.2)

H™' = H' = Hy,
pttl = pt = P,.

Substituindo (2.2)) em (£2.1)) encontramos (Hy, Py) = (0,0), que corresponde a extingao

rinr  Inr
de ambas as espécies e (Hy, P) = ﬁ7 —), com r > 1, para que o ponto seja
ac(r — a

biologicamente viavel. Este tltimo corresponde a coexisténcia das espécies.
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Estabilidade dos Pontos de Equilibio do Modelo Parasitoide-Hospedeiro

A seguir vamos analisar se os pontos de equilibrio sao estaveis e quais as condicoes
para que isto aconteca. Utilizaremos o Critério de Estabilidade para Equacoes a Diferencas,

estabelecido pelo seguinte teorema:

Teorema 1 (Allen, 2007): Considere f(z,y) e g(x,y) com derivadas parciais de pri-
meira ordem continuas em z e y em um conjunto aberto de R? que contenha (Z,%). Entao,

o ponto de equilibrio (Z, ) do sistema nao linear

{ Tip1 = f(z, yt) (2.3)

Yt+1 = g(fta yt)

é localmente (assintoticamente) estavel e os autovalores da matriz jacobiana aplicada no

equilibrio (Z,y) satisfazem | ;| < 1 se,

onde Jiz 5 € a matriz Jacobiana associada ao sistema avaliada no ponto de equilibrio. O
equilibrio sera instavel se algum |)\;| > 1, isto é, se alguma das inequagoes em (|A.32) nao for

satisfeita. Ou seja, se

TrlJagl > 1+ det[Jzg), (2.5)
ou
ou

Aplicamos o Teorema 1 a

f(H,P)=rHe ",
g(H,P)=cH(1—e"),

onde omitimos os indices que indicam tempo afim de simplificar a notagdo. Assim,

af of —aP;, —aPy
ko) T 0g. 99 o _ p—abx —aPy
OH (Hy,P,) 0P (Hy,Py) c(l—e ) acHye

e Para (Hy, P1) = (0,0), segue que

r 0
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Assim
TT['](HLPl)] =T, (2'8)

d(it[J(HLpl)} = 0. (29)

Pelo Critério de Estabilidade (A.32)) temos
Ir| < 1. (2.10)
Logo, o ponto (0,0) sera estavel para 0 < r < 1, ja que r > 0 por hipotese.

[ [
e Para (Hy, Py) = <%, %), temos

—rinr
G
_ c\r —
it pr) = c(r—1) Inr
r r—1
Com isto,
Inr
Tr{Jim,,py) =1+ : (2.11)
r—1
) z
det[J ,.py)] = W1 + lnr. (2.12)
r —
De (A.32)
[ [
1+ 1+ < 2, (2.13)
r—1 r—1
Da primeira desigualdade de (2.13)), temos:
TNy ML (2.14)
_ _ —Inr .
r—1 r—1’
1)1
2+ M > 0. (2.15)
7"‘ N

Podemos observar que a desigualdade (2.15) serd sempre valida para r» > 1. Da segunda
desigualdade de (2.13) segue:

Inr Inr
<1+

1
+r—1 r—

- (2.16)

de onde também verificamos veracidade para r > 1.
Por fim, da ultima desigualdade de (2.13)), devemos ter

l
det[J w,,p,)] = Lrl +Inr <1, (2.17)

a qual é equivalente a
rinr —r+1 <0. (2.18)
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Vamos mostrar que (2.17)) nao é satisfeita para nenhum dos valores dos parametros. Definimos
S(r)=1—r+rinr. (2.19)

Observe que S(1) =0, e
S'(r) = Inr-. (2.20)
Assim S’(r) = Inr > 0, ¥V r > 1. Portanto S(r) é uma fungdo crescente de r e consequente-
mente S(r) > 0, Vr > 1. Assim (2.17) nunca é satisfeita.

Logo, o ponto (Hj, P,) é instavel para r > 1. Para r < 1, o ponto deixa de existir
biologicamente.

A Figura 2.1 ilustra a evolucao temporal das populagoes de parasitoide e hospedeiro.
Fixamos a = 0,5 e ¢ = 1 e as densidades inicial de hospedeiros e parasitoides correspondentes
aos valores 1 e 0,5, respectivamente. As curvas azul e verde representam as populacoes de

parasitoide e hospedeiro, respectivamente.

Hospedeiros Pamsitoides
Hospedeiros Pramsitoides
=

Figura 2.1: Evolugao temporal das populagoes de parasitoide (azul) e hospedeiros (verde)
para (a) a =0,5,7r=0,8ec=1;(b)a=0,5,r=2ec=1.

A Figura 2.1 (a) representa a evolu¢ao temporal de parasitoides e hospedeiros consi-
derando r = 0,8, a = 0,5 e c = 1. Podemos observar que os hospedeiros vao a extincao logo
apos os parasitoides. Na Figura 2.1 (b), escolhemos r = 2, a = 0,5 e ¢ = 1. Neste caso,
ambas as espécies apresentam oscilacoes com amplitudes crescentes que conduzem a extin-
¢ao. Para algumas escolhas dos parametros, as solugoes apresentam oscilacoes divergentes,

seguidas de extincao de parasitoides e crescimento exponencial para os hospedeiros.

2.1.2 Modelo Parasitoide-Hospedeiro com Difusao

Nesta se¢do vamos considerar o modelo de Nicholson-Bailey (1935) em um meio
espacialmente estruturado, com objetivo de investigar os possiveis efeitos da inclusao de
movimentacao para parasitoides e hospedeiros sobre a sua dindmica. FEste problema foi
estudado por Hassell et al. (1991), onde verificaram que a dinamica do modelo é claramente
alterada ao considerarmos o espaco explicitamente no sistema. A persisténcia das espécies e

diferentes padroes espaciais surgem neste modelo, como veremos a seguir.
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A formulacao do modelo se da sob o viés de Rede de Mapas Acoplados. A cada
geracdo t o estado do "patch" (i, 7j) é descrito por dois valores simultaneos, a densidade de
hospedeiros nyj e a densidade de parasitoides Pf] Para cada etapa de tempo, hospedeiros
e parasitoides movimentam-se por difusao sendo que a dinamica local (vital) que atua em
cada sitio apds o estagio de movimentacao, serd dada pelas equagoes . Vamos considerar
que durante o estigio de movimentacao uma fracao puy de hospedeiros e uma fracao up de
parasitoides abandonam cada sitio. Desta forma, de acordo com a equacao , o estagio
de movimentacao do modelo parasitoide-hospedeiro com difusao é descrito pelas seguintes
equacoes.

Estagio de dispersao para hospedeiros e parasitoides:

’ 1952
Hij = —pu)Hi;+ =7 3 Hy,

17] u 4 (r,8)EVi; (2 21)
’ P .
= (= pe)Pl+ 225 P
(r,s)€Vi;
Estagio de interagao entre as espécies:
t+1 't 7aPi/t-
Hij = er-/e - (2.22)
Pitlii = cHifj(l — e i),

2.1.3 Simulacoes

Implementamos os programas desenvolvidos com o software Mathematica. Conside-
ramos um dominio cujas dimensoes sao 50 x 50, com condicoes de fronteira reflexivas. As
distribuicoes iniciais sao:

0 _ po { 0, para i # 25 ou j # 25 (2.23)

A 0,8 para 1 = j = 25.

Para todos os resultados apresentados consideramos r = 2, a = 0,5 e ¢ = 2 e variamos
os coeficientes difusivos de hospedeiros e parasitoides.

Os diferentes tipos de dinamica espacial observados dependem criticamente das fragoes
de hospedeiros e parasitoides adultos que dispersam em cada geragao (Comins et al., 1992).
Treés tipos de padroes espaciais foram observados: caos espacial, formacao de ondas espirais
e padroes heterogéneos estaveis. Para valores baixos de uy, a dinamica tende a apresentar
caos espacial, a menos que pup seja muito alto, caso em que observamos a formacao de
padroes heterogéneos estaveis. Se supusermos valores intermediarios para pug e pp, 0 que
encontraremos sao padroes espirais. HA combinagoes de valores muito pequenos de py ou pup
para os quais a dinamica vital prevalece, isto ¢, uma ou ambas as espécies tornam-se extintas.

Os graficos a seguir apresentam a evolucao temporal e as respectivas distribuicoes
espaciais de parasitoides e hospedeiros. Nas figuras que representam a distribuicao espa-

cial, os tons de cinza mais escuros (claros) correspondem a maiores (menores) densidades
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populacionais.

Na Figura 2.2 apresentamos as densidades de hospedeiros e parasitoides para o modelo
(2.1), isto é, estamos assumindo que o meio é espacialmente homogéneo. Podemos observar
que a populacao de parasitoides vai & extincao enquanto a de hospedeiros cresce ilimitada-
mente. Na Figura 2.3 (a), exibimos a evolu¢ao temporal de hospedeiros e parasitoides para
o modelo e e pg = 0,8 e up = 0,7. Podemos observar a persisténcia de ambas
as espécies quando a movimentacao é acrescentada ao modelo. A série temporal das popula-
¢Oes exibem um comportamento aparentemente cadtico. Na Figura 2.3 (b), apresentamos a
variagao temporal de densidades de parasitoides e hospedeiros no sitio (25,25). A distribui-
cao espacial apresenta a formacao de ondas espirais para parasitoides e hospedeiros, como
ilustram as figuras 2.4 e 2.5, respectivamente. As estruturas espirais sao caracterizadas por
densidades populacionais locais formando ondas espirais, que giram em uma ou outra dire¢ao
em torno de pontos focais quase imoéveis. As ondas espirais de hospedeiros e parasitoides se
movimentam de maneira justaposta uma acompanhando o movimento da outra (Rodrigues,
2011).
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0 200 400 600 800 1000 o 200 400 &0 200 1000

t t

Figura 2.2: Evolugao temporal para hospedeiros (& esquerda) e parasitoides (& direita), res-
pectivamente, para a = 0,5, r =2 e c = 2.
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Figura 2.3: (a) Densidade total de hospedeiros (verde) e parasitoides (azul); (b) Densidade
populacional de hospedeiros e parasitoides no "patch" (25,25), para a = 0,5, 7 = 2, ¢ = 2,
pwg =0,8e up =0,7.

Para confeccionar as figuras 2.6, 2.7 e 2.8 escolhemos uy = 0,01 e up = 1. Observa-

mos na Figura 2.6 (a) que as densidades populacionais totais de parasitoides e hospedeiros
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=

Figura 2.4: Distribuicao espacial de parasitoides nas iteragoes 10, 550 e 1000, para a = 0, 5,

r=2c=2 pug=08epup=0T.

A

L3

Figura 2.5: Distribuicao espacial de hospedeiros nas iteragao 10, 550 e 1000, respectivamente,
paraa=0,5,r=2,¢c=2, ug =0,8e up =0,7.

tornam-se constantes os transientes. Os resultados apresentados na Figura 2.6 (b) exibem

densidades constantes para hospedeiros e parasitoides no sitio (25,25). Nas distribuigoes

espaciais, verificamos a formacao de padroes heterogéneos estaveis, ou estruturas cristalinas,

que caracterizam-se por apresentar densidades constantes em cada "patch". "Patches" com

altas densidades sao cercados por "patches"com densidades menores. Pode-se acompanhar a

distribuicao espacial das espécies nas figuras 2.7 e 2.8.
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Figura 2.6: (a) Densidade total de hospedeiros (verde) e parasitoides (azul); (b) Densidade
populacional de hospedeiros e parasitoides no "patch" (25,25), para a = 0,5, r =2, ¢ = 2,

pg =0,0L e pup =1.

Figura 2.7: Distribuicao espacial de parasitoides nas iteragoes 30, 999 e 1000, respectiva-
mente, paraa =0,5,r=2,c=2, ug =0,01 e up = 1.
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Femaduimaan

Figura 2.8: Distribuicao espacial de hospedeiros nas iteracoes 30, 999 e 1000, respectivamente,
paraa=0,5,r=2,c=2, uyg =0,0l e up = 1.

Os resultados para ug = 0,1 e up = 0,4 estao ilustrados nas figuras 2.9 a 2.11. Obser-
vamos que as densidades populacionais totais das espécies oscilam de maneira aparentemente
caotica, apresentando picos esporadicos (Figura 2.9 (a)), o que também é observado nos gra-
ficos da Figura 2.9 (b), que apresentam a variagdo populacional de parasitoides e hospedeiros
no sitio (25,25). Observamos que a organizagdo espacial ndo se mantém por muito tempo,
prevalecendo o caos espacial (figuras 2.10 e 2.11). Segundo Comins et al. (1992) o caos espa-
cial se caracteriza pela flutuacao populacional de hospedeiros e parasitoides de "patch" para
"patch" sem organizacao espacial a longo prazo. Sao observadas frentes de ondas orientadas
aleatoriamente que, no entanto, nao persistem por longo tempo.

Para algumas combinagoes dos parametros de difusao a instabilidade da dinamica local
do modelo de Nicholson-Bailey prevalece, isto ¢, quando py é grande e pup muito pequeno
como podemos observar na Figura 2.12 onde escolhemos pug = 0,9 e up = 0,01. A populagao
de parasitoides vai a extin¢ao enquanto hospedeiros crescem ilimitadamente. A Figura 2.13
exibe a distribuicao espacial de parasitoides j& extinta para t=100 enquanto a Figura 2.14

ilustra a distribuicao espacial de hospedeiros que se torna-se aproximadamente homogénea.

TOOD [T T
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Figura 2.9: Densidade total de hospedeiros (verde) e parasitoides (azul); (b) Densidade
populacional de hospedeiros e parasitoides no "patch"; (25,25), para a = 0,5, r =2, ¢ = 2,
,uH:O,leup:O,él.

Hassel et al. (1991) destacam em seu trabalho que se o tamanho do dominio ¢ muito
pequeno a instabilidade da dinamica do modelo de Nicholson-Bailey em cada "patch" con-
duz o sistema & extin¢ao. As densidades locais apresentam oscilagoes divergentes e entao

hospedeiros extinguem-se, seguido da extincao dos parasitoides.
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Figura 2.10: Distribuicao espacial de parasitoides nas iteracoes 50, 350 e 500, respectiva-
mente, para a =0,5,r=2,c=2, ug =0,1e up =0,4.
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Figura 2.11: Distribuigao espacial de hospedeiros nas iteragoes 50, 350 e 500, respectivamente,
paraa=0,5,7r=2,c=2, ug =0,1e up =0,4.
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Figura 2.12:

Densidade total de (a) parasitoides e (b) hospedeiros para a = 0,5; r = 2;
¢ =2 g = 0,9; pp = 0,01,
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Figura 2.13: Distribuicao espacial de parasitoides nas iteragoes 30 e 100, respectivamente,
para a=0,5; r=2; ¢=2; uy = 0,9; up = 0,01.
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Figura 2.14: Distribuicao espacial de hospedeiros nas iteracoes 30, 100 e 1000, respectiva-
mente, para a=0,5; 1=2; c=2; ug = 0,9; up = 0,01.
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2.2 Modelo Presa-Predador

Vamos agora apresentar o modelo presa-predador discreto desenvolvido por Neubert
et al. (1992). Neste modelo considera-se uma dinamica na qual a predac¢do ocorre proporci-

onalmente aos encontros entre predadores e presas.

2.2.1 Modelo Presa-Predador: DinAmica Local

Para a construcao do modelo vamos considerar as seguintes hipoteses:

e presas crescem segundo a equacao de Ricker na auséncia dos predadores, isto é, a taxa

de crescimento decai com a densidade e a populacao atinge a capacidade suporte;

e predadores sao especialistas, isto é, na auséncia das presas vao a extincao. O seu

crescimento é proporcional aos encontros com as presas.

As equacoes que descrevem a interacao entre as espécies sao:

t

Nt — Nte[a(l—NT)—cPt]

- - ’ (2.24)

P+ =dN'P?,

onde N, P!, representam as densidades de presas e predadores na geracao t, respectivamente,
a, k, c e d sao constantes positivas. Os parametros representam:
a - constante de crescimento especifico das presas;
k - capacidade suporte da populagao de presas;
c - eficiéncia da predacao;
d - taxa de conversao de cada presa em predadores;

_.pt - - . .
e~ - representa a fracio de presas que escapa da predaciio. Quanto maior a densidade de
predadores, P!, menor a fracao de presas que escapa da predacao;
dN' - taxa de crescimento de predadores, correspondente a predacao.
Nt
&
nalizar o sistema. Com isto, reduzimos o niimero de parametros a grupos adimensionais que

Vamos introduzir varidveis adimensionais, n! = e p' = p'c, de modo a adimensio-
efetivamente determinam a dindmica (Rodrigues, 1998).
As equagbes adimensionais sao:
nttl — nte[a(l—nt)—pth
(2.25)

t+1 __ b tot

p T =onp,
onde b = dk. Vemos que os parametros que determinam a dinamica sao a taxa de crescimento

especifico das presas e o produto dk.
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Pontos de Equilibrio do Sistema Presa-Predador

Vamos agora encontrar os pontos de equilibrio do sistema (2.25)).

De (2.2]) segue que:
elaC-m)-7) _ 1.
(2.26)

bn = 1.

Com isso, obtemos os seguintes pontos de equilibrio:
e (n9,po0) = (0,0)- correspondente a extingao das espécies;

e (n1,p1) = (1,0) - correspondente & extingao dos predadores e crescimento da populagdo
de presas até a capacidade suporte;

1 1 . A L
o (ng,po) = 5 al|ll— 3 ) correspondente & coexisténcia das espécies, b > 1.

Estabilidade dos Pontos de Equilibrio do Sistema Presa-Predador

Seguimos com a anélise da estabilidade dos pontos de equilibrio determinados. Vamos
utilizar o critério de estabilidade para equacgoes a diferencas, de acordo com o Teorema 1,
da secao 2.1.1. Para garantirmos a estabilidade dos pontos é necessério calcular a matriz
jacobiana associada ao sistema em cada ponto de equilibrio e determinar as condigoes para
que a desigualdade seja satisfeita.

Assim a matriz jacobiana associada ao sistema e aplicada no ponto de equilibrio é

dada por
(1 — ank)e[a(l—nk)_pk} _nke[a(l—nk)—pk} ]

Jmn =

onde 0 < k < 2.

Com isto, para:

e (n9,po) = (0,0), obtemos
e’ 0
Jo,) = [ 0 O]'
De (A.32) o ponto (0,0) seria estavel se |e?| < 1, portanto, a < 0. Mas a > 0 por hipotese.

Logo, o ponto (0,0) é instavel para quaisquer valores dos parametros.

l1—a -1
J(L()) — 0 b .

Novamente de (A.32), o ponto (1,0) sera estavel se

e (n1,p1) = (1,0)

1—a+b <1+b(1—-a)<2. (2.27)
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Resolvendo separadamente cada uma das desigualdades que compoem ([2.27)), temos:
1°)

—1-b(1—-0a)<1l+—a-+b, (2.28)
de onde vem que:
a < 2. (2.29)
2°)
l+—a+b<1+4+0b(1—a), (2.30)
assim,
a>0,b<1. (2.31)
3°)
1+b(1—a)<2, (2.32)
b—1
a > 5 (2.33)

Finalmente de (2.29), (2.31) e (2.33)), segue que (1,0) sera estavel para

0<a<2e0<b<l. (2.34)

1 1
o (n2,p2) = (5’ a (1 — 5))’ obtemos

Jna.p2)
ab—1) 1
De (A.32), temos:
2
‘2—9’<2+a——“<2. (2.35)
b b
Resolvendo separadamente cada parte que compoem ((2.35)) segue,
1°)
2a a
-2 —<2—-- 2.36
assim,
4b
< —. 2.37
a<g— (2.37)
2°)
a 2a
2——-<2 - — 2.
;< +a D (2.38)
com isto,
a>0,b>1 (2.39)

Finalmente, 3°)

2
2+a—7“<2, (2.40)
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b<2. (2.41)
. 1 LY, .
Assim de (2.37)), (2.39) e (2.41)), segue que o ponto (ng, ps) = <g,a (1 — 5)) ¢ estavel para
4b
1<b<2€0<a<ﬂ. (2.42)

Com isto, podemos determinar as regides (Figura 2.15) no espaco dos parametros nas
quais os pontos (ni,pi) e (ng,p2) sao estaveis. A regiao I' na Figura 2.15 corresponde as
combinagoes dos parametros a e b para os quais o equilibrio (ny,p;) é estavel, enquanto a

regiao ) corresponde as combinagoes em que (ng, pa) é estavel.

Regido estabilidade

Figura 2.15: Regiao de Estabilidade.

Para analisar os efeitos da variagao dos parametros sobre a existéncia e a estabilidade
do equilibrio de coexisténcia confeccionamos diagramas de bifurcacao com relacao a cada um
dos parametros, separadamente.

Fixamos b = 1,2 e representando a solucao de equilibrio das presas em funcao dos
parametros a. Aumentamos o valor de a, a partir de a = 0,1. Ultrapassando a fronteira da
regido (2, entrando em A quebramos uma das condicdes de estabilidade, a saber, Tr(J(n, p,)) >
—1 — det(Jnypy))- Para a e b €;A observamos que as solugdes exibem ciclo de perfodo 2
seguindo de um ciclo de periodo 4, ciclos de periodos maiores e finalmente um comportamento
caotico, para a populacao. Os predadores vao a extincao para estes valores de a. Ao atravessar
a fronteira entre () e A, temos uma bifurcacao Flip, como ilustra o diagrama de bifurcagao,
Figura 2.16.

Fixamos agora, a = 1,5, e aumentamos b, a partir de b = 0,1. Paraae b € T,
a solugao correspondente ao equilibrio (ny,p;) é estavel. Neste caso, a populagao de presas
atinge a capacidade suporte 1, enquanto a populacao de predadores vai a extincao. Quando
b =1, os pontos de equilibrio (n1,p1) e (ng, p2) trocam de estabilidade. O equilibrio (ny, p;)
torna-se instavel enquanto (ng,ps) torna-se estavel. Observe também que para b < 1 o
equilibrio de coexisténcia nao é biologicamente vidvel. Aqui trata-se de uma bifurcacao
transcritica, em que a condicdo quebrada é T7(Jy,p,)) < 1+ det(Jinypy)), como ilustra o
diagrama de bifurcacao (Figura 2.17). Se continuamos aumentando b além da regiao €2,

quando b = 2 a condicao de estabilidade det(J,p,)) < 1 € violada. Isto é, det(J,p,)) > 1,
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Figura 2.16: Diagrama de bifurcagao: solucao de equilibrio das presas em funcao de a para
b=1,2.

e 0 equilirio (ng,p2) torna-se instavel como pode ser observado no diagrama de bifurcagao
na Figura 2.17. Para b = 2 ocorre uma bifurcacao de Hopf. Para b > 2, um ciclo limite
no plano de fase é observado. As populacoes de presas e predadores oscilam aproximando-se

deste ciclo limite.

Figura 2.17: Diagrama de bifurcacao: solugao de equilibrio das presas em funcao de b para
a=1,5.

Na Figura 2.18 (a), ilustramos as densidades totais de presas (azul) e predadores
(verde), para a = 1 e b = 1,5, localizados na regiao 2 de estabilidade do ponto de coexis-
téncia. Podemos observar que as solugoes que representam as populacoes totais de presas e
predadores atingem o equilibrio de coexisténcia, Figura 2.18 (a).

Na Figura 2.18 (b), escolhemos a = 1,5 e b = 2,2, localizados em W. As solugdes ou
densidades totais de ambas as espécies apresentam oscilagoes de pequenas amplitudes, onde
picos populacionais de presas antecedem picos de predadores.

Na Figura 2.19 (a), podemos observar que os niveis populacionais de presas e preda-
dores oscilam de maneira irregular, para a = 2,5 e b = 2,5, localizados na regiao V.

Finalmente, na Figura 2.19 (b), escolhemos a = 2,6 e b = 1,1, localizados em A.
Observe que a populagao de presas apresenta um ciclo de periodo quatro, isto é, oscila entre

quatro valores, enquanto predadores vao a extincao logo nas primeiras iteracoes.
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Figura 2.18: Populagao total de presas(azul) e predadores (verde) para (a) a=1eb=1,5
e(b)a=1,5eb=22.
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Figura 2.19: Populacao total de presas(azul) e predadores (verde) para (a) a =2,5eb =25
e(b)a=2,6eb=1,1.

2.2.2 Modelo Presa-Predador com Difusao

Nesta secao vamos considerar o modelo presa-predador espacialmente estruturado
supondo que presas e predadores movimentam-se de maneira aleatoéria, isto é, via difusao.
Com isto poderemos comparar os resultados obtidos considerando o espago com aqueles da

secao anterior.
As regras de movimentacao sao descritas pelo sistema:

/ fin
nifj = (1 :un)n + Z nr s
IV (2.43)
piy = =mw)piy+ 7 2 P
(r,8)€Vij

onde p, e p, correspondem aos coeficientes difusivos de presas e predadores, respectivamente.
Observe que 0 < p,, 1, < 1 e V;; corresponde a vizinhanca de (7, j). Representamos por
n't,p' a densidade de presas e predadores no "patch" (i,75) apos a movimentacio, respecti-

vamente.
Apobs a etapa de movimentagao, ocorre a interacao entre presas e predadores, descrita
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pelo sistema:

i (2.44)

! !

tL _ ot la(l-nit) )

Mg = 146 BTN
_ "t It

Piy = bnipiy.

2.2.3 Simulacoes

As simulagoes foram realizadas utilizando o software Mathematica. Consideramos um
dominio cujas dimensoes sao 50 x 50 com condicoes de fronteira refexivas. As distribuicoes
iniciais sao:

W - { 0, para i 7A 25. ou j # 25 (2.45)
0,8 para 1 = 5 = 25.
Apresentaremos graficos que representam a evolucao temporal de presas e predadores para
diferentes valores dos parametros, bem como gréficos da distribuicao espacial das espécies.

Em uma primeira simulacao combinamos a = 1, b = 1,5, localizados na regiao de
estabilidade do equilibrio de coexisténcia, 2, e coeficientes de difusao yp,, = 0,95 e p, = 0, 05.
llustramos na Figura 2.20 (a) as densidades totais de presas (azul) e predadores (verde),
observando que estas tornam-se constantes apés um periodo transiente. A Figura 2.20 (b)
exibimos a densidade de presas e predadores, respectivamente no "patch" (25,25), verificamos
que estas também tornam-se constantes. A distribuicao espacial das espécies, ilustradas nas
figuras 2.21 e 2.22, apresentam padroes heterogéneos estaveis. Como pode ser observado, a

distribuicao espacial das espécies em t = 999 e ¢t = 1000 é a mesma.

2500 FT

patch [25.25)

2000 -

1500 F |

1000 |

sof |

Prosasg Prodadoms

Figura 2.20: (a) Populagdo total de presas (azul) e predadores (verde); (b) Populagao de
presas (azul) e predadores (verde) no "pacth" (25,25) paraa =1, b = 1,5, pu, = 0,95 e
1, = 0,05

Nas figuras 2.23 a 2.25 podemos visualisar as densidades totais e distribuigoes espaciais
de presas e predadores, para os mesmos valores de a e b utilizados no caso anterior e p,, = 0,5
e 1, = 0,6. As densidades totais tornam-se constantes, no entanto, agora as distribuicoes
espaciais tornam-se homogéneas, totalmente distintas do caso anterior (figuras 2.24 e 2.25).
Com isto, concluimos que a dindmica é determinada nao somente pelos parametros de reacao,
mas também pelos coeficentes difusivos p,, e fip.

A Figura 2.26 (a) representa as populagoes totais de presas (azul) e predadores (verde)

para a = 1,5 e b = 2,2, localizados na regiao W. Isto é, fora da regiao de estabilidade do
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Figura 2.21: Distribuicao espacial de predadores nas iteragoes 10, 100, 999 e 1000, para a = 1.
b=1,5, pt, = 0,95 e p, = 0,05.

Figura 2.22: Distribuicao espacial de presas nas iteracoes 10, 100, 999 e 1000, para a = 1,
b=1,5, pt, = 0,95 e p, = 0,05.
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Figura 2.23: Densidade total de predadores (verde) e presas (azul) para a = 1, b = 1,5,
fn=0,5e pu,=0,6

Figura 2.24: Distribuicao espacial de predadores nas iteragoes 10, 50 e 100, para a = 1
b=1,5, u, =0,5e pu, =0,6.

Figura 2.25: Distribuicao espacial de presas nas iteragoes 10, 50 e 100, para a =1, b = 1,5,
pn =0,5¢e pu, =0,6.
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equilibrio de coexisténcia. Considerando j,, = 0,1 e p, = 0,9, podemos observar oscilagoes
para as densidades totais de presas e predadores. A Figura 2.26 (b) exibe a variagdo das
densidades de presas e predadores no "patch" (25,25), enquanto nas figuras 2.27 e 2.28 ilus-
tramos a distibuicao espacial com miltiplas ondas pulsos que originam-se aproximadamente

no centro e espalham-se pelo dominio.

i
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Figura 2.26: (a) Populagao total de presas (azul) e predadores (verde); (b) Populacao de
presas e predadores no "pacth" (25,25) paraa=1,5,b=2,2, p1, =0,1e p, =0,9.

Figura 2.27: Distribuicao espacial de predadores nas iteragoes 30, 350, 800, 850, 900 e 950
paraa=1,50=2,2, u, =0,1e pu,=0,9.

Mantemos os mesmos valores de a e b, e escolhemos p, = 0,5 e p, = 0,7. As
densidades totais apresentam oscila¢oes (Figura 2.29) enquanto as distribuigoes espaciais
mostram a formacao de ondas espirais (figuras 2.30 e 2.31).

Nas figuras 2.32 a 2.34, fixamos a = 2,6, b = 1,1, localizados em A e escolhemos
tn = 0,1 e p, = 0,3. Para esta combinagao dos parametros a inclusao da dispersao ao
modelo permite a persisténcia de ambas as espécies. Ainda que predadores exibam um nivel
populacional muito baixo, persistem. A densidade de presas passa a variar entre dois valores,
enquanto a densidade de predadores torna-se constante com o tempo. As figuras 2.33 e 2.34
apresentam a distribuicao espacial de presas e predadores.

Mantendo os mesmos valores de a e b, escolhemos p,, = 0,5 e p, = 0,7, neste caso
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Figura 2.28: Distribuicao espacial de presas nas iteracoes 30, 350, 800, 850, 900 e 950 para
a=1,5b0=22, 1, =0,1ep,=0,9.

bl | O

t

Figura 2.29: Populacdo total de presas (azul) e predadores (verde) para a = 1,5, b = 2,2,
tn =0,5e pu,=0,7.

Figura 2.30: Distribuicao espacial de predadores nas iteracoes 20, 300, 500 e 1000 para
a=1,50=2,2 p,=05epu,=0,7.

Figura 2.31: Distribuicao espacial de presas nas iteracoes 20, 300, 500 e 1000 para a = 1,5,
b=2,2, p, =0,5e p, =0,7.

a dinamica vital prevalece e os predadores vao a extin¢do (Figura 2.35). Comparemos os

resultados obtidos expressos nas figuras 2.19 (b) com os das figuras 2.32 e 2.35. Podemos
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perceber que para escolhas adequadas dos parametros de difusao e da dinamica é possivel a

persisténcia das espécies.

2000 |

1500 |

Prusas) Predadomes

1000 |

F— L L L1
L] 200 400 600 80O 1000

Figura 2.32: Populagao Total de presas (azul) e predadores (verde) para a = 2,6, b = 1,1,
pn=0,1ep,=0,3.
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Figura 2.33: Distribuicao espacial para predadores nas iteragoes 30, 250 e 1000, para a = 2,6,
b=1,1, up, = 0,1 e pu, =0, 3.
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Figura 2.34: Distribuicao espacial de presas nas iteracoes 30, 250 e 1000, para a = 2,6,

b=1,1, up, =0,1 e pu, =0,3.
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Figura 2.35: Populagado total de presas (a) e predadores (b) paraa =2,6,b=1,1, p, = 0,5
e, =0,7.

2.3 Modelo Herbivoro-Predador

Nesta secao propomos um o modelo presa-predador discreto considerando que as
presas apresentam crescimento dependente da densidade e respota funcional Holling do tipo

II, enquanto os predadores vao a extin¢ao na auséncia das presas.

2.3.1 Modelo Herbivoro-Predador: Dindmica Local

Consideramos para a dinamica local das presas, na auséncia de predadores, um cres-
cimento segundo a equacao de Ricker, isto é, a taxa de crescimento intrinseca decai com o
aumento da densidade. Na presenca de predadores a populacao de presas diminui pela a agao
da predacao.

Os predadores por sua vez, sdo especialistas, isto é, na auséncia das presas vao a
extingao. Seu crescimento depende dos encontros com as presas, cuja captura apresenta um
efeito de saturacdo em recorréncia da saciedade dos predadores (resposta funcional Holling
tipo II).

Considerando que H' e P, representam as densidades de herbivoros e predadores na

geragao t, a dinamica sera descrita pelas seguites equagoes:

(%) ()

rli-—— || —————

Ht+1 Ht k 1 + bH? ,

L P (2.46)
14 bHY

onde 7, k, d, b e c sao constantes positivas e representam:

e - a constante de crescimento especifica da populacao de herbivoros;
e k- a capacidade suporte do meio ambiente para a populagao de herbivoros;

e d- é o coeficiente de predacao ;
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1
b- esta relacionado a constante de meia saturacao, isto é, quando h = 7 o fator de

predacao serd a metade do fator méximo;

c- fator de conversao da populacao de predadores;

Ht
(-
° ¢ representa a taxa de crescimento per capita da populacao de presas;

(i)
e 1+0H! a taxa de mortalidade dos herbivoros devido a predacao;

cH?

. S —
1+ bH?
captura das presas. Exibe um efeito de saturacao da saciedade dos predadores.

a taxa de crescimento per capita da populagao de predadores, relacionada a

. ., . t . . . .
Introduzindo novas variaveis, h! = % e p' = dP! adimensionalizamos o sistema 1}

Pt
t+1 t [T(l_ht)_ (1 + Ozht)]
h = h e )
o (2.47)
1 _
14 aht’

onde o = bk e § = ck.

Pontos de Equilibrio do Sistema Herbivoro-Predador

Vamos agora determinar os pontos de equilibrio do sistema (2.47). De (2.2)) temos:

[M%P_JLT}
¢ (I+ah)] _q (2.48)
Bh
— =1. 2.49
(1+ ah) (2.49)
De (2.49) vem que
- 1
h = 2.

substituindo (2.50)) em (2.48)), temos:

 Br(B—a—1)
P="GB=ap

(2.51)

Observe que 8 > a + 1 para que o ponto seja biologicamente vidavel. Com isso,

(1 pr(B-a-1)
(h,p)—(ﬁ_w G—ap ) (2.52)

corresponde ao equilibrio de coexisténcia.
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De ([2.47) podemos observar que (ho,po) = (0,0) e (hy,p1) = (1,0) também satisfazem
o sistema, entao sao também solucoes de equilibrio constante.

Determinamos, portanto, trés pontos de equilibrio que satisfazem o sistema:
e (ho,po) = (0,0)- corresponde & extingdo das espécies;

e (h1,p1) = (1,0) - corresponde & extingdo dos predadores enquanto as presas crescem
até a capacidade suporte;

. B 1 pr(f—a-—1)
<h2>p2) - <6_a7 (5_05)2

) , B > 14« - corresponde a coexisténcia das espécies.

Estabilidade dos Pontos de Equilibrio do Sistema Herbivoro-Predador

A seguir vamos analisar a estabilidade dos pontos de equilibrio. Utilizando novamente
o critério de estabilidade para equacoes a diferencas, assim basta determinarmos condicoes
que garantam que a desigualdade (A.32)) é verdadeira, para que o ponto de equilibrio seja

estavel. A matriz Jacobiana associada ao sistema aplicada no ponto de equilibrio é:

(1 + Dy, <% — 7‘)) e[r(lfh’“)flkahk] —hke[r(lfhk)*ukah,J

1+ ahk
Jhgop) = ;

Bpk Bhy
(1+ahy)? (I+ahy)

para 0 < k < 2.

Para

o (ho,po) :

e” 0
‘](homo) = [ 0 0 ] :

le"| < 1. (2.53)

De (|A.32),

Para que (2.53)) seja satisfeita » < 0, no entanto, 7 > 0 por hipotese. Logo o equilibrio

(ho,po) = (0,0) é instavel para quaisquer valores dos parametros.

e (h1,p1) = (1,0),

B _ 1
(1+ )
J(hhm) = 5
0 (14 «)
— 8 B(1—7)
—T
‘1—7’+(1+a) <1+m<2. (254)
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Resolvendo separadamente cada uma das partes da desigualdade (2.54) temos,
1°)
pA—r) 8

S-S e (2.55)
r<2. (2.56)
2°)
p—r)
Lot G < ey (2.57)
B<1l+a. (2.58)
3%)
pa—r)
L+ Ty <2 (2.59)
r>1- (1;()‘). (2.60)
De ([2.56)),(2.58) e (2.60) segue que (hy,p;) é estavel para:
o<5<a+1e1—%<r<2. (2.61)
o (hg,po):
g4atr—)-n-ar@@ty _ L
B(B—a)
S(hs.p2) =
r(f—a—1) 1
De (A.32)),
(B%+ Bla(r—1) —r) —ar(a+1)) r(B—a—1)
B3 —a) + 1 < 1+T—|— (2.62)
(6% + Blafr—1) —r) —ar(a+ 1))
+ 36— a) < 2.
Resolvendo separadamente (2.60) obtemos:
1°)
B+ Blalr—1)—r)—ar(at+1) r(B-a-1)
1 =) 5 < (2.63)
(54 flalr—1) =) —ar(a+1) |
BB —a) '
Donde segue que,
4P(p —a) (2.64)

(@®+a+36—73%)
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20)
W+5W”;g:3‘Qm””>+1< W+6mw;£:2;aﬂw+w+@6@
TR Gl k) ﬁa b
B>a+1. (2.66)
3°)
1+m+5@w%£:2{ama+n+rW—5—U<27 (2.67)
B>a+2. (2.68)

Assim de (2.64), (2.66) e (2.68)), segue que o equilibrio de coexisténcia sera estavel se:

48(8 — )
a+l<f<a+2 e T<35—52+042+04' (2.69)

Se fixarmos a = 1, o ponto de equilibrio (hy,p;) é estavel para

2
1—E<T<2€0<B<27 (2.70)
portanto,

0<r<2 e 0<p<2 (2.71)
O ponto de equilibrio de coexisténcia (ha,ps) e a condigao de estabilidade (2.69) tornam-se,

(respectivamente):

L pr(s—2)
= > 2 2.72
4 —1

2<f<3 er< HB—1) (2.73)

BB —pB)+2
[lustramos, na Figura 2.36, as regides no espaco dos parametros nas quais as pontos (hq, p;)
e (hg,pe) sdo estaveis quando a = 1 fixo. A regido o corresponde as combinagoes dos
parametros [ e r para as quais o equilibrio (h, p;) é estavel, enquanto a regiao ¢ corresponde
as combinagoes dos parametros em que (hg, ps) é estavel.

As figuras 2.37 e 2.38 representam os diagramas de bifurcagao do modelo. Através
destes graficos podemos avaliar os efeitos da variacao dos parametros sobre o comportamento
qualitativo das solucoes.

Na Figura 2.37, fixamos r = 1,1 e a = 1 e aumentamos (3, a partir de § = 0, 1. Quando
atravessamos a fronteira entre o e ¢, e § = 2 ocorre uma bifurcacao transcritica. Aqui, a
condic¢ao estabelecida pelo critério de estabilidade de que T'r(J(n, po)) < 14det(Jn, py)) € que-
brada, assim os pontos de equilibrio (hy,p;1) e (ha, p2) trocam de estabilidade. Isto &, (hy, p1)
deixa de ser estavel e passa a ser instavel enquanto que (hg, ps), que nao é biologicamente

viavel para [ < 2, passa a existir e é estavel.
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Figura 2.36:
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Figura 2.37: Diagrama de Bifurcacgao: solucao de equilibrio das presas em fungao de 3 para
r=1,1.

Ainda observando a Figura 2.37, temos uma bifurcacao de Hopf em g = 3, quando
é violada a condigao de estabilidade de que o det(Jp,p,)) < 1 € 0 equilibrio de coexisténcia
perde sua estabilidade. Para g > 3, as solucoes aproximam-se de um ciclo limite, ambas as
espécies coexistem e as solugoes apresentam oscilagoes. Para valores de § ou r muito gran-
des os predadores vao a extincao enquanto as presas oscilam de maneira aproximadamente

caobtica.

Figura 2.38: Diagrama de Bifurcacao: solucao de equilibrio das presas em funcao de r para
g=21.

Fixando 8 = 2,1 e aumentando r além da fronteira norte de ¢ , isto é, em
7, o equilibrio de coexisténcia perde a estabilidade quando a condicao de estabilidade

—1 — det(Jinypy)) < Tr(Jhypy)) € violada. Observamos entdo uma bifurcacdo subcritica
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do tipo flip. A populagao de presas exibe ciclo de periodo 2 seguido de um ciclo de periodo
4, até surgir um comportamento aparentemente cadtico, enquanto que os predadores vao a
extingao (Figura 2.38).

As proximas figuras apresentam a evolucao temporal de herbivoros e predadores para
diferentes valores dos parametros da dinamica. Em todos os casos a condicao inicial corres-
ponde a uma perturbagao sobre o valor do equilibrio de coexisténcia. Na Figura 2.39 (a),
escolhemos 5 = 2,5 e r = 1,5, dentro da regiao ¢ dos parametros em que o ponto de coexis-
téncia é estavel. Observamos que a densidade de herbivoros e predadores rapidamente atinge
o valor de equilibrio. Isto é, as solu¢oes atingem o equilibrio de coexisténcia. Na Figura 2.39
(b) para = 3,1 er = 0,5, combinacdes de parametros localizados na regidao w. As solucoes

oscilam com amplitudes aproximadamente constante.
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Figura 2.39: Densidade populacional de herbivoros e predadores, (a) 5 =2,5, r=1,5 e (b)
8=3,1,r=0,5.

=)
T

Herbivora/ Predndor

@

Figura 2.40: Densidade Populacional de herbivoros e predadores para § =2,1e r = 2,4.

A medida que aumentamos o valor do parametro » aumenta também a amplitude das
solucoes. Na Figura 2.40, temos 5 = 2,1 e r = 2,4, localizados na regiao 7, reafirmando o
resultado obtido no diagrama de bifurcacao, onde observamos que predadores vao a extin¢ao

enquanto presas apresentam ciclos, neste caso temos um ciclo de periodo 2.
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2.3.2 Modelo Herbivoro-Predador com Difusao

Nesta secao vamos acrescentar movimentacao ao modelo estudado na secao anterior,
introduzindo ao sistema uma nova variavel independente, o espaco. Para formular o sistema
utilizamos a estrutura de Rede de Mapas Acoplados. Desta forma, nosso modelo fica com-
posto de duas etapas: uma etapa de movimentagao seguida pela etapa de reacao. Para a
dispersao dos individuos vamos considerar um fluxo difusivo para ambas as espécies. O pro-
cesso de movimentacao através da difusao ja foi descrito no capitulo 1, assim vamos apenas
adaptar as equagoes.

Com isto as equacoes que descrevem o processo de dispersao de herbivoros e predadores

sao as seguintes:

Wl = (L= bl + 5 S b
(r,s)EVi,;

/ 1
pifj =(1- :U’p)pg,j + Zp > p?m
(r,s)€Vi;

(2.74)

/ / . L, L. ..

onde hfj e pitj representam as densidades de herbivoros e predadores no sitio (7, j) na etapa
t, ap6s a movimentagao e [ € p, representam os coeficientes difusivos de herbivoros e pre-
dadores, respectivamente.

A etapa de interacao entre as espécies serd descrita pelo sistema abaixo:

( p/t
c(one ) [ P
hil' = hl-t»e[ ) (1 +O‘hifj)],

Z’j
(2.75)
‘t 't
pyg-s-; _ Bpi,jh@j
J 1+ ozh;fj ’
onde hf;l e pf}l representam as densidades de herbivoros e predadores no sitio (i, j) na etapa

t-+1, ap6s os estagios de movimentagao e interagao, respectivamente.

2.3.3 Simulacoes

Com o objetivo de analisar os efeitos da inclusao da difusdo ao modelo, realizamos
simulagoes e analisamos a dinamica espago-temporal do modelo em diferentes regioes dos
parametros. Para realizar as simulacoes utilizamos o software Mathematica. As dimensées
do dominio sao 50 x 50, e as condicoes de fronteira sao reflexivas.

Ambas as espécies foram distribuidas com densidades correspondentes a uma pertur-
bacao de até 10% do valor do equilibrio de coexisténcia sobre todo o dominio.

Fixamos o = 1 e consideramos os demais parametros em diferentes regioes relativas
a estabilidade do equilibrio de coexisténcia. Isto é, escolnemos valores para os parametros
B e r dentro e fora da regiao de estabilidade do equilibrio de coexisténcia. Estes resultados
dependem da escolha dos parametros da dinamica combinados com os coeficientes de difusao

de cada espécie. As distribuicdes espaciais podem ser aproximadamente homogéneas, pode
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haver a formacao de ondas espirais, a formacao de padroes heterogéneos estaveis ou padroes
heterogénos dinamicos. Apresentaremos alguns dos resultados obtidos através de graficos
que representam a variagdo da populacao total de presas (azul) e de predadores (verde)
com o tempo e graficos que ilustram a distribuicao espacial em diferentes tempos. Para a
representacao da distribuicdo espacial vamos apresentar graficos em 3-D ou "density plots"
onde as regides mais escuras (claras) representam densidades maiores (menores), para ilustrar
as distribuicoes espaciais.

A Figura 2.41 (a) apresenta as populagdes totais de presas e predadores, para = 2,5,
r = 1,5, localizados na regiao de estabilidade do ponto de coexisténcia, ¢. Escolhemos
pn = 0,95 e p, = 0,05. As densidades totais das espécies tornam-se constantes com o tempo.
Isto é, apo6s os transientes as solugoes atingem o equilibrio de coexisténcia. A Figura 2.41
(b) apresenta as densidades populacionais de herbivoros e predadores no "patch" (25,25),
que também tornam-se constantes. A distribuicao espacial apresenta formacao de padroes

heterogéneos estaveis, figuras 2.42 e 2.43.
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Figura 2.41: (a) Densidade total de herbivoros (azul) e predadores (verde); (b) Densidade
populacional de herbivoros e predadores no "pacth" (25,25) para § = 2,5, r = 1,5, up, = 0,95
e 1, = 0, 05.

Figura 2.42: Distribuicao espacial de predadores nas iteragoes 498, 499 e 500 para [ = 2,5,
r=1,5 pu,=0,95e p, =0,05.

Na Figura 2.44 (a), podemos observar as densidades totais de herbivoros e predadores
para 8 = 3,1 er = 0,5, localizados na regiao w. Para os coeficientes de difusao escolhemos
pn = 0,6 e p, = 0,7. As solucoes oscilam com grandes amplitudes. A densidade de presas

e predadores no "patch" (25,25) pode ser observada na Figura 2.44 (b), onde verificamos
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Figura 2.43: Distribuicao espacial de herbivoros nas iteracoes 498, 499 e 500 para S = 2,5,
r=1,5, u,=0,95 e p, = 0,05.

oscilagoes para as densidades de ambas as espécies. As distribuigoes espaciais tornam-se

aproximadamente homogéneas (figuras 2.45 e 2.46).
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Figura 2.44: (a) Densidade total de herbivoros (azul) e predadores (verde); (b) densidade
populacional de herbivoros e predadores no "pacth" (25,25) para = 3,1, = 0,5, up, = 0,6
e, =0,7.

Figura 2.45: Distribuicao espacial de predadores nas iteragoes 30, 100, 500 e 1000 para
5:3,1, TIO’57 ILLhIO76eMp:0’7.

Figura 2.46: Distribuigao espacial de herbivoros nas iteragoes 30, 100, 500 e 1000 para
B=3,1,r=0,5 pu,=0,6ep,=0,7.

Escolhendo 8 = 3,4 e r = 1, localizados na regiao w, e pu, = 0,5 e pu, = 0,1,
as populagoes totais de ambas as espécies oscilam (Figura 2.47 (a)). Na Figura 2.47 (b)
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observamos as varia¢oes populacionais de herbivoros e predadores no "patch" (25,25). As

figuras 2.48 e 2.49 exibem a formagao de ondas espirais nas distribuigoes espaciais.
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Figura 2.47: (a) Densidade total de herbivoros (azul) e predadores (verde); (b) densidade de
herbivoros e predadores no "pacth" (25,25) para f =3,4,r =1, u, =0,5e p, =0, 1.
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Figura 2.48: Distribuicao espacial de predadores nas iteracoes 150, 250 e 500, para S = 3,4,
r=1,u,=0,5epu,=0,1.

Figura 2.49: Distribuicao espacial de herbivoros nas iteracoes 150, 250 e 500, para 8 = 3,4,
r=1,pu,=0,5e p,=0,1.

A Figura 2.50 (a) ilustra os resultados para § = 3,5 e r = 1,5, localizados na regiao
w, com p, = 0,7 e p, =0,6. As populagoes totais de ambas as espécies oscilam com grandes
amplitudes, sobretudo para os predadores. A Figura 2.50 (b) apresenta as variacoes popula-
cionais de herbivoros e predadores no "patch" (25,25). Nas figuras 2.51 e 2.52 representamos
as distribuicoes espaciais aproximadamente homogéneas para predadores e presas.

Nas figuras 2.53 a 2.55 utilizamos 8 = 3,5 e = 1,5 e escolhemos i, = 0,2 e p, = 0, 8.
Para estes valores dos parametros é possivel observar que as populagoes totais apresentam
oscilagoes com amplitudes menores (Figura 2.53 (a)). A Figura 2.53 (b) exibe a variagio
das densidades de presas e predadores no "patch" (25,25). Nas figuras 2.54 e 2.55 temos as

distribuigoes espaciais de predadores e presas.
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Figura 2.50:

populacional de herbivoros e predadores no "pacth" (25,25) para § =

ey =0,6.

(a) Densidade total de herbivoros (azul) e predadores (verde); (b) densidade
3,9, r=

1,5, ,uh:O,7

Figura 2.51: Distribuicao espacial de predadores nas iteragoes 150, 500, 750 e 1000, para

B=3,5,r=15u,=0,7ep,=0,6.
Figura 2.52: Distribuicao espacial de herbivoros nas iteragoes 150, 500, 750 e 1000, para
B=3,5,r=105 u,=0,7ep,=0,6.
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Figura 2.53: (a) Densidade total de herbivoros (azul) e predadores (verde); (b) densidade de
herbivoros e predadores no "pacth" (25,25) para § = 3,5, r=1,5, i, = 0,2 e p, =0, 8.

Para g =

densidades totais de presas e predadores tornam-se constantes com o tempo (Figura 2.56

2,1 er = 2,4, localizados na regiao 7 e upy = 0,95 e pu, = 0,05, as

(a)). Comparando este resultado com aquele ilustrado na Figura 2.40, é possivel observar que
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Figura 2.54: Distribuicao espacial de predadores nas iteracoes 350, 750 e 1000 para 3 = 3,5,
r=15,pu,=0,2epn,=0,8.

>

>

Figura 2.55: Distribuicao espacial de herbivoros nas iteracoes 350, 750 e 1000, para 3 = 3,5,
r=15u,=0,2e p,=0,8.

para esta escolha de parametros a inclusao da dispersao ao modelo permite a persisténcia de
ambas as espécies, sobretudo tornando as densidades totais constantes. Quanto a distribuicao
espacial podemos observar a formagao de padroes heterogéneos estaveis (figuras 2.57 e 2.58).
Mantendo os valores de § = 2,1, r = 2,4, mudamos os valores de u;, = 0,7 e p, = 0,5 (Figura
2.56 (b)). Percebemos que para esta escolha dos parametros, a dinamica vital prevalece e

predadores vao a extingao, enquanto a populagao de herbivoros apresenta ciclos de periodo
2.
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Figura 2.56: Populagao total de herbivoros (azul) e predadores (verde) para § = 2,1, r = 2,4
(a) pp = 0,95 e p, = 0,05; (b) pp =0,7 e p, =0,5, (c) figura (b) ampliada do tempo 100 a
200.

Figura 2.57: Distribuicao espacial de predadores nas iteracoes 498, 499 e 500, para § = 2, 1,
r=2,4, pu,=0,95 e p, =0,05.
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Figura 2.58: Distribuicao espacial de herbivoros nas iteracoes 498, 499 e 500, para 5 = 2, 1,
r=24 p,=0,95 e p, =0,05.



Capitulo 3

MODELO HERBIVORO-PREDADOR
COM TAXIA QUASE-LOCAL

A sobrevivéncia de muitos organismos, desde bactérias até mamiferos, depende de
sua habilidade em localizar alimento, evitar predadores e atrair parceiros, o que exige o
processamento de uma grande variedade de sinais internos e externos (Silveira, 2010).

Em particular em sistemas presa-predador, é comum que as espécies apresentem meca-
nismos que lhes permitam identificar a presenca ou a localizacdo de predadores (presas), seja
através de estimulos visuais, auditivos, olfativos, etc., e a partir destas informacoes orientar
sua movimentacao.

Motivados em analisar os efeitos da movimentacao direcionada, modificamos as equa-
coes de modo a considerar que os predadores possuem a capacidade de orientar sua
movimentacao em resposta a estimulos que indicam regioes com maiores concentracoes de
presas. Analisaremos as mudancas na dinamica espaco-temporal de presas e predadores
quando comparadas ao modelo —, em que ambos dispersavam-se via difusao.

3.1 Modelo Herbivoro-Predador com Taxia

Para a construcao da nova regra de movimentagao vamos supor que com base em
informagoes recolhidas, os predadores, dispersar-se-ao em V;; de acordo com a concentra-
cao de presas neste conjunto de "patches". Assim, a cada geracdo, os predadores poderao
movimentar-se na direcao de um de seus quatro vizinhos mais proximos ou permanecer em
sua posi¢do original. Para atualizar a densidade de predadores em (i, j) precisaremos de
informacoes sobre as densidades de presas em sua propria posicao e nos sitios de um con-
junto de 12 "patches" em torno de (i,7). Definimos a soma da densidade populacional de

herbivoros em (i, j) e em sua vizinhanga,

mf,j = Z hf“,m (31)

(rs)€Vi;



57

onde

Viigy ={09), 0= 1,5), (i +1,5), (6,5 = 1), (5, + 1)} (3.2)

A fracao de predadores que migrara de (i, j) para (r,s)eV;; é dada por:
i

o
i?j

t
r,s

3.3
y (33
Com isto, o total de predadores que abandona um "patch" (7, j), na geragao ¢, e migra para
(r,s) € V,j, depende da densidade de herbivoros nesta posicao com relacdo a quantidade de
presas em toda a vizinhanca. Se a densidade de presas em (r, s) for baixa (alta) com relagao a
densidade total da vizinhanga, uma fracao pequena (grande) de predadores migrara de (i, 7)

para (r,s). O total de predadores que sai de (i, j) é dado por:

Sf,j = Z pﬁ,j ﬁ,s' (3-4)

(r,8)€Vi;

Analogamente, migrardo para (7, ), individuos provenientes dos sitios (r,s) € Vi,
de modo que o namero total de predadores que migrara para (i,7) na etapa ¢, oriundos de
Vi, seréa:

El;= Y w.fiy (3.5)
(r,8)€Vi;
Desta forma, a densidade de predadores no "patch" (i,7) no tempo t, apés a movi-

mentagao por taxia ¢ descrita por:

(r,5)€Vi,; (r,8)€Vi,j

onde p;’fj representa a densidade de predadores, no "patch" (i,7), no tempo ¢, apés a movi-

mentagao. Podemos expandir a equagdo (3.6)) da seguinte maneira,

t t i i t
oot Pig ooy t ¢ ¢ t (Pi+1j | Pi-rg | Pigy1 | Pij—
Piy = Pig = (i T oy g+ hig ) + B (mt R e STy :
i i+1,j i—1,j 1,j+1 ,j—1
(3.7)
Substituindo (3.1) em (3.7)) obtemos:
t t t t t
oo P4 t t (Pivry | Pieiy | Pig+1r | Pij
Pij = Pij = - (mij = hij) + by ( L i e e i : (3-8)
7 Z+17] 1_17‘7 7".]""1 7‘7]_1
Simplificando (3.8)) obtemos:
t t t t t
't t (Pij | Piv1j | Pi-iy | Pigy1 | Pij—
Pij = hij ( t] +— =+ t =+ t] + tj : (3-9)
) ) mt . mt . mt . mt . mt .
2] 7’+1>.7 1_1’.7 Zvj+1 Zvj_l
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Ou ainda,
t
¢ Prs

pi; = ht; 2 (3.10)

m
« hrs
(r,8)eVy;

Supondo que presas movimentam-se por difusao, as equacoes que descevem a dispersao

dos individuos é dada por:

’ /J/h
hily = (1= pn)hi; + a > g
(r,s)€Vi,;j
¢ (3.11)
't t Drs
pig=hi; 2

(r,8)eVy; my s

onde h;fj representa a densidade de herbivoros no "patch" (4, 7), no tempo t, apos a dispersao.

Apos o estagio de movimentacao, a etapa interacao entre as espécies é descrita pelo

't
, Pi;
r l—hi’fv _ —’,
ht h;tje[< 2 (Hahz’?)],

"t 1t
t+1 /sz,jhl,j

] - ’ )
- 1+ ahitj

sistema;: )

(3.12)

t+1 t+1 : " "
i; €Dp;; representam as densidades de presas e predadores no "patch

(,7) no tempo t+ 1, apos ter concluido os estagios de movimentacao e interagdo no tempo t.

relembremos que h

Ressaltamos novamente que a simples apresentacao das regras de movimentagao nao
elucida o fluxo de taxia que compoe o modelo. Todavia a passagem ao limite continuo exibe

claramente o fluxo de taxia observado na escala macroscopica.

3.1.1 Limite Continuo-Equacao com Fluxo de Taxia

Na secao anterior consideramos um modelo presa-predador discreto em que a popu-
lacao de predadores movimentava-se por taxia, o qual passaremos agora a tentar representar
via Equagoes Diferenciais Parciais. Isto é, obter um modelo continuo com fluxo por taxia
para a equacao de movimentacao dos predadores a partir do modelo discreto analisado.

Para tal, consideremos que a populacao de predadores dispersa-se em um espaco unidi-
mensional discreto com passos constantes de comprimento Ax, supondo Az suficientemente
pequeno. Assumiremos que durante um pequeno intervalo de tempo At os predadores podem
movimentar-se para um de seus dois vizinhos mais proximos, isto é, para a posicao (r—Ax, y)

e (r 4+ Azx,y) com probabilidades correspondentes a L(z,t) e R(x,t). Com,

H _
Lia,t) = L= 208 (3.13)
mm
‘ H(z+ Axt
R(z,t) = M (3.14)
m

ihj
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onde
m;; = H(x — Az, t) + H(x, t) + H(x + Az, t). (3.15)

Observe que R(z,t) e L(z,t) dependem da posi¢do e podem variar com o tempo.
Baseados nestas hipoteses podemos descrever os processos de entrada e saida de pre-

dadores na posi¢ao (z) durante o intervalo At através da sequinte equagao:

P(x,t+ At) = R(zx— Az, t)P(x — Ax,t) + L(x + Az, t)P(x + Ax,t) +
+(1 — R(x,t) — L(x,t))P(x,t). (3.16)

Novamente estamos supondo que nao ocorre nada notavel no fendmeno em um inter-
valo de tempo At, assim é razoavel substituir as funcoes discretas P(x,t), H(x,t), R(x,t) e
L(z,t) por funcoes continuas definida Vz,t € R, p(x,t), h(x,t), r(z,t) e [(x,t) , respectiva-

mente. Estas funcoes suaves devem satisfazer a equacao (3.16):

plx,t+At) = r(z— Az, t)plex — Ax,t) + l(x + Az, t)p(x + Az, t) +
+(1 —r(x,t) — l(x,t)p(z, t). (3.17)

Desta forma poderemos expandir p(z &+ Ax,t) em séries de Taylor,

olat) 1001

p(z £ Ax,t) = p(z,t) £ p 5 022

(Ba)+OBa,  (319)
onde o termo O[(Ax)?] representam os termos de ordens maiores ou iguais a (Az)?. Analo-
gamente para r(z — Az, t), [(x + Ax,t) e p(x,t + At). Substituindo as expansoes em ([3.17))
e simplificando alguns termos, mantendo-os até a ordem de (Az)? e (At)?, obtemos:

Op(x,t) ., 19%p(x,1)

% 0
ot s (A~ — o [p(a ) (r(x, 1) = U(x, )] A +

102

553 Pl D () + U )M (3.19)

Ainda podemos escrever (3.19) da seguinte maneira:

Ip(a, 1) 10%(a,t) 9

5 At = ZT(At)z — %[p(x,t)(r(x,t) —(z,t))] A +
—i—%%[p(x,t)(r(x,t) + (2, 1)](Ax)? (3.20)

Dividindo a expressao (3.20) por At, obtemos:

op(z,t) 10°p(x,t) 0 Az

a ~ QT(N) - %[p(x,t)(r(:c,t) — Liz, ) 55 +
82

+%@[p(x,t)(r(x, t) +1(x,1))]

—~

Azx)?
At

(3.21)
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Observemos que,

h(z 4+ Az, t) + h(z — Az, t)

r(z,t) +1(z,t) = o : (3.22)
ou ainda,
_ h(z,t)
rie )+l t) =1- h(x + Ax,t) + h(z,t) + h(z — Az, t)’ (3.23)
r(ot) — Uz, t) = h(x + Az, t) — h(z — Ax,t) (3.24)

h(x + Ax,t) + h(z,t) + h(z — Az, t)

Expandindo os termos h(z + Ax,t) e h(z — Ax,t) em séries de Taylor, as equagoes (3.23) e
(3.24) tornam-se equivalentes a

1 1

r(z,t) +l(r,t) =1~ oo : (3.25)
31+ 3h§x,’t§(Am)2
e
h (z,t)
2 h(z,t) Az
r(z,t) —l(x,t) = = - 3.26
(00~ 1) = S s (3.26)
onde 1 (z,t) = 2 e h'(x,t) = 4.
Como —( ) < 17 0 termo —p—— ¢ a soma de uma série geométrica, ou seja,
Jr3h((gﬂt))(A9”)
1 R'(z,t)
. =1— ——2(Azx)* + O(Ax)* (3.27)
1+ G (Ax)? 3h(z,1)
Com isto, as expressoes (3.25) e (3.26) transformam-se em:
2 1 h'(x,t)
) +l(z,t) ==+ —.———>(Ax)? 3.28
) +1(at) = 5 + g (Aa) (3.28)
2 B (x,t) 20 (x, )R (x,t)
—l(z,t) == Azx — = A 2
R P R R (1) R (529

Finalmente substituindo (3.28)) e (3.29)) em (3.21), e mantendo os termos até a ordem de

(Az)?, temos:

a2 o 3 At 0z |h(z,t) 0z
2 (Ax)? 0?p(a, 1)
3 At ox?

op(x,t) _ —19%p(, )At_g(Ax)Q %) |:p($,t) 8h} N

(3.30)
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Supondo Az — 0 e At — 0, definimos

. (Az)?
A:cl,lirtlﬁo YAN

=D. (3.31)

Com isto, segue que a equagao (3.30) equivale a:

op(z,t) 2 0 (0p(x,t) 2 Oh(z,t)
ot :§D [%( dr  h(x,t) Oz p(a:,t))} (3:32)

Esta é a equacao continua que descreve o fluxo de taxia.
Apesar de termos estudado um modelo discreto em que o espaco é considerado bidi-
mensional, apenas por simplicidade desenvolvemos as contas admitindo o espago unidimen-

sional. O caso bidimensional segue de maneira analoga.

3.1.2 Simulacoes

Motivados por analisar os efeitos da inclusao da movimentacao por taxia aos predado-
res, realizamos simulacoes para varios valores dos parametros. As simulacoes foram realizadas
com o software Mathematica, consideramos um dominio cujas dimensoes sao 50 x 50, e com
condicoes de fronteira reflexivas. A condicdo inicial corresponde uma perturbacio de até 10%
no valor do equilibrio de coexisténcia em cada sitio do dominio.

Os resultados obtidos apresentam densidades totais das populagoes que se tornam
constantes com o tempo, oscilacoes periddicas ou aparentemente cadticas. Para valores de
r suficientemente grandes, a populacao de predadores apresentou um crescimento ilimitado.
Observamos distribuicoes espaciais homogéneas, o caos espacial e padroes heterogénios di-
namicos. As figuras a seguir representam as densidades populacionais totais para distintos
valores dos parametros, a variacao populacional em uma posicao e as distribuicoes espaciais
de presas e predadores.

Na Figura 3.1 (a), escolhemos 8 = 2,6 e r = 1,5, localizados dentro da regido de
estabilidade do equilibrio de coexisténcia e p, = 0,5. As populagoes totais de presas (azul) e
predadores (verde) tornam-se constantes com o tempo. A Figura 3.1 (b) exibe as densidades
de presas e predadores no "pacth" (25,25). As distribuigoes espaciais tornam-se homogéneas
(Figura 3.2).

A Figura 3.3 (a) exibe as populagoes totais de presas (azul) e predadores (verde) g =
2,8, r =1,5, dentro da regiao de estabilidade do equilibrio de coexisténcia, e u, = 0,1. As
densidades totais tornam-se constantes e as densidades no "patch" (25,25) oscilam entre dois
valores, Figura 3.3 (b). Na distribui¢ao espacial observamos a formagao de um quadriculado,
onde os "pacthes" apresentam oscilacoes populacionais, isto é, variam entre altas e baixas
densidades com o tempo, figuras 3.4 e 3.5 .

Escolhendo f = 2,8, r = 2 (dentro da regiao de estabilidade do equilibrio de coexis-
téncia) e p, = 0, 1, as densidades populacionais assumem oscilagoes de pequenas amplitudes,

Figura 3.6 (a). Nas figuras 3.7 e 3.8 exibimos as distribuigGes espaciais de presas e predadores
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Figura 3.1: (a) Densidade total de herbivoros (azul) e predadores (verde), (b) densidade
populacional de herbivoros e predadores no "pacth" (25,25), para f = 2,6, r = 1,5 e
HUp = 0, 5.

Figura 3.2: Distribui¢do espacial de herbivoros (a) e predadores (b) na iteragdo 500 para
B=2,6,r=15epu,=05.
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Figura 3.3: (a) Densidade total de herbivoros (azul) e predadores (verde) (b) densidade
populacional de herbivoros e predadores no "pacth" (25,25), para f = 2,8, r = 1,5 e
KHh = 07 L.

para =28, r=2¢e u, =0,1. Mantendo § = 2,8 e r = 2, com pu;, = 0,5, a populacao de
presas oscila em um ciclo de periodo 2 enquanto predadores exibem um crescimento "explo-
sivo" (Figura 3.9). As figuras 3.10 e 3.11 exibem as respectivas distribui¢oes populacionais
para herbivoros e predadores.

Na Figura 3.12 (a) escolhemos 8 = 3,3 e r = 1 (localizados fora da regiao de estabili-
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Figura 3.4: Distribuicao espacial de herbivoros nas iteracoes 998, 999 e 1000 para g = 2,8,
r=1,5epu,=0,1.
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Figura 3.5: Distribuicao espacial de predadores nas iteracoes 998, 999 e 1000 para § = 2,8,
r=15epu,=0,1.
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Figura 3.6: Densidade total de herbivoros (azul) e predadores (verde) para f = 2,8, r = 2
Up = 0, 1.

e

Figura 3.7: Distribuicao espacial de herbivoros nas iteragoes 100, 250, 750 e 1000 para
8=28r=2epu,=0,1.

dade dos parametros) e up = 0,2. As populagdes totais de presas (azul) e predadores (verde)
oscilam com grandes amplitudes, bem como as varia¢oes populacionais no "patch" (25,25)
(Figura 3.12 (b)). Na distribuicao espacial ndo ha um padrao claro formado (figuras 3.13 e
3.14).

Na Figura 3.15 fixamos 8 = 3,5 e r = 1,5, localizados fora da regiao de estabilidade

do equilibrio de coexisténcia, e p, = 0,5. A populacao total de herbivoros oscila entre
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Figura 3.8: Distribuicao espacial de predadores nas iteracoes 100, 250, 750 e 1000 para
=28 r=2epu,=0,1.
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Figura 3.9: Densidade total de herbivoros (azul) e predadores (verde) para § = 2,8, r = 2
HUn = 0, 5.

Figura 3.10: Distribuicao espacial de herbivoros nas iteracoes 30, 50 e 100 para § = 2,8,
r=2epu,=0,5.

Figura 3.11: Distribuicao espacial de predadores nas iteragoes 30, 50 e 100 para § = 2,8,
r=2epu,=0,5.

dois valores, enquanto a populacao de predadores crescem de maneira ilimitada. O que
também podemos observar na Figura 3.16, que apresenta a variacao populacional de presas e
predadores no "patch" (25,25). Resultados como este foram observados com muita frequéncia
durante as simulacoes realizadas, para valores dos parametros dentro e fora da regiao de

estabilidade do equilibrio de coexisténcia e com valores r suficientemente grandes.
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Figura 3.12: (a) Densidade total de herbivoros (azul) e predadores (verde), (b) densidade
populacional de herbivoros e predadores no "pacth" (25,25), para § =3,3,r =1e u, =0,2.
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Figura 3.13: Distribuicao espacial de herbivoros nas iteracoes 150, 200 e 250 para S = 3, 3,

r=1epu,=0,2.

Figura 3.14: Distribuicao espacial de predadores nas iteragoes 150, 200 e 250 para § = 3, 3,

r=1epu,=0,2
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Figura 3.16: Densidade populacional no "pacth" (25,25) de (a) herbivoros (b) predadores
para f =3,5,r=1,5¢e u, =0,5.

3.2 Movimentacao Limitada para Presas e Taxia Quase-

local para Predadores

Muitos individuos apresentam movimentacao limitada a uma escala de distancia rela-
tivamente pequena, que chamamos de movimentacao local. Assim, dependendo do tamanho
do sitio, podemos desprezar os efeitos da movimentacao, assumindo que os individuos nao
se deslocam para sitios vizinhos. Desta forma, em alguns casos ¢ apropriado supor que o
coeficiente de difusao das presas é nulo. Isto é, considerarmos que a movimentacao ocorre
apenas dentro do proprio sitio, de modo que p, = 0. Assim, a equacao que descreve a etapa

de dispersao de presas sera representada por:

hto=ht, (3.33)

onde h;’fj representa a densidade de individuos no sitio (i, ) apos a movimentacao na geragao
t. Isto é, consideramos que as presas presentes em um "patch" (7, j) permanecerdo na mesma
posicao.

Assim, as equagoes que descrevem os processos de dispersao e interagao sao:
Estagio de dispersao:

"t pt
hily = hijs .

, Drs 3.34
Py =hi; 2 : (3:34)

t
(r,8)eVy; My s

't
/ pl’.]
P
tH1 _ 't [ 1+ ah;;
hiy = hije ’

't 1t

Pt = Bpiihi
nj o

\ 1+ ah;

Estagio de interacao:

Y

(3.35)




67

3.2.1 Simulacoes

As simulagoes foram realizadas no software Mathematica. As dimensées do dominio
sao 50 x 50, as condicoes de fronteira sao reflexivas e as distribuigoes iniciais das populagoes de
presas e predadores correspondem a uma perturbacao de até 10% no valor do correspondente
equilibrio de coexisténcia em cada sitio do dominio. As figuras apresentadas a seguir ilustram
alguns dos resultados observados.

A Figura 3.17 (a) ilustra a densidade populacional de presas e predadores considerando
B =25er=1,5, localizados dentro da regiao de estabilidade do equilibrio de coexisténcia.
As densidades totais tornam-se constantes com o tempo. Uma anélise da variagdo popu-
lacional de ambas as espécies no "pacth" (25,25) pode ser acompanhada na Figura 3.17
(b), presas e predadores oscilam entre dois valores. A distribuicao espacial é representada
nas figuras 3.18 e 3.19 onde observamos que os "patches" exibem oscilagcdes nas densida-
des, variando entre altas e baixas densidades para cada tempo. Para valores menores de r
o que observamos sao densidades totais que se tornam constantes e padroes homogéneos na

distribuicao espacial de ambas as espécies.
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Figura 3.17: (a) Densidade total de herbivoros (azul) e predadores (verde), (b) densidade
populacional de herbivoros e predadores no "patch" (25,25) para f =2,5er =1,5.

Figura 3.18: Distribuicao espacial herbivoros nas iteragoes 999 e 1000 para f = 2,5er = 1,5.

Na Figura 3.20 (a) observamos oscilagoes com pequenas amplitudes nas densidades
populacionais de presa e predadores, para § = 3,1 e r = 0,5, localizados na regiao w. A
Figura 3.20 (b) temos a variacado das densidades de presas e predadores no "patch" (25,25).
As distribuicoes espaciais apresentam padroes heterogéneos dindmicos, figuras 3.21 e 3.22.

A Figura 3.23 (a) exibe as densidades de presas e predadores para f = 2,1 e r = 2,4,
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Figura 3.19: Distribuicao espacial predadores nas iteracoes 999 e 1000 para § = 2,5er =1, 5.
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Figura 3.20: (a) Densidade total de herbivoros e predadores, (b) densidade populacional de
herbivoros e predadores no "patch" (25,25), para f =3,1er=0,5.

Figura 3.21: Distribuigao espacial herbivoros nas iteracoes 500, 750, 850 e 1000 para S = 3,1
er=20,5.

Figura 3.22: Distribuicao espacial predadores nas iteracoes 500, 750, 850 e 1000 para 5 = 3,1
er=20,5.

localizados na regiao 7. As solucoes oscilam aperiodicamente. A variacao populacional de
presas e predadores no "patch" (25,25) apresenta-se também aparentemente caodtica, (Figura
3.23 (b)). Na distribuicao espacial o caos prevalece, (figuras 3.24 e 3.25). Este resultado pode
ser comparado com o da Figura 2.40, em que os predadores vao a extingao. Permitindo-nos
concluir que a inclusao da movimentacao pode permitir a coexisténcia das espécies.

Na Figura 3.26 (a) apresentamos as densidades populacionais de presas e predadores
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Figura 3.23: (a) Densidade total de herbivoros (azul) e predadores (verde) (b) densidade
populacional de herbivoros e predadores no "patch" (25,25), para f=2,1er =2 4.

Figura 3.24: Distribuigao espacial de herbivoros nas iteragoes 750, 800, 850 e 950 para = 2,1
er =24.

) . -

Figura 3.25: Distribuicao espacial de predadores nas iteragoes 750, 800, 850 e 950 para
b=21er=24.
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Figura 3.26: (a) Densidade total de herbivoros (azul) e predadores (verde), (b) densidade
populacional de herbivoros e predadores no "patch" (25,25), para § =3,5er =1,5.

para 8 = 3,5 e r = 1,5 (localizados na regidao w). As populagoes totais oscilam de maneira
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Figura 3.27: Distribuigao espacial herbivoros nas iteragoes 400, 450 e 500 para [ = 3,5 e
r=1,5.

Figura 3.28: Distribuicao espacial predadores nas iteracoes 400, 450 e 500 para § = 3,5 e
r=1,5.

aparentemente cadtica. A Figura 3.26 (b) exibe as densidades de presas e predadores que
oscilam aperiodicamente no "patch" (25,25), em particular predadores apresentam varios
picos. Nao hé organizacao na distribuicao espacial das populacoes. As regioes mais claras do
dominio observadas nos painéis das figuras 3.27 e 3.28 representam &areas com extingao local
das espécies, que se regeneram e repovoam estas regioes com o tempo. Destacamos que este
resultado obtido corresponde aos mesmos valores dos parametros utilizados nas simulacoes
na Figura 3.15, em que predadores crescem ilimitadamente, devido a inclusao da difusao a

movimentacao das presas.

3.3 Difusao x Taxia

Motivados em comparar os resultados obtidos quando consideramos que a populacao
de predadores se movimenta por difusao e quando se movimenta por taxia, realizamos algumas
simulacgoes variando os parametros da dindmica de reacao e os parametros da difusao.

Observamos que quando consideramos a difusao para ambas as espécies, para de-
terminadas escolhas dos parametros, as densidades populacionais de presas e predadores
apresentam oscilacoes com amplitudes maiores comparadas aos resultados obtidos quando os
predadores se moviam por taxia. Em geral, o modelo com difusao exibe densidades popula-
cionais que oscilam, sejam com grandes ou pequenas amplitudes para valores dos parametros
na regiao w e densidades constantes para escolhas dos parametros em ¢. Por outro lado, o
modelo com difusao-taxia apresenta casos com crescimento exponencial para predadores e
oscilacoes periddicas para presas. As distribuicoes espaciais das espécies no modelo de difu-
sao apresentam padrdes mais "organizados" do que o modelo difusdo-taxia. Também nao foi
encontrado caos espacial nas simulagoes do modelo com difusao e para muitas escolhas dos

parametros da dispersao, observamos distribuicoes espaciais "aproximadamente" homoge-
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neas. No modelo difusao-taxia, constatamos a formagao de padroes heterogéneos dinamicos
em muitas das simulacoes realizadas.

Os resultados sao sensiveis as escolhas dos parametros, apresentam uma forte depen-
déncia de suas combinacoes, quer seja da dinamica ou da dispersao. Alguns dos resultados
estao expostos nas figuras abaixo.

Nas figuras 3.29 e 3.30 escolhemos 5 = 2,5 e r = 2, dentro da regiao de estabilidade
do equilibrio de coexisténcia. Como coeficientes difusivos escolhemos p, = 0,5 e p, = 0,9.
A Figura 3.29 exibe as densidades totais de presas para os modelos com: (a) difusdo e (b)
difusao-taxia, enquanto a Figura 3.30 apresenta as densidades totais de predadores para os
modelos de: (a) difusdo e (b) difusao-taxia. Podemos observar que, no modelo com difusao,
as densidades de ambas as espécies tornam-se constantes, isto é, as solucoes atingem o
equilibrio de coexisténcia. No modelo difusao-taxia, as presas oscilam entre dois valores
muito proximos e predadores crescem ilimitadamente. Para valores menores do parametro
r, ainda dentro da regiao de estabilidade do equilibrio de coexisténcia, as solucoes de ambos

os modelos atingem o equilibrio (de coexisténcia).
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Figura 3.29: Densidade total de presas para os modelos com: (a) difusao e (b) difusao-taxia
para B =2,5,r=2, up, =0,5e pu, =0,9.
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Figura 3.30: Densidade total de predadores para os modelos com (a) difusao e (b) difusao-
taxia para 8 =2,5, 7 =2, up, =0,5e p, = 0,9 .

Nas figuras 3.31 e 3.32 representamos as densidades totais de presas e predadores,
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respectivamente. Neste caso escolhemos § = 3,3 e r = 1 (localizados fora da regido de
estabilidade do equilibrio de coexisténcia) e pp, = 0,5 e p, = 0,1. A Figura 3.31 apresenta
as populagoes totais de presas para os modelos com difusdao (a) e com difusao-taxia (b).
Analogamente, a Figura 3.32 exibe as densidades totais de predadores para os modelos com
difusdo (a) e com difusdo-taxia (b). Em ambos os casos as solugbes exibem oscilagdes,
todavia, o modelo com difusao apresenta oscilacoes mais regulares comparadas ao modelo
difusao-taxia.

Os gréaficos das figuras 3.33 e 3.34 apresentam as distribuicoes espaciais de presas
e predadores, respectivamente, para o modelo com difusao. Observamos que comparando
os dois modelos, os padroes espaciais apresentados nas figuras 3.33 e 3.34 apresentam uma
"maior" organizacao estrutural. Os gréaficos das figuras 3.35 e 3.36 correspondem as distri-
buigoes espaciais de presas e predadores, respectivamente, para o modelo de difusao-taxia

onde pode-se verificar a formacao de padroes heterogéneos dinamicos.
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Figura 3.31: Densidade total de presas para os modelos com: (a) difusdo e (b) difusdo-taxia
para B =3,3,r=1, u, =0,5e pu, =0, 1.
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Figura 3.32: Densidade total de predadores para os modelos com: (a) difusao e (b) difusao-
taxia para 8 =3,3, 7 =1, up =0,5e p, =0, 1.

Escolhendo 5 = 3,4 e r = 1; localizados na regidao w, e pp, = 0,4 e p, = 0,2. A
populacao total de presas e predadores para o modelo com movimentagao apenas por difusao

(figuras 3.37 (a) e 3.38 (a)) apresentam scila¢oes com amplitudes menores e mais regulares
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(a) (b) ()

Figura 3.33: Distribuicoes espaciais para presas nas iteracoes 350, 400, 450 e 500, para
B=3,3r=1pu,=0,5epn,=0,1.

of

Figura 3.34: Distribuigoes espaciais para predadores nas iteragoes 350, 400, 450 e 500, para
B=3,3r=1pu,=0,5epn,=0,1.
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Figura 3.35: Distribuicoes espaciais para presas nas iteracoes 350, 400, 450 e 500, para
B=3,3r=1; u,=0,5.

(a) (b) (c)

Figura 3.36: Distribuicoes espaciais para predadores nas iteragoes 350, 400, 450 e 500, para
=3,3,r=1epu,=0,5.

comparado ao modelo difusao-taxia (figuras 3.37 (b) e 3.38 (b)). Observamos a formagao de
ondas espirais na distribui¢ao espacial de presas e predadores com movimentagao por difusao
(figuras 3.39 e 3.40). O modelo difusao-taxia, por sua vez, apresenta padroes heterogéneos
dinamicos (figuras 3.41 e 3.42).
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Figura 3.37: Densidade total de presas para os modelos com: (a) difusao e (b) difusao-taxia
para B =34, r=1,u, =0,4e p, =0,2.
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Figura 3.38: Densidade total de predadores para os modelos com: (a) difusao e (b) difusao-
taxia para 8 =3,4,7r =1, up = 0,4 e pu, =0, 2.
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Figura 3.39: Distribuicoes espaciais de presas nas iteracoes 750, 900 e 1000, para [ = 3,4,
r=1,u,=0,4ep,=0,2.

Nas figuras 3.43 e 3.44, escolhemos § = 3,5 e r = 1,5, fora da regiao de estabilidade
do equilibrio de coexisténcia, e como coeficientes difusivos pp, = 0,5 e p, = 0,5. Para
esta escolha dos parametros o modelo com difusao apresenta oscilagoes aproximadamente
regulares com pequenas amplitudes. As figuras 3.43 (a) e 3.44 (a) ilustram as populagoes
totais de presas e predadores, respectivamente. No modelo difusao-taxia a populagao total

de presas oscila em um ciclo de periodo 2, enquanto predadores exibem crescimento ilimitado
(figuras 3.43 (b) e 3.44 (b)).
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Figura 3.40:  Distribuicoes espaciais de predadores nas iteracoes 750, 900 e 1000, para
B=3,4r=1epu,=0,4.
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Figura 3.41: Distribuicoes espaciais de presas nas iteracoes 750, 900 e 1000, para § = 3,4,
r=1epu,=0,4.

Figura 3.42:  Distribuicoes espaciais de predadores nas iteracoes 750, 900 e 1000, para
B=3,4r=1epu,=0,4.
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Figura 3.43: Densidade total de presas para os modelos com: (a) difusao e (b) difusao-taxia
para B = 3,5, r=1.5, up, =0,5e pu, =0,5.
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Figura 3.44: (a) Densidade total de predadores para os modelos com: (a) difusdo e (b)
difusao-taxia para 8 = 3,5, r = 1.5, up, = 0,5 e p, = 0, 5.

3.4 Crescimento Ilimitado de Predadores

Diante dos resultados obtidos em que observamos que predadores exibem um cresci-
mento ilimitado, passamos a considerar novas escolhas para a distribuicao inicial da populagao
de predadores a fim de investigar possiveis mudangas na sua evolugao temporal. Assumimos,

entao, predadores inicialmente distribuidos :
(i) em uma coluna;
(ii) em um ponto.

Em ambos os casos o valor inicial corresponde a uma pertubacao de até 10% do
valor do equilibrio de coexisténcia. A distribuicao inicial de presas permanece sobre todo o
dominio com valor correspondente a uma perturbacao de até 10% do valor do equilibrio de
coexisténcia.

As simulacoes apontam que o crescimento ilimitado continua a ocorrer, mesmo quando
os predadores estao distribuidos sobre um "patch" do dominio. As figuras abaixo apresentam
as distribuigoes iniciais de predadores e a evolu¢ao temporal de presas (azul) e predadores
(verde). Na Figura 3.45 ilustramos a distribuigao inicial de predadores na coluna 25 para

£ =2,5er =2, localizados dentro da regiao de estabilidade do equilibrio de coexisténcia.

Figura 3.45: Distribuicao inicial de predadores na coluna 25 para § = 2,5 e r = 2.

As figuras 3.46 (a) e 3.46 (b) exibem a evoluc¢ao temporal de predadores e presas,

respectivamente. Novamente predadores apresentam um comportamento ilimitado em seu
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Figura 3.46: Densidade total de (a) predadores e (b) herbivoros para

Hh = 0,5.

400

=25 7r=2e

Na Figura 3.47 apresentamos a distribuigao inicial de predadores no "patch" (25,25)

e na Figura 3.48 a evolucao temporal de presas e predadores com esta distribuicao inicial.

Observe que a "explosao" populacional de predadores permanece inclusive neste caso, presas

oscilam em um ciclo de periodo 2 para § =2,5;r=2e u, =0,5.

Figura 3.47:

Prodadorss

ax107t [

3107t |

2x10%4 [

1x10%4

A
400

Huthvorog

1500

1000

\
| fi i
v

v

L ' L
100 200 300

400

Figura 3.48: Densidade total de (a) predadores e (b) herbivoros para 5 = 2,5, r = 2 e

Hn = 075
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Figura 3.49: Densidade total de (a) predadores e (b) herbivoros para § = 3,5, r = 1,5 e
Up = 0, 5.
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Figura 3.50: Densidade total de (a) predadores e (b) herbivoros para § = 3,5, r = 1,5 e
MUp = 0, 5.

Escolhendo 8 = 3,5 e r = 1,5, localizados na regiao w, e up = 0,5 nas figuras 3.49
e 3.00. Na Figura 3.49 as simulagoes foram realizadas considerando uma distribuicao inicial
para predadores sobre a coluna 25 enquanto que na Figura 3.50 a distribuicao inicial é dada
sobre o "patch" (25,25). Em ambos os casos o crescimento ilimitado persiste.

Os exemplos que apresentamos nesta se¢ao caracterizam processos invasivos, em que
os predadores apresentam uma "explosao" no seu crescimento populacional. Um possivel
exemplo de invasao seguida de uma "explosao populacional” é de Buffo marinus, vulgo
sapo-cururu, um anfibio altamente toxico em todo o seu ciclo de vida. Nativo das Américas
Central e Sul, foi introduzido na Australia em 1935, com o objetivo de controlar populacoes
de besouros que causavam danos & plantacdo de cana-de-agicar (Phillips et al., 2006).

No entanto, o que deveria ser a solucao, acabou por tornar-se uma praga, cuja reper-
cussao é ainda maior que a dos besouros. Encontrando condicoes favoraveis e pouquissimos
predadores (jA que os anfibios nativos nao apresentam tal toxina, os possiveis predadores
acabavam por morrer ao tentar preda-los), parasitoides e doencas, o sapo-cururu expandiu a
area colonizada em pouco tempo.

Sua velocidade de dispersao aumentou com o tempo, estima-se que hoje seja de aproxi-

madamente 55 km/ano. Desde a sua introdugao representa uma ameaga a diversidade local,
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caracteriza altas taxas de diminuicao nas populacoes de espécies nativas, como marsupiais,
cobras, crocodilos, lagartos, etc.

Vérias técnicas de controle foram adotadas como a conscientizacao da populacao, uti-
lizacao de feromonios, parasitas, estratégias de captura, entre outras. No entanto, a facilidade
de reprodugdo (nao se sabe ao certo se anualmente, mas podem depositar mais de 30000 ovos
em uma desova!l) e a rapida adaptagao, sugerida em estudos, dificultam o controle.

Controlar o "Cane Toad" (sapo-cururu) continua sendo uma tarefa dificil. Futuras
expansoes poderiam devastar espécies endémicas da Australia (Urban et al., 2007). A Figura
3.51 (a) exibe vérios sapos-cururu juntos enquanto a Figura 3.51 (b) uma "fita" de ovos de

sapos-cururu.

Figura 3.51: (a) Sapos-cururu, (b) "fita"de ovos de sapos-cururu. Fonte:
(a) http://sydney.edu.au/science/biology/shine/canetoad_research/
scientific-publications-the-cane-toad-invasion.shtml, (b) http://wuw.

canetoadsinoz.com/cane_toad_biology.html

No entanto, sabemos que as populagoes nao crescem de maneira ilimitada durante
todo o tempo. Em determinado momento fatores externos atuam sobre o sistema tendendo a
regular a densidade populacional, como por exemplo, a disponibilidade de espaco e alimentos,
isto é, a competicao por alimento, espaco seja com outras espécies ou mesmo da propria
espécie (aqui pode haver competi¢do por parceiro sexual, inclusive). Ainda podem haver
espécies predadoras e/ou parasitas e/ou parasitoides.

Nosso modelo considera que o crescimento de predadores ¢ limitado somente pela dis-
ponibilidade de presas, compreendemos que os resultados exibidos apresentam que o modelo
seria valido até o momento que outros fatores comecariam a influenciar na dindmica das
populagoes. Uma sugestao de estudo seria a inclusao de outro fator limitante ao crescimento
da populagao de predadores, representado pelo termo g(p') na equacao de predadores ca-

racterizando uma competicao intraespecifica. Assim a dinamica de interacao entre presas e


http://sydney.edu.au/science/biology/shine/canetoad_research/scientific-publications-the-cane-toad-invasion.shtml
http://sydney.edu.au/science/biology/shine/canetoad_research/scientific-publications-the-cane-toad-invasion.shtml
http://www.canetoadsinoz.com/cane_toad_biology.html
http://www.canetoadsinoz.com/cane_toad_biology.html

predadores seria descrita pelo sistema abaixo:

com ¢(p') descrescente e tal que 0 < g(p') < 1, para p' suficientemente grande.
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(3.36)



CONCLUSOES

Neste trabalho, apos revisar os modelos continuos de reacao-difusao, apresentamos
modelos matematicos discretos que descrevem a dinamica de interacao entre duas espécies que
apresentam caracteristicas sazonais, isto é, reproduzem-se em etapas bem definidas de tempo.
Todos os modelos foram analisados utilizando a formulacao de Rede de Mapas Acoplados.
O primeiro modelo estudado foi o de Nicholson & Bailey (1935), que descreve a interacdo
entre insetos parasitoides e seus hospedeiros, considerando que a taxa de crescimento dos
hospedeiros é constante, na auséncia de parasitoides. O crescimento dos parasitoides, por
sua vez, depende dos encontros "efetivos" com os hospedeiros. Estes encontros caracterizam
a diminuicdo na populacao de hospedeiros. Verificamos que o ponto de coexisténcia das
espécies é sempre instavel, de modo que é impossivel a persisténcia de ambas as espécies sob
a hipotese de que os individuos se encontram homogeneamente distribuidos.

Passamos entao a apresentar o Modelo de Hassell et al. (1991) que considera o es-
paco explicitamente, incluindo-o como uma variavel independente no sistema. Analisamos os
efeitos da dispersao sobre o modelo, supondo um movimento difusivo para parasitoides e hos-
pedeiros. Dentre os resultados observados destaca-se a coexisténcia das espécies, sendo que
também constatamos a formacao de distintos padroes espaciais como a formacao de ondas
espirais, o caos espacial e padroes heterogéneos estaveis.

Em seguida analisamos o modelo presa-predador de Neubert et al. (1992), conside-
rando um crescimento de Ricker para presas, na auséncia de predadores, enquanto predadores
apresentam um crescimento proporcional a captura de presas. Realizamos simulagoes consi-
derando a variavel que representa o espaco explicitamente em um modelo de Rede de Mapas
Acoplados.

Apés a inclusao da movimentacao, os resultados exibem a coexisténcia das espécies
para valores dos parametros para os quais os predadores nao persistiam. Isto é, a inclusao
da dispersao ao modelo, para escolhas adequadas dos parametros, pode permitir a existéncia
dos predadores, para combinacoes em que isto nao era possivel. Além disso gera distintos
padrdes espaciais, como a formacgao de padrdes heterogéneos estaveis, a formacao de ondas
espirais, e ainda padroes espaciais homogéneos. Em vérios casos exibidos verificamos a forte
dependéncia de combinacoes dos parametros da dinamica e dos coeficientes difusivos.

Em seguida, formulamos e analisamos a dinamica de interagao entre insetos herbivoros
e seus predadores. Diferentemente do modelo presa-predador anterior em que consideramos

que o crescimento dos predadores depende linearmente do ntimero de presas capturadas,
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consideramos neste caso que predadores apresentam um efeito de saturacao da captura das
presas, representada por uma resposta funcional Holling tipo II. O crescimento das presas
na auséncia dos predadores se d& segundo a equacao de Ricker. Quando na presenca dos
predadores, sua captura caracteriza a diminuicao da populacgao.

Acrescentamos ao modelo um estagio de movimentagdo, considerando que presas e
predadores dispersam-se via difusao. Observamos que as densidades populacionais podem
ser alteradas quando passamos a considerar a dispersao ao modelo. Ha a formacao de distin-
tos padroes espaciais, como distribuigoes homogéneas, ondas espirais, padroes heterogéneos
estéveis e, em muitos casos, para valores dos parametros fora da regiao de estabilidade obser-
vamos distribuicoes aproximadamente homogéneas, prevalecendo a tendéncia uniformizadora
difusiva.

Por fim, admitimos que predadores se dispersam via taxia, isto é, que orientam seu
movimento na direcao de regioes de maiores concentracoes de presas. As presas, por sua vez,
movimentam-se por difusao, consideramos também um caso particular em que o coeficiente
de difusao é nulo, com o objetivo de representar alguns insetos herbivoros que possuem
movimentacao limitada & escala local.

Os resultados apresentam densidades populacionais que podem oscilar de maneira
peridédica ou aperiodica, padroes heterogéneos dinamicos e o caos espago-temporal. Em
particular uma "explosao" populacional para a populacao de predadores foi observada para
algumas combinagoes dos parametros.

Através de comparagoes entre os resultados obtidos do modelo de difusao e do modelo
de difusao-taxia, enfatizamos que os padroes espaciais obtidos no modelos de difusao tornam-
se, em muitos casos, aproximadamente homogéneos ou apresentam uma maior organizacao

espacial comparado ao modelo taxia-difusao.



Apéndice A

CRITERIO DE ESTABILIDADE PARA
EQUACOES A DIFERENCAS NAO
LINEARES E BIFURCACOES

A estabilidade da solucao de equilibrio de um sistema de equacdes a diferencas nao-
linear seré avaliada através de uma linearizacao do sistema linear em torno do equilibrio.
Deste modo, sera possivel obter informagoes sobre o comportamento qualitativo das solugoes
considerando o efeito de pequenas pertubacoes em torno do equilibrio. Para tal,consideremos

o seguinte sistema,

{ $n+1 == f(xmyn)v (Al)
Yn+1 = g(ZL‘n,yn)7

onde f e g sdo fungdes ndo lineares de x, e y, e (Z,y) é o ponto de equilibrio do sistema

(A.1)), isto ¢é,
.f‘:f(i’,g), (AZ)

Analisaremos o comportamento de pequenas perturbacoes em torno do estado de equilibrio

Yn =Y + €,

onde |g,| << 1e]d,| << 1sdo pequenas perturbagoes. Substituindo (A.3)) em (A.1]) obtemos:

{$+5n+1:f(l’+€my+5n)> (A4)

y—+ 5n+1 = g(:f‘ +en, Y + 571)

Expandindo f(z + €,y + ) e g(T + €n, Y + 0,) em série de Taylor em torno do equilibrio
(Z,y) temos:
of of

@ +en g +0n) = J(T.9) + engy (2.9) + 0n g (2.9) + O(en) + O(d7,), (A.5)
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0 0
o7 + e 5+ 0) = 9(2.9) + en (5.5) + 60y [(7,9) + O() + O@). (A6)
Usando
flro) = (A7)
9(z.9) =9,
e retendo somente os termos lineares,
En+1 :gn%(jag)+5n%(j7g)a (A 8)
5n+1 == En%(fa g) + 5713_3('%7 g)

Sn+l ﬁ@?g) ﬂ(fag) > ( En >
= o o1 A,
( On1 ) ( L(z,y) 2(x,y) 5, (A.9)

Observe que a matriz dos coeficientes é a matriz jacobiana associada ao sistema avaliada no

equilibrio (Z, %), denotaremos por J(Z, y)
(7 7y (7 &
J(Z,9) = ( o (T:9) ay(ﬂﬁ,;) > : (A.10)

e a solugao de (A.9)) é:
En = NoAT +MmA3

(A.11)
5,y = AT + 01N,

onde 19, 11, Oy e 61 sao constantes associadas a condicao inicial e \;, Ay sdo os autovalores

de J(z,y) que podem ser obtidos:

M —TA+~=0, (A.12)

ondeT—gf(:B y)+d(x y)efy—gjuc

T

(%,9)52(,9) — (2, 9) 5(2, 7).
Desta forma para que o equilibrio seja estavel é necessario e suficiénte que |\;| < 1
para ¢ = 1,2. Com isto, e, — 0 e 4, —> 0, 0 que significa que o efeitos de perturbacoes
ao sistema em equilibrio tendem a diminuir com o tempo. O seguinte teorema nos fornece
condigbes que garantam |A;|<1.
Teorema (Allen, 2007): Considere f(x,y) e g(z,y) com derivadas parciais de primeira
ordem continuas em z e y em um conjunto aberto de R? que contenha (7,¥). Entao, o ponto

de equilibrio (Z,y) do sistema nao linear

{ Tpy1 = f(xmyn) (A.l?))

Ynt+1 = 9(377” yﬂ)
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é localmente (assintoticamente) estavel e os autovalores da matriz jacobiana aplicada no

equilibrio (Z,y) satisfazem | ;| < 1 se,
TrlJapll <1+det[Jeg] <2, (A.14)

onde Jiz g5 € a matriz Jacobiana associada ao sistema avaliada no ponto de equilibrio. O
equilibrio sera instavel se algum |);| > 1, isto é, se alguma das inequacoes em (|A.32) nao for

satisfeita. Ou seja, se

TriJezg) > 1+ det[Jz 5], (A.15)
ou
TriJagl < —1—det[Jzg), (A.16)
ou
det[Jizg] > 1. (A.17)
Demonstracao:

=) Provemos que se || < 1 entdo |[7| < 14y < 2 parai = 1,2, onde 7 = Tr[Jiz )] e
v = det[Jiz,5). Seja p(A) = A* — A+ = 0 a equagdo caracteristica de J(z, 7).

N
1= — 5
2

Entao,

R (A.18)

sao os autovalores de J(Z, ).
Vamos dividir a prova em dois casos:
Caso 1: Suponhamos que |\;| < 1, com \; € R, i = 1,2. Entao segue que 72 > 4v e a equagao

caracteristica p(A) possui duas raizes A\; e A\y. Vamos considerar que Ay < A;. Também vale

T

que o vértice do polinémio p(\) ocorre em 7. E como || < 1,4 = 1,2, segue que

—1</\2§%§)\1<1:>|%|<1:>72<4, (A.19)
como 72 > 4, temos v < 1.
Temos ainda
T T
——1>|==A A.20
2= 10> 12— ) (4.20)
e?
T T
— 4+ 1 >|= — Agf. A21
241> |2 = | (a.21)
Entao,
T T2 — 4y
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Caso 2) Suponha |\;| < 1, \; € C, com isto 7% < 4y e

4 _ 2
A2 = % SEA At i (A.23)

entdo NP =7=0<y<1.
Mas 72 < 4y = |7] < 2/7, como 2,/7 < 1+v = |7| <1+~ < 2.

<) Provemos agora que se |7| < 1+ v < 2 entdo |[\| < 1, ¢ = 1,2. Novamente va-
mos dividir a demostracao em dois casos.

Caso 1) Suponha que |7| <1+ <2 e que \; € R. Entao 72 > 4v. Denotaremos por

T T2 — 4y
A==+ , A.24
5 5 (A.24)
com 7 = 1,2. Consideremos Ay < \;. Mostraremos que Ay > —1 e \; < 1. Como
Tl <14+~vy=1—|1| > —, (A.25)
somando %2 a equacao 1} obtemos,
2 -2
— — 1> - — A.26
i it et (A.26)
P A (A.27)
2 4 '
Dai segue que
VTt (A.28)
2 2 ’ '
e portanto,
7l VTP -4y
1>=4+—2>X\ (A.29)
2 2
e
" VPE 1 VPR
- << ——F— < . A.30
2 2 2 2 =77 (4-30)

Caso 2) Suponhamos agora que |7| < 1+v < 2eque \; € C, i = 1,2, entdo 72 < 4y =
4y — 72> 0. Vale também que |\;> =y < 1= |\| < 1.

Portanto, o equilibrio (Z,7) é estavel se |\;| < 1 ou a desigualdade
Tl <1+7<2. (A.31)

Caso contrario, o equilibrio é instavel.
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Bifurcacoes

Passaremos agora a estudar a dependéncia das solucoes de equilibrio em relagao aos
parametros que compoem as equagoes do sistema . Como pudemos observar nos ca-
pitulos 2 e 3, os sistemas estudados apresentam mudancas qualitativas no comportamento
das solucoes a medida que variamos os valores de um ou mais parametros. As mudancas
que podem acontecer no comportamento das solucoes de equilibrio consistem de troca de
estabilidade, isto é, um equilibrio estavel pode tornar-se instavel, oou vice-versa; uma solu-
¢ao periodica pode aparecer ou um novo equilibrio estavel pode surgir tornando o equilibrio,
anteriormente estavel, instavel (Allen, 2007). Estas mudangas qualitativas na dinamica sao
chamadas Bifurcacoes e os valores dos parametros para os quais elas ocorrem sao ditos pontos
de bifurcagao (Strogatz, 2000). No decorrer deste trabalho de disserta¢do foram observados
trés tipos de bifurcagao:
Bifurcagao Transcritica na qual dois equilibrios, um estavel e outro instavel, trocam de esta-
bilidade & medida que um parametro varia. Ambos os pontos continuam existindo, apenas
passam de estavel para instavel e vice-versa.
Bifurcagcao Flip Um equilibrio estavel torna-se instavel, com a variacao de um parametro,
apresentando solucoes de periodo 2. Neste caso a bifurcacao é dita supercritica. Caso con-
trario, se o equilibrio torna-se estavel e o ciclo de periodo 2, instavel a bifurcagao é dita
subcritica.
Bifurcacao de Hopf Neste caso os autovalores da matriz jacobiana do sistema linearizado
calculada no equilibrio sao complexos. Desta forma, quando variarmos um parametro, a
parte real dos autovalores passara de positiva para negativa, o equilibrio estavel mudara de
foco estavel para um foco instavel rodeado por um ciclo limite. As trajetérias tendem a se
aproximar deste ciclo, e a bifurcacao é dita supercritica. Se a instabilidade for reversa, a
bifurcacao é dita subcritica. Neste caso, as trajetorias tendem a se aproximar de um atrator
distante, que pode ser um equilibrio do sistema, um outro ciclo ou o infinito.

Através do Teorema 1 é possivel identificar o tipo de bifurcacao que ocorre no sistema

com a variagao no valor de um parametro, a partir da condicao
Tr[Jagll <1+ det[Jzg] < 2. (A.32)

Quando a condicao de Tr[Jz )| < 1+det[Jz 5] é quebrada os autovalores A\; > 1 com \; € R,
1 = 1,2, e podemos observar uma bifurcacao transcritica, isto é, ha dois equilibrios que trocam
a estabilidade quando o parémetro assume um valor de forma que Tr[Jz 5] = 1 + det[J(z 5)-

Quando a condicio —1 —det[J(z 5] < Tr[Jzg) é violada, observamos uma bifurcagao
do tipo flip. Os autovalores do sistema linearizados sao tais que \; < —1,com \; € R, i =1, 2.
A bifurcagao ocorre quando o valor do parémetro é tal que —1 — det[Jz 5| = Tr[Jz5)-

Finalmente quando det[Jz 5] > 1, os A; € C, i = 1,2, de forma que |);] > 1. Neste
caso a bifurcacao, chamada bifurcacao de Hopf, ocorre quando um dos parametros é tal que
det[Jiz g = 1.



Apéndice B

RESPOSTAS FUNCIONAIS DOS
PREDADORES

Desenvolvida por Holling em 1959, a resposta funcional representa a taxa na qual cada
predadore captura as presas. Relaciona o niimero de presas consumidas por um predador com
a densidade de presas e leva em consideracao os fatores que afetam a eficiéncia do predador
na procura, na captura e na forma de como o ntmero de presas capturadas é convertida
sobre o crescimento da populagao de predadores. Holling descreveu trés tipos de respostas

funcionais, consideremos que

p(N, P) = Po(N), (B.1)

representa a densidade de presas consumidas por predador por unidade de tempo, com isto

definimos:
Resposta funcional tipo I:

A taxa na qual cada predador captura presas depende linearmente da densidade de presas,
podendo crescer até um maximo ou indefinidamente, é como se o apetite dos predadores fosse

ilimitado. A Figura B.1 ilustra a resposta funcional do tipom I que é dada por:

$(N) = cN, (B.2)

Figura B.1: Resposta Funcional tipo I, para ¢ = 1.
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Resposta Funcional tipo II:

Em alguns casos os predadores apresentam um efeito de saciedade relacionado ao tempo de
manejo, diminuindo a eficiéncia em procura. Desta forma, a captura apresenta uma saturagao

como pode ser observado na Figura B.2:

cN

O(N) = TN (B.3)

onde c representa a constante de predacao méxima e a a contante de meia saturagao.

Lo

L]

N

Figura B.2: Resposta Funcional tipo II, parac=1¢e a = %

Resposta Funcional tipo III:

Ha casos em que os predadores apresentam baixa eficiéncia na captura quando a densidade

de presas é baixa. A resposta funcional é representada por:

cN?

d(N) = 21 N2 (B.4)

onde ¢ representa a taxa méaxima de predacao. A taxa de predacao é representada por uma

curva sigmoidal com pode ser observado na Figura B.3.

10

#IN)

Figura B.3: Resposta Funcional tipo III, parac=1e a = 4.
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