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SISTEMA DE DUAS VIGAS ACOPLADAS
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USO DA BASE DINÂMICA EM UM SISTEMA DE

DUAS VIGAS ACOPLADAS

elaborada por
Aline Brum Seibel

como requisito parcial para obtenção do grau de
Mestre em Matemática
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RESUMO

Dissertação de Mestrado

Programa de Pós-Graduação em Matemática

Universidade Federal de Santa Maria

USO DA BASE DINÂMICA EM UM SISTEMA DE

DUAS VIGAS ACOPLADAS

AUTORA: ALINE BRUM SEIBEL

ORIENTADORA: ROSEMAIRA DALCIN COPETTI

Data e Local da Defesa: Santa Maria, 26 de agosto de 2013.

Neste trabalho é realizado um estudo sobre vibrações livres e forçadas de um

sistema de dupla viga acoplado. O sistema é composto por duas vigas do tipo Euler-

Bernoulli, paralelas, de mesmo comprimento, simplesmente apoiadas e conectadas por

uma camada viscoelástica. São obtidas as frequências naturais e os modos de vibração

ou autofunções do sistema acoplado utilizando uma metodologia para vigas uniformes,

que usa a base dinâmica para escrever a solução da equação modal. O estudo é realizado

através da análise modal e de uma formulação matricial em blocos, e a base dinâmica

usada para escrever a solução da equação modal é gerada pela solução dinâmica de uma

equação diferencial de quarta ordem cujos coeficientes são os mesmos do problema consi-

derado. As frequências naturais e os modos de vibração para o sistema não amortecido

são determinados para vários valores dos parâmetros da viga. Para o caso amortecido,

consideramos o amortecimento individual em cada viga e o amortecimento que compõe a

camada viscoelástica o qual caracteriza o acoplamento no sistema. A resposta forçada do

sistema é escrita em função da resposta impulso matricial que é solução de um problema

de valor inicial com condições iniciais impulsivas.

Palavras-chave: Viga Euler-Bernoulli Dupla. Base Dinâmica. Frequências e Modos de
Vibração. Resposta Impulso Matricial. Amortecimento de Rayleigh.
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This work researches on free and forced vibrations of a double beam coupled system. The

system is regarded as two Euler-Bernoulli beams which are parallel, have the same length,

are simply supported and are connected through a viscoelastic layer. Natural frequencies

and their mode shapes, also called eigenfunctions, of the coupled system are obtained

through a uniform beam methodology which uses the free dynamical basis to represent

the solution of the the modal equation. This study uses modal analysis and block matrix

formulation, while the dynamical basis used to represent the modal solution is obtained

from the dynamical solution of a fourth order differential equation whose coefficients

are just those of the original problem. The natural frequencies and mode shapes of the

undamped system are determined for several values of beam parameters. For the damped

case, damping ratios of each beam and also of the viscoelastic layer (which characterizes

the coupling the system) are considered. The forced response is represented using matrix

impulse response, which is the solution of an initial value problem with impulsive initial

conditions.

Keywords: Euler-Bernoulli Double Beam. Dynamic Basis. Frequencies and Vibrations
Modes. Impulse Response Matrix. Rayleigh Damping.
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INTRODUÇÃO

Estruturas do tipo viga são amplamente utilizadas em muitos ramos da engenharia

civil, mecânica e aeroespacial. Por isso, vibrações de vigas têm sido objeto de muitos

estudos e vários métodos têm sido desenvolvidos para melhor entender essa dinâmica

[?,?,?,?,?].

O estudo de vibração de vigas do tipo Euler-Bernoulli teve ińıcio no século XVIII

com trabalhos de membros da famı́lia Bernoulli e Leonard Euler (1707− 1783). Em 1744

Euler publicou o livro “Methodus Inveniendi Lineas Curvas Maximi Minimive Proprietate

Gaudentes”, onde demonstra a solução da equação diferencial do movimento transversal

de vigas prismáticas, bem como encontra as frequências naturais e os modos de vibração

de vigas em balanço, simplesmente apoiada, bi-engastada e de extremidades livres. A

teoria de Euler-Bernoulli considera que as seções transversais permancem planas e per-

pendiculares ao eixo neutral, portanto não há tensão de cisalhamento em seus planos e

os efeitos de inércia rotatória também são desconsiderados. O modelo de vibração de

vigas que leva em consideração os efeitos da inércia de rotação e tensão de cisalhamento

é conhecido como teoria de viga de Timoshenko [?,?].

As vibrações livres e forçadas de uma única viga com diferentes condições de con-

torno têm sido estudados extensivamente por muitos pesquisadores. Tanaka [?] apresenta

um controle de fronteira ativa - ABC - de uma viga Euler-Bernoulli, o que possibilita ge-

rar uma condição de contorno desejada em qualquer posição designada de uma estrutura

de viga, permitindo, assim, à estrutura de possuir propriedades desejadas caracterizadas

pelas condições de contorno. Abu-Hilal em [?] utiliza a função de Green para determinar

a resposta dinâmica de uma viga Euler-Bernoulli sujeita a cargas distribúıdas e concen-

tradas. Tonetto em [?] estuda a dinâmica de vigas segmentadas aplicáveis em microscopia

de força atômica (AMF), utilizando os modelos de Euler-Bernoulli e Timoshenko com o

uso da resposta impulso distribúıda e de respostas fundamentais concentradas. Nagu-

leswaran [?] obteve as três primeiras frequências naturais, a sensitividade e os modos de

vibração considerando diferentes áreas da seção transversal de uma viga bi-segmentada

Euler-Bernoulli com condições de contorno clássicas em ambas as extremidades. Nash e

Collar [?] obtiveram as expressões para as equações da frequência e dos modos de vibração

para seis condições de contorno clássicas: fixa-livre, livre-livre, apoiada-livre, bi-apoiada,

fixa-fixa e fixa-apoiada, apresentando os resultados experimentais, juntamente com os re-



14

sultados numéricos, obtidos usando os modelos de Euler-Bernoulli, Vlasov e Timoshenko,

considerando vigas não delgadas nas quais os efeitos do cisalhamento e da rotação foram

importantes.

Embora as vibrações de um modelo com mais de uma viga tenham importância

prática nos campos da engenharia e outras aplicações, existem poucas investigações en-

volvendo estes sistemas, quando comparado com um sistema de uma única viga. Um caso

particular de interesse é o sistema de duas vigas acopladas por uma camada elástica ou

viscoelástica. O sistema é composto por duas vigas paralelas de propriedades uniformes

com uma camada de mola-amortecedor distribúıdos entre as vigas. Destacam-se três prin-

cipais aplicações destes sistemas: redução de peso, aumento de força e rigidez, e absorção

de vibrações. [?].

O trabalho de Seelig e Hoppman [?] foi um dos pioneiros nos estudos sobre vi-

brações do sistema de duas vigas elasticamente conectadas, são obtidos os modos normais

de um sistema de n vigas conectadas elasticamente, utilizando a teoria da viga de Euler-

Bernoulli. Kessel e Raske em [?] determinaram a resposta amortecida do sistema de viga

dupla elasticamente conectada devidido a uma carga em movimento que oscila longitu-

dinalmente ao longo de um dos membros sobre um ponto fixo, a deflexão do sistema de

viga dupla amortecido é divido em dois casos: no primeiro, as vigas tem amortecimento

individual, no segundo, o amortecimento é introduzido como uma função da velocidade

relativa das duas vigas. Hamada, Nakayama e Hayashi em [?], analisam as vibrações livre

e forçada de um sistema de duas vigas paralelas elasticamente conectadas, sendo as cons-

tantes de massa e rigidez diferentes nas duas vigas e as deflexões do sistema são analisadas

através da transformada de Laplace. Vu em [?], apresenta um método exato para resolver

a vibração forçada transversal de um sistema de viga dupla submetido a uma excitação

harmônica, onde a vibração livre para o caso particular de duas vigas paralelas conectadas

elasticante é desenvolvido para diferentes condições de contorno. Oniszczuk [?] analisa as

vibrações livres de um sistema de duas vigas paralelas simplesmente apoiadas conectadas

continuamente por uma camada elástica do tipo Winkler, o movimento do sistema é des-

crito por uma equação diferencial de quarta ordem, a qual é resolvida pelo método clássico

de Bernoulli-Fourier. Em outro trabalho, Oniszczuk [?] determina a resposta forçada para

o mesmo sistema usando o método da expansão modal, o sistema foi desacoplado através

do conjunto de modos ortogonais formado por uma única viga. Abu-Hilal [?] analisou a

resposta dinâmica de um sistema de viga dupla considerando uma carga em movimento

constante para um sistema constitúıdo por duas vigas Euler-Bernoulli simplesmente apoi-

adas ligadas por uma camada viscoelástica.

A base dinâmica tem sido usada frequentemente para determinar as frequências

e os modos de vibração de um sistema composto por uma viga Euler-Bernoulli ou por

uma viga Timoshenko [?]. Em Tsukazan [?] a base dinâmica foi usada para calcular as

frequências e os modos de vibração de uma viga Euler-Bernoulli com seção transversal
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descont́ınua. Copetti [?] utiliza a base dinâmica gerada pela solução de uma equação

diferencial de quarta ordem para obter os modos e frequências de uma viga Euler-Bernoulli

segmentada, que possui amortecimento interno e amortecimento viscoso externo nas seções

da viga. Claeyssen [?] determina a resposta forçada de sistemas discretos, concentrados e

distribúıdos em termos da resposta livre e da resposta permanente, através da utilização

da base dinâmica gerada pela resposta impulso. Em trabalhos recentes foram consideradas

vibrações transversais de vigas Euler-Bernoulli acopladas através de forças elásticas de van

der Walls para nanotubos de carbono de uma ou mais camadas [?] em [?] foi estudado

o efeito não local na resposta forçada para um nanotubo de carbono composto por uma

única camada.

Neste trabalho, é considerado um sistema de duas vigas acopladas. O sistema

consiste de duas vigas do tipo Euler-Bernoulli, paralelas, com a mesma extensão, que

são unidas por uma camada viscoelástica, esta camada é composta por um sistema mola-

amortecedor. As vigas são homogêneas, prismáticas e delgadas. As duas vigas possuem as

extremidades apoiadas. O objetivo principal do presente trabalho é a utilização da meto-

dologia desenvolvida para vigas uniformes de Euler-Bernoulli [?,?,?,?,?,?,?], estendendo-a

para o caso de duas vigas acopladas. Análise modal e uma formulação matricial em blocos

são utilizados para determinar as frequências naturais e os modos de vibração do sistema.

Os modos de vibração são escritos usando-se a resposta impulso para compor a base de

soluções. A resposta forçada é determinada utilizando-se a ortogonalidade dos modos

para desacoplar o sistema envolvido.

A dissertação está estruturada da seguinte maneira: no Caṕıtulo 1, é apresentado

o modelo matemático de viga de Euler-Bernoulli utilizando as Equações de Lagrange e o

Prinćıpio de Hamilton. Condições de contorno clássica e não clássicas também são apre-

sentadas. No Caṕıtulo 2, é descrita a metodologia utilizada na obtenção das frequências

e dos modos de vibração do modelo de viga dupla com e sem amortecimento. O modelo

é escrito na forma de uma equação diferencial matricial, e sua solução é dada em termos

da base dinâmica. No Caṕıtulo 3, a resposta forçada com e sem amortecimento do sis-

tema é escrita em função da resposta impulso matricial. Nos dois casos, amortecido e

não-amortecido, o sistema foi desacoplado utilizando o Teorema dos Modos Normais, já

que foi considerado o amortecimento de Rayleigh.



Caṕıtulo 1

EQUAÇÃO DA VIGA

EULER-BERNOULLI

1.1 Introdução

A equação do movimento para a vibração transversal de vigas esbeltas foi derivada

por Daniel Bernoulli em 1735 e as primeiras soluções da equação para várias condições de

contorno foi dado por Euler em 1744. Sua abordagem tornou-se conhecida como teoria da

viga de Euler-Bernoulli. Em 1921, Stephen Timoshenko apresentou uma teoria melhorada

para a vibração de viga, onde considera os efeitos da inércia de rotação e deformação por

cisalhamento [?].

Neste caṕıtulo, são derivadas as equações do movimento e as condições de contorno

de uma viga do tipo Euler-Bernoulli, a partir das Equações de Lagrange [?,?] e Prinćıpio

de Hamilton [?, ?, ?], uma vez que a vibração é, em essência, um processo de troca de

energia mecânica, nas formas de energia cinética e potencial.

1.2 Equações de Lagrange

Considere um sistema caracterizado por N part́ıculas, 3N coordenadas cartesianas

e, também, 3N coordenadas generalizadas q1, q2, . . . , q3N . Em geral,

qk = qk(x1, y1, z1, . . . , xN , yN , zN , t), (1.1)

para k = 1, 2, . . . , 3N, onde xj , yj e zj são as coordenadas do j -ésimo vetor posição

dos N vetores posição que caracterizam o sistema. As coordenadas cartesianas também
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podem ser escritas em termos das coordenadas generalizadas e, portanto,

xj = xj(q1, q2, . . . , q3N , t), (1.2)

yj = yj(q1, q2, . . . , q3N , t), (1.3)

zj = zj(q1, q2, . . . , q3N , t), (1.4)

para j = 1, 2, . . . , N. A energia cinética para um sitema de N part́ıculas, em função das

3N coordenadas generalizadas xj , yj e zj , j = 1, 2, 3, ..., N é :

T =
1

2

N
∑

j=1

mj(ẋ
2
j + ẏ2j + ż2j ), (1.5)

onde ẋj =
∂xj

∂t
e mj é a massa da j-ésima particula. Obtém-se das equações (??), (??) e

(??), respectivamente,

ẋj =

3N
∑

k=1

∂xj

∂qk
q̇k +

∂xj

∂t
, (1.6)

ẏj =
3N
∑

k=1

∂yj

∂qk
q̇k +

∂yj

∂t
, (1.7)

żj =

3N
∑

k=1

∂zj

∂qk
q̇k +

∂zj

∂t
, (1.8)

com q̇k =
∂qk

∂t
. O momentum generalizado, conjugado à coordenada generalizada qk,

correspondente a força Qk, é definido como

pk =
∂T

∂q̇k
. (1.9)

Derivando a equação (??) parcialmente em relação a q̇k, obtemos

∂T

∂q̇k
=

1

2

N
∑

j=1

mj

(

∂ẋ2
j

∂q̇k
+

∂ẏ2j

∂q̇k
+

∂ż2j

∂q̇k

)

, (1.10)

isto é,

∂T

∂q̇k
=

1

2

N
∑

j=1

mj

(

ẋj

∂ẋj

∂q̇k
+ ẏj

∂ẏj

∂q̇k
+ żj

∂żj

∂q̇k

)

, (1.11)

onde ẋj , ẏj, żj , são funções que dependem de q1, ..., q3N , q̇1, ..., q̇3N , t. Assim
∂ẋj

∂qk
e ∂x

∂t
são

funções que dependem somente de q1, ..., q3N , t. Então, diferenciando (??), (??) e (??)
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segue, respectivamente,

∂ẋj

∂q̇k
=

∂xj

∂qk
, (1.12)

∂ẏj

∂q̇k
=

∂yj

∂qk
, (1.13)

∂żj

∂q̇k
=

∂zj

∂qk
, (1.14)

j = 1, ..., N, k = 1, ..., 3N. Substituindo as equações (??), (??) e (??) na equação (??),

obtém-se
∂T

∂q̇k
=

N
∑

j=1

mj

(

ẋj

∂xj

∂qk
+ ẏj

∂yj

∂qk
+ żj

∂zj

∂qk

)

. (1.15)

Derivando com relação ao tempo a equação (??),

d

dt

(

∂T

∂q̇k

)

=
N
∑

j=1

[

(mj ẍj)
∂xj

∂qk
+ (mj ÿj)

∂yj

∂qk
+ (mj z̈j)

∂zj

∂qk

]

+

+
N
∑

j=1

mj

[

ẋj

d

dt

∂xj

∂qk
+ ẏj

d

dt

∂yj

∂qk
+ żj

d

dt

∂zj

∂qk

]

.

(1.16)

De acordo com a segunda lei de Newton, a primeira parcela do lado direito da equação

(??) pode ser reescrita como

Qk =
N
∑

j=1

[

(Fj)x
∂xj

∂qk
+ (Fj)y

∂yj

∂qk
+ (Fj)z

∂zj

∂qk

]

, (1.17)

onde Fj é a foça resultante sobre a part́ıcula de massa mj e Qk é a k-ésima componente

da força generalizada. Utiliza-se a notação (Fj)x para indicar a componente x do vetor

Fj. As derivadas que aparecem no último termo da equação (??) são dadas por

d

dt

(

∂xj

∂qk

)

=
3N
∑

l=1

∂2xj

∂qk∂ql
q̇l +

∂2xj

∂t∂qk
=

∂

∂qk

(

3N
∑

l=1

∂xj

∂ql
q̇l +

∂xj

∂t

)

=
∂ẋj

∂qk

(1.18)

onde usamos a equação (??). Analogamente, usando as equações (??) e (??), pode-se

escrever

d

dt

(

∂yj

∂qk

)

=
∂ẏj

∂qk
, (1.19)

d

dt

(

∂zj

∂qk

)

=
∂żj

∂qk
. (1.20)
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Substituindo as equações (??), tem-se (??) e (??) na equação (??),

d

dt

(

∂T

∂q̇k

)

= Qk +

N
∑

j=1

mj

(

ẋj

∂ẋj

∂qk
+ ẏj

∂ẏj

∂qk
+ żj

∂żj

∂qk

)

, (1.21)

isto é,

d

dt

(

∂T

∂q̇k

)

= Qk +

[

1

2

N
∑

j=1

mj

(

∂ẋ2
j

∂qk
+

∂ẏ2j

∂qk
+

∂ż2j

∂qk

)]

, (1.22)

ou seja,

d

dt

(

∂T

∂q̇k

)

= Qk +
∂

∂qk

[

1

2

N
∑

j=1

mj(ẋ
2
j + ẏ2j + ż2j )

]

, (1.23)

ou ainda,

d

dt

(

∂T

∂q̇k

)

−
∂T

∂qk
= Qk, k = 1, 2, ..., 3N. (1.24)

As equações (??) representam as equações de Lagrange. Se a energia potencial

existe, as forças Qk são obtidas a partir da força energia potencial:

Qk = −
∂V

∂qk
, (1.25)

neste caso a função Langrangeana é

L(q1, . . . , q3N , q̇1, . . . , q̇3N , t) = T −V, (1.26)

onde T depende de q1, . . . , q3N e q̇1, . . . , q̇3N , mas V depende somente de q1, . . . , q3N .

A substituição da equação (??) na equação (??) resulta em

d

dt

(

∂T

∂q̇k

)

−
∂T

∂qk
= −

∂V

∂qk
, (1.27)

isto é
d

dt

(

∂T

∂q̇k

)

−
∂L

∂qk
= 0, (1.28)

onde L = T −V é a função Lagrangeana. Como V não depende de q̇k para k = 1, 2, ...3N,

segue da equação (??) que
∂L

∂q̇k
=

∂T

∂q̇k
−

∂V

∂q̇k
=

∂T

∂q̇k
. (1.29)
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A substituição da equação (??) em (??), leva a

d

dt

(

∂L

∂q̇k

)

−
∂L

∂qk
= 0, k = 1, 2, ..., 3N, (1.30)

que é a forma mais usual das equações de Lagrange.

1.3 Prinćıpio de Hamilton

Considere um sistema arbitrário com coordenadas independentes q1, . . . , qn e a

função de Lagrange L(t, qi, q̇i), onde q̇i =
∂qi

∂t
. A integral

W =

t1
∫

t0

Ldt (1.31)

representa a ação durante um intervalo de tempo (t0, t1) e a expressão Ldt é a ação

elementar.

Uma vez que a função L é da forma L = L(t, qi, q̇i), é necessário, a fim de resolver

a equação (??), especificar as funções qi = qi(t) (i = 1, ..., n) no intervalo t0 ≤ t ≤ t1.

Em outras palavras, a ação W é um funcional dependente do movimento do sistema.

Considerando arbitrariamente as funções

qi = qi(t) (i = 1, 2, ..., n), (1.32)

então tem-se um certo movimento cineticamente posśıvel. Na coordenada espacial exten-

dida de dimensão (n + 1), onde as quantidades qi e o tempo t são as coordenadas, esse

movimento é descrito por um curva. Considere todas as posśıveis curvas, ou “caminhos”,

passando através de dois pontos espećıficos do espaço M0(t0, q
0
i ) e M1(t1, q

1
i ), isto é, to-

dos os movimentos posśıveis caminhos que identificam o sistema a partir de uma dada

posição inicial (q0i ), que é ocupada no momento t0, para uma dada posição final (q1i ),

que é ocupada no tempo t1. Aqui, desde o ińıcio são fixados os instantes iniciais e finais

de tempo t0 e t1, respectivamente, e as posições iniciais e finais do sistema, (q0i ) e (q1i ),

respectivamente.

Suponha que, entre dois caminhos considerados, existe um chamado de caminho

direto, isto é, um caminho do qual o sistema pode mover-se através de uma função

espećıfica L (em determinado campo de força). Para um caminho direto as funções

qi = qi(t) (i = 1, 2, ..., n) satisfazem as equações de Lagrange

∂

∂t

(

∂L

∂q̇i

)

−
∂L

∂qi
= 0, i = 1, 2, ..., n. (1.33)
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Todos os outros caminhos posśıveis passando pelos pontos M0 e M1 são chamados de

caminhos indiretos.

Mostra-se, mediante prinćıpios variacionais, que a ação W tem um valor mı́nimo

(mais precisamente estacionário) para o caminho direto em comparação com os caminhos

indiretos. Áı está o prinćıpio de Hamilton. Então, tem-se a seguinte situação:

δW =

t1
∫

t0

δLdt = 0 (1.34)

Esta é a expressão matemática para o prinćıpio de Hamilton.

O prinćıpio de Hamilton também é conhecido como Prinćıpio de Mı́nima Ação, ou

prinćıpio do menor esforço.

1.4 Modelo de viga Euler-Bernoulli

A equação da viga de Euler-Bernoulli é um modelo f́ısico e matemático para estudar

o comportamento do movimento transversal de uma viga. Constitúıda de uma equação

diferencial parcial de quarta ordem, a equação de Euler-Bernoulli modela a evolução

no tempo do movimento transversal de uma viga. Foi desenvolvida pelos matemáticos

Leonhard Euler e Jakob Bernoulli.

A hipótese fundamental na teoria da viga de Euler-Bernoulli é que há pequenas

deformações na viga, ou seja, as seções transversais permancem planas e perpendiculares

ao eixo neutral. Na Figura ?? as fibras próximas à superf́ıcie côncava se contraem e

as fibras próximas à superf́ıcie convexa tendem a se distender. A superf́ıcie que separa a

região de compressão da região de distensão (onde o comprimento permanece inalterado) é

chamada de eixo neutral. A derivação da equação de Euler-Bernoulli envolve as principais

Figura 1.1: Eixo neutral

hipóteses f́ısicas [?,?,?,?,?].

• O formato da viga é um prisma reto, cujo comprimento é muito maior que as

outras dimensões;

• Existência de uma linha neutra onde a viga não sofre nem tração nem compressão;
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• As seções planas permanecem planas após a deformação e a curvatura da viga é

assumida pequena;

• A viga é de material elástico e homogêneo;

• São desconsideradas as deformações por cisalhamento e inércia rotacional.

A partir do Prinćıpio de Hamilton (??) é posśıvel derivar o problema de desloca-

mento transversal v(t, x) de uma viga Euler-Bernoulli [?]. Para isso é necessário considerar

a energia potêncial e cinética de uma viga Euler-Bernoulli de comprimento L, as quais

são dadas por, respectivamente:

V =
1

2

L
∫

0

EI

(

∂2v

∂x2

)2

dx, (1.35)

T =
1

2

L
∫

0

ρA

(

∂v

∂t

)2

dx, (1.36)

onde EI denota a constante de rigidez e ρA a constante de massa da viga. Substituindo

as equações (??) e (??) no Prinćıpio de Hamilton dado por (??), tem-se

1

2

t2
∫

t1

[

δ

L
∫

0

ρA

(

∂v

∂t

)2

dx− δ

L
∫

0

EI

(

∂2v

∂x2

)

dx

]

dt = 0. (1.37)

No que segue supomos:

v(t1, x) = v(t2, x) = 0 (1.38)

∂v

∂x
(t1, x) =

∂v

∂x
(t2, x) = 0. (1.39)

Supomos ainda que na equação (??), a ordem entre a variação e a integral pode ser

trocada, pode-se escrever o termo da energia cinética da seguinte maneira:

1

2

t2
∫

t1

δ

[ L
∫

0

ρA

(

∂v

∂t

)2

dx

]

dt =
1

2

t2
∫

t1

[ L
∫

0

ρAδ

(

∂v

∂t

)2

dx

]

dt =

=
1

2

t2
∫

t1

[ L
∫

0

2ρA

(

∂v

∂t

)

δ

(

∂v

∂t

)

dx

]

dt =

=

t2
∫

t1

[ L
∫

0

ρA

(

∂v

∂t

)

∂

∂t
(δv)dx

]

dt. (1.40)
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Integrando por partes em relação à t, o último termo do lado direito da igualdade torna-se

1

2

t2
∫

t1

δ

[ L
∫

0

ρA

(

∂v

∂t

)2

dx

]

dt = −

t2
∫

t1

L
∫

0

ρA
∂2v

∂t2
δvdxdt. (1.41)

Agora, considere o termo da energia potencial, e sendo que a ordem da variação pode ser

trocada,

1

2

t2
∫

t1

(

δ

L
∫

0

EI

(

∂2v

∂x2

)2

dx

)

dt =
1

2

t2
∫

t1

[ L
∫

0

EIδ

(

∂2v

∂x2

)2

dx

]

dt =

=
1

2

t2
∫

t1

[

2EI

(

∂2v

∂x2

)

δ

(

∂2v

∂x2

)

dx

]

dt

=

t2
∫

t1

L
∫

0

EI

(

∂2v

∂x2

)(

∂2(δv)

∂x2

)

dxdt. (1.42)

Integrando por partes duas vezes em relação a x, segue

1

2

t2
∫

t1

(

δ

L
∫

0

EI

(

∂2v

∂x2

)2

dx

)

dt =

t2
∫

t1

[(

EI
∂2v

∂x2

)(

∂δv

∂x

)∣

∣

∣

∣

∣

x=L

x=0

−

[(

∂

∂x

(

EI

(

∂2v

∂x2

))

δv

∣

∣

∣

∣

∣

x=L

x=0

+

L
∫

0

∂2

∂x2

(

EI
∂2v

∂x2

)

δvdx

]

dt. (1.43)

Substituindo na equação (??)

t2
∫

t1

[(

EI
∂2v

∂x2
(t, L)

)(

δ
∂v

∂x
(t, L)

)

−

(

EI
∂2v

∂x2
(t, 0)

)(

δ
∂v

∂x
(t, 0)

)]

−

[(

∂

∂x

(

EI
∂2v

∂x2

))

(t, L)δv(t, L)

]

−

[(

∂

∂x

(

EI
∂2v

∂x2

))

(t, 0)δv(t, 0)

]

−

L
∫

0

[

ρA
∂2v

∂t2
+

∂2

∂x2

(

EI
∂2v

∂x2

)]

δvdxdt = 0. (1.44)

Aplicando o Lema de DuBois-Reymond [?,?], vem que

ρA
∂2v

∂t2
+

∂2

∂x2

(

EI
∂2v

∂x2

)

= 0, (1.45)
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é a Equação de Euler-Bernoulli para vigas, e

(

∂

∂x

(

EI
∂2v

∂x2

))

(t, 0) = 0 ou δv(t, 0) = 0 (1.46)

(

∂

∂x

(

EI
∂2v

∂x2

))

(t, L) = 0 ou δv(t, L) = 0 (1.47)

EI
∂2v

∂x2
(t, 0) = 0 ou δ

(

∂v

∂x

)

(t, 0) = 0 (1.48)

EI
∂2v

∂x2
(t, L) = 0 ou δ

(

∂v

∂x

)

(t, L) = 0 (1.49)

1.5 Condições de Contorno

Na teoria de vigas são consideradas as interações com o meio externo, mecanismos ou

dispositivos anexados as suas extremidades ou de forma intermediária, as quais podem

ser expressas matematicamente através de condições de contorno. Os valores na fronteira

podem modelar pontos de apoio, pontos de carga, momentos entre outros.

Em geral, as condições de contorno são classificadas como clássicas ou não-clássicas.

Considere, para 0 ≤ x ≤ L, a deflexão v(t, x), o giro
∂v

∂x
(t, x), momento fletor EI

∂2v

∂x2
(t, x)

e a força de cisalhamento
∂

∂x

(

EI
∂2v

∂x2

)

(t, x).

Condições de Contorno Clássicas

Condições de contorno clássicas são aquelas que surgem naturalmente da dedução da

equação de Euler-Bernoulli para uma viga de comprimento L, sem dispositivos anexados

em suas extremidades. No que segue, considera-se EI e ρA constante.

(i) Viga com extremidades fixa - fixa

A deflexão e o giro são nulos nas duas extremidades da viga.

Figura 1.2: Viga fixa-fixa

v(t, 0) = 0,
∂v

∂x
(t, 0) = 0, (1.50)

v(t, L) = 0,
∂v

∂x
(t, L) = 0. (1.51)
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(ii) Viga com extermidades fixa - livre

Figura 1.3: Viga fixa-livre

A deflexão e o giro são nulos na extremidade fixa da viga (x = 0).

v(t, 0) = 0,
∂v

∂x
(t, 0) = 0. (1.52)

As equações abaixo indicam que o momento fletor e a força de cisalhamento são nulos na

extremidade livre da viga (x = L).

EI
∂2v

∂x2
(t, L) = 0, EI

∂3v

∂x3
(t, L) = 0. (1.53)

(iii) Viga com extremidades apioada - apoiada

Figura 1.4: Viga apoiada-apoiada

A deflexão e o momento fletor são nulos nas duas extremidades da viga.

v(t, 0) = 0, EI
∂2v

∂x2
(t, 0) = 0. (1.54)

v(t, L) = 0, EI
∂2v

∂x2
(t, L) = 0. (1.55)

(iv) Viga com extremidades fixa - apoiada

Figura 1.5: Viga fixa-apoiada

O deslocamento e giro são nulos na extremidade fixa da viga (x = 0).

v(t, 0) = 0,
∂v

∂x
(t, 0) = 0. (1.56)
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O deslocamento e o momento fletor são nulos na extremidade apoiada da viga (x = L).

v(t, L) = 0, EI
∂2v

∂x2
(t, L) = 0. (1.57)

(v) Viga com extremidade deslizante -livre

Figura 1.6: Viga com extremidades deslizante -livre

O giro e a força de cisalhamento são nulos na extremidade deslizante da viga

(x = 0).

∂v

∂x
(t, 0) = 0, EI

∂3v

∂x3
(t, 0) = 0. (1.58)

O momento fletor e a força de cisalhamento são nulos na extremidade livre da viga (x = L).

EI
∂2v

∂x2
(t, L) = 0, EI

∂3v

∂x3
(t, L) = 0.
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Condições de Contorno Não-Clássicas

Caracterizamos como condições de contorno não-clássicas aquelas em que a viga possui

dispositivos ou mecanismos anexados em suas extremidades ou nas suas “intermediações”.

As condições de contorno não clássicas são deduzidas através do Prinćıpio de Ha-

milton [?,?], incluindo termos de energia apropriados para a formulação de equações, será

ilustrado abaixo, o caso de mola, massa e amortecedor anexados na viga [?].

(i) Viga fixa-livre com uma massa anexada em x = L

M

Figura 1.7: Viga fixa com massa M anexada

A energia cinética de um sistema com uma massa M anexada no final da viga leva

a uma energia cinética na forma:

T =
1

2

∫ L

0

ρA

(

∂v

∂t

)2

dx+
1

2
M

(

∂v

∂t
(t, L)

)2

. (1.59)

A energia potencial, dada pela equação (??), não é afetada pela massa anexada. Aplicando

o Prinćıpio de Hamilton (??), tem-se

1

2

∫ t2

t1

[

δ

∫ L

0

ρA

(

∂v

∂t

)2

dx+Mδ

[(

∂v

∂t
(t, L)

)2]

−

δ

∫ L

0

EI

(

∂2v

∂x2

)2

dx

]

dt = 0. (1.60)

Cálculos análogos aos utilizados na derivação da equação para vigas de Euler-Bernoulli

levam à obtenção da apropriada condição de contorno em x = L.

EI
∂2v

∂x2
(t, L) = 0, (1.61)

EI
∂3v

∂x3
(t, L) = −M

∂2v

∂t2
(t, L). (1.62)
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(ii) Viga fixa - livre com dispositivo de mola em x = L

k

Figura 1.8: Viga fixa-livre com dispositivo de mola

A energia cinética do sistema é dada pela equação (??), mas a energia potencial é

modificada por conta da mola com rigidez k anexada na extremidade da viga, ou seja:

V =
1

2

∫ L

0

EI

(

∂v

∂x

)2

dx+
1

2
k[v(t, L)]2. (1.63)

Aplicando o Prinćıpio de Hamilton (??):

1

2

∫ t2

t1

[

δ

∫ L

0

ρA

(

∂v

∂t

)2

dx− δ

∫ L

0

EI

(

∂v

∂x

)2

dx−

δ
1

2
k[v(t, L)]2

]

dt = 0. (1.64)

Utilizando os mesmos cálculos realizados na derivação da equação de Euler-Bernoulli para

vigas, obtém-se as seguintes condições de contorno:

EI
∂2v

∂x2
(t, L) = 0, (1.65)

EI
∂3v

∂x3
(t, L) = −kv(t, L). (1.66)

(iii) Viga fixa-livre com dispositivos de mola e amortecedor anexados em x = L

k c

Figura 1.9: Viga fixa-livre com dispositivos de mola e amortecedor anexados

A energia potêncial do sistema é dada pela equação (??). A força de amorteci-

mento viscoso é não conservativa. O trabalho virtual da força de amorteceimento, quando

introduzida uma variação, é dada por:

δWnc = −c
∂v

∂t
(t, L)δv(t, L). (1.67)
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Substituindo a equação (??) e a equação (??) no Prinćıpio de Hamilton (??)

1

2

∫ t2

t1

[

δ

∫ L

0

ρA

(

∂v

∂t

)2

dx− δ

∫ L

0

EI

(

∂v

∂x

)2

dx−

δk[v(L, t)]2 − c
∂v

∂t
(t, L)δv(t, L)

]

dt = 0. (1.68)

De forma análoga aos cálculos dos exemplos anteriores, as condições de contorno em x = L

são dadas por

EI
∂2v

∂x2
(t, L) = 0,

EI
∂3v

∂x3
(t, L) = −c

∂v

∂t
(t, L)− kv(t, L).



Caṕıtulo 2

MODELO DE UM SISTEMA DE

DUAS VIGAS ACOPLADAS

2.1 Introdução

Neste caṕıtulo, são obtidas as frequências e os modos de vibração de um sistema

composto por duas vigas acopladas, o qual denominaremos sistema de viga dupla. O sis-

tema consiste de duas vigas do tipo Euler-Bernoulli. As vigas são simplesmente apoiadas,

paralelas e conectadas continuamente por uma camada viscoelástica modelada por uma

sistema mola-amortecedor. No primeiro momento, faz-se a descrição da metodologia a

ser utilizada, incluindo o amortecimento de cada viga e o amortecimento que compõe a

camada viscoelástica. O estudo é realizado a partir de uma formulação em blocos, a qual

permite escrever o problema de maneira compacta. A solução da equação modal é escrita

em termos da base dinâmica, gerada pela solução de uma equação diferencial de quarta

ordem. A seguir, são realizadas simulações para os modos de vibração e a resposta livre

do sistema sem e com amortecimento.

2.2 Descrição do modelo

k r

Figura 2.1: Sistema de duas vigas acoplado

Nesta seção, considera-se um sistema de duas vigas paralelas de compri-

mento L, acopladas continuamente por uma camada viscoelástica, a qual é modelada por

um sistema mola-amortecedor. A vibração transversal do sistema de viga dupla como



31

mostra a Figura ?? é governado por duas equações diferenciais, baseadas na teoria de

viga Euler Bernoulli,

ρ1A1
∂2v1

∂t2
+ k(v1 − v2) + c1

∂v1

∂t
+ r

(

∂v1

∂t
−

∂v2

∂t

)

+ E1I1
∂4v1

∂x4
= 0, (2.1)

ρ2A2
∂2v2

∂t2
+ k(v2 − v1) + c2

∂v2

∂t
+ r

(

∂v2

∂t
−

∂v1

∂t

)

+ E2I2
∂4v2

∂x4
= 0, (2.2)

onde EiIi é a constante de rigidez de flexão, Ei denota o módulo de elasticidade de Young,

Ii o momento inércia, ρiAi é a constante de massa por unidade de comprimento, ρi a

densidade linear de massa e Ai denota a área da seção transversal da viga i, as constantes

de rigidez de mola k e a constante de amortecimento r, compõem a camada viscoelástica,

ci denota a constante de amortecimento do material individual de cada viga, vi(t, x) é a

deflexão transversal da viga no instante t na posição x, onde i = 1 indica a viga superior

e i = 2 a viga inferior [?].

As condições de contorno para o sistema de viga dupla simplesmente apoiadas são:

v1(t, 0) = v2(t, 0) = 0,

v1(t, L) = v2(t, L) = 0,

v
′′

1 (t, 0) = v
′′

2 (t, 0) = 0,

v
′′

1 (t, L) = v
′′

2 (t, L) = 0,

(2.3)

onde v′′ =
∂2v

∂x2
.

2.3 Formulação Matricial

As equações (??) e (??) podem ser manipuladas a fim de se obter um sistema ma-

tricial de segunda ordem. Assim, considerando v = v(t, x), obtém-se a seguinte equação

matricial

M
∂2v

∂t2
+C

∂v

∂t
+Kv = 0 (2.4)

onde

v =

(

v1

v2

)

, M =

(

ρ1A1 0

0 ρ2A2

)

, C =

(

c1 + r −r

−r c2 + r

)

, (2.5)

K =







E1I1
∂4

∂x4
+ k −k

−k E2I2
∂4

∂x4
+ k






.
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Aqui, M é a matriz que contém os termos ρiAi, positiva definida, C é uma matriz

simétrica que envolve os termos de amortecimento ci da viga e r correspondente ao amor-

tecimento entre as vigas, e K é uma matriz simétrica correspondente a constante de

elasticidade entre as vigas e os operadores espaciais EiIi
∂4

∂x4
.

2.4 Análise modal

Soluções para a equação (??) podem ser escritas através da análise modal, na

seguinte forma,

v(t, x) = eλtV(x), (2.6)

onde λ é um autovalor associado a frequência e V(x) são as autofunções, referente a

amplitude modal, composta por V1(x) e V2(x), que correspondem à viga superior e a viga

inferior, respectivamente, ou seja,

V(x) =

(

V1(x)

V2(x)

)

. (2.7)

Substituindo a equação (??) na equação (??), obtém-se

V(iv)(x) +K−1
0 (λ2M+ λC+Kk)V(x) = 0, (2.8)

onde

M =

(

ρ1A1 0

0 ρ1A1

)

, C =

(

c1 + r −r

−r c2 + r

)

, Kk =

(

k −k

−k k

)

, (2.9)

K0 =

(

E1I1 0

0 E2I2

)

.

A matrizK0 é definida positiva composta pelas constantes de rigidez flexural da primeira

e segunda viga e a matriz Kk é simétrica e carrega as informações acerca da constante de

rigidez da mola.

Condições de contorno clássicas ou não clássicas podem ser escritas da seguinte

maneira:

em x = 0
a11V1(0) + b11V

′

1 (0) + c11V
′′

1 (0) + d11V
′′′

1 (0) = 0,

a11V2(0) + b11V
′

2 (0) + c11V
′′

2 (0) + d11V
′′′

2 (0) = 0,

a12V1(0) + b12V
′

1 (0) + c12V
′′

1 (0) + d12V
′′′

1 (0) = 0,

a12V2(0) + b12V
′

2 (0) + c12V
′′

2 (0) + d12V
′′′

2 (0) = 0,

(2.10)
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e em x = L
a21V1(L) + b21V

′

1 (L) + c21V
′′

1 (L) + d21V
′′′

1 (L) = 0,

a21V2(L) + b21V
′

2 (L) + c21V
′′

2 (L) + d21V
′′′

2 (L) = 0,

a22V2(L) + b22V
′

1 (L) + c22V
′′

1 (L) + d22V
′′′

1 (L) = 0,

a22V2(L) + b22V
′

2 (L) + c22V
′′

2 (L) + d22V
′′′

2 (L) = 0.

(2.11)

Matricialmente,

A11V(0) +B11V
′

(0) +C11V
′′

(0) +D11V
′′′

(0) = 0,

A12V(0) +B21V
′

(0) +C12V
′′

(0) +D12V
′′′

(0) = 0,

A21V(L) +B21V
′

(L) +C21V
′′

(0) +D21V
′′′

(0) = 0,

A22V(L) +B22V
′

(L) +C22V
′′

(L) +D22V
′′′

(L) = 0,

(2.12)

onde os coeficientes Aij, Bij , Cij e Dij são matrizes diagonais. Por exemplo, Aij = aijI,

onde I denota a matriz identidade de ordem dois. De modo análogo para Bij, Cij e Dij.

Para maiores detalhes [?,?].

2.5 Base de soluções

A solução geral da equação (??) pode ser expressa através de uma base de soluções,

ou seja

V(x) = Φ1(x)e1 + Φ2(x)e2 + Φ3(x)e3 + Φ4(x)e4 = Φe, (2.13)

onde

Φ = [Φ1(x),Φ2(x),Φ3(x),Φ4(x)], Φj =

(

Φj1(x) Φj2(x)

Φj3(x) Φj4(x)

)

j = 1, 2, 3, 4, (2.14)

é uma base qualquer de soluções, e

e = [e1 e2 e3 e4]
T , ej = [ej1 ej2]

T j = 1, 2, 3, 4, (2.15)

é um vetor constante a ser determinado pelas condições de contorno.

2.6 Formulação matricial em blocos

A substituição da solução da equação (??) dadas por (??) em (??) conduz ao

sistema matricial

Ue = 0, (2.16)
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onde

U = BΦ, e = [e11 e12 e21 e22 e31 e32 e41 e42]
T . (2.17)

A matriz B, de ordem (8×16), carrega os coeficientes associados com as condições

de contorno,

B =

(

B0 0

0 BL

)

, (2.18)

com

B0 =

(

A11 B11 C11 D11

A12 B12 C12 D12

)

e BL =

(

A21 B21 C21 D21

A22 B22 C22 D22

)

,

onde B0, de ordem (4 × 8), indica a matriz que caracteriza as condições de contorno em

x = 0, BL, de ordem (4× 8), indica a matriz que caracteriza as condições de contorno em

x = L e 0, indica a matriz nula de ordem (4× 8).

A matriz Φ, de ordem (16 × 8), carrega os valores da base de soluções nas extre-

midades x = 0 e x = L,

Φ =

































Φ1(0) Φ2(0) Φ3(0) Φ4(0)

Φ′

1(0) Φ′

2(0) Φ′

3(0) Φ′

4(0)

Φ′′

1(0) Φ′′

2(0) Φ′′

3(0) Φ′′

4(0)

Φ′′′

1 (0) Φ′′′

2 (0) Φ′′′

3 (0) Φ′′′

4 (0)

Φ1(L) Φ2(L) Φ3(L) Φ4(L)

Φ′

1(L) Φ′

2(L) Φ′

3(L) Φ′

4(L)

Φ′′

1(L) Φ′′

2(L) Φ′′

3(L) Φ′′

4(L)

Φ′′′

1 (L) Φ′′′

2 (L) Φ′′′

3 (L) Φ′′′

4 (L)

































. (2.19)

O sistema Ue = 0 possui soluções não-nulas para e quando

∆(λ) = det(U) = det(BΦ) = 0. (2.20)

Esta é a equação caracteŕıstica, cujas soluções são os autovalores λ, associados a auto-

função V(x).

2.7 A base dinâmica

A equação modal (??), pode ser resolvida introduzindo uma base que simplifica o

cálculo das constantes em (??). Utiliza-se a base dinâmica ou base fundamental [?,?] que
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é gerada pela matriz de ordem dois h(x), solução de

h(iv)(x) + K−1
0 (λ2M+ λC+Kk)h(x) = 0

h(0) = 0, h′(0) = 0, h′′(0) = 0, h′′′(0) = I, (2.21)

e suas três primeiras derivadas h′(x), h′′(x), h′′′(x), onde 0 é matriz nula e I matriz

identidade, ambas de ordem dois, de forma que a solução da equação (??) pode ser

escrita como

V(x) = h(x)e1 + h′(x)e2 + h′′(x)e3 + h′′′(x)e4, (2.22)

onde

h(x) =

(

h11(x) h12(x)

h21(x) h22(x)

)

, (2.23)

e e1, e2, e3, e4 são vetores constantes. Assim,

V(x) = Φ(x)e, e Φ(x) = [h(x) h′(x) h′′(x) h′′′(x)] (2.24)

onde e é um vetor constante de ordem (8×1). Substituindo a equação (??) nas condições

de contorno (??), teremos o seguinte sistema matricial

U(λ)e = 0, (2.25)

onde a matriz U é de ordem (8× 8) que pode ser escrita na forma

U = BΦ. (2.26)

Aqui B é uma matriz de ordem (8 × 16), que carrega informações sobre as condições de

contorno, dada em (??), e Φ matriz de ordem (16× 8), que carrrega informações da base

de soluções nas extremidades da viga, ou seja

Φ =

































h(0) h′(0) h′′(0) h′′′(0)

h′(0) h′′(0) h′′′(0) h(iv)(0)

h′′(0) h′′′(0) h(iv)(0) h(v)(0)

h′′′(0) h(iv)(0) h(v)(0) h(vi)(0)

h(L) h′(L) h′′(L) h′′′(L)

h′(L) h′′(L) h′′′(L) h(iv)(L)

h′′(L) h′′′(L) h(iv)(L) h(v)(L)

h′′′(L) h(iv)(L) h(v)(L) h(vi)(L)

































, (2.27)
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e, e é um vetor constante de ordem (8× 1).

2.8 Determinação da base dinâmica

A matriz h(x), a qual é solução da equação (??), pode ser obtida por [?,?],

h(x) =
4N
∑

j=1

j−1
∑

i=0

bid
(j−1−i)(x)h(4N−j), (2.28)

onde os bi’s são os coeficientes do polinômio caracteŕıstico

P (s) = det[s4 +K−1
0 (λ2M+ λC+Kk)] =

4N
∑

i=0

bis
4N−i, (2.29)

sendo hk solução da equação matricial em diferenças

hk+4 +K−1
0 (λ2M+ λC+Kk)hk = 0

h0 = 0, h1 = 0, h2 = 0 h3 = I, (2.30)

e d(x) é solução do problema de valor inicial

b0d
4N (x) + b1d

4N−1(x) + ...+ b4Nd(x) = 0,

d(0) = 0, d
′

(0) = 0, ..., b0d
(4N−1)(0) = 1, (2.31)

com b0, ... , b4N coeficientes da equação (??).

A escolha da base dinâmica possibilita a simplificação no cálculo das constantes do

sistema U(λ)e = 0 para determinadas condições de contorno do problema. As condições

de contorno para vigas bi-apoiadas, as quais derivam da substituição das condições de

contorno (??) na solução modal (??), são:

V(0) = V′′(0) = 0, V(L) = V′′(L) = 0. (2.32)

Substituindo as condições de contorno (??) em (??) e usando (??), implicará que as

constantes e2 e e4 são nulas, isto é,

e2 = e4 = 0, (2.33)

ou seja, os modos de vibração V(x), dados por (??), podem ser escritos como

V(x) = h(x)e1 + h′′(x)e3. (2.34)
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No polinômio (??) os coeficientes são dados por

b0 = 1, b1 = b2 = b3 = b5 = b6 = b7 = 0,

b4 =

(

ρ1A1E2I2 + ρ2A2E1I1

E1I1E2I2

)

λ2 +

(

E2I2(c1 + r) + E1I1(c2 + r)

E1I1E2I2

)

λ+
k(E1I1 + E2I2)

E1I1E2I2
,

b8 =

(

ρ1A1ρ2A2

E1I1E2I2

)

λ4 +

(

ρ1A1(c2 + r) + ρ2A2(c1 + r)

E1I1E2I2

)

λ3 + (2.35)

+

(

r(c1 + c2) + c1c2 + k(ρ1A1 + ρ2A2)

E1I1E2I2

)

λ2 +

(

k(c1 + c2)

K1K2

)

λ.

Da equação em diferenças (??), são obtidas as matrizes

h1 = h2 = h4 = h5 = h6 = 0, (2.36)

h3 =

(

1 0

0 1

)

,h7 =

(

−λ2ρ1A1+λc1+λr+k

E1I1

λr+k
E1I1

λr+k
E2I2

−λ2E2I2+λc2+λr+k
E2I2

)

, (2.37)

sendo 0 matriz nula de ordem dois. Substituindo os coeficientes bi’s dados em (??) na

equação (??), tem-se

b0d
(viii)(x) + b4d

(iv)(x) + b8d(x) = 0,

d(0) = d′(0) = ... = d(vi)(0) = 0, b0d
(vii)(0) = 1,

(2.38)

cuja solução é dada por

d(x) = c1 sin(σx) + c2 sinh(σx) + c3 cos(σx) + c4 cosh(σx)+

+c5 sin(εx) + c6 sinh(εx) + c7 cos(εx) + c8 cosh(εx). (2.39)

Pelas condições iniciais da equação (??), tem-se

d(x) =
sinh(εx)− sin(εx)

2b0ε3(ε4 − σ4)
−

sinh(σx)− sin(σx)

2b0σ3(ε4 − σ4)
, (2.40)

com

ε =

(

−b4 +
√

b24 − 4b0b8
2b0

)
1

4

e σ =

(

−b4 −
√

b24 − 4b0b8
2b0

)
1

4

. (2.41)

Assim, desenvolvendo (??) obtém-se

h(x) = (b0h7 + b4h3)d(x) + b0h3d
(iv)(x), (2.42)
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onde bi’s são dados em (??), hk em (??) e (??) e d(x) dado em (??), de modo que as
componentes da matriz h(x), em (??), são dadas por

h11(x) = d(iv)(x) +
(

2λ2 + (E1I1(r+c2)+E2I2(r+c1))λ
E1I1E2I2

+ k(E1I1+E2I2)
E1I1E2I2

−
(λ2

E1I1+λc1+λr+k)
E1I1

)

d(x)

h12(x) =
(λr+k)d(x)

E1I1

h21(x) =
(λr+k)d(x)

E2I2

h22(x) = d(iv)(x) +
(

2λ2 + (E1I1(r+c2)+E2I2(r+c1))λ
E1I1E2I2

+ k(E1I1+E2I2)
E1I1E2I2

−
(λ2

E2I2+λc2+λr+k)
E2I2

)

d(x)

Observe que, devido às condições iniciais do problema (??) da solução fundamental h(x),

o uso da base dinâmica introduzirá um elevado número de zeros na matriz Φ dada em

(??), possibilitando reduzir a ordem do sistema.

Esta abordagem será ilustrada considerando o caso de um sistema de duas vigas

bi-apoiadas. As condições de contorno para este caso, dadas por (??), implicará que a

matriz B, dada em (??), que registra tais condições, é dada por

B =













I 0 0 0 0 0 0 0

0 0 I 0 0 0 0 0

0 0 0 0 I 0 0 0

0 0 0 0 0 0 I 0













, (2.43)

onde 0 de ordem 2 × 2 é uma matriz nula e I é a matriz identidade de ordem 2 × 2, e a

matriz Φ dada em (??), pode ser escrita da seguinte maneira

Φ =

































0 0 0 I

0 0 I 0

0 I 0 0

I 0 0 0

h(L) h′(L) h′′(L) h′′′(L)

h′(L) h′′(L) h′′′(L) h(iv)(L)

h′′(L) h′′′(L) h(iv)(L) h(v)(L)

h′′′(L) h(iv)(L) h(v)(L) h(vi)(L)

































. (2.44)

Por (??), tem-se
e2 = e4 = 0, (2.45)

assim, reduzimos o sistema

BΦe = 0, (2.46)

para a forma (

h′′(L) h′′′(L)

h′′′(L) h(iv)(L)

)(

e1

e3

)

= 0. (2.47)

Para uma solução não trivial de e1 e e3, deve-se ter que o determinante da matriz que
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carrega as informações de h(x) é igual a zero. Isto implica que a equação caracteŕıstica é

dada por

det

(

h′′(L) h′′′(L)

h′′′(L) h(iv)(L)

)

= 0. (2.48)

2.9 Simulações

Nesta seção são apresentadas simulações para o sistema de viga dupla com e sem

amortecimento. O sistema é governado pelas equações (??) e (??). Nos dois casos, com

e sem amortecimento, são obtidos as frequências, os modos de vibração e a resposta livre

do sistema.

2.9.1 Sistema viga dupla sem amortecimento

k

Figura 2.2: Sistema acoplado: viga dupla

Considere um sistema de viga dupla simplesmente apoiadas, acopladas por uma

camada elástica, paralelas de comprimento L, conforme ilustra Figura ??. A constante

de rigidez de mola k compõe a camada elástica, vi(t, x) é a deflexão transversal da viga

no instante t e na posição x, onde i = 1 indica a viga superior e i = 2 a viga inferior. As

equações diferenciais que regem o sistema, segundo a teoria da viga de Euler-Bernoulli,

são

ρ1A1
∂2v1

∂t2
+ k(v1 − v2) + E1I1

∂4v1

∂x4
= 0,

ρ2A2
∂2v2

∂t2
+ k(v2 − v1) + E2I2

∂4v2

∂x4
= 0,

(2.49)

onde Ei denota o módulo de elasticidade de Young, Ii o momento inércia, ρi a densidade

linear de massa e Ai denota a área da seção transversal da viga i = 1, 2. As condições de

contorno são dadas em (??).

Supondo soluções da forma

(

v1(t, x)

v2(t, x)

)

= v(t, x) = eλt

(

V1(x)

V2(x)

)

(2.50)

com λ = ωi, onde ω é a frequência natural do sistema, i é a unidade imaginária e V(x) é

a autofunção com o autovalor λ.
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A equação modal para o sistema sem amortecimento resulta da substituição de

(??) em (??) e é dada por

V(iv)(x) +K−1
0 (λ2M+Kk)V(x) = 0, (2.51)

onde

M =

(

ρ1A1 0

0 ρ2A2

)

, Kk =

(

k −k

−k k

)

, K0 =

(

E1I1 0

0 E2I2

)

. (2.52)

As condições de contorno da equação modal (??) são

V(0) = V′′(0) = 0, V(L) = V′′(L) = 0. (2.53)

A solução V(x) para (??) de acordo com (??) é dada por

V (x) = h(x)e1 + h′(x)e2 + h′′(x)e3 + h′′′(x)e4. (2.54)

Para a determinação de h(x) usamos (??), (??), (??) e (??). Assim, a matriz h(x) é da

forma

h(x) = (b0h7 + b4h3)d(x) + b0h3d
(iv)(x), (2.55)

onde,

b0 = 1, b1 = b2 = b3 = b5 = b6 = b7 = 0,

b4 =

(

ρ1A1E2I2 + ρ2A2E1I1

E1I1E2I2

)

λ2 +
k(E1I1 + E2I2)

E1I1E2I2
, (2.56)

b8 =
ρ1A1ρ2A2

E1I1E2I2
λ4 +

k(ρ1A1 + ρ2A2)

E1I1E2I2
λ2.

Da equação em diferenças (??), obtém-se

h1 = h2 = h4 = h5 = h6 = 0, (2.57)

h3 =

(

1 0

0 1

)

,h7 =

(

−λ2ρ1A1+k

E1I1

k
E1I1

k
E2I2

−λ2ρ2A2+k

E2I2

)

. (2.58)

sendo 0 matriz nula de ordem dois e d(x) dada por

d(x) =
sinh(ξx)− sin(ξx)

2b0ξ3(ξ4 − σ4)
−

sinh(σx)− sin(σx)

2b0σ3(ξ4 − σ4)
, (2.59)
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sendo, ξ e σ números reais dados em função dos coeficientes bi’s, dados em (??), isto é,

ξ =

(

−b4 +
√

b24 − 4b0b8
2b0

)
1

4

, (2.60)

σ =

(

−b4 −
√

b24 − 4b0b8
2b0

)
1

4

. (2.61)

A matriz h(x) dada por (??) pode ser desenvolvida e é da seguinte forma:

h(x) =

(

h11(x) h12(x)

h21(x) h22(x)

)

, (2.62)

onde,

h11(x) = d(iv)(x) +
(

2λ2 + k(E1I1+E2I2)
E1I1E2I2

−
(λ2ρ1A1+k)

E1I1

)

d(x),

h12(x) =
k

E1I1
d(x),

h21(x) =
k

E2I2
d(x),

h22(x) = d(iv)(x) +
(

2λ2 + k(E1I1+E2I2)
E1I1E2I2

−
(λ2ρ2A2+k)

E2I2

)

d(x).

A partir das condições de contorno (??) e a solução da equação modal (??), resolvendo o

sistema (??), segue que a equação caracteŕıstica é dada por

det

(

h′′(L) h′′′(L)

h′′′(L) h(iv)(L)

)

= 0. (2.63)

Nas simulações a seguir serão utilizados os parâmetros dados pela Tabela ??, dados em [?].

Parâmetro Valor numérico Unidade

Módulo de elasticida de Young E 1× 1010 N
m2

Momento de inércia I 4× 10−4 m4

Densidade de massa ρ 2× 103 kg

m3

Área da seção transversal A 5× 10−2 m2

Constante de elasticidade k 1× 105 N
m2

Comprimento da viga L 10 m

Tabela 2.1: Parâmetros para viga dupla bi-apoiada sem amortecimento

Com a finalidade de observar os efeitos dos parâmetros de massa e rigidez no

comportamento das frequências naturais e nos modos de vibração do sistema de viga

dupla, foram realizadas simulações para os seguintes casos:
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CASO 1: E1I1 = EI, E2I2 = EI, ρ1A1 = ρA, ρ2A2 = ρA,

CASO 2: E1I1 = EI, E2I2 = 2(EI), ρ1A1 = ρA, ρ2A2 = 2(ρA),

CASO 3: E1I1 = EI, E2I2 =
1
2
(EI), ρ1A1 = ρA, ρ2A2 = ρA,

CASO 4: E1I1 = EI, E2I2 = EI, ρ1A1 = ρA, ρ2A2 =
1
2
(ρA).

CASO 5: E1I1 = EI, E2I2 = 2(EI), ρ1A1 = ρA, ρ2A2 = ρA.

CASO 6: E1I1 = EI, E2I2 = EI, ρ1A1 = ρA, ρ2A2 = 2(ρA).

Em um sistema elasticamente conectado composto por duas vigas bi-apoiadas,

as frequências naturais são obtidas aos pares ωi1, ωi2. Cada par possui uma frequência

natural mais baixa ωi1 e outra mais alta ωi2, (ωi1 < ωi2) [?,?].

Este sistema executa dois tipos de movimento vibratório: vibrações śıncronas,

geradas pelas frequências naturais mais baixas ωi1 e asśıncronas, geradas pelas frequências

naturais mais altas ωi2 [?,?,?].

A representação dos modos de vibração do sistema de viga dupla śıncronos, corres-

pondentes às frequências ωi1, e a representação dos modos asśıncronos, correspondentes

às frequências ωi2, i = 1, 2, 3, 4, são dadas pelas Figuras ?? e ??, respectivamente.

Figura 2.3: Modos de vibração śıncronos

Figura 2.4: Modos de vibração asśıncronos

Nas Tabelas ?? e ?? são apresentados os primeiros quatro pares de frequências

naturais do sistema de viga dupla, sendo que cada par de frequências gera modos śıncronos

e asśıncronos. Por exemplo, no segundo par de frequências ω21 e ω22, ω21 corresponde a

frequência associada ao segundo modo śıncrono e ω22 corresponde a frequência associada

ao segundo modo asśıncrono.

Compara-se nas Tabelas ?? e ?? os quatro pares de frequências naturais de vibração

para os CASOS 1, 2, 3, 4, 5 e 6, obtidas no presente trabalho com as frequências

obtidas por Oniszczuk, [?]. Os resultados obtidos no presente trabalho obtiveram excelente

concordância.
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Observe que as frequências encontradas no CASO 2, onde foi alterado o valor

dos parâmetros de rigidez e massa na segunda viga para o dobro nos dois casos, estão

próximas dos valores das frequências obtidas no CASO 1, onde as vigas são idênticas.

Quando foi alterado o valor do parâmetro de rigidez na segunda viga (CASOS 3 e 5),

as frequências sofreram alterações comparadas com o CASO 1, ou seja, para o CASO

3 as frequênacias diminúıram e para o CASO 5 as frequências aumentaram. Para os

casos em que foi alterado o valor do parâmetro de massa na segunda viga (CASOS 4 e

6), as frequências sofreram alterações comparadas com o CASO 1, para o CASO 4 as

frequências aumentaram e para o CASO 6 as frequências diminúıram.

CASO 1 CASO 2 CASO 3

ωij Este trabalho [?] Este trabalho [?] Este trabalho [?]

ω11 19.73920880 19.7 19.73920880 19.7 16.95565418 17.0
ω12 48.88390703 48.9 43.46994784 43.5 47.92661410 47.9

ω21 78.95683503 79.0 78.9568351 79.0 61.83739295 62.0
ω22 90.74239282 90.7 87.94419730 87.9 86.76064543 86.6

ω31 177.6530320 177.7 177.6528805 177.7 129.2948371 129.6
ω32 183.1956337 183.2 181.8255889 181.8 180.6202177 180.3

ω41 315.8271071 315.8 315.8279639 315.8 225.5070134 226.0
ω42 318.9765409 319.0 318.192540 318.2 317.4381234 316.9

Tabela 2.2: Comparativo dos pares das frequências naturais - CASO 1, 2 e 3

CASO 4 CASO 5 CASO 6

ωij Este trabalho [?] Este trabalho [?] Este trabalho [?]

ω11 22.55599719 28.61 23.78348609 23.8 15.94949857 11.81
ω12 60.49905860 60.5 51.02210192 51.0 42.77929452 44.11

ω21 83.47181720 83.5 84.12908795 84.1 59.02348822 52.91

ω22 121.3878133 121.4 116.7254989 116.8 85.83414561 89.81

ω31 180.2754484 180.3 180.3576781 180.3 127.4739912 123.81
ω32 255.3084286 255.3 253.2839155 253.4 180.5303305 183.21

ω41 317.3752992 317.4 317.3907677 317.2 224.4182047 222.21

ω42 448.9025368 448.9 447.7763060 447.9 317.4220783 319.21

Tabela 2.3: Comparativo dos pares das frequências naturais - CASO 4, 5 e 6

Em todos os casos considerados o formato dos modos segue o mesmo padrão,

movimentos śıncronos e asśıncronos. Nos modos gerados pelas frequências obtidas no

CASO 1 a amplitude não sofre variação, enquanto que nos outros casos há variações nas

amplitudes, como pode ser visto nas Figuras ??, ?? e ??.

Nas Figuras ??, ?? e ??, V1(x) representa o modo de vibração da primeira viga e

V2(x) o modo de vibração da segunda viga. Na primeira coluna de cada figura tem-se os

modos śıncronos e na segunda coluna os modos asśıncronos.

1Estas frequências não correspondem com as frequências encontradas em [?], uma vez que usando o
método desenvolvido por [?], obtém-se resultados que concordam com o presente trabalho.



44

A Figura ?? apresenta uma comparação dos modos de vibração entre os CASOS

1 e 2, observa-se que aumentando o valor da massa e rigidez na segunda viga, a amplitude

dos modos śıncronos diminuem nas duas vigas. Nos modos asśıncronos, a amplitude é

maior para o CASO 2 na primeira viga, enquanto que na segunda viga a amplitude é

maior para o CASO 1.

A Figura ?? apresenta uma comparação dos modos de vibração entre os CASOS

1 e 3, pode se verificado que reduzindo o valor da rigidez na segunda viga, a amplitude

dos modos śıncronos para o CASO 3 é menor que o CASO 1 na primeira viga e maior

na segunda viga. No entanto, nos modos asśıncronos, o CASO 3 apresenta amplitude

maior que o CASO 1 na primeira viga e menor na segunda. No primeiro modo śıncrono

e asśıncrono as amplitudes estão bem próximas nos dois casos.

A Figura ?? apresenta uma comparação dos modos de vibração entre os CASOS

1 e 4, onde observa-se que reduzindo o valor da massa na segunda viga, a amplitude dos

modos śıncronos no CASO 4 é maior que no CASO 1 na primeira viga, enquanto que

na segunda viga é menor, exceto no primeiro modo, onde a amplitude do modo para o

CASO 4 é maior que o CASO 1. Por outro lado, nos modos asśıncronos, a amplitude

é menor que no CASO 1 na primeira viga e maior na segunda viga.
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(a) Primeiro modo śıncrono ω11 (b) Primeiro modo asśıncrono ω12

(c) Segundo modo śıncrono ω21 (d) Segundo modo asśıncrono ω22

(e) Terceiro modo śıncrono ω31 (f) Terceiro modo asśıncrono ω32

Figura 2.5: Três primeiros modos de vibração śıncronos e asśıncronos para frequências
encontradas nos CASOS 1 e 2
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(a) Primeiro modo śıncrono ω11 (b) Primeiro modo asśıncrono ω12

(c) Segundo modo śıncrono ω21 (d) Segundo modo asśıncrono ω22

(e) Tereceiro modo śıncrono ω31 (f) Terceiro modo asśıncrono ω32

Figura 2.6: Três primeiros modos de vibração śıncronos e asśıncronos para frequências
encontradas nos CASOS 1 e 3
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(a) Primeiro modo śıncrono ω11 (b) Primeiro modo asśıncrono ω12

(c) Segundo modo śıncrono ω21 (d) Segundo modo asśıncrono ω22

(e) Tereceiro modo śıncrono ω31 (f) Terceiro modo asśıncrono ω32

Figura 2.7: Três primeiros modos de vibração śıncronos e asśıncronos para frequências
encontradas nos CASOS 1 e 4
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Nas Figuras ?? e ?? é apresentada a parte real da resposta livre para os CASOS

1, 2, respectivamente.

(a) Resposta livre na primeira viga (b) Resposta livre segunda viga

Figura 2.8: Parte real da resposta livre para 0 ≤ x ≤ 10 e 0 ≤ t ≤ 3 - CASO 1

(a) Resposta livre primeira viga (b) Resposta livre segunda viga

Figura 2.9: Parte real da resposta livre para 0 ≤ x ≤ 10 e 0 ≤ t ≤ 3 - CASO 2
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Nas Figuras ?? e ?? é apresentada a parte real da resposta livre para os CASOS

3 e 4, respectivamente.

(a) Resposta livre primeira viga (b) Resposta livre segunda viga

Figura 2.10: Parte real da resposta livre para 0 ≤ x ≤ 10 e 0 ≤ t ≤ 3 - CASO 3

(a) Resposta livre primeira viga (b) Resposta livre segunda viga

Figura 2.11: Parte real da resposta livre para 0 ≤ x ≤ 10 e 0 ≤ t ≤ 3 - CASO 4
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Nas Figuras ?? e ?? é apresentado o comportamento das oscilações da parte real

da resposta livre no ponto x = 5 na primeira e segunda viga. A Figura ?? refere-se ao

CASO 1 e a Figura ?? refere-se ao CASO 2.

(a) Resposta livre primeira viga (b) Resposta livre segunda viga

Figura 2.12: Corte em x = 5 na parte real da resposta livre para 0 ≤ t ≤ 0.5 - CASO 1

(a) Resposta livre primeira viga (b) Resposta livre segunda viga

Figura 2.13: Corte em x = 5 na parte real da resposta livre para 0 ≤ t ≤ 0.5 - CASO 2
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Nas Figuras ?? e ?? é apresentado o comportamento das oscilações da parte real

da resposta livre no ponto x = 5 na primeira e segunda viga. A Figura ?? refere-se ao

CASO 3 e a Figura ?? refere-se ao CASO 4.

(a) Resposta livre primeira viga (b) Resposta livre segunda viga

Figura 2.14: Corte em x = 5 na parte real da resposta livre para 0 ≤ t ≤ 0.5 - CASO 3

(a) Resposta livre primeira viga (b) Resposta livre segunda viga

Figura 2.15: Corte em x = 5 na parte real da resposta livre para 0 ≤ t ≤ 0.5 - CASO 4
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Nas Figuras ?? e ?? é apresentada a parte imaginária da resposta livre para os

CASOS 1, 2, respectivamente.

(a) Resposta livre primeira viga (b) Resposta livre segunda viga

Figura 2.16: Parte imaginária da resposta livre para 0 ≤ x ≤ 10 e 0 ≤ t ≤ 3 - CASO 1

(a) Resposta livre primeira viga (b) Resposta livre segunda viga

Figura 2.17: Parte imaginária da resposta livre para 0 ≤ x ≤ 10 e 0 ≤ t ≤ 3 - CASO 2
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Nas Figuras ?? e ?? é apresentada a parte imaginária da resposta livre para os

CASOS 3 e 4, respectivamente.

(a) Resposta livre primeira viga (b) Resposta livre segunda viga

Figura 2.18: Parte imaginária da resposta livre para 0 ≤ x ≤ 10 e 0 ≤ t ≤ 3 - CASO 3

(a) Resposta livre primeira viga (b) Resposta livre segunda viga

Figura 2.19: Parte imaginária da resposta livre para 0 ≤ x ≤ 10 e 0 ≤ t ≤ 3 - CASO 4
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Nas Figuras ?? e ?? é apresentado o comportamento das oscilações da parte ima-

ginária da resposta livre no ponto x = 5. A Figura ?? refere-se ao CASO 1 e a Figura

?? refere-se ao CASO 2.

(a) Resposta livre primeira viga (b) Resposta livre segunda viga

Figura 2.20: Corte em x = 5 na parte imaginária da resposta livre para 0 ≤ t ≤ 0.5 -
CASO 1

(a) Resposta livre primeira viga (b) Resposta livre segunda viga

Figura 2.21: Corte em x = 5 na parte imaginária da resposta livre para 0 ≤ t ≤ 0.5 -
CASO 2
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Nas Figuras ?? e ?? é apresentado o comportamento das oscilações da parte ima-

ginária da resposta livre no ponto x = 5. A Figura ?? refere-se ao CASO 3 e a Figura

?? refere-se ao CASO 4.

(a) Resposta livre primeira viga (b) Resposta livre segunda viga

Figura 2.22: Corte em x = 5 na parte imaginária da resposta livre para 0 ≤ t ≤ 0.5 -
CASO 3

(a) Resposta livre primeira viga (b) Resposta livre segunda viga

Figura 2.23: Corte em x = 5 na parte imaginária da resposta livre para 0 ≤ t ≤ 0.5 -
CASO 4



56

2.9.2 Sistema viga dupla com amortecimento

k r

Figura 2.24: Sistema acoplado: viga dupla

O sistema considerado na seção anterior na ausência de forças externas é consi-

derado conservativo. Isto implica que, se ele é excitados inicialmente e depois deixado a

vibrar livremente, ele vibra infinitamente. Entretanto, sistemas conservativos represen-

tam idealizações matemáticas e, na prática, todos os sistemas possuem um certo grau de

amortecimento, de modo que a vibração livre desaparece gradativamente.

Nesta seção, apresentam-se os modos de vibração e a resposta livre do sistema de

viga dupla com amortecimento, considerando as vigas idênticas. Os parâmetros utilizados

são os mesmos da resposta livre sem amortecimento dados pela Tabela ??.

As simulações a seguir são baseadas na teoria da Seção ?? à ??, onde c1, é o amor-

tecimento que depende do material da primeira viga, c2 é o amortecimento que depende

do material da segunda viga e r é o amortecimento viscoso da camada viscoelástica entre

as duas vigas.

Com o objetivo de estudar a interferência do amortecimento individual de cada

viga e do amortecimento que compõe a camada viscoelástica, foram realizadas simulações

para os seguintes casos:

CASO 7 : c1 = 6× 103Nms−1, c2 = 1Nms−1, r = 0,

CASO 8 : c1 = 1Nms−1, c2 = 6× 103Nms−1, r = 0,

CASO 9 : c1 = 0, c2 = 0, r = 8× 103Nms−1.

Na Tabela ?? são apresentados os primeiros quatro pares de autovalores para cada caso

considerado, os quais geram os primeiros quatro modos de vibração do sistema.

Nas simulações para o sistema de viga dupla não amortecido, os modos de vibração

realizam dois tipos de movimento: śıncrono e asśıncrono. No sistema amortecido os modos

possuem o mesmo comportamento, śıncronos e asśıncronos, os quais são gerados por pares

de autovalores λi1 e λi2. Porém, não são em todos os casos que a sincronia do sistema

amortecido será a mesma do sistema não amortecido, como será observado a seguir.

Nas Figuras ??, ?? e ?? é apresentado uma comparação entre os três primeiros mo-

dos de vibração amortecidos com os modos do sistema não amortecido. Os modos foram
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λij CASO 7 e 8 CASO 9

λ11 −23.72950761 + 4.188071500 i −16.67256806
λ12 −6.275492393 + 39.55001988 i −6.556665152× 10−10 + 19.73920880 i
λ21 −28.80093684 + 79.12363349 i −80.00000016 + 42.82734904 i
λ22 −1.204063078 + 85.08089084 i −1.580312502× 10−8 + 78.95683533 i
λ31 −29.74180181 + 177.8903672 i −80.00005560 + 164.8046096 i
λ32 −0.2631945571 + 180.4459807 i −0.6054483595 + 177.6531734 i
λ41 −29.91652844 + 315.9773581 i −78.93829189 + 309.8863349 i
λ42 −0.08852017015 + 317.4062843 i −1.701575680 + 319.0248651 i

Tabela 2.4: Autovalores para os CASOS 8, 9

gerados pelos pares de autovalores listados na Tabela ??, onde V1(x) e V2(x) representam

os modos da primeira e segunda viga, respectivamente.

Na Figura ?? é apresentada uma comparação entre os três primeiros modos de

vibração do sistema referentes aos autovalores obtidos nos CASOS 1 e 7. Observa-se na

Figura ??, que o amortecimento na primeira viga não alterou a sincronia dos modos, o

que mudou foi a amplitude. Nos modos śıncronos a amplitude é maior na primeira viga

para o CASO 7, enquanto que na segunda viga a amplitude é maior para o CASO 1.

Nos modos asśıncronos, a amplitude é maior na primeira viga para o CASO 1 e maior

na segunda viga para o CASO 7.

Na Figura ?? é apresentada uma comparação entre três primeiros modos de vi-

bração do sistema referentes aos CASOS 1 e 8. Note na Figura ??, que o amortecimento

na segunda viga não alterou a sincronia dos modos, mas, sim, a amplitude. Nos modos

śıncronos, a amplitude é maior na primeira viga para o CASO 1, enquanto que na se-

gunda viga a amplitude é maior para o CASO 8. Nos modos asśıncronos, a amplitude é

maior na primeira viga para o CASO 8 e maior na segunda viga para o CASO 1.

Na Figura ?? é apresentada uma comparação entre três primeiros modos de vi-

bração do sistema referentes aos CASOS 1 e 9. Na Figura ?? observa-se que o amorte-

cimento viscoso na camada viscoelástica entre as duas vigas, r, não alterou a amplitude

dos modos de vibração do sistema, quando comparados com as amplitudes dos modos de

vibração sem amortecimento. A interferência do amortecimento neste caso foi na sincro-

nia dos modos, quando os modos do sistema não amortecidos são śıncronos, os modos do

sistema amortecido são asśıncronos, e vice-versa.

Nas Figuras ??, ?? e ?? é apresentada a parte imaginária dos modos de vibração

dos CASOS 7, 8 e 9, respectivamente.

A parte imaginária dos modos de vibração nos CASOS 7 e 8 descrevem um

movimento śıncrono e asśıncrono e seguem o padrão dos modos gerados pela parte real do

CASO 9, o que pode ser observado nas Figuras ?? e ??. Note nessas figuras a diferença

nas escalas para os modos correspondentes a primeira e segunda vigas, o que caracteriza

uma significativa diferença em suas amplitudes.
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Para o CASO 9, a parte imaginária dos modos não segue o padrão de movimento

śıcrono e asśıncrono, o que se verifica na Figura ??. A parte imaginária de λ11 é nula, por

isso o modo correspondente a este autovalor não é apresentado.
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(a) Primeiro modo λ11 (b) Primeiro modo λ12

(c) Segundo modo λ21 (d) Segundo modo λ22

(e) Terceiro modo λ31 (f) Terceiro modo λ32

Figura 2.25: Três primeiros modos de vibração para autovalores obtidos nos CASOS 1
e 7
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(a) Primeiro modo λ11 (b) Primeiro modo λ12

(c) Segundo modo λ21 (d) Segundo modo λ22

(e) Terceiro modo λ31 (f) Terceiro modo λ32

Figura 2.26: Três primeiros modos de vibração para autovalores obtidos nos CASOS 1
e 8
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(a) Primeiro modo λ11 (b) Primeiro modo λ12

(c) Segundo modo λ21 (d) Segundo modo λ22

(e) Terceiro modo λ31 (f) Terceiro modo λ32

Figura 2.27: Três primeiros modos de vibração para autovalores obtidos nos CASOS 1
e 9



62

(a) Primeiro modo λ11 (b) Primeiro modo λ12

(c) Segundo modo λ21 (d) Segundo modo λ22

(e) Terceiro modo λ31 (f) Terceiro modo λ32

Figura 2.28: Três primeiros modos de vibração para autovalores obtidos no CASO 7 -
Parte imaginária
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(a) Primeiro modo λ11 (b) Primeiro modo λ12

(c) Segundo modo λ21 (d) Segundo modo λ22

(e) Terceiro modo λ31 (f) Terceiro modo λ32

Figura 2.29: Três primeiros modos de vibração para autovalores obtidos no CASO 8 -
Parte imaginária
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(a) Primeiro modo λ12

(b) Segundo modo λ21 (c) Segundo modo λ22

(d) Terceiro modo λ31 (e) Terceiro modo λ32

Figura 2.30: Três primeiros modos de vibração para autovalores obtidos no CASO 9 -
Parte imaginária
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Observa-se que os autovalores do tipo λ = α± iβ geram a resposta livre da forma

v(t, x) = vR(t, x) + IvI(t, x) sendo vR e vI reais e I a unidade imaginária. Com isso o

efeito do amortecimento viscoso pode ser observado nas duas soluções do sistema, isto é,

em vR e vI .

Na Figura ?? apresenta-se a parte real da resposta livre amortecida para o CASO

7 e na Figura ?? a parte imaginária. Observe que a resposta livre na primeira viga tende

ao equiĺıbrio mais rápidamente do que a reposta livre na segunda viga.

Figura 2.31: Parte real da resposta livre amortecida para o CASO 7 com um corte em
x = 9 no intervalo de tempo 0 ≤ t ≤ 0.1

Figura 2.32: Parte imaginária da resposta livre amortecida para o CASO 7 com um corte
em x = 9 no intervalo de tempo ≤ t ≤ 0.1
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Na Figura ?? apresenta-se a parte real da resposta livre amortecida para o CASO

8 e na Figura ?? a parte imaginária. Observe que a resposta livre na segunda viga tende

ao equiĺıbrio mais rápidamente do que a reposta livre na primeira viga.

Figura 2.33: Parte real da resposta livre amortecida para o CASO 8 com um corte em
x = 9 e 0 ≤ t ≤ 0.1

Figura 2.34: Parte imaginária da resposta livre amortecida para o CASO 8 com um corte
em x = 9 e 0 ≤ t ≤ 0.1
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Na Figura ?? apresenta-se a parte real da resposta livre amortecida para o CASO

9 e na Figura ?? a parte imaginária.

Figura 2.35: Parte real da resposta livre amortecida para o CASO 9 com um corte em
x = 9 e 0 ≤ t ≤ 1

Figura 2.36: Parte imaginária da resposta livre amortecida para o CASO 9 com um corte
em x = 9 e 0 ≤ t ≤ 1



Caṕıtulo 3

RESPOSTA FORÇADA

3.1 Introdução

No caṕıtulo anterior foram estudadas as vibrações livres de um sistema, ou seja, sem

interferência de uma força externa. Neste caṕıtulo será apresentado o estudo das vibrações

forçadas de um sistema de viga dupla simplesmente apoiadas, acopladas por uma camada

viscoelástica. O sistema está sujeito a uma força externa. Estuda-se a resposta forçada

em duas etapas, com e sem amortecimento. Nos dois casos o teorema dos modos normais é

utilizado no desacoplamento do sistema, pois foi considerado o amortecimento de Raylegh.

A resposta forçada do sistema sem e com amortecimento é determinada em termos da

resposta impulso matricial.

3.2 Resposta forçada sem amortecimento

Considere o sistema de viga dupla acoplado representado pela Figura ??. O sistema

consiste de duas vigas paralelas, com a mesma extensão, que são unidas por uma camada

elástica. As vigas são homogêneas, prismáticas e esbeltas, o que faz com que seja posśıvel

utilizar a teoria da viga de Euler-Bernoulli para a derivação das equações do movimento

do sistema. As quatro extremidades das vigas são simplesmente apoiadas.

1

2

d

d

1 1

2
k

Figura 3.1: Sistema de viga dupla sujeito a uma força externa

As equações governantes para o sistema são dadas pelas seguintes equações diferenciais,
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baseadas na teoria da viga de Euler Bernoulli

ρ1A1
∂2v1

∂t2
+ k(v1 − v2) + E1I1

∂4v1

∂x4
= f1(t, x),

ρ2A2
∂2v2

∂t2
+ k(v2 − v1) + E2I2

∂4v2

∂x4
= f2(t, x),

(3.1)

onde vi(t, x) é a deflexão transversal da viga; fi(t, x) representa a carga aplicada na viga;

k representa a constante da mola, a qual compõe a camada elástica; EiIi e ρiAi, denotam

as constantes de rigidez e massa , onde Ei denota o módulo de elasticidade de Young, Ii

o momento inércia, ρi a densidade de massa por unidade de comprimento e Ai denota a

área da seção transversal da viga i, i = 1, 2.

As condições de contorno do sistema de viga dupla simplesmente apoiadas são

vi(t, 0) = 0 v′′i (t, 0) = 0, (3.2)

vi(t, L) = 0 v′′i (t, L) = 0, (3.3)

onde v′′i =
∂2vi

∂x2
, i = 1, 2.

As equações (??) podem ser escritas matricialmente:

M
∂2v

∂t2
+Kv = F(t, x), (3.4)

onde K = K0 +Kk é uma matriz simétrica, com

M =

(

ρ1A1 0

0 ρ2A2

)

, F =

(

f1(t, x)

f2(t, x)

)

, v =

(

v1(t, x)

v2(t, x)

)

, (3.5)

K0 =







E1I1
∂4

∂x4
0

0 E2I2
∂4

∂x4






, Kk =

(

k −k

−k k

)

. (3.6)

A matriz M é a matriz de massa por unidade de comprimento da viga, positiva definida,

a matriz K0 é definida positiva composta pelas constantes de rigidez flexural da primeira

e segunda viga e a matriz simétrica Kk carrega as informações acerca das constantes da

mola. O vetor v = [v1(t, x) v2(t, x)]
T é um vetor do espaço U = S × R

2, onde S é o

subespaço de Ck[0, L] definido pelas condições de contorno do sistema [?].

A solução para (??), pode ser escrita através da integral [?,?],

v(t, x) =

∫ t

0

∫ L

0

h(t− τ, x, ξ)F(τ, ξ)dξdτ, (3.7)

onde h(t, x, ξ) é a resposta impulso matricial de ordem dois, e F(t, ξ) = [f1(t, x) f2(t, x)]
T
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é o vetor força externa. Para a determinação da matriz h(t, x, ξ), escreve-se:

v(t, x) =

∞
∑

i=0

Vi(x)ηi(t), (3.8)

onde ηi(t) são coeficientes temporais a serem determinados e Vi(x) = [V i
1 (x), V

i
2 (x)]

T são

os i-ésimos modos de vibração do sistema. Substituindo (??) em (??), multiplicando à

esquerda a equação (??) por (Vj)T (x) e integrando de 0 a L ambos os lados da equação,

segue

∞
∑

i=0

η̈i(t)

∫ L

0

(Vj)T (x)MVi(x)dx+

∞
∑

i=0

ηi(t)

∫ L

0

(Vj)T (x)KVi(x)dx =

=

∫ L

0

(Vj)T (x)F(t, x)dx. (3.9)

Sejam f e g elementos arbitrários do espaço vetorial U. Definindo o produto interno

padrão sobre U como

〈

f, g
〉

=

∫ L

0

fTgdx. (3.10)

Assumindo que as matrizes M e K satisfaçam o teorema dos modos normais

〈

KVj(x),Vi(x)
〉

=

∫ L

0

(Vj)T (x)KVi(x)dx =

{

0 , i 6= j,

ω2
i , i = j,

, (3.11)

〈

MVj(x),Vi(x)
〉

=

∫ L

0

(Vj)T (x)MVi(x)dx =

{

0 , i 6= j,

1 , i = j,
, (3.12)

onde ωi, i = 1, 2, ..., n são as frequências naturais do sistema. Assim, obtém-se o sistema

desacoplado

η̈i(t) + ω2
i ηi(t) = Gi(t), i = 1, 2, ... (3.13)

onde

Gi(t) =

∫ L

0

(Vi)T (x)F(t, x)dx. (3.14)

A solução da equação (??), considerando condições iniciais nulas, ηi(0) = 0 e η̇i(0) = 0, é

dada pela integral de convolução

ηi(t) =

∫ t

0

hi(t− τ)Gi(τ)dτ, (3.15)
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onde hi(t) é a resposta impulso temporal, solução do problema de valor inicial

ḧi(t) + ω2
i hi(t) = 0,

hi(0) = 0, ḣi(0) = 1,
(3.16)

ou seja, hi(t) =
sin(ωit)

ωi

, i = 1, 2, 3, ...

Substituindo (??) em (??), obtém-se

v(t, x) =

∞
∑

i=1

Vi(x)

∫ t

0

hi(t− τ)Gi(τ)dτ. (3.17)

Agora, substituindo Gi(τ) dado em (??), a resposta forçada pode ser escrita como

v(t, x) =

∫ t

0

∫ L

0

∞
∑

i=1

hi(t− τ)Vi(x)(Vi)T (ξ)F(τ, ξ)dξdτ. (3.18)

Comparando (??) com (??)

v(t, x) =

∫ t

0

∫ L

0

h(t− τ, x, ξ)F(τ, ξ)dξdτ, (3.19)

onde

h =

(

h11 h12

h21 h22

)

, F =

(

f1(t, x)

f2(t, x)

)

, v =

(

v1(t, x)

v2(t, x)

)

, (3.20)

a matriz h(t, x, ξ) é dada como

h(t, x, ξ) =

∞
∑

i=1

hi(t)V
i(x)(Vi)T (ξ). (3.21)

Assim, de (??), pode-se obter a resposta forçada da primeira e segunda vigas:

v1(t, x) =

∫ t

0

∫ L

0

(h11(t− τ, x, ξ)f1(τ, ξ) + h12(t− τ, x, ξ)f2(τ, ξ))dξdτ, (3.22)

v2(t, x) =

∫ t

0

∫ L

0

(h21(t− τ, x, ξ)f1(τ, ξ) + h22(t− τ, x, ξ)f2(τ, ξ))dξdτ. (3.23)

3.2.1 Simulações

Nesta seção são apresentadas simulações para o sistema forçado representado pela Figura

??. Para facilitar os cálculos considera-se as vigas idênticas, ou seja,

E1I1 = E2I2 = EI, ρ1A1 = ρ2A2 = ρA. (3.24)
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São utilizados os parâmetros dados pela Tabela ?? [?].

Considerando uma força aplicada num ponto fixo x = xL na primeira viga, isto é,

um forçante

f1(t, x) = f(t)δ(x− xL), (3.25)

onde δ é a função δ de Dirac e xL é um ponto qualquer da viga para 0 ≤ L ≤ 10, e

f2(t, x) = 0, tem-se que a resposta forçada em cada viga, dada por (??) e (??), pode ser

escrita:

v1(t, x) =

∫ t

0

∫ L

0

h11(t− τ, x, ξ)f(τ)δ(ξ − xL)dξdτ, (3.26)

v2(t, x) =

∫ t

0

∫ L

0

h21(t− τ, x, ξ)f(τ)δ(ξ − xL)dξdτ. (3.27)

Usando a seguinte propriedade da função Delta de Dirac

∫ L

0

g(x)δ(x− x0)dx = g(x0), (3.28)

obtém-se a resposta forçada para o sistema de viga dupla

v1(t, x) =

∫ t

0

f(τ)h11(t− τ, x, xL)dτ, (3.29)

v2(t, x) =

∫ t

0

f(τ)h21(t− τ, x, xL)dτ. (3.30)

A resposta impulso matricial é apresentada nas Figuras ?? e ??, sendo que na

primeira figura encontram-se os gráficos que representam o comportamento das compo-

nentes h11 e h21 para ξ = 4 e na segunda encontram-se os gráficos que correspondem ao

seu comportamento no ponto x = 5.

A resposta forçada do sistema de viga dupla estão descritas em (??) e (??) com

um forçante aplicado num ponto da primeira viga dado por (??). As simulações foram

realizadas considerando os seguintes tipos de forçante f1(t) = f(t)δ(x− xL), onde:

f(t) =

{

P0,

P0 sin(nt).
(3.31)

A seguir, nas Figuras ?? a ??, a primeira e segunda coluna de cada figura referem-se à

resposta forçada na primeira e segunda viga, respectivamente.

Nas Figuras ?? e ?? é apresentado o comportamento da resposta forçada, sendo

que a Figura ?? mostra a resposta forçada para o forçante f(t) = P0 = 100, já a Figura

?? apresenta a resposta forçada para f(t) = 100 sin(3t). Nas duas figuras os forçantes

foram aplicados nos pontos x = 1, x = 5 e x = 9 da primeira viga.

Na Figura ?? foram comparadas as oscilações da resposta forçada nos pontos x = 1,

x = 5 e x = 9 para o forçante f(t) = P0 = 100.
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Figura 3.2: Componentes h11 e h21 da resposta impulso matricial para 0 ≤ t ≤ 3 e
0 ≤ x ≤ 10

Figura 3.3: Componentes h11 e h21 da resposta impulso matricial com um corte em x = 5
para 0 ≤ t ≤ 3

Na Figura ?? foram comparadas as oscilações da resposta forçada nos pontos x =

1, 5 e x = 9 para o forçante f(t) = 100 sin(3t).

Nas Figuras ?? e ?? pode-se observar que a amplitude das oscilações é maior na

primeira viga, nos três pontos onde foi aplicada a força, o que era esperado, já que a força

foi aplicada na primeira viga. A amplitude no meio das vigas (x = 5) é maior do que nas

extremidades, uma vez que as vigas são bi-apoiadas.
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Forçante aplicado no ponto xL = 1 da primeira viga

Forçante aplicado no ponto xL = 5 da primeira viga

Forçante aplicado no ponto xL = 9 da primeira viga

Figura 3.4: Resposta forçada para o forçante f(t) = 100
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Forçante aplicado no ponto xL = 1 da primeira viga

Forçante aplicado no ponto xL = 5 da primeira viga

Forçante aplicado no ponto xL = 9 da primeira viga

Figura 3.5: Resposta forçada para o forçante f(t) = 100 sin(3t)
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Forçante aplicado no ponto xL = 1 da primeira viga

(a) Corte nos pontos x = 1, x = 5 e x = 9 para 0 ≤ t ≤ 3

Forçante aplicado no ponto xL = 5 da primeira viga

(b) Corte nos pontos x = 1, x = 5 e x = 9 para 0 ≤ t ≤ 3

Forçante aplicado no ponto xL = 9 da primeira viga

(c) Corte nos pontos x = 1, x = 5 e x = 9 para 0 ≤ t ≤ 3

Figura 3.6: Corte na resposta forçada para o forçante f(t) = P0 = 100
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Forçante aplicado no ponto xL = 1 da primeira viga

(a) Corte nos pontos x = 1, x = 5 e x = 9 para 0 ≤ t ≤ 3

Forçante aplicado no ponto xL = 5 da primeira viga

(b) Corte nos pontos x = 1, x = 5 e x = 9 para 0 ≤ t ≤ 3

Forçante aplicado no ponto xL = 9 da primeira viga

(c) Corte nos pontos x = 1, x = 5 e x = 9 para 0 ≤ t ≤ 3

Figura 3.7: Corte nos pontos na resposta forçada para o forçante f(t) = 100 sin(3t)



78

3.3 Resposta forçada com amortecimento

Considere o sistema de dupla viga sujeito a uma força externa descrito na Seção

??. Nesta seção supõem-se que as vigas estão unidas por uma camada viscoelástica. Esta

camada é formada por uma mola e amortecedor, conforme Figura ??. As equações que

1

2

d

d

1 1

2
k r

Figura 3.8: Sistema de viga dupla com amortecimento sujeito a uma força externa

governam o sistema amortecido são dadas pelas seguintes equações diferenciais, baseadas

na teoria da viga de Euler Bernoulli

ρ1A1
∂2v1

∂t2
+ c1

∂v1

∂t
+ r(

∂v1

∂t
−

∂v2

∂t
) + k(v1 − v2) + E1I1

∂4v1

∂x4
= f1(t, x),

ρ2A2
∂2v2

∂t2
++c2

∂v2

∂t
+ r(

∂v2

∂t
−

∂v1

∂t
) + k(v2 − v1) + E2I2

∂4v2

∂x4
= f2(t, x),

(3.32)

onde vi(t, x) é a deflexão transversal da viga i; fi(t, x) representa a carga aplicada na

viga i; k e r representam a constante da mola e amortecimento, respectivamente, que

modelam a camada viscoelástica; ci é o amortecimento do material de cada viga; EiIi

e ρiAi denotam as constantes de rigidez e massa por unidade de comprimento, onde Ei

denota o módulo de elasticidade de Young, Ii o momento inércia, ρi a densidade de massa

e Ai denota a área da seção transversal da viga i, i = 1, 2.

As condições de contorno do sistema de viga dupla simplesmente apoiadas são

vi(t, 0) = 0 v′′i (t, 0) = 0,

vi(t, L) = 0 v′′i (t, L) = 0,
(3.33)

onde v′′i =
∂2vi

∂x2
, i = 1, 2. As equações (??) podem ser escritas matricialmente:

Mv̈(t, x) +Cv̇(t, x) +Kv(t, x) = F(t, x) (3.34)

onde v̇ =
∂v

∂t
, v̈ =

∂2v

∂t2
e K = K0 +Kk é uma matriz simétrica, com

M =

(

ρ1A1 0

0 ρ2A2

)

, C =

(

c1 + r −r

−r c2 + r

)

, Kk =

(

k −k

−k k

)

, (3.35)
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K0 =







E1I1
∂4

∂x4
0

0 E2I2
∂4

∂x4






, F =

(

f1(t, x)

f2(t, x)

)

, v =

(

v1(t, x)

v2(t, x)

)

. (3.36)

A matriz M é a matriz positiva definida de massa por unidade de comprimento da viga, a

matriz simétrica C carrega as constantes de amortecimento das vigas e da camada entre

as vigas, a matriz K0 é definida positiva composta pelas constantes de rigidez flexural

da primeira e segunda viga e a matriz simétrica Kk carrega as informações acerca das

constantes da mola.

Diferentemente do caso não-amortecido, não há como desacoplar a equação (??)

através da ortogonalidade dos modos. A condição especial de distribuição de amorteci-

mento que permite a diagonalização da matriz C, assim como as matrizes M e K é o

amortecimento proporcional [?].

A proposta de amortecimento proporcional foi indicada por Rayleigh em seu tra-

balho A Teoria do Som, em que a matriz de amortecimento C é combinação linear das

matrizes de massa e rigidez, isto é:

C = αM+ βK, (3.37)

onde α e β são constantes reais e positivas e portanto o Teorema dos Modos Normais [?,?]

é válido, ou seja as propriedades de ortogonalidade entre os modos continuam válidas. A

equação (??) pode, então, ser desacoplada assim como a equação matricial de um sistema

não-amortecido. Substituindo (??) em (??) leva a:

Mv̈(t, x) + [αM+ βK]v̇(t, x) +Kv(t, x) = F(t, x). (3.38)

Supondo uma solução do tipo

v(t, x) =

∞
∑

i=0

Vi(x)ηi(t), (3.39)

onde ηi(t) são coeficientes temporais a serem determinados e Vi(x) = [V i
1 (x) V

i
2 (x)]

T são

os modos de vibração do sistema não amortecido, o qual desacopla M, C e K.

Repetindo-se aqui, o processo de desacoplamento para o caso forçado não amor-

tecido, ou seja, substituindo a solução (??) na equação (??), multiplicando à esquerda a

equação (??) por (Vj)T (x) e integrando de 0 a L ambos os lados da equação, segue

∞
∑

i=0

η̈i(t)

∫ L

0

(Vj)T (x)MVi(x)dx+
∞
∑

i=0

η̇i(t)

∫ L

0

[α(Vj)TMVi + β(Vj)TKVi] +

∞
∑

i=0

η(t)

∫ L

0

(Vj)T (x)KVi(x)dx =

∫ L

0

(Vj)T (x)F(t, x)dx.
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ou ainda,

∞
∑

i=0

η̈i(t)

∫ L

0

(Vj)T (x)MVi(x)dx+
∞
∑

i=0

η̇i(t)α

∫ L

0

(Vj)TMVi +
∞
∑

i=0

η̇i(t)β

∫ L

0

(Vj)TKVi +

∞
∑

i=0

η(t)

∫ L

0

(Vj)T (x)KVi(x)dx =

∫ L

0

(Vj)T (x)F(t, x)dx,

Utilizando o Teorema dos Modos Normais dado por (??) e (??), e o produto interno

padrão (??), levará à seguinte equação desacoplada:

η̈i(t) + 2ζiωiη̇i(t) + ω2
i ηi(t) = Gi(t), (3.40)

onde

Gi(t) =

∫ L

0

(Vi)T (x)F(t, x)dx (3.41)

e

ζi =
1

2
βωi +

1

2ωi

α (3.42)

é a relação de amortecimento, onde ωi são as frequências naturais do sistema sem amor-

tecimento.

A solução geral da equação (??), considerando condições iniciais nulas, η(0) = 0 e

η̇(0) = 0, depende do valor de ζi. Neste trabalho considera-se o caso subamortecido, ou

seja 0 < ζi < 1, logo a solução é dada pela integral de convolução

ηi(t) =

∫ t

0

hi(t− τ)Gi(τ)dτ, (3.43)

onde hi(t) é a resposta impulso temporal, solução do problema de valor inicial

ḧi(t) + 2ζiωiḣi(t) + ω2
ihi(t) = 0

hi(0) = 0 ḣi(0) = 1,
(3.44)

isto é,

hi(t) =
1

ωd

e−ζiωit sinωdt, (3.45)

onde ωd = ωi

√

1− ζ2i é a frequência de amortecimento. Observe que a frequência amor-

tecida ωd depende da frequência ωi do sistema sem amortecimento. Substituindo (??) em

(??)

v(t, x) =

∫ t

0

∫ L

0

∞
∑

i=1

hi(t− τ)Vi(x)(Vi)T (ξ)F(τ, ξ)dξdτ, (3.46)

ou ainda

v(t, x) =

∫ t

0

∫ L

0

h(t− τ, x, ξ)F(τ, ξ)dξdτ, (3.47)
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onde

h(t, x, ξ) =
∞
∑

i=1

hi(t)V
i(x)(Vi)T (ξ) (3.48)

é a resposta impulso matricial e as matrizes h, F, v são dadas por

h =

(

h11 h12

h21 h22

)

, F =

(

f1(t, x)

f2(t, x)

)

, v =

(

v1(t, x)

v2(t, x)

)

. (3.49)

Assim, obtém-se a resposta forçada na primeira e segunda viga,

v1(t, x) =

∫ t

0

∫ L

0

(h11(t− τ, x, ξ)f1(τ, ξ) + h12(t− τ, x, ξ)f2(τ, ξ))dξdτ, (3.50)

v2(t, x) =

∫ t

0

∫ L

0

(h21(t− τ, x, ξ)f1(τ, ξ) + h22(t− τ, x, ξ)f2(τ, ξ))dξdτ. (3.51)

3.3.1 Simulações

Nestas simulações são utilzados os parâmetros dados pela Tabela ?? [?] e α = 0.5 e

β = 0.01.

Considerando uma força aplicada num ponto fixo x = xL na primeira viga

f1(t, x) = f(t)δ(x− xL), (3.52)

onde δ é a função Delta de Dirac e xL é um ponto qualquer da viga para 0 ≤ L ≤ 10, e

f2(t, x) = 0. A resposta forçada em cada viga, dada por (??) e (??), pode ser escrita:

v1(t, x) =

∫ t

0

∫ L

0

h11(t− τ, x, ξ)f(τ)δ(ξ − xL)dξdτ, (3.53)

v2(t, x) =

∫ t

0

∫ L

0

h21(t− τ, x, ξ)f(τ)δ(ξ − xL)dξdτ. (3.54)

Utilizando a propriedade da função δ de Dirac dada por (??), obtém-se a resposta forçada

para o sistema viga dupla

v1(t, x) =
∫ t

0
f(τ)h11(t− τ, x, xL)dτ,

v2(t, x) =
∫ t

0
f(τ)h21(t− τ, x, xL)dτ.

(3.55)

As seguintes simulações foram realizadas considerando o segunte forçante:

f(t) = P0 cos(nt) (3.56)

Na Figura ?? é apresentado um corte em x = 5 no intervalo de tempo 0 ≤ t ≤ 3

nas componentes h11 e h21 da resposta impulso matricial.
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Figura 3.9: Componentes h11 e h21 da resposta impulso matricial para x = 5 e 0 ≤ t ≤ 3

Na Figura ?? é apresentado o comportamento da resposta forçada com amorte-

cimento, para o forçante f(t) = 100 cos( 1
10
t). A primeira coluna da Figura ?? refere-se

a resposta forçada na primeira viga e a segunda coluna refere-se a resposta forçada na

segunda viga.

Forçante aplicado no ponto xL = 5 da primeira viga

Forçante aplicado no ponto xL = 9 da primeira viga

Figura 3.10: Resposta forçada com amortecimento para o forçante f(t) = 100 cos( 1
10
t)
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Na Figura ?? apresentam-se as oscilações da resposta forçada com amortecimento

para o forçante f(t) = 100 cos( 1
10
t). Observe que e o amortecimento está presente no de-

crescimento da amplitude das oscilações. A amplitude na primeira viga, onde foi aplicado

o forçante, é maior do que na segunda viga.

Forçante aplicado no ponto xL = 5 da primeira viga

Forçante aplicado no ponto xL = 9 da primeira viga

Figura 3.11: Corte no ponto x = 5 com 0 ≤ t ≤ 2 na resposta forçada com amortecimento
para o forçante f(t) = 100 cos( 1

10
t)



CONCLUSÃO

Nesse trabalho foi introduzida uma metodologia para o estudo das vibrações transver-

sais livres e forçadas de um sistema de duas vigas acopladas.

A análise modal é usada para determinar as frequências naturais e as autofunções

ou os modos de vibração do sistema acoplado, onde as autofunções são soluções de uma

equação diferencial modal. Para escrever os modos de vibração de forma compacta, foi

usada a base dinâmica gerada pela solução fundamental de um equação diferencial de

quarta ordem e suas três primeiras derivadas. Este cálculo foi realizado através de uma

formulação matricial em blocos. O uso da base dinâmica reduz a dimensão do problema,

o que facilita a obtenção das frequências e dos modos. As frequências obtidas aparecem

aos pares gerando modos que realizam dois tipos de movimentos: śıncronos e asśıncronos

dependendo da frequência considerada.

A resposta forçada, obtida a partir da relação de ortogonalidade dos modos, é

escrita em termos da resposta impulso matricial. No caso amortecido foi considerado o

amortecimento de Rayleigh. Várias simulações foram realizadas para diferentes tipos de

parâmetros caracterizando vigas distintas, com e sem amortecimento e diferentes tipos de

forçantes.

A metodologia que usa a base dinâmica e uma formulação matricial em blocos para

determinar as frequências e os modos de vibração de vigas Euler-Bernoulli ou Timoshenko

tem sido considerada em diversos situações, por exemplo, vigas segmentadas, vigas com

condições de contorno clássicas ou não clássicas e nanotubos de caborno [?, ?, ?, ?, ?, ?,

?, ?, ?, ?]. Assim, a contribuição do presente trabalho foi a extensão dessa metodologia

para o caso de duas vigas uniformes do tipo Euler-Bernoulli acopladas por uma camada

viscoelástica.



REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS
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