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RESUMO
Dissertacao de Mestrado
Programa de Pds-Graduacao em Matematica
Universidade Federal de Santa Maria

A FILTRACAO STANDARD DE UMA ALGEBRA DE HOPF
AUTOR : JOAO MATHEUS JURY GIRALDI
ORIENTADOR : DIRCEU BAGIO
Data e Local da Defesa: Santa Maria, 25 de marco de 2014

Neste trabalho apresentamos o método de lifting [AS2], o qual é utilizado para a
classificagao de certa classe de algebras de Hopf. Desde que este método baseia-se na
filtracao coradical, ele sé pode ser utilizado para aquelas que satisfazem a propriedade
Chevalley (PC). Resultados relacionados com o célculo explicito de tal filtracao também
sao explorados. Na parte final, estudamos a filtracao standard, que esta definida em
[AC], e que nos permite estender o método de lifting ao caso nao (PC).

Palavras-chave: Algebras de Hopf, filtracao coradical, método de lifting, filtracao
standard, classificagao.



ABSTRACT
Dissertation
Graduate Program in Mathematics
Federal University of Santa Maria

THE STANDARD FILTRATION OF A HOPF ALGEBRA
AUTHOR : JOAO MATHEUS JURY GIRALDI
ADVISOR : DIRCEU BAGIO
Date and Location of Defense: Santa Maria, March 25", 2014.

In this work we present the lifting method [AS2], which is used to classify certain
class of Hopf algebras. Since this method is based on the coradical filtration, it can
be used just for those Hopf algebras satisfying the Chevalley property (CP). Results
related to the explicit calculation of such filtration are also explored. Finally, we study
the standard filtration, which is defined in [AC], and which allows us to extend the
lifting method to the non-(CP) case.

Keywords: Hopf algebras, coradical filtration, lifting method, standard filtration,
classification.



Lista de notacoes e simbolos

e Morfismo significa uma aplicacao entre dois objetos que preserva a natureza dos
mesmos (observar que estamos utilizando nogoes categéricas). Por exemplo, mor-

fismo linear significa transformacao k-linear, com k um corpo;
e id, (ou, simplesmente, id) significa a funcao identidade de A em A;

e ~ representa um isomorfismo entre dois objetos considerados, geralmente, entre

V., k®@V ouV &k, com V um espago vetorial;
e Dados f € H* (espago dual), h € H, entao (f, h) significa 0 mesmo que f(h).

° (Z) denota o nimero g-combinatério de n por p.
q
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Introducao

Dentre os poucos métodos e técnicas que existem com a finalidade de classificar
algebras de Hopf, temos o que ficou conhecido na literatura como o método de lifting
encontrado em [AS2]. Apesar da relevancia deste método, ele pressupde que as algebras
de Hopf com as quais trabalhamos possuem a propriedade de Chevalley (PC), isto é, que
seus coradicais sejam subdlgebras de Hopf. Assim, a eliminacao desta hipétese adicional
tornou-se um problema de grande importancia na area de classificacao de algebras de
Hopf. Uma alternativa para este problema é dada em [AC], a qual é o principal objeto
de estudo nesta dissertacao.

Em [AC], foram definidos o coradical de Hopf e a filtragao standard que generalizam
as estruturas do coradical e da filtracdo coradical, respectivamente. A partir destes
novos conceitos foi possivel demonstrar um novo teorema estrutural (Teorema 3.1.3)
andlogo ao que dd base ao método de lifting no caso em que as algebras de Hopf
satisfazem (PC). Mais ainda, o Teorema 3.1.3 generaliza o caso (PC). Logo, a presente
dissertacdo tem por objetivo estudar os resultados de [AC] relacionados a resolugao do
problema acima descrito.

Para tanto, no primeiro capitulo tratamos de todos os contetidos que julgamos
preliminares ao estudo do problema supracitado. Sao eles: as algebras de Hopf (no
sentido usual), as algebras de Hopf em categorias trangadas, o produto de Radford-
Majid, também conhecido como bosonizacao, e o produto wedge.

Ja o segundo capitulo dividimos em duas secoes. Na primeira definimos a filtracao
coradical e expomos suas propriedades mais conhecidas (e, consequentemente, seu maior
“defeito”: o fato de ela nem sempre ser uma filtragao de algebras de Hopf). Também
vemos a construgao da algebra de Hopf graduada associada a uma algebra de Hopf
filtrada e, assumindo o caso (PC), provamos o teorema estrutural que da base ao método
de lifting.

Por sua vez, a segunda secao tem mais caracteristicas de um adendo. Nela tratamos
de alguns resultados que facilitam o calculo da filtracao coradical.

Por fim, no terceiro capitulo definimos a filtracao standard e provamos o novo teo-
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rema estrutural [AC, Teor. 1.3]. Também incluimos neste capitulo uma secao sobre os
novos rumos de pesquisa que tal teorema gera na area de classificacao de algebras de

Hopf de dimensao finita.
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Capitulo 1

Conceitos e alguns resultados

preliminares

Neste capitulo sao introduzidos os elementos basicos que serao utilizados pratica-
mente durante todo o trabalho e que, de certa forma, sao independentes do contexto
especifico em que se trabalha. Sao eles: as algebras de Hopf (no sentido usual), as
algebras de Hopf em categorias trancadas, o produto de Radford-Majid, também co-

nhecido como bosonizac¢ao, e o produto wedge.

1.1 Algebras de Hopf

Nesta se¢ao, expomos de forma sucinta algumas definicoes e os resultados mais
basicos da teoria de dlgebras de Hopf. A secao tem mais o intuito de firmar notacao
do que trazer algo de novo para o trabalho. Assim, todas as demonstracgoes desta secao
serao omitidas e podem ser vistas, por exemplo, em [DNR, M, S].

Mais ainda, durante todo o trabalho, k sempre representara um corpo fixado e
as estruturas algébricas aqui apresentadas serdao todas sobre este corpo. Algumas de-
finigoes e resultados poderiam ser tomados de forma mais geral, mas, tendo em vista o
desenvolvimento do trabalho, foram tomados desta forma.

Comecamos definindo k-algebras. Um k-espago vetorial A é dito uma k-dlgebra se

possui uma operacao produto k-bilinear de A x A em A tal que:

z(yz) = (zy)z,

para todo z,y, z € A, e ainda existe um elemento 1 € A tal que:
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rzl =z =1z,

para todo = € A.

Como estamos interessados em dualizar a estrutura de k-algebra, a seguinte de-
finicao alternativa (que é equivalente a anterior) é a que nos interessa.

Uma terna (A, m,u), onde A é um k-espago vetoriale m: A® A - Aju:k — A

sao morfismos k-lineares, é dita uma k-algebra se os seguintes diagramas comutam:

ARAQA—ME" _Ag A koA A0 AL Aok
mEida m ~ m ~
A9A—

Observacao 1.1.1 O morfismo m ¢é conhecido como multiplicacao, ja o morfismo u €
conhecido como unidade. O primeiro diagrama recebe o nome de diagrama da associa-

tividade e o sequndo, de diagrama da unidade.
Antes de prosseguir, vejamos alguns exemplos:

Exemplo 1.1.2
1. A dlgebra de matrizes M(n,k), com as estruturas naturais.
2. A dlgebra de polinomios K[z, xa, -+, x,], com as estruturas naturais.

3. A dlgebra de palavras k(xy,xe, -+ ,x,). Os elementos desta dlgebra sao com-
binagoes lineares de termos da forma x; x;, ---x;;, com 1 < 1, < n para todo
k=1,---,7. A multiplicagcdo € dada por:

(xhxiz e xij)('rhxiz T xlk) = Tjy Lig =+ " L Ly L =+ Ty

e

4. A dlgebra tensorial T(V), onde V € um k-espago vetorial. Os elementos desta
algebra sao combinagoes lineares de termos da forma v7 ® vo ® -+ ® v;, com

vy € V para todo k =1,--- ,i. A multiplicacao é dada por:

(MO QU) (1R V) =v1Q1® VRV QU ® - & ;.
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5. A dlgebra de grupo kG, onde G ¢ um grupo. Os elementos desta dlgebra sdo da

forma > A\yg, com g € G, \; € k e \; igual a zero quase sempre. A multiplicagdo
geG
¢ dada por:

(Z )‘gg)(z 5\hh) = Z Agj‘hgha

geG heG g9,heG
ou seja, o produto deriva da operacao do grupo.
De forma dual, uma terna (C,A,¢), onde C' é um k-espaco vetorial e A : C' —

C®Ce: C — k sao morfismos k-lineares, é dita uma k-codlgebra se os seguintes

diagramas comutam:

C A C®C ko O 0w ™ ook
A ido®A ~ A ~

Observacao 1.1.3 O morfismo A € conhecido como comultiplicacdo, ja o morfismo
e € conhecido como counidade. O primeiro diagrama recebe o nome de diagrama da

coassociatividade e o sequndo, de diagrama da counidade.

Exemplo 1.1.4

1. A codlgebra de comatrizes M*(n,k). Os elementos desta codlgebra sao combina-
¢oes lineares de termos da forma E;;, com 1 < i,57 < n. A comultiplicagdo e

counidade sao dada por:

A(EZ]) = Z Ezk X Ek:j e €(E1) = (Sij,

k=1
para todo 1 < i, 5 < n, onde 0;; representa o delta de Kronecker.
2. A codlgebra de grupo kG (G um grupo) :

Alg) =g®g ec(g) =1,

para todo g € G.

3. A codlgebra tensorial T (V) (V um k-espago vetorial) :
Av)=v®1+1®v ec(v) =0,
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para todo v € V. Observar que somente definimos a comultiplicacdo e counidade
na componente V- em T(V'). Isto € suficiente porque queremos que A e € sejam

morfismos de dlgebras (ver Proposi¢ao 1.1.6).

Convencaes:

1. A partir de agora, vamos nos referir a uma k-algebra A (seja em qualquer um
dos sentidos acima) somente como: A uma &lgebra, onde as estruturas associadas

ficam implicitas. Da mesma forma, isso também valera para as k-coalgebras C.

2. Notacao de Sweedler. Se C' é uma coalgebra com comultiplicacao A, entao utili-

zaremos a seguinte variacao da notagao de Sweedler:
A(C) = 1 K Co,

para todo ¢ € C. Observe que esta nao é a notagao de Sweedler original, mas a
que foi aperfeicoada por Heyneman. Neste trabalho, sempre que nos referirmos a

notagao de Sweedler, estaremos nos referindo a esta variante.

A seguinte definicdo nos traz o conceito de elementos group-like, primitivo e skew-

primitivo. Eles possuem um papel muito importante no decorrer deste trabalho.

Definicao 1.1.5 Em uma codlgebra C, um elemento g # 0 € dito group-like se:

Alg) =g®y,

e o conjunto de elementos group-like serd denotado por G(C). Jd c € C € dito primitivo
se:
Alc)=c®1+1®c¢,

e o conjunto de elementos primitivos serd denotado por P(C'). Note que estamos admi-
tindo que hd o elemento 1 com caracteristica de unidade em C. Por fim, ¢ € C € dito
skew-primitivo se:

Alc)=c®g+h®ec,

com g,h € G(C). Neste caso, ¢ € dito (g, h)-primitivo e o conjunto de elementos (g, h)-
primitivos serd denotado por P, ,(C). Observe que P(C) = Py 1(C), supondo que 1 €
G(C), e que k{g — h} estd sempre contido em P, ,(C); os elementos desta forma sdo

chamados de skew-primitivos triviais.
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Proposicao 1.1.6 [S, Secao 3.0] Sejam A, B duas dlgebras e C,D duas codlgebras.

Entao:

1. A® B € uma dlgebra via:

® Magp = (Mg @mp)(ids ® T4 @ idp);
[ ] UAB — (uA X UB)gb

2. C®D é uma codlgebra via:

o Acgp = (ide @ To.p ® idp)(Ac ® Ap);
® cogD = ¢71(50 ®ep).

ondetxy : XQY - YR®X, 71(x®y) = y®u, representa o twist usual entre os espacos
vetoriais X eY, edp:k—>k®k, ¢(1) =1®1, € o isomorfismo canénico.

OJ

Também temos o seguinte resultado:

Proposicao 1.1.7 [M, Se¢io 1.2] Sejam A uma dlgebra de dimensdo finita e C' uma

codalgebra. Entao:

1. A* € uma codlgebra via:

o A (f) = fi® fa, onde (f,ab) = (f1,a)(f2,b), para todo f € A* a,b € A;
o c4(f) = (f,1), para todo f € A*.

2. C* € uma dlgebra via:

e (fg,c) = (f,c1)(9,c2), para todo f,g € C*,c € C;
[ ]_C* = E.
0

Antes de definirmos bialgebras, precisamos definir o que sao morfismos de dlgebras
e de coalgebras. Um morfismo entre duas dlgebras A e B é um morfismo k-linear f

entre os espacos A e B tal que os seguintes diagramas comutam:

AoA—T% _peB k— " A
ma mpg wp f
A - B B

16



ou, de forma equivalente, tal que:

flxy) = f(x)f(y),

para todo z,y € Ae f(1) = 1.
Dualmente, um morfismo entre duas codlgebras C' e D é um morfismo k-linear f

entre os espagos C' e D tal que os seguintes diagramas comutam:

/ f

C D C D
Ac Ap o €D
C®C o7 D®D k

Utilizando a notacao de Sweedler, podemos escrever:

fler) @ flez) = fleh @ fle)2 e ef(c) = (o),
para todo ¢ € C. Agora temos condigoes de definir bidlgebras.
Definigao 1.1.8 Uma bidlgebra H € uma quintupla (H,m,u, A, ) tal que:
1. (H,m,u) é uma dlgebra;
2. (H,A,e) é uma codlgebra;

3. A, e sao morfismos de dlgebras, onde a estrutura de dlgebra de H @ H é a dada
pela Proposicao 1.1.6 e a de k € a induzida pelo inverso do isomorfismo canonico

¢ (ver Proposi¢ao 1.1.6 item 2).
Mais ainda, se existe um morfismo linear S : H — H tal que:
m(S ®@idy)A = ue = m(idg @ S)A,
entdo H € dita uma dlgebra de Hopf e S € chamada sua antipoda.

Observacao 1.1.9 O item 3 da definicao acima poderia ser trocado, de forma equiva-
lente, por: m,u sao morfismos de codlgebras, onde a estrutura de codlgebra de H @ H

¢ a dada pela Proposi¢ao 1.1.6 e a de k € a induzida pelo isomorfismo canonico ¢.
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Exemplo 1.1.10

1. H =kG, com G um grupo, é uma bidlgebra com as estruturas dadas nos Exemplos
1.1.2 (item 5) e 1.1.4 (item 2). Mais ainda, é uma dlgebra de Hopf via:

Slg)=g7",
para todo g € G.

2. H="T(V), onde V € um k-espaco vetorial, é uma bidlgebra com as estruturas
dadas nos Exemplos 1.1.2 (item 4) e 1.1.4 (item 3). Mais ainda, é uma dlgebra
de Hopf via:

S(v) = —v,

para todo v € V. Novamente, notar que somente definimos a antipoda na compo-
nente V-em T'(V). Isto € suficiente porque queremos que S seja um antimorfismo

de dlgebras (ver Proposi¢do 1.1.11 - item 1).

3. H="T, =k(x,9; 2" =0, ¢" =1, gv = qrg), onde n é um inteiro maior ou
igual que 2 e q € uma raiz n-ésima primitiva da unidade (¢ € k), € uma dalgebra
de Hopf, conhecida como dlgebra de Taft. As estruturas de codlgebra e a antipoda

sao dadas por:

Ar)=r@1+g®z Alg)=g®g
e(x)=0 e(g)=1
S(z) = —g" S(g)=g""

Terminamos esta secao com uma proposicao que reune alguns resultados de algebras
de Hopf. Eles serao amplamente utilizados durante o trabalho sem qualquer mencao

prévia.
Proposicao 1.1.11 Sejam H, F dlgebras de Hopf. Entao,

1. [S, Prop. 4.0.1] § é antimorfismo de dlgebras, isto é:
S(ay) = S)S(x) ¢ S1) = 1,

para todo x,y € H;

18



2. [S, Prop. 4.0.1] § € antimorfismo de codlgebras, isto é:
S(x1) ® S(x2) = S()2 @ S(x); e eS(x) = e(x),

para todo x € H,;

3. 1S, Lema 4.0.4] Todo morfismo de bidlgebras € de dlgebras de Hopf, ou seja, se
f+H — F é um morfismo de dlgebras e de codlgebras, entao fS =S f;

4. [DNR,Teor. 7.1.7) Se H tem dimensao finita, entao sua antipoda € bijetiva e

possui ordem finita;

5. [DNR, Prop. 1.4.14] O conjunto de elementos group-like G(H) ¢é linearmente in-

dependente;

6. [DNR,Teor. 7.2.9] (Teorema de Nichols-Zoeller) Se H tem dimensdo finita e F' é
uma subdlgebra de Hopf de H, entao dim F' divide dim H.

O

1.2 Algebras de Hopf em categorias trancadas

As nogoes de algebra, coalgebra, bidlgebra e algebra de Hopf podem ser generalizadas
a determinadas categorias, denominadas categorias trancadas. Nosso intuito nesta se¢ao
é apresentar tais nogoes. Para tanto, as referéncia principais sdo [Ang, K, Mac| e
iniciamos relembrando alguns conceitos e resultados da teoria de categorias.

Dada uma categoria C, utilizamos a notagao Obj(C) para representar a classe de
objetos de C e dados X,Y € Obj(C), Mor(X,Y) denota o conjunto de morfismos entre
X e Y. Por sua vez,

Mor(C)= ) Mor(X,Y).
X,Y €0bj(C)

Sejam C,D duas categorias e F, G dois funtores entre C e D. Uma transformag¢ado
natural n de F' para G é uma aplicagao que a cada objeto X de C associa um morfismo
Ny : F(X) — G(X) em D, e tal que para todo morfismo f: X — Y em C, temos que

o seguinte diagrama comuta:

FX)—2 ey
G(X) ——G(Y)



Um morfismo f : X — Y em C para o qual existe um morfismo g : ¥ — X em C
tal que fg =1y e gf = 1x é chamado um isomorfismo. Se para cada objeto X em C,
o morfismo 7, acima é um isomorfismo dizemos que a transformacao natural n é um
1somorfismo natural e que os funtores F' e GG sao naturalmente equivalentes.

Uma categoria monoidal é uma colecao (C,®, «, 1,1, 1) tal que:

e C é uma categoria;

e ®:C xC — C éum funtor, conhecido como produto tensorial;

e I ¢é um objeto de C, usualmente chamado de unidade (ou identidade);

ea:F — G, 1l: L — ide, r: R — ide sao isomorfismos naturais, onde ide

representa o funtor identidade em C e:

F:CxCxC—C F=® (®,ide)
VW, U)— (VeW)eU
G:CxCxC—C ,G =® (ide, ®)
(V,W,U) — V& (WaU)
L:C—C L=_®I
Vi— VI
R:C—¢C JR=1I® _
Vi—IeV

e E os seguintes diagramas comutam para quaisquer V, W, U, X € Obj(C):

« id
(VeW)eU)® X VWU S Vo Wel)®X
Qv QW,U, X Qv WU, X
VeoWw)e (U X) Ve (Wel)o X)
AV, W,URX idy @aw,u, x

Vo (We(UoX))
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Veow v Erw Ve leWw)

ly Qidwy ay, I, w
Veol)eW

Observacao 1.2.1 Os diagramas acima sao conhecidos como 0s diagramas do pentdgo-

no e do triangulo, respectivamente.

Agora que ja sabemos o que é uma categoria monoidal, podemos definir dlgebras
em tais categorias. Dada C uma categoria monoidal, uma dlgebra em C é uma terna
(A,m,u), naqual A € Obj(C)em: AR A — Aju:1— A€ Mor(C) tais que valem

os diagramas de associatividade e unidade:

A A @AY A (A A) MU g A To A Y2 4 o 4 a8y o q
m®sz m e m lA
A® A A M

m

De forma dual, uma codlgebra em C é uma terna (C,A,¢), na qual C' € Obj(C) e
A:C—->C®C,e:C —1€ Mor(C) tais que valem os diagramas de coassociatividade

e counidade:

C A C®C IoCEC 0o % owl

A ido®A

CRC—(C®0C)®C

= C®(CC)

—
ac,c,c

Entretanto, para definirmos uma bialgebra em C, precisamos que dada uma algebra
A em C, seja possivel dar uma estrutura de algebra a A ® A em C. No caso de algebras
(no sentido usual), fazemos isso através do twist 7. Para o caso geral, necessitamos

trabalhar em categorias trancadas.
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Defini¢ao 1.2.2 Uma colecio (C,®,a, 11,7, c) € dita uma categoria trancada se:

1. (C,®,a, 1,1, 1) é uma categoria monoidal;

2. ¢:® — QT € um isomorfismo natural usualmente denominado de tran¢a, onde T

€ o funtor twist:

7T:CxC—CxC
(VW) — (W, V)

3. Os sequintes diagramas comutam para quaisquer V,W,U € Obj(C):

CVv,WeU

VeWelU)———(Wal)®

\%
ay,w,U N

VeoW)oU WeUeV)
WeV)QU W e (Val)

VeW)oU— L U (Ve W)

V®(W®U) (U®V)®W
M cv,u®idw
Vo UaW) — = (Val) oW
Xy u,w
Vel IV IV —=Y vl

Observacao 1.2.3 FEsses diagramas sao conhecidos, respectivamente, como o0s diagra-

mas do hexdgono e os diagramas do triangulo para trancas.
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Dadas C uma categoria trancada e A, B algebras em C, podemos definir:

Mags = (Ma@mp)(ids ®cpa®idg) : AQOBRAR®B — A® B
Uagp = (Ua @up)r;: 1 — AR B

onde, por simplicidade, omitimos os isomorfismos naturais que associam os produtos

tensoriais. Com estes dois morfismos, provamos que:
Proposicao 1.2.4 (A® B, magp, Uagp) € uma dlgebra em C.

Dem.: Por um lado temos:

ma®@mp)(ids ® cga @ idp)(ma @ mp @ idagp)
idy ® cpa®idp ®idagp)

ma@mp)(ida ® cga ®idp)(ma @ mp @ idy ® idp)
ida @ cpa®idp ®ida @idg)

Mags(Magp R idagp) =

(

(

(

(

(ma ®@mp)(ida ®idy @ mp @ idp)(Mma @ cpgp,a @ idp)
(ida ® cpa ®idp ®ida @ idpg)

(ma @ mp)(ma ®ids @ mp R idg)

(idaga ® cpep,a ® 1dp)(ida ® cpa ®idp @ idy ® idp)
(

(

(

(

(

(

(

*:1)

~

ma @mp)(ids @ ma ®idg @ mp)

(
(e

1daga @ CegB,A @ idp)(ida ® cpARidp ®idy ® idp)
(

a2

*3

ma®@mp)(ids @ ma ® idg ® mp)

idaga ® cpa ®idpep)(ida ®@ids ®idp ® cp.a ® idp)
idy ® cpa ®idp ®idy @ idp)

ma ® mp)(idy @ ma @ idp @ mp)

idaga ® cpa®idpgp)(ids ® cpa ® cpa®idp),

onde (x;) vale pois ¢ é isomorfismo natural, ou seja, porque o seguinte diagrama comuta:
mpRida
BB A—B®A
CB®B,A CB,A

A® B® B A® B

ida®@mp
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e (%y) vale pela associatividade de A e B, e (x3) vale pelo 2° diagrama do hexédgono.

Por outro lado,

MaeB(idagp @ Magp) = (Ma @ mp)(ida @ cpa @ idp)(ids ® idg @ my @ mp)

(ida ® idp @ ida @ cpa ® idp)
(

~

(2t

ma®@mpg)(ida ® ma ®idp ®idp)(ida ® cg aga @ Mp)
idy ®idp ®ids @ cp 4 @ idp)

ma ® mp)(ids @ ma ® idp @ mp)

idg ® cp.aga ® idpep)(idy ® idp ®idy ® cpa @ idp)

idaga ® cpa @ 1dpep)(ida ® cpa ®idy ®idp @ idp)
idy ®idp ®idy @ cpa ®idp)

ma ® mgp)(ids @ ma ® idg ® mp)

idaga @ cpa ®idpgp)(ida @ cpa @ cpa @idg),

(
(
(
“2 (@ mp)(ida @ ma ® idp @ mp)
(
(
(
(

onde (1) vale novamente por ¢ ser isomorfismo natural:
idp®m 4
BRARA—"2 B A
CB,ARA CB,A

AR A® DB A® B

maQ®idp

e (x3) vale pelo 1° diagrama do hexdgono. Logo, vale a associatividade. Agora a

unidade:

Magp(Uaep @ idagp)raes = (Mma @mp)(ida @ cpa ®idp)(ua @ up ®ida @ idp)
(11 ®ida ® idB)TaeB

W (ma @ mp)(ida @ ids ® up @ idp)(us ® x4 @ idp)
(11 ®ida ® idB)TaeB

= (ma®@mp)(us ®ida @ ug ®idp)(id; @ ¢4 ® idp)
(

(x2) (

1 ®ids ® idp)Tags

1 @rph)(id @ epa ®idp)(r @ ida ® id)Tags
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5 )(idi @ 14 ® idp)(id ® ry' @idp)(r1 ® ids @ idp)r ass

idy ®ida @ 1rp)(idi @ 1t @idp) (1 @ idy @ idp)raes
Zd]l X T’Zl X ZdB (T‘]I X ZdA X idB)TA(g)B

(
5
( )
i ' ®idg (I 1®id,4®id3)(7’]1®idA®idB)7"A®B

onde (1) vale por ¢ ser isomorfismo natural:

[ A% peA

cr,A CB,A

AR A® B

idaQup

Ja (*9) vale pelos diagramas da unidade de A e B e (x3) vale pelo 2° diagrama do
triangulo das trangas. As passagens (x4) e (x5) valem pelo diagrama do triangulo, (xg)
vale pois Iy = 17 e (x7) é uma das Coeréncias de Mac Lane para categorias monoidais,
que pode ser vista em [Mac, padg. 163]. Assim, vale um dos lados do diagrama da
unidade e o outro lado sai de forma andloga. E, portanto, segue que A ® B ¢ uma

algebra em C.
O
Também, dadas duas coalgebras C, D em um categoria trancada C, podemos definir:

AC®D:(ch@qu@ZdD)(AC@AD)C®D—>C®D®O®D
ccop =17 (ec®ep) : CRD — 1

e resulta que C' ® D é uma coalgebra nesta categoria.

Agora, note que para definir bialgebras, precisavamos que A e ¢ fossem morfismos de
algebras. Logo, precisamos definir o que é um morfismo de algebras em uma categoria
monoidal C. Dadas duas élgebras A,Bem C, f: A — B € Mor(C) é dito um morfismo

de dlgebras em C se os seguintes diagramas comutam:

AoA—T% _peB [— " A
mAl lmB x jf
A - B B
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Morfismos de coalgebras em C sao definidos de forma dual.
A partir destas construgoes, podemos definir bialgebras e dlgebras de Hopf em ca-

tegorias trancadas.

Definicao 1.2.5 Seja C uma categoria trancada. Uma bidlgebra H em C é uma quintu-

pla (H,m,u, A ¢€) tal que:
1. (H,m,u) é uma dlgebra em C;
2. (H,A,e) é uma codlgebra em C;

3. A e sao morfismos de dlgebras em C, onde a estrutura de dlgebra de H @ H em

C € a construida anteriormente e a de 1 € a induzida por ;.

Mais ainda, se existe S : H — H € Mor(C) tal que:
m(S ® idy)A = ue = m(idy @ S)A,

entao H € dita uma dlgebra de Hopf em C e S é chamada sua antipoda.

Observacao 1.2.6

1. Assim como no caso usual, poderiamos trocar de forma equivalente o item 3 da
definicao acima por: m,u sao morfismos de codlgebras em C, onde a estrutura de
codlgebra de H ® H em C € a construida anteriormente e a de I é a induzida por

A

2. E comum nos referirmos a uma dlgebra de Hopf em uma categoria tran¢ada C
somente como uma dlgebra de Hopf trancada quando a categoria ja estd implicita.

O mesmo se passa para dlgebras, codlgebras e bidlgebras.

3. A notacao de Sweedler para a comultiplicacdo de uma codlgebra trancada, em
geral, nao € a mesma de uma codlgebra usual. Se C' é uma codlgebra trancada e

A € sua comultiplicacdo, entdao, para todo ¢ € C':
Ale) =t ® 2.

Exemplo 1.2.7 Consideremos Vec a categoria dos espagos vetoriais sobre o corpo k.
Esta categoria é monoidal com o produto tensorial usual e I = k. Mais ainda, € trancada
com a tranca dada pelo twist.

Observe que H € uma dlgebra de Hopf usual se, e somente se, € uma dlgebra de

Hopf em Vec.
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Outro exemplo, que é bastante conhecido e que sera muito utilizado durante este

trabalho, é a categoria dos modulos de Yetter-Drinfel'd.

Exemplo 1.2.8 Seja H uma dlgebra de Hopf. Um k-espaco vetorial M é dito um
H-modulo de Yetter-Drinfel’d a esquerda se:

o M é um H-mddulo a esquerda, isto €, existe uma acao k-linear:

T HOQM — M

h@mr——h-m

que satisfaz:

h-(g-m)=(hg) - mel-m=m,
para todo h,g € Hym € M,

o M é um H-comodulo a esquerda, isto €, existe uma coacao k-linear:

AN M—HM

m—m_1 & my

tal que os sequintes diagramas comutam:

M A HeoM
A A®id g

e F wvale a sequinte compatibilidade:
)\(h : m) = hlm,ls(hg) X hz * My,

para todo h € Hym € M.

Observe que se M, N sao modulos de Yetter-Drinfel’d, entao M ® N € um mddulo
de Yetter-Drinfel’d via:

h-(m®&n)=hy - m®hy-neA(men)=m_1n_; @ my® no,
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e que k também € um mddulo de Yetter-Drinfel’d via h-1 =¢e(h)l e A(1) = 1®1. Mais

ainda, se H tem antipoda bijetiva, entao:

cun :M@N - N@M

(m®n)—m_;-n®mg

¢ uma tranca com CX/},N(n ®@m) = my® S H(m_1) - n. Todos os detalhes podem ser
vistos, por exemplo, em [R1,pag. 369).

Logo, se H tem antipoda bijetiva (em particular, se H tem dimensao finita), entao a
categoria dos modulos de Yetter-Drinfel’d a esquerda sobre H € uma categoria trancada,

que denotamos por 1YD.

Exemplo 1.2.9 Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda bijetiva. Entdo, qualquer

espaco vetorial M é um H-mddulo de Yetter-Drinfel’d a esquerda via:
h-m=¢e(h)m e A(m) =1®@m,

para todo h € Hym € M. Mais ainda, se M é uma dlgebra de Hopf (no sentido usual),
entdo M ¢ uma dlgebra de Hopf em 1YD.

Exemplo 1.2.10 Tome H = kC,,, onde C,, representa o grupo ciclico de ordem n.
Considere g um gerador deste grupo. Também seja M um espaco vetorial de dimensao
1, com base {m}.

Vamos dar a M uma estrutura de H-modulo de Yetter-Drinfel’d a esquerda. Do

fato de que M €é H-mddulo, temos

g-v=n,
comn € k. Mas g" = 1, logo n™ = 1, ou seja, n deve ser uma raiz n-ésima da uni-
dade. Note que de g ser gerador de C,, todas as outras propriedades de H-modulo sdao
satisfeitas. Do fato de que M é H-comddulo, temos

Av) =z®0,

com z € kC,,. Das propriedades de H-comddulo, seque que A(z) =x @z ec(x) =1, o

que nos diz que v € G(kC,,) = C,,. Assim, tomamos x = g'. Por fim, note que
Mg-v)=Amw)=ng'@v=g"®@m=99'g" @g-v=01015(g3) @ g2 - vy
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e que isto basta para garantir a compatibilidade em todo o modulo. Portanto, os médulos
de Yetter-Drinfel’d sobre kC,, de dimensdao 1 sao da forma acima: atuando por raizes

n-ésimas da unidade e coatuando via elementos group-like.

1.3 O produto de Radford-Majid

Sejam A, H duas algebras de Hopf tais que H tem antipoda bijetiva e existem
m:A— H,i.: H— A morfismos de algebras de Hopf tais que m = idy.

Nosso intuito nesta secao é construir uma ferramenta que nos permita “decompor” a
algebra de Hopf A em duas partes, sendo uma delas H. Mais precisamente, mostraremos
que existe um isomorfismo de dlgebras de Hopf entre A e R® H, onde R serd construido
a seguir, assim como a estrutura de Hopf de R ® H.

Durante a segao, veremos que o conjunto R tomado tem boas propriedades (Proposi-
¢ao 1.3.1), fazendo com que possamos utilizar o produto de Radford-Majid, assunto que
também é abordado nesta segdo. A referéncia principal para esta segao é [R1].

Assim, comecemos determinando quem deve ser R. Consideraremos R como sendo

o conjunto de elementos de A coinvariantes com respeito a m, isto é,
R=A"={ac A: (id®n)A(a) =a® 1}.

O conjunto R também é conhecido na literatura como diagrama.

Agora que ja temos as duas partes seria natural ja estabelecermos uma estrutura de
algebra de Hopf ao produto R ® H para, entao, termos o isomorfismo. Porém, antes
de darmos tal estrutura ao produto tensorial, seria natural darmos uma estrutura de
algebra de Hopf a R, ja que H tem a sua.

No entanto, usando os morfismos 7 e ¢, somos capazes de equipar R com uma
estrutura de H-mddulo de Yetter-Drinfel’d. De fato, tomemos como acao a restrigao

da agdo adjunta (& esquerda) de A em R composta com ¢, isto é,
h-r=u(hy)rSc(hs),
para todo h € H,r € R, e como coacao:

AMR—H®R

r— m(ry) ®ry
A funcao - estd bem definida, pois

29



(id@m)A(h-r)= (id @ 7)A(e(hy)rSi(hs))
(id @ 7)(e(h1)r1Se(ha) ® t(ha2)raSi(hs))
t(hy)r1Sit(hy) @ me(ho)m(re)wSe(hs)
hi)rSu(hy) @ wi(ha)wSi(hs)
1)rSt(hy) @ mi(heS(h3))
h1)rStu(hs) ®7TL( (h2)1))
hy)rSi(hs) ®
= h-r®l,

reR
= L

>

~

~

(
(
(
(
at

para todo h € H,r € R. Observe também que para quaisquer g,h € H,r € R,

h-(g-r)=h-((g1)rSc(g2)) = t(h1)t(g1)rSt(g2)St(h2)
= 1((hg)1)rSu((hg)2) = (hg) - r

el-r=1u1)rSe(l) =r. Logo, - é uma agao.

Por sua vez, a funcao A também estd bem definida. De fato, dado r € R,

(id ® id @ 7)(id @ A)A(r)

(id @ id @ 7) (id @ A)(7(r1) ® r9)
(id ® id @ 7)(7(r1) @ 19 @ 13)
(r1) @ ro @ m(rs)

= (7 ®id ®id)(r, @ ro @ 7(r3))

= (r®id®id)(A ®id)(r; @ m(rq))
=(T®id®id)(A®id)(r®1)

= (T®id®id)(ri@r,®1)
(r) ®ro®1
A(r) @

o que garante que A\(r) € H ® R. Mais ainda, para qualquer r € R,

(1d @ M) = (id @ N)(m(r1) @ 1ry) = 7(r) @7m(ry) @1y = m(r1)1 @ m(r1)s @ 1y
= (A®id)(m(r) ®ry) = (A ®id)\(r)
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erp'(e®id)A(r) = em(ry)ry = e(r1)ry = r. Assim, para garantir que R € #YD, 56 falta

ver a compatibilidade:

Ah 1) = ANe(h)rSe(hg)) = 7(e(h1)r1Se(hy)) & t(h2)r2Si(hs)
= h17T<7’1>S(h4) &® L(hQ)T’QSL(hg) = hlr,lS(h4) &® L(hg)?”oS[,(hg)
= hir_1S(h3) @ hy - 19,

para todo h € H,r € R. Agora, também notemos que R é uma subalgebra de A, pois
nitidamente 1 € R e dados r,q € R :

(id @ m)A(rq) = rgq @ 7(raq2) = (n @m(r)) (g ©7m(g)) = (rol)(gel) =rqo1,

o que nos diz que rq € R. Assim, podemos tomar os morfismos multiplicacao e unidade
de A e restringir a R e ndo ¢ dificil ver que as restrigoes pertencem a Mor(2YD), ou
seja, sao morfismos de H-mddulos e de H-comodulos. Logo, segue que R é uma algebra
em ZYD.

Por outro lado, também podemos definir:

cr=¢al, € AR:R— R®R

r— rumS(re) @13
Note que Ap estd bem definida, pois dado r € R,

(id® 7 ®id @ 7)(A® A)AR(r) = [rurS(r))i @ 7([runS(r)]2) @ [rs]i @ 7([r32)
= ruunS(ry) @ m(rarS(ry)) ® rs @ w(rg)
= runS(ry) @ m(ro)nS(rs) @ r5 @ m(re)
= flid ®id ® id ® id ® id @ 7)As(r)

Y i @)

= runS(ry) @ m(re)nS(r3) @ s ® 1
= runS(ry) @ m(reS(r3)) @15 ® 1
=runS(r3) @ mw(e(ry)l) @ry @ 1
=runS(ry) ®1@ry® 1

o que implica que Ag(r) € R® R. Aqui usamos que

f=lmeam)(id® [(t®id)(id® 7)(r @ 7S @ 17S)])] ® id ® id,
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e a passagem (x) vale pois:

([d®- - ®ideT)As(r) = (([d® - @idAT)(A®id® - - ® id)Ay(r)
N ———’ \——’ N’

5 id's 5 id's 4 id's
—(ARd® - ®id)(id® - ®idom)Ar)
4 id's 4 id's

=(ARid® - ®id) - (A®id)(id @ 7)A(r)
4 4d’

= (A4 ® Zd)(T' ® 1).

Mais ainda, valem os diagramas de coassociatividade e counidade. Com efeito, dado

reR:
(1d @ AR)ARg(r) = (id ® Ag)(riunS(re) ® r3) = runS(ry) ® raunS(ry) @ rs.
J4,

(Ag ®id)Ar(r) = (Ar ® id)(riunS(re) ® r3)
= [renS(r2)]|1nS([r1emnS(r2)]2) @ [r1enS(re)]s @ 13
= runS(re)tnS[raunS(rs)] @ raunS(ry) @ rq
= runS(re)tnSitnS(r5)inS(r2) @ r3uwS(ry) @ 17
= runS(re)tnS?(rs) 1S (ry) ® rauwS(ry) ® rq

(

(

= runS(S(rs)re)tnS(re) @ raunS(ry) @ rr

= runS(e(rs)1)mS(re) @ raumS(ry) @ 1¢
(

= runS(ry) @ r3unS(ry) & r.
Logo, vale o diagrama de coassociatividade. Para o da counidade, temos por um lado,
7"}}1(53 ® id)Ag(r) = e(rienS(re))rs = e(ry)e(ra)rs = r,
e por outro lado,

15" (id @ er)AR(r) = e(r3)rimS(ry) = riuwS(ry) = m(id ® 18)(ry ® w(ry))
=m(id@.S)(rel)=r.

Assim como anteriormente, é facil ver que €z é um morfismo de H-mdédulos. Vejamos
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que o é de H-comédulos. Por um lado, A\geg(r) = ¢(r)(1 ® 1). Por outro,
(1d@er)A\(r) =m(r1) ®e(ry) = n(r) ® 1.
A igualdade segue do fato que:

reR=remnr)=r®l=c(r)@n(r) =cr) el
= lon(r)=c(r)(1®1).

Vejamos que Ap também pertence a Mor(£YD). De fato, dados h € H,r € R

h-Agr(r)=h-(runS(re) @ ry) = hy - (r1enS(r2)) @ ho - 13
= 1(h1)r1mS(1r9)Se(he) @ t(hg)rsSi(hy)

Agr(h-1) = Ar(t(h1)rSi(hs))
= [t(h1)rSt(he)]1enS([e(h1)rSi(hs)]2) & [t(h1)rSi(ha)]s
t(h1)r1Si(he)tmS[t(hg)raSi(hs)] @ t(hg)rsSi(hy)
11St(he)S?1(hs)imS(ry)St(hy) @ t(h3)rsSt(hy)
S(S(hs)he)tmS(ra)Si(hs) @ t(h3)rsSi(hy)
r1tS(e(hs)1)ewS(r9)St(hg) @ t(hs)rsSi(hy)

=
=
=(h
=
(h1)r1emS(re)St(he) @ t(hs)rsSe(hy).

~— N N
=
=
~

Assim, Agr é morfismo de H-médulos. Para ver que Ag é morfismo de H-comoddulos,

note que

(id @ Ap)A(r) = (1d @ Ag)(7(r1) @ 13) = 7(r1) @ rounS(r3) @ 1y,

ArorAR(T) = Argr(ritnS(ry) @ r3) = [r1enS(re)]1(r3) 1 @ [r1emS(r2)]o ® (13)0
= m([rumS(r)]1)m((r3)1) ® [riemS(r2)]a @ (rs)z
= m(r1enS(ry))m(rs) @ rounS(r3) @ rg = w(r1)w(S(ry)rs) @ ronS(rs) @ ¢
= m(r)m(e(ry)l) @ ranS(r3) @ 15 = w(r1) @ rounS(rs) @ ry.
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Logo, temos que R é uma codlgebra em £)D. Também vemos que R é uma bidlgebra
trangada em ZYD. Com efeito, ¢ imediato que ez é morfismo de dlgebras em ZYD.

Vejamos que Ag também é morfismo de dlgebras em #YD. Dados r, s € R, temos:

Ar(r)Ag(s) = (ruumS(ry) @ r3) (51018 (s2) ® s3)
= rnS(re)[(r3) -1 - (s1078(52))] ® (73)083
= runS(re)[m(r3) - (s178(82))] @ rys3
Jem(r3)s1emS (s2)Sem(ry) @ 1583
= rum(S(ra)rs)s1nS(s2)nS(ry) ® 583
= rum(e(r2)1)s1enS(s2)enS(rs) & ryss
= r15unS($2)emS(1r2) @ 1383 = (15)1LmS((15)2) ® (15)3
= Ag(rs).

(
(

= runS(ry)em

Claramente, Ag(1) = 1t7rS(1) ® 1 = 1 ® 1. Mais ainda, tomando

SR R— R

r— m(r1)S(rs)

segue que R é uma dlgebra de Hopf trancada em ZYD. Primeiro vejamos que S estd
bem definida. Com efeito, dado r € R :

Sr(r)1 @ m(Sr(r)2) = [ (r1)S(r2)h @ w([vm(r1)S(r2)]2)
=17m(1r1)S(ry) @ m(em(re)S(r3)) = tm(r1)S(ry) @ mw(ry)wS(rs)
1 (r1)S(ry) @ w(raoS(r3)) = vm(r1)S(r3) @ w(e(re)1)
= 1m(r1)S(r2) ® 1 = Sp(r) ® 1.

Observe que Sy ¢é antipoda, ja que:

m(id @ Sr)Ag(r) = runS(re)Sr(r3) = renS(re)im(rs)S(ry) = rem(S(re)rs)S(ry)
=rum(e(re)1)S(r3) = mS(re) = e(r)l (=eg(r)l),

m(Sg ® id)Agr(r) = Sg(r1twS(re))rs = tr([rienS(r2)]1)S([rienS(r2)]2)rs
= 1 (runS(14))S(rouwS(1r3))rs = 1w (r) S (ry) 1w S? (13)S (r9) 75
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= (r1 )1 S(S(r3)re)S(ro)rs = tw(r)enS(e(rs)1)S(r2)ry = vm(r1)S(r2)rs
=m(e(ry)ry) = un(r) = e(r)l (=eg(r)l).

A igualdade tm(r) = (1)1 é vélida pois:
r@m(ry) =r®1 = 7n(r)=c(r)n(r:) =e(r)l = wr(r) =e(r)l.
Resumindo, temos a seguinte proposigao.

Proposicao 1.3.1 Sejam A, H duas dlgebras de Hopf (H com antipoda bijetiva) e
m:A— H,o: H — A morfismos de dlgebras de Hopf tais que mt = idy. Entao,
o diagrama:

R=A"={a€ A: (id®m)A(a) =a® 1}

¢ uma dlgebra de Hopf trancada em YD, com estruturas:
o Acio: h-r = u(hy)rSu(hs);

o Coacao: \(r) = m(ry) ® r;

R ¢ subdlgebra de A, isto €, a multiplicacao e a unidade sdo as herdadas de A;

Comultiplica¢io: Ag(r) = runS(ry) @ ra;

Counidade: E a herdada de A;

Antipoda: Sg(r) = vm(r1)S(r2).
0

Agora que temos que o diagrama R é uma &lgebra de Hopf na categoria #YD,
podemos considerar o produto de Radford-Majid. Na verdade, o produto pode ser
definido num contexto mais geral, e é o que faremos.

Sejam H uma algebra de Hopf (com antipoda bijetiva) e R uma &algebra de Hopf
em BYD, entao o produto de Radford-Majid de H por R é a algebra de Hopf R#H,
que como espaco vetorial é R ® H, cuja estrutura de Hopf é dada por: para quaisquer
rs€ Reg,heH,

e Multiplicagao: (r#h)(s#g) = r(hy - s)#hag;

e Unidade: 1pyy = 1r#1ln;
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e Comultiplicacao: A(r#h) = r'#(r?)_1hy @ (1?)o#hs;
e Counidade: e(r#h) = e(r)e(h);
e Antipoda: S(r#h) = (1#S(r_1h))(S(ro)#1).

Proposicao 1.3.2 O produto R#H com as estruturas acima €, de fato, uma dlgebra
de Hopf.

Dem.: Esta demonstragao se resume em verificar os axiomas de dlgebra de Hopf. Sejam
r,s,te Re f,g,h € H.

1. Associatividade:

[(r#h)(s#g)](t#f) = (T(hl : 5>#h29)(t#f) = 7’(hl . 5)((h291) 't)#h392f
= (hy - 8)(ha - (g1 - ) Fhsgaf 2 r(hy - [5(g1 - 1)) #ehagaf
— (r#h) (s(gr - ) #aaf) = (r#h)[(s#9) (t#1)),

sendo (x) vélido pois mpg é morfismo de H-mdédulos.

2. Unidade:

(r#th) (141) = r(hy - 1)thal < re(hy) 14k
= r#h
= 1(1 - r)#1h = (1#1)(r#h),

onde o passo (x) vale pois ur é morfismo de H-moédulos.

3. Coassociatividade:

(A @id)A(r#h) = (A ® id)(rl#(rz)_lhl ® (T’z)o#hg)
= ' # () [(rY) b © (r2)o# (%) —1ha]2 @ (r®)o#he
= #(r?) 1 (rP) ohy @ (r)o#(r®) —1he @ (r®)o#hs.

Por outro lado,

(id @ A)A(r#th) = (id @ A)(r'#(1*) -1hy @ (1*)o#ths)
= () ha @ [(r)o] #((7%)o]*) —1he @ ([(r*)o]*)o# P
S (r2) 1 (%) b @ (r)o#(r)o]-1he © [(r*)olo#hs
= 71 (1)1 (1) —2ha @ (12)o#(r®) -1ha @ (r*)o#tha,
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ja que o passo (%) vale pois Ag é morfismo de H-comddulos.
4. Counidade:

T}E#H(E ® id)A(r#h) = e(r'#(r®) _1h1) (r*)o#the = e(r)e((r?) 1) (r?)o#e(h1) by
= e(r")r’#h = r4h

l;i?l%H(id ®e)A(r#h) = 7’1#5((7’2%)(7"2)716(}12)}11 © T1#€(7’2)1h = r#h,

onde o passo (x) vale, pois eg é morfismo de H-comdédulos.

5. A é morfismo de algebras:

A[(r#th)(s#9)] = A(r(hy - s)#hag)
[r(hy - 8)]"#([r(hy - 8)]*)—1hagr © ([r(ha - $)])o#hsgs

()
() rH () -1 (B - D)o (he - 8%)] -1hagr @ [(1)o(ha - 5°)Jo#hags
(2s) r(r?) g - (hy - 8Y)]#(?) _1(hy - 8%)_1h3gr @ (1%)o(hg - 8*)o#hago
W 12) 5 (- D) 1ha(D) 101 © (Dolhs - (Do) #ehaga,

onde (1) vale porque Ag é morfismo de algebras, (x2) pois Ag é morfismo de H-
modulos, (x3) porque mpg é morfismo de H-comdédulos e (k4) pois, da compatibilidade
de Yetter-Drinfel’d,

Ah-r)=hir_1S(h3) @ hy - 1
segue que,
(h1 7)1 ® (h1 7)o @ hy = hir_18(h3) @ hy - o & hy,
o que implica que

(hl . T)_th X (hl . 7“)0 = hlr_ls(h3)h4 X hg Ty = th’_l X (E(hg)hg) - To
= ]’LlT‘_l & hg AR

Por outro lado,
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A(r#h)A(s#g) = [ #(r?) 1ha @ (r%)o#hal[s' #(5*) 101 @ (7)o go]

= [ #(*) ][ #(5%) -101] @ [(r2)oF#ha[(s%)o# 2]
rH([(r%) - sY#(r) 1o () 2101 @ (7)o (ha - (5%)0) #P3g2
rH([(r%) —aha] - s1)# (%) _1ha(s?) 101 @ (r?)o(hs - (5)o)#hag
= (%) 2 - (ha - () 1ha(s?) 101 @ (r*)o(hs - (57)0)#hage.

Note que A(1#41) = 14#(1) 11®(1)o#1 = 1#1®1#1, jd que Ag é morfismo de algebras
e ur ¢ morfismo de H-comoddulos.

6. £ ¢ morfismo de algebras:

((T#h)(S#g)) = &(r(hy - s)#hag) = (r)e(h - s)e(ha)e(g) = e(r)e(h - s)e(g)
e(r)e(h)e(s)e(g) = e(r#th)e(s#g),

/-\

sendo que (x) vale por eg ser morfismo de H-médulos, e e(1#1) = ¢(1)e(1) = 1.

7. S é antipoda:

m(S @ id)A(r#h) = S(r'#(r*)_1h1)[(r?)o#hs)

= [1#S((r')-1(r*)-1h)][S((r")o)#1][(r o ho]
2 148 (r-1h) IS (o) )#1][(ro)#h)

= [1#S(r_1h)][S((ro)")(1 - (r0)*)#he]

= [1#S(r-1h)][S((ro)")(r0) *#he]

= [1#S( [
[1#S(e

BiS

BiS

(
1
)
)
LS (1)) [£(ro) Laths] = (L8 (e(ro)r—1 1) [1#¢hs)
2 LS (e () )] [1#ths] = e(r)[L(S ()1 - 1)#S (A1 )shs]

= £(r)[eS (ho)1#S (hn)hs] = e(r)[1#S (h)eS (h)hs]
= e(r)1#S(h)ha] = e(r)[L#te(R)1] = e(r)e(h)[L#1]
= e(r#h)[1#1],

onde (*;) vale por Ag ser morfismo de H-comddulos e (x3) vale por g ser morfismo de

H-comédulos. Por outro lado,

m(id @ S)A(r#h) = [r'#(r*) 1m]S((r*)o#ths)
= [P (((r*)=sh1) - 1)#(r*) ~2haS((r*) -173)][S((1*)o)#£1]
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[r'e((r*)—sh1) 1##(r*) —2haS (hs) S ((r*) -1)][S ((r*)o) #1]
[re((r*)—s)e (ha) #(r*) 22 (h2) S ((r*) -)]IS ((r*)o)#1]
= e(hae(ha))[r'e((r*)—s)#(r*) =S ((r*) -)]IS ((r*)o)#1]
= e(h)[r'e((r)—2)#e((r*) ) L[S ((r*)o)#1]
= e(h)[r'#1[S(r*)#1] = e(h)[r (1 - S(r*))#1]
= (W' S(r*)#1] = e(h)[e(r)1#1] = (r#h)[1#1].

O

Observagao 1.3.3 Desde que R#H € uma dlgebra de Hopf, € facil ver que w : R#H —
H, w(r#h) =¢e(r)h, et: H — R#H, t(h) = 14#h, sdo morfismos de dlgebras de Hopf

e que Tt = idy. Mais ainda, temos que:
R#k{1} = (R#H)*" = {x € R#H : (id @ T)A(z) = 2 ® 1}.

Dem.:
“D 7 Sejar = Zx(l) ® 2@ € (R#H)*" com {x¢ : i = 1,---,n} linearmente

independente. Entao

11 @7(r2) =2 @1 Zx%i)#(x?i)),lx?) @ 7 ((afyo#l)) = Y zp#a? @1
i=1

=1

= Z ro#ey) ® ) = Z fff(i)#w(” ®1
=1 =1
g xgi) ® xg) =D @1,

para todo ¢ = 1,--- ,n, onde (x1) vale pois € é morfismo de H-comddulos e () vale
pois {z@) i =1,---,n} é LL Se :76(Z ®$(l) =20 ®1, paratodo i = 1,--- ,n, aplicando
(e ®id), tem-se que:

2 = e(@{M)ay) = e(2)1 = 29 € k{1} = = € R#k{1}.

“C 7" :Sex € R#Kk{1}, entdo 2 € k{1}, para todo i = 1,--- ,n. De forma imediata,
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segue que xgi) & xgi) =2 ® 1, e consequentemente 11 ® 7(x3) = v ® 1.

O

Resumindo o que vimos na segunda parte desta secao: se H é uma algebra de Hopf
(de antipoda bijetiva) e R uma algebra de Hopf na categoria YD, entao R#H é uma
algebra de Hopf e existem 7 : R#H — H,7: H — R#H morfismos de algebra de Hopf
tais que 7 I = idy e R#k{1} = (R#H )",

Agora, voltando ao inicio desta secao, tinhamos A, H &lgebras de Hopf com
m:A— H,1: H— A morfismos de algebras de Hopf tais que mt = idy. Vimos que o
diagrama R = A®" tem uma estrutura de dlgebra de Hopf na categoria £YD e assim
podfamos tomar o produto R#H. De R#k{1} = (R#H)®“" e R = A®™ ¢é natural supor
que haja alguma relagao entre A e R# H. De fato, essas dlgebras sao isomorfas.

Entretanto, antes de vermos este isomorfismo, vamos definir um morfismo auxiliar

e ver algumas propriedades dele. Seja:

¥:A— R

a — apunS(ag)
Note que 1 esta bem definido, pois:

(id @ m)AY(a) = (id @ m)A(aynS(as)) = apunS(as) @ m(agnS(asz))
= a8 (aq) ® w(az)wS(az) = aenS(aq) ® w(axS(as))
= apnnS(az) @ w(e(ag)l) = apnS(az) ® 1 =Y(a) ® 1.

Observe também que como R é uma dlgebra de Hopf em ZYD, segue que R é
uma coalgebra no sentido usual, pois toda codlgebra em YD é em particular, uma

coalgebra no sentido usual. Logo, a seguinte afirmacao faz sentido.

Afirmagao: ¥ é morfismo de coalgebras. Com efeito,

Y(a)' @9(a)? = (a1178(az))' @ (a1t7S(az))?
= [a1mS(ag)]1enS([a1tmS(az)]2) ® [a1nS(asz)]s
= a8 (ag)mS(agnS(as)) ® azenS(ayq)
= a11mS(ag)1rS? (a5)1rS(ag) ® asinS(ay)
= annS(S(as)ag)imS(az) @ azinS(ay)
= annS(e(as)1)nS(az) ® azenS(ay)
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= apnS(az) ® azenS(ag) = V(ay) ® V(az)
e ed(a) = e(apnS(az)) = e(ay)e(ay) = £(a). Mais ainda, dados a,b € A,h € H :

Y(ab) = (ab)1emS((ab)2) = a1byenS(be)inS(az) = a19(b)enS(az),

Y(e(h)) = t(h)1emS(L(h)2) = t(hy)Stmi(hy) = t(h)1S(L(h)2) = eu(h)l = e(h)1.

Y(ac(h)) = e(h)d(a) e I(e(h)a) = t(h1)P(a)St(hs) = h -V (a).

Com estas propriedades, podemos definir explicitamente o isomorfismo entre A e
R#H:

o: A — R#H
a — J(ay)#7(az)

A boa definigao de ¥ implica a boa defini¢ao de ¢. Vejamos que ¢ é um morfismo
de algebras de Hopf. Dados a,b € A :

p(a)p(b) = [D(ar)#m(az)][0(br)#m(b2)] = V(a1)(m(az) - I(b1))7#m(as)m(bs)
= J(a1)V(em(ag)by)#m(asbe) = aymS(ag)im(az)d(by )inSim(ay)#m(asbs)
= apm(S(ag)az)d(by)enS(aq)#m(asbs)
= aypm(e(ag) 1) (b )ernS(as)#m(ashs) = a19(b1)wS(ag)#m(asbs)
= J(a1b1)#7(azb2) = p(ab),

e o(l) =9 (1) #nr(1) = LurS(1)#1 = 14#1. Também,

pla)1 ® p(a)s = [J(ar)#m(a2)) @ [(a1)#m(az)]2
(@1) #(9(a1)?)-1m(az) ® (9(a1)?)o#m(as)
V(ar)#9(ag) 17 (az) @ V(az)o#m(as)
V(ar)#(axnS(az))1m(aq) @ (agerS(az))o#n(as)
(ar)#([azemS(as)]i)m(as) @ [aanS(as)]o#tm(as)
V(ay)#m(agnS(as))m(ag) @ agenS(ay)#m(ar)

| || * ||
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(aq1)#7(ax)m(S(as)ag) @ aginS(ag)#m(ar)
(a1)#m(ag)m(e(as)l) @ azenS(aq)#m(ag)
(a1)#m(az2) @ I(as)#m(as) = p(a1) ® p(as),

I
3

I
> >

sendo o passo () valido ja que ¥ é morfismo de codlgebras, e ep(a) = (¥ (ar)#n(az)) =
e¥(ay)em(az) = €(ay)e(az) = (a). Portanto ¢ é morfismo de dlgebras e de codlgebras, e

consequentemente de algebras de Hopf. Mais ainda, ¢ ¢ isomorfismo, com inverso dado

por:
o ' R#EH — A
r#h — ru(h)
De fato,
v p(a) = ¢~ (O(a)#7(az)) = Iar)em(az) = annS(az)im(as)
= apm(S(ag)az) = apum(e(az)l) = a

o (r#h) = @(ri(h)) = 9(rie(hy))#m(rae(ha)) = e(ha)0(r)#m(re) by
= 9(r1)#n(ra)h E I )#Lh = r1wS(ro)#th € riS(1)#h
= r#h,

onde as passagens (x) valem porque r € R = A",

Para finalizar, enunciamos o seguinte teorema que sintetiza toda esta secao. Ele
serd de grande importancia para o principal resultado do trabalho (Teorema 3.1.3),
pois contém a maior parte da linguagem e dos resultados intermediarios que serao

utilizados na demonstracao do mesmo.

Teorema 1.3.4 [AS3, Secao 4] Sejam A, H duas dlgebras de Hopf com H de antipoda
bijetiva e m : A — H,1 : H — A morfismos de dlgebras de Hopf tais que mt = idy.
Também seja R = A" o diagrama, que sabemos ser uma dlgebra de Hopf trancada
em YD, com estruturas dadas pela Proposicio 1.3.1. Entao, a dlgebra de Hopf R#H

dada pelo produto de Radford-Magjid (ver Proposi¢cao 1.3.2) € isomorfa a dlgebra de Hopf
A via
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v:A— R#H
a — J(ay)#7(as)

onde ¥ : A — R,¥(a) = ayunS(ay). Mais ainda, o inverso de ¢ € dado por:

L R#H — A
r#h — ru(h)

O

Exemplo 1.3.5 Sejam A =T, uma dlgebra de Taft com q uma raiz n-ésima primitiva
da unidade ¢ H = KC,, a dlgebra de grupo sobre o grupo ciclico C,, = {g" : i =
0,---,n—1}. Tome 1: H— A, ¢ — g, en: A— H, 2'¢’ — 0g;9°. Nao € dificil de
ver que 1 e T sao morfismos de dlgebras de Hopf e que i = idy. Assim, pela Proposicao

1.8.1, o diagrama
R={acA:(idom)A(a) =a®1}=k{z"':i=0,--- ,n— 1} ~k[z]/(z")
¢ uma dlgebra de Hopf em ﬁigz)ﬂ? via:
o g 2" =u((g)1)2"Su(g)2) = g'a"g ™" = ¢"a"g'g ™" = ¢

o M) = (r@id)A) = (@ id)(3 () 7g P @) = g @

p=0

o Multiplicacao, unidade e counidade herdadas de A;

. Ap(az") = (2")1mS((2")2) © (27)s

SR Q) 7)o
q

p=0

p=0

p=0 s=0

5B (;) PGPS ) @ 2
> (5

q
) P a"P,
q
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onde o passo (%) vale pois 1S = S;

Mais ainda, pelo Teorema 1.3.4, seque que:

T, = Kla] /(") #kCh.

1.4 O produto wedge

No capitulo 2 vamos associar a uma coélgebra C' uma sequéncia ascendente {C), },>0
de subcodlgebras intermedidrias com propriedades interessantes. Para tal, usaremos
o produto wedge. Nesta se¢ao, exploramos este produto em um contexto mais geral
e estamos interessados em gerar algumas propriedades e férmulas que serao tteis no

decorrer do trabalho. A referéncia principal é [M].

Definicao 1.4.1 Sejam C uma codlgebra e D, E C C' subespacos vetoriais. Entdo o
produto wedge entre D e E, denotado por D N E, ¢ dado por:

DANE={ceC:Alc)eD(C+C®R E}.

Antes de seguirmos, um pouco de notacao. Sejam V um espaco vetorial e W C V

um subconjunto, assim:
W :={feV*: f(w) =0, para todo w € W}.
De forma dual, dado U C V* um subconjunto:
Ut :={veV:f(v)=0, para todo f € U}.

Este subespacos recebem o nome de subespacos anulado em V* e V, respectivamente.
Note que da definicio temos que D A E = (D+E*)*, pois:

(D*EH*t ={ceC: (Z figi,c) =0, para todo f; € D+, g; € B}

=1
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={ceC: Z(fi,cl><gi,02> — 0, para todo f; € D*,g; € E*}

=1

={ceC:A(c)eD®C+C@FE}=DAE.

Observe também que, se C' é uma algebra de Hopf com antipoda S, entao S(DAFE) C
S(E)AS(D), ja que dado x = S(c) com ¢ € D A E, temos:

A(z) = 8(c)1 @ S(c)a = S(e2) @ S(e1) € (S®RS)T(DRC +C®FE)
=(S®S)(E®@C+C®D)
CS(E)®C+CoS8(D).

E, mais ainda, se S é bijetiva vale a igualdade. De fato, dado = € S(E) A S(D), basta
verificar que S™!'(z) e DA E:

ASHa)) =8 M) @S Hay) € (SRS ™HS(D)®C+C®S(E))
=DC+CQ®E.

Um fato interessante e nao tao trivial sobre a operacao wedge é que ela é associ-
ativa. Com efeito, primeiro notemos que D A E = ker(mp g), onde mp g ¢ a seguinte
€cOMmMposicao:

A TDRTE
C —-CxC —"C/DeC/E,

com 7p,Tg as projegoes naturais. Assim, 7p p induz um morfismo linear bijetivo

¢pp:C/(DANE) — C/D® C/E via:

TD,.E

C

C/D&C/E
7

TDAE ~ ¢p.E
C/(DNE)

Logo,
(DANE)NF =ker(mpap,r) = ker[(¢p,p ® idc/r)Tpap,F);

ja que ¢p g @ ide/r é bijecao. Mas,

(¢p,p ®ide/p)Tpar,r = (¢p,E @ ide/p)(Tpae @ Tp)A = (¢p,ETDAE @ TR)A
= ((rp @ mp)A@7p)A = (Tp @ T ® Tp)Ag,
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onde Ay = (id ® A)A. De forma analoga, (idc/p ® ¢p,r)Tp.Ear = (Tp @ Tp @ Tp)Ag,
o que implica que:

(DNEYNF=DA(EANF).

Uma outra notacao que também utilizamos bastante durante o trabalho é a das
poténcias de wedge. Dado D subespaco vetorial da codlgebra C, definimos A'D =
0,A'D = D e, indutivamente, A" D = (A"D) A D paran > 1.

Da associatividade do produto wedge, segue que, para n > 2:
A"D = (A"""DYA(AN'D), i=1,--- ,n—1,
uma vez que:

A"D = (AN""'D)A D = (A""'D) A (A'D)

= ((A"2D)AD) A (A'D) = (A" 2D) A (D A (A'D)) ® (A""2D) A (A2D)
— ... = (/\2D)/\(/\n_2D)
— (\'D) A D) A (A"2D) = (A'D) A (D A (A"2D)) 2 (A'D) A (A" D),

onde os passos (x) valem por hipétese de indugao.
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Capitulo 2
A filtracao coradical

Na primeira secao deste capitulo apresentamos as principais propriedades da filtracao
coradical. Além disso, exibimos um exemplo mostrando que a filtracao coradical nao
é, em geral, uma filtracao de algebras de Hopf. Também sera visto nesta secao a
construcao da algebra de Hopf graduada associada a uma algebra de Hopf filtrada, que
tera maior utilidade no capitulo seguinte. As referéncias pincipais para esta se¢ao sao
M, S].

Por sua vez, a segunda se¢ao tem mais caracteristicas de um adendo. Nela, tratamos
de alguns resultados que facilitam o célculo explicito da filtracao coradical, tarefa esta

que na maioria da vezes nao é facil de ser feita.

2.1 Definicoes e resultados

Seja C' uma coalgebra. Antes de definir a sua filtragao coradical, precisamos saber o
que vem a ser seu coradical. O coradical de C, que usualmente denotamos por Cp, é a
soma direta de todas as suas subcodlgebras simples, isto é, de todas as suas subcoalgebras
nao nulas que nao possuem subcodlgebras intermedidrias (além das trivias). A partir

de Cy, podemos considerar para n > 0 :
C, = A"T1C,.
A familia {C),},>0 é denominada de filtracao coradical de C.

Exemplo 2.1.1 Seja G um grupo. A codlgebra de grupo C' = kG tem coradical Cy = C
pois, para todo g € G, k{g} € uma subcodlgebra simples.

Para o préximo exemplo necessitamos das seguintes nogoes.
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Definicao 2.1.2 Sejam C uma codlgebra e H uma dlgebra de Hopf.
e Diz-se que C' € pontuada se Cy = kG(C);

o Diz-se que H ¢ auto-dual se H e H* sdo isomorfas como dlgebras de Hopf.

Exemplo 2.1.3 [DNR, Cor. 5.6.39] As dlgebras de Taft T, do Ezemplo 1.1.10 item 3

sao sempre auto-duais.

Exemplo 2.1.4 Seja Hy a dlgebra de Sweedler, isto é, Hy € a dlgebra de Taft T :
H4 = k(l’,g,l’Q = 0,92 = 1vgx = _xg>’

comA(g) =gRgeAlr) =21+ g x.

Por [M, Lema 5.5.1], sabemos que Hy € pontuada. Por outro lado, também sabemos
que a dlgebra de Sweedler € auto-dual como dlgebra de Hopf. Assim, garantimos que
#G(Hy) = 2, ja que G(H*) = Alg(H,k) para qualquer dlgebra de Hopf H de dimensao
finita, e:

G((Hq)") ={oa =¢€,a1},

onde oy : Hy — k, ay(x) =0 e a,(g9) = q.
Como 1,9 € G(Hy), seque que (Hy)o =k{1,g}. Agora, quem é (Hy),?

(Ha)1 = A*(Ha)o = (Ha)o A (Ha)o
={he€e Hy;: Ah) ek{l,g} ® Hy+ H @ k{1, g}}.

Nitidamente, 1,9, € (Hy), e de A(xg) = A(z)A(g) = 19 ® g + 1 ® xg, também
temos que xg € (Hy)q. Logo, (Hy)1 = Hy.

Exemplo 2.1.5 Seja C = M*(2,k) a codlgebra de comatrizes de ordem 2 sobre k.
Como a dlgebra A = M(2,k) é simples (e, portanto, semissimples), pelo Teorema de

Wedderburn (dual) (ver [R1, Teor. 4.6.1]) seque que C' € cosemissimples, isto €, C = Cy.

Mais ainda, o Teorema de Wedderburn (dual) garante que para qualquer codlgebra
C, tem-se que:
Jac(C*) = Cy,

onde Jac(C*) representa o radical de Jacobson da élgebra C* associada, isto é, Jac(C*)

¢ igual a intersegao de todos os ideais maximais a esquerda (ou, equivalentemente, a
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direita) de C*. Desta forma, também vemos que C,, = (Jac(C*)"*1)L, para todo n > 0.

Provemos por indugao. Paran =0 :
Co = (Cy)*" = Jac(C),
e dado n > 0, notar que:

c € (Jac(C*)"™)+ <= (f,c) =0, para todo f € Jac(C*)"*!

= (Z figi,c) =0, para todo f; € Jac(C*)", g; € Jac(C™)

=1

= Z(fi,cQ(gi,cQ) =0, para todo f; € Jac(C*)", g; € Jac(C™)

i=1

< A(c) € (Jac(CH)")F @ C + C @ Jac(C*)*
A eCri@C+C®C

< ce (),

onde (HI) denota a hipétese de indugao.
A definicao e o resultado a seguir justificam a nomenclatura filtracao coradical. A

demonstragao da proposigao aqui apresentada é baseada em [M, Teor. 5.2.2].

Definigao 2.1.6 Seja C' uma codlgebra. Uma familia {én}nzo de subespacos é dita

uma filtracao de codlgebras de C' se:
1. (71 - @H, para todo i > 0;

2. A(én) c > C,® 571—1’7 para todo n > 0;
=0

7

Proposigao 2.1.7 A filtra¢io coradical {C),}n>0 de uma codlgebra C' é uma filtragao

de codlgebras.

Dem.:

1. Fagamos inducao sobre ¢. Para 1 =0 :
CGC():>A(C) ECHRCECCiRC+COCRCy=ce CyANCy=C].
Agora suponha que o resultado é valido para i, entao:
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CECi:/\i+ICOZCi_1/\00:>A(C)GCi_1®C+C®CO

(HI)
C CelC+Co0
:>C€CZ'/\C[):CZ‘+1.

2. Note que C,, = (Jac(C*)"™)+ para todo n > 0 e disto segue que C,, é subcodlgebra
ja que Jac(C*)"t! é ideal bilateral (em C*) para todo n > 0. Logo, j temos o resultado
para n = 0.

Agora, se n > 0, da associatividade do produto wedge, também temos que:
Chn=CiNCp_i=1,0<i<n—1,
Mas C), é subcodlgebra, logo:
A(C) C(C;C+CRC,_i1)N(C,®(C,),0<i<n-—1
— A(C,) C H(Cj @C+CRCh )| N(C,&C,):=8S.

=0

Afirmacao: S = i C; ® C_i.

=0

C,®C,=(Co® Co1® - @ Cnfl,n) ® Cy,
= (CO ® Cn> @ (00,1 ® Cn> @ te @ (Cnfl,n ® Cn)

Dado z € S, em particular, z € C,, ® C,,. Entao:
z=zo+ 21+ + 2z, (%),

onde zg € Co®RCy,, 21 € Cp1QCh, -+, 2, € Cpm1,,®C,,. Vamos provar que z; € C;®C,_;
para todo 0 < i < n. De fato, se i = 0 é 6bvio. Agora, seja 1 <7 < n. De z € S, temos
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que:

2€(Cii1@C+C®Chy)
=(Cisi®0)® (Cim1,, @ Chy) @ (Cioo @ Cry)
CCis1®C)B(Cit1; ® Cpy) ® (Cioo ® Cy),

oo
onde C; oo = P Cj k1. Observar que aqui foi utilizado o item 3, a fim de garantir que

Ci®Cin = é’:.ZNotar também que:
(z0++2-1) €Cil1®C, CCily @C.

Claramente, (241 + -+ + 25) € Ci0o @ C,,. Assim,

2z €(Ci1®C)® (Cii1,i ®Cry) © (Cioo @ C).
Mais ainda, de z; € C;_1; ® C,,, por hipétese, e C,,_; C C),, podemos assumir que:

2 € (Cis1 ® Cy) B (Cim1,; ® Cry) B (Chio @ Cy).
Com efeito, tome f : C' — k um funcional tal que f(C,) = 0. Entao:

0=1c"(id® f)(z) =" (id @ f)(a+b+c) =" (id @ f)(a),

ondea€C; 1®@C, beC;i1,0C,_;ec€Cinu®C,. Seac[(Cii1®@C)\(Ciiy ®C,)l,
sempre ¢é possivel colocar mais hipdteses sobre o funcional f de modo que
lal(z’d ® f)(a) # 0, o que geraria uma contradi¢ao. Logo, podemos fazer a suposi¢ao
acima (xx).

Agora, sejam a € C;_1®C,, be C;_1,0C,_;ec € C; ®C, tais que z; = a+b+c.
Se ¢ # 0, temos que z; & Ci_1; ® Cy, 0 que é um absurdo. E se a # 0, temos outro

absurdo com a unicidade da decomposicao (x), ja que:
(Co®C,) @ (00,1 QRC) DD (Cl;g,i,l ®Cp) =Ci.1 ®C,

LOgO, Zi € Ci—l,i ®Ch_i CC;®C,_;. Portanto,

=0 i=0
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3. Como toda codlgebra é a unido de suas subcodlgebras de dimensao finita (ver [M,
Teor. 5.1.1]), basta verificar que cada subcodlgebra de dimensao finita D de C' estd
contida em C,, para algum n > 0. Para mostrar isso, serd utilizado o fato de que para

qualquer subcodlgebra D de C' vale que:
Dy = D N Cy,

fato este que serd visto ao final desta demonstracao. Entao, seja D uma subcoalgebra
de dimensao finita de C. J4 vimos que Jac(D*) = Dy. Assim, (Dg)" = 0 para n
suficientemente grande, ja que o radical de Jacobson de qualquer algebra de dimensao

finita é um ideal nilpotente (ver [L, Teor. 4.12]). Logo,
D =0"= ((Dy)")*" = (Jac(D*)")" = Dy_y = NjD,

onde Ap denota o produto wedge na subcoalgebra D. Mas, A, Dy C A¢Dy. Portanto,

D=n"DyCALD, Ay = O
—/\D 0_/\0 0 = /\C 0 — Yn-1,

e temos o que queriamos.
Falta provar que:
DO - D N C[),

onde D é subcoalgebra de C.
“C 7 : Imediato, pois se D’ é uma subcodlgebra simples de D também o é de C.

“ D7 : Digamos que Cy = @ T, com T, subcodlgebra simples de C' para todo o € A.
acl

Seja d € D N Cy. Em particular, d = > t,,0; € Aet,, €T,,. Paracadal <i <mn,

i=1
tome f; € (Co)* tal que fil;, =elg e filp, =0,se f# .
Por um lado,
fi —d:= <fi7d2>d1 eDn CO:

para todo ¢ = 1,--- ,n, uma vez que D Ny é uma subcoalgebra de C'. Por outro lado,

paratodoi=1,--- ,n:

n

fi —d= <fi7d2>d1 - Z(fﬂ (toéj)2><totj>1 - <€7 (tai)2>(t0¢i)1 = tOéi'

Jj=1

Logo, paratodoi=1,--- ,n:
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ta, € DNCy = to, € DNT,, = d € (DNT).

aEA

ASSim, DnN CO - @ (D N Ta) - Do.

a€EN

O

Observagao 2.1.8 O tipo de truque feito para se mostrar (xx) serd utilizado mais
vezes durante o trabalho. Nas demais vezes nao faremos os detalhes, somente faremos

a referéncia ao tipo de truque.

Observe que até agora, nesta secao, s6 utilizamos propriedades de codlgebras. Dessa
forma, é natural esperar que se H é uma algebra de Hopf, entao a filtragao coradical
{H,}n>0 nao é somente uma filtragdo de codlgebras. Lembremos que {PNIn}nZO ¢ dita

uma filtracao de dlgebras de Hopf, se:
. {ﬁn}nzo é uma filtracao de dlgebras, ou seja:
— ﬁ[z C f[z-ﬂ, para todo ¢ > 0;
— ﬁnf]m - ]:jerm para todo m,n > 0;
- H=\ H,.

n>0
o {H,}n>0 6 uma filtracao de coslgebras;
° S(fNIn) C }NIm para todo n > 0.

Notemos que se {ﬁn}nzo é uma filtracao qualquer de dlgebras de Hopf de H, entao
H, é uma subdlgebra de Hopf de H. Este fato nem sempre ocorre com o coradical de

H, como mostra o proximo exemplo.

Exemplo 2.1.9 Seja

K =k{a,b,c,d; ab = Eba ac = Eca at =1
chb=0=bc V¥ =0=c* cd=E&dc
a’c=10 bd = &db ad =1 = da),

onde & € uma raiz quarta primitiva da unidade e k € um corpo algebricamente fechado

de caracteristica 0. K € uma dlgebra de Hopf de dimensao 8 (ver [BG, pag. 11]) com:

Ala) =a®a+b®c Ab)=a®b+b®d
Alc)=c®a+d®c Ald) =c®b+d®d,
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e, e(a) =1=c¢(d) ee(b) =0=c¢(c). Mais ainda, em [BG|, vé-se que como codlgebra,
K~ Hy & M*(2,k),

onde Hy € a dlgebra de Sweedler. Assim, como codlgebra,
Ko ~kCy & M*(2,k),

onde Cy € o grupo ciclico de ordem 2. Logo Ky tem dimensao 6 e pelo Teorema de
Nichols-Zoeller, Ky nao pode ser subdlgebra de Hopf de K, pois dim Ky nao divide
dim /.

Assim, a fim de que a filtracao coradical seja uma filtragao de algebras de Hopf,
é necesséario que Hj seja uma subdlgebra de Hopf de H. O interessante é que isso é

justamente o suficiente.

Proposicao 2.1.10 A filtra¢do coradical {H,},>o de uma dlgebra de Hopf H é uma
filtracao de dlgebras de Hopf se, e somente se, Hy ¢ uma subdlgebra de Hopf de H.

Dem.:
(=) Imediato.

(<) Como ja mostramos que é uma filtragao de codlgebras, resta mostrar que:
1. H,H,, C H,,,, para todo n,m > 0;
2. S(H,) C H,, para todo n > 0.

Para o item 2, basta fazer indugao utilizando a férmula S(D A E) C S(E) A S(D)
e o fato de que S(Hy) C H,.

Ja para o item 1, vamos utilizar inducao sobre as variaveis m e n:
n,m = 0 : Imediato, pois H? = HyHy C H,.
n=0,(m—1) = m: Por (HI), HyH,, 1 € H,,_;. Entao,

A(HoH,) = A(Ho)A(H,,) € (Hy® Ho)(Hy® H+ H @ H,, 1)

H®@ H+ H® HyH,,
I

INZ 1IN

)
Ho® H+H® Hy,q,

o que implica HyH,, C H,,.

m =0, (n—1) = n: Andlogo ao anterior.
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n,m > 0: Por (HI), H, 1H, C Hy+,—1 ¢ H.Hy,_1 C Hp,1r—1, para todo r > 0. Entao,

A(H,H,) = A(H,)A(H,,)
g (HO ® Hn + Hn X Hn—l)(HO ® Hm + Hm ® Hm—l)
C HH@H+H®H,Hyp 1 +H®H, 1H, + H® H, 1H,,_,

(HD)
g HO ® H =+ H ® (Hnerfl =+ Hnerfl + Hn+m72>

= Hy@QH+H®Hpim,
o que garante H,H,, C H,.,,. Observar que utilizamos:
A(H,) CHy® H,+ H, ® H,,_1
em vez de Hy® H + H ® H,,_;. Isto pode ser feito tendo em vista que cada H, é uma
subcoalgebra, o encaixe da filtragao coradical e a Observacao 2.1.8.

O

A partir deste momento, admitiremos nesta secao que H satisfaz a propriedade de

Chevalley, isto é, que Hy é uma subdlgebra de Hopf de H.

Observagao 2.1.11 A nocao da propriedade de Chevalley no contexto de dlgebras de
Hopf foi introduzido em [AEG). Neste artigo, € dito que uma dlgebra de Hopf H possui
a propriedade de Chevalley se a categoria dos H-mddulos Rep(H) a possui. Diferente-
mente de [AEG), em [CDMM, Secdo 1], os autores referem a propriedade de Chevalley
a categoria dos H-comddulos; esta é definicao que adotamos e que, por sua vez, € equi-

valente a dizer que o coradical de H € uma subdlgebra de Hopf.

Em particular, a filtragdo coradical {H,},>0 ¢ uma filtracao de dlgebras. Assim,

podemos associar a dlgebra graduada:

grH =@ H,/H,—1 = @ Hny, H-y = 0.

n>0 n>0

Recordar que a estrutura de algebra de grH é dada de tal forma que:
(ZL’ + H(n—l))(y + H(m—l)) =zy+ Hn+m—1a

e, logo, satisfaz H,)Hm)y € Hpym). O préximo lema nos diz que, a partir do fato de a
filtracao coradical ser uma filtracao de algebras de Hopf, podemos dar “mais estrutura”

a algebra grH.
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Lema 2.1.12 O fato de a filtracdo coradical ser uma filtracao de dlgebras de Hopf nos
permite dar uma estrutura de dlgebra de Hopf graduada a dlgebra grH, ou seja, que
além de ser uma dlgebra graduada, seja uma dlgebra de Hopf e satisfaca:
1. Ay (Hpy) € > Hy @ Hp—yy, para todo n > 0;
i=0

2. egrr(Hny) =0, para todo n > 1;
8. Sgrrr(H(ny) € Hny, para todo n > 0.

Dem.: Com efeito, para definirmos a comultiplicacao, counidade e antipoda em grH
basta definir em cada componente homogénea H,) e estender por linearidade. Para
n = 0, definimos:

AH(O) = A|H07€H(o) = €|HO (S SH(O) = S|H0-

Jé& para n > 0, definimos ey, =0, e A Hiyy» SHy,, 08 unicos morfismos lineares tais que

os respectivos diagramas comutem:

A n S
H,—" S HeH,, H,— 2,
=0
Tn L ¢nzé:oﬂi®ﬂn7i an lﬂ-n
n Hay =g~ == Hw
Hay == 5 = 2 Hio ® Hin

onde 7; : H; — Hy; é a projecao natural, ou seja, m;(z) = x + H,;_;, para todo x € H;.

Observe que a funcao m; somente esta definida para H;, entretanto, ela é facilmente
estendivel para H via: H — H/H; 1, h — h+ H;_;. No que segue, utilizaremos para
esta extensao a nota;géo ;.

Note que ¢, = > m; ® m,_; estd bem definida. De fato, para j = 1,---  n, defina:
i=0

ZH@H,”—>ZH ® Hiuei)s Zm@@wm

=0 =0

Observe que ¢, = ¢,,. Assim, se mostrarmos por indugao que ¢; estd bem definida para
J=1,---,n, segue o resultado.

De fato, para j =1, sejax € (Hy® H,) N (H; ® H,—1) = Hy ® H,_; (relembremos
que vale a féormula (A® B)N(C® D) = (ANC)® (BN D) para A,C e B, D subespagos

de um mesmo espago vetorial, respectivamente). Entao,

(mo @ my)(x) = 0 = (M ® mp1)(T),
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o que implica que ¢; estd bem deﬁmda

-1
Agora, paral < j < n, sejax € [Z Hi@H,|N[H;®Hy—j]. Dex € 3 Hi® H, -y,
=0 =0

ij,1

%0 i1
i\n i,n—1 i,n—j+1
ng Tip @@ +E Ti1 @@ +~~+§ Tijo1 @I
=1 =1 =1

com x;), € Hy,z"" % € H, y, para todo i = 1,--- iy com 0 < k < j — 1. Como =

também pertence a H; ® H,_;, tem-se que (id @ m,)(z) = 0. Mas, por outro lado:

i0 11
(id @ m,) () = (id ® Wn)(z ZTio & RIS Z Tij-1Q Ii’n_jﬂ)
=1 i=1
0 . ul . . b .
= Z Tio @ mTp(x™™) + -+ + in,jfl ® Wn(itz’nfjﬂ) = Z Tio @ mn(z™).
i=1 i=1 i=1

Assim,

20 10
0 = (1o @ id)(0) = (mo @ id) () _ w50 ® T(a™")) = (70 @ 1) (D wip @ ™).
i=1 =1
Mais ainda, de forma geral temos que (id ® 7,_x)(x) = 0 para 0 < k < j — 1, pois
x € H; ® H,_;. E, por outro lado:
11

10
(id @ Foi) () = (Id @ Tpi) (> wig @& -+ + > w5 @2 IH)

=1 i=1

io i
= Z Tio @ %nik<x’i,n) 4+t Z Tip ® %’nik(xi,nfk»
=1 i=1

Logo,
Oz(ﬂk®7’d)(o) ('/Tk@Zd le(]@ﬂn k ln Z'I.Zk@)ﬂn A ln k))
=1
i | i |
— (7Tk X Zd)(z Tk X %n_k(xl,n—k)) — ('ﬂ—k ® Wn—k)(z Ti g ® xun—k)‘
=1 i=1
Resumindo,

i
(M ® T i) (Y wig @ 2 F) =0,

=1
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para todo 0 < k < j — 1, o que implica que:

pj-1(z) = (Z T @ Tny)(z) = 0.

Mas, nitidamente, (7; ® m,_;)(z) =0, ja que x € ]Zl H,®H,_, C Hj_; ® H,. Portanto

temos que o morfismo ¢; estd bem definido e, corzlzgquentemente, v, também o esta.
Agora voltando aos morfismos ey, Ay, € Su,,. Note que eles preservam gra-

duacao, assim, a fim de que grH seja uma algebra de Hopf graduada basta verificar

que ela é, de fato, uma &algebra de Hopf.

1. Coassociatividade. Como definimos a comultiplicagao em cada componente homoge-

nea de gr H, basta verificar a coassociatividade em cada uma delas. Para tanto, observe

o seguinte diagrama:

Alg, n
Hy, H; @ Hp—;
i=0
Tn /
AH(n) n
Hny 1;0 Hy @ Hip_yg) A®id
Ay p®id N
2 Pi®mn g
i=0
n i - n 7
S (X Hjy @ Hyy_j)) @ Hyy (X Hj®@H;—j)®Hp—;
i=0 j=0 i=0 j=0
A
Aln Hn)
n n ; j%>0 TR @7
i+ith=n
X Hu@HG @Hy) <——— 3 Hi®@H; @ Hy,
1,7, k>0 i,4,E>0
i+t h=n i+ik=n
n id®Ang n n—i
2 o ®Hen—iy —> 2 HiH @ (EO Hijy ® Hin—i—j))
/ wi
Yn i=0

n n n—1i
H; @ Hyp—; S H;®@(X Hi@Hp—i—j)
=0 i=0 =o

i= 1dQ@A

Como o diagrama externo comuta por H ser codlgebra e o diagrama de cima e
o da esquerda comutam pela definicao de Ay, se verificarmos que o diagrama de
baixo e o da direita comutam segue que o diagrama interno comuta, o que representa

a coassociatividade de Ay, 5z na componente H ).

Vejamos o de baixo (o da direita é andlogo). Seja x € > H; ® H,_;. Note que
i=0
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n
podemos assumir z = > x; @ """ com x; € H; e 2" € H,_;, parai =0,--- ,n. Ou
i=0
seja, tomamos um termo da forma x; ® " para representar um elemento genérico de

H; ® H,,_;, que seria formado por somas de termos desta forma. Assim,

(id @ Dgrar)on(@) = (id @ Agrrr) (Y mils) @ i@ ™))

1=0

= Z mi(z;) ® AH(n_i)Wn_i(x"_i)
=0

DS i) @ poiA (@)
=0

=) mi®pa )T @A)
=0 =0

— (> m® pu i) (id 8 A) @),

=0

sendo que (x) vale pela defini¢ao de A Hepos-

2. Counidade. Seja x € H,. Entao, podemos assumir, assim como no item anterior, que
n

Alz)=>z;@2" "€ > H; ® H,_,;. Usando que H ¢ codlgebra temos que:
i=0 i=0

n n

v= e(w)r" =+ Hyy = () e(w)a" ") + Hy
=0 =0

n

e(a) (@™ + Ho)

o

7=

9 ZEo)In + Hn—l-

Por outro lado,

T;T%(gng & Zd)Ang(x + anl) = Z gng(xi + Hifl)(xnii + anifl)
=0

= e(@o) (2" + Hyn),

tendo em vista a definicao de €,4,5. Logo, vale um dos lados do diagrama de counidade
e o outro ¢é analogo.

3. Ayy morfismo de dlgebras. Dados © € H,, e y € H,, temos, A(z) =Y z; @ 2" " €
i=0

SHQH, e Aly) =Yy, @y™ 7 €Y, Hj ® Hy,_;. Logo,
. = :

1=0 7=0
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A(zy) = A(x)A(y) = (Z T; ® x”‘i)(z y; @ y" )

n+m
= E Ty, @ "Y€ § Hi, @ Hpom—k-
0<i<n k=0

0<<m EHiyj EHpy i (itj)

Consequentemente,

AQTH(("E + Hn—1)<y + Hm—1>> = Ang(xy + Hn-l-m—l) = A(n—&-m)(xy + Hn-l—m—l)
= Y @iy + Higj ) @ (@Y™ 4 Hypm—i441)

0<i<n
0<j<m

— [zn:(xl + Hi )@ (2" + Hn—i—l):|

=0

{Z(yj +Hj1) @ (y" 7 + Hm—j—l)}
=0

- Ang(x + Hn—l)Ag'rH(y + Hm—l)'

4. € gr morfismo de dlgebras. Sejam v+ H,_y € Hy)y e y+Hy— € Hyyy. Sen=m =0,

o resultado vem do fato que ep, = €[m,. Se n > 0 oum > 0, entdo n+m > 0 e o

resultado segue pois ey, = 0 para i > 0.
5. Sgrr ¢ antipoda. Assim como no caso da coassociatividade, consideremos o seguinte

diagrama:
n idy®Sy =
S>H, @ Hp; H; ® Hp—;
i=0 =0
A n idgr g ®SgrH n
i > Hey @ Hin—y) > Hey @ Hip—y) i
i=0 =0
AH(n) mgrH
ue
Hy e~ Hn) Py—— Hn) - Hn
AH(n) l ngrH
n n
AlHn 7,2::0 H(Z) © H<n71) SgrH®idgrHy 7,;) H(Z) @ H(?’L*l) mH
/ x
n n
H;, ® H,_; H, @ H,,—;
/L§0 1 n 3 SH®’LdH l=0 1 n k3
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Note que o diagrama externo comuta por H ser algebra de Hopf e os diagramas
da esquerda (pnAlp, = Apg,, m,) e os da direita (m,mu = Mmgrrpn) comutam pela
definicao de A Hipy © Mgris respectivamente.

Se verificarmos que o diagrama inferior (¢, (Sy ® idy) = (Syra ® idgm)en) € 0
superior (¢, (idg®Sy) = (idgn®Syr1)¢en) comutam, bem como o diagrama envolvendo
as unidades e counidades (m,ue = Ug gEgnTy), segue que o diagrama interno comuta,
o que representa a propriedade da antipoda na componente H ).

Para os diagramas inferior e superior basta utilizar a definicao de Sy, i e o raciocinio
usado na demonstracao da coassociatividade. Para o outro diagrama, considere z € H,,.

Por um lado:

e(r), n=0
0, n>0

EgruTn(T) = {

— unggngTrn<x> = {

Por outro lado,
e(x)l, n=0
0, n>0.

maue(x) = m,(e(x)l) = {

Portanto, temos que grH = € H,) ¢ uma algebra de Hopf graduada.
n>0

OJ

Observacao 2.1.13 Em nenhum momento da prova de que grH € uma dlgebra de
Hopf graduada foi utilizado o fato da filtragao {H,},>o ser exatamente a filtra¢ao co-
radical. Somente foram utilizados fatos de que {H,}n>0 € uma filtragao de dlgebras de
Hopf. Portanto, grH = € ﬁn/ﬁn,l =P ﬁ(n) ¢ uma dlgebra de Hopf graduada para

n>0 n>0
qualquer filtrag¢ao de dlgebras de Hopf {H,}n>0 de H.

Sejam ¢ : Hy — grH a inclusao natural e 7 : grH — Hj a projecao homogénea, ou

seja, m()_ ;) = xo, x; € H(;). Observe que 7 e ¢ sdo morfismos de algebras de Hopf tais
i>0
que mt = idy,. Pelo que vimos no capitulo anterior (assumindo que Hy tem antipoda

bijetiva), o diagrama R = (grH)®™ é uma algebra de Hopf na categoria ggyD. Mais
ainda, vale grH ~ R#H,.

A construcao acima é possivel pois estamos assumindo que Hy é subalgebra de Hopf
de H. E no caso em que Hjy nao é subalgebra de Hopf de H? Podemos fazer alguma
construgao analoga? A filtracao standard, objeto de estudo do préximo capitulo, tem

o intuito de responder essas questoes.
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2.2 Argumentos de contagem para o calculo da fil-

tracao coradical

Pelo exposto no final da se¢ao anterior, é fundamental sabermos calcular o coradical
(e a filtragao coradical) de uma dlgebra de Hopf. Nesta se¢do provaremos alguns resul-
tados que nos ajudam no cdlculo explicito desta filtragao. Para tanto, a referéncia [AN]
é de fundamental importancia. Em toda esta secao, k denota um corpo algebricamente
fechado e de caracteristica 0.

Comecamos vendo uma defini¢ao alternativa do coradical de uma coalgebra. Sejam
C' uma coalgebra e V um C-comdédulo simples & esquerda com base {vy,--- ,v,}. Se

A:V = C ®V denota a coacao deste comdodulo, entao

n

)\(Uz) = Z ez-j ® Uj,

j=1

com e;; € C, para todo 1 <i,7 <n. De (id ® \)A = (A ®id) A, segue que
Alei;) = Z Eik & k.
k=1

Mais ainda, de (¢ ® id)\ = id temos que £(e;;) = J;;. Assim, a partir do comédulo V,
produzimos uma subcodlgebra de C, que é isomorfa a codlgebra simples M*(n,k) (ver
[DNR, Exerc. 3.1.2]).

Reciprocamente, dada D uma subcoalgebra simples de C, sabemos pelo Teorema de

Wedderburn que D ~ M*(n,k) como codlgebras para algum n > 1. Assim, tomando
Vi=ki{eg:1<i<n},1<1<n,

vemos que V; é um C-comddulo simples & esquerda (com A = Aly,) e que todos estes
comédulos sao dois a dois isomorfos. Logo, dada C' uma codlgebra, se considerarmos Co
conjunto das classes de isomorfismo dos C-comédulos simples a esquerda e denotarmos
por V. (respectivamente, V*) um C-comédulo simples a esquerda (respectivamente, a

direita) de dimensao d, correspondente a 7 € C, entdo podemos ver o coradical como:

Co~ P,

reC

onde C; é a subcodlgebra simples construida acima associada ao comoédulo V.
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Também precisamos da nocao de um bicomdédulo. Dada uma codlgebra C, um
C-bicomddulo M é um C-comédulo & esquerda (via A) que também é um C-comddulo

a direita (via p) e satisfaz a seguinte compatibilidade:
(A®id)p = (id @ p)A.

Observe que as categorias dos C-bicomddulos “MC e dos C ® C®P-comédulos
CaC*™" M sao isomorfas. Assim, usando que Cy é cosemissimples, temos que todo
Co-bicomédulo M é a soma direta de Cp-sub-bicomddulos simples e todo Cp-bicomodulo
simples é da forma V; ® V,j com 7, u € C , j& que Cy ® (Cp)“P é cosemissimples.

Como estamos admitindo k algebricamente fechado, temos que toda codlgebra C
tem coradical separdvel, ou seja, toda subcoalgebra simples D de C tem a algebra
associada D* separavel. Assim, por [M, Teor. 5.4.2|, existe m : C' — C projecao de
codlgebras tal que Im(m) = Cy. Logo, considerando I = ker(w), temos que C' é um

Co-bicomédulo via:

A= (1T®idA:C—CixC
p=(dm)A:C - C®C

Mais ainda, se {C,},>0 ¢ a filtracdo coradical de C| entao I e C, (n > 0) sdo sub-
bicomddulos de C'. De fato,

M) =(r@idAI)C(m@id)(IC+Cx1)CCyx .
Analogamente, p(I) C I @ Cy. Para C,,n > 0:

ACy) = (r®id)A(C,) C (r®id)(C, @ C,) C Cy @ C,,.
De forma andloga, p(C,,) C C, ® Cy. Também podemos definir indutivamente:

Py =0;
Pr={xeC:A(x) = \z)+ p(x)};
Po={zecC:Alx)—\z)—p) e PLo P},

n—1

P,={xeC:Ax)-Az)—p(x) €Y P@P,_i},n>2

i=1
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O seguinte lema expoe a relagao entre a filtracao coradical e a familia { P, },,>¢ recém

construida.

Lema 2.2.1 [AN, Lema 1.1] Nas condi¢ées acima:
P,=C,NI,
para todo n > 0.

Dem.: Primeiramente, mostremos por inducao que P, C C, para todo n > 0. Para
n = 0 é imediato pois Py = 0. Para ver o caso n implicando n+ 1, note que por hipdtese

de inducao, P; C C; para todo ¢ = 0,--- ,n. Entao,

z€ Py = A(z) — Ma) — x eZP@PnHZ» c ZO ® Cry1—i
~—~

€ConC €C®Co i=1

—= A@@) €CRC+CRC+ Y C;®Chi CCraC+C®C,
i=1

— x Ec CnJrl.

Agora provemos a afirmacao do lema também por inducao. Para n = 0, mais uma
vez ¢é imediato, ja que C' = I @ Cj. Para ver que o caso n — 1 implica o n, temos por
hipdtese de inducao que P; = C; N I para todo ¢ =0,--- ,n — 1. Entao,

“C 7 :Seja x € P,. Pela parte anterior, basta verificar que x € I. Como = € P,,

podemos admitir que temos:
Alz) = (@ id)A(z) + (id @ 7)A(z) + Y 2 @ Yo,
com z;,y; € P;,1 <i<n—1. Aplicando m ® 7, obtemos:

Alr(z)) = (@ m)A(z) = (P2 @ T)A(z) + (7 ® +Zw & T(Yn_s)
=2(r @ m)A(x) (= 2A(7(2))),
utilizando a hipétese de inducao e o fato de que 72 = 7. Logo,

Aln(z)) =0=7(z) =0= 2z € [.
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“D7:Sejax e C,NI. Como x € C),, podemos considerar novamente que:
A(.CL') = Z T; ® Yn—i,
i=0
com x;,y; € C;,0 <1i <n. Como espaco vetorial,
C;i=CnNCi=IdCo)NC;=(C;N 1) D Cy,
para todo i > 0 ja que Cy C C; para todo 7 > 0. Assim, escrevemos
Ti = Tj0 + T4y

para todo 7 = 0,---,n, onde z;90 € Cy e ; + € C; N 1. De forma similar, também

utilizamos a mesma notacao para os y;,7 = 0,--- ,n. A partir desta notagao, vem que:
Alx) = Mz) = pla) =) 2 ®@ Yoy — (7 @id +id @ T)(D> 25 @ yn_s)
i=0 i=0
= Z Ti @ Yn—i — Z Ti0 & Yn—i — Z ZTi @ Yn—i0
i=0 i=0 i=0
= Z Tit Q@ Yn—it+ — Z Zi0 & Yn—i0-
i=0 i=0

Desde que x € I, segue que A(z) € C®I+1®C. Assim, se x; € I tem-se que z;0 =0

e se x; ¢ I segue que y,—; € I o que implica que y,_;o = 0. Resumindo:

Z Zi0 @ Yn—io = 0.
i—0

Como zg 4 = yo,+ = 0, temos

n—1 n—1

A(z) — MNz) — p(x) = Z:c+ ® Yniy € Z(Ci NI)® (Coy N 1)

n—1
=1

Portanto, x € P,.
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Observe que este lema nos diz que P, é um Cy-sub-bicomédulo do coideal I. O
proximo resultado relaciona a estrutura de P, com o primeiro termo da filtragao cora-

dical de C.

Lema 2.2.2 [AN, Lema 1.2] Nas condi¢does acima:
Ci= Y C.ACp.
r,ueﬁ

Mais ainda,
C-oCye P, 7#pu

CrNC, =
' { C-eP7, T=p

onde P["* denota a componente isotipica de tipo V; ® Vi; do bicomddulo P1, ou seja,

P € a soma de todos os sub-bicomddulos de Py que sdo isomorfos a Vy ® VJ.

Dem.: Notar que a primeira igualdade segue como consequéncia da segunda ja que

teriamos,

Ci=CaP=Pc)e(P P = > C-ArC,.

7'66 T,ueé r,ueé

Assim, vamos nos concentrar na demonstracao da segunda igualdade. Antes de tudo,

vejamos que:
P1:A71(00®[+I®C0) (21)

Como 7 é projegao, C' = Cy & I como espagos vetoriais. Assim, se {z;}ier € {y;j}jes sao

bases de Cy e I, respectivamente, entao, para qualquer x € C,

A(x) = Z Qi T; X T + Z(wal & yj + cijyj X Qfl) + Z djlyj X Y,

ikel i€l jleg
jeJ

com a;x, bij, ¢ij, dj; € k, para todo i,k € I, 5,0 € J. Logo, se x € P, entao,

0=(A—-A-p)(x)
= Z AipT; Q T + Z(bijxi @ yj + CijY; @ x;) + Z dy; @y

ikel il jled
JjeJ
— (r@id) (Y awri @ v+ Y (byri @ y; + ciyy; @ ) + Y diy; @ 1)
ikel il jled
J
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— (id® W)(Z AipT; @ T) + Z(szl‘i ® y; + cijy; @ 1) + Z djiy; @ Y1)

i,kel iel jled
jeJ

= Z AipT; Q T + Z(bijxi ®yj + cijy; @ x;) + Z dy; @y

i,kel iel jled
Jj€J
— ( E A;T; Q T + E bzgxz X yj) — ( E AT Q T + E CijYj X IZ)
i,kel i€l i,kel i€l
jeJ JjeJ
= E djy; @y — E ik T; & Tg.
jled i,kel

Assim, a;, = dj = 0, para todo i,k € I, 7,1 € J. Portanto,

Ar) = Zbijxi @ y; + ¢ijy; @2 € Co @ I + 1@ Cy,
icl
jeJ

o que garante a inclusao “ C 7. A outra inclusao ¢ imediata pois se x € A™H(Co @ I +
I ® Cy), entao,
A(z) = x1 + w9,

comzx; € Co®1 exy € IRCy. Assim, A(z) = x1 e p(x) = 9, 0 que implica que = € P;.

Vejamos também que:

Pt ={zeP :ANz)eC.®@P eplx)ec PLoC,}
={reP :Alx)eC;,C+C®C,}. (2.2)

De fato,

“C?”:Sex e P entdo AM(z) € C. ® Py ep(x) € PL®C,. Mas, desde que z €
PL=AYCo® I+ 1®Cy), podemos considerar A(x) = 21 + x5 com z; € Co @ I e
x9 € I ® Cy. Logo,

/\(I)I(W(@Zd)(.%l—i-xz):(ﬂlE(CT®P1>Q(CQ®I)QCT®C

Analogamente de p(z) € P, ® C,,, segue que 22 € C ® C), e, portanto, temos a inclusao.
“D7:Sejax € P tal que A(x) € C; @ C + C ® C,. Desde que x € P; temos

o que implica que:
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Az) e (CoI+1®0C)NC;, 0C+C®C,)=0C;1+1®C,.

Observe que esta ultima igualdade segue de se utilizar bases e elementos como no inicio

desta demonstracao. Continuando, temos que:

Mz)e (r®id)(C,@I+1C,) CCro1
plz) e (ideom)(C,I+I1®C,) CI®C,

0 que garante a inclusao “ 2 7, ja que P; é sub-bicomddulo de 1.

Agora, voltemos a principal parte da demostracao que é mostrar a segunda igualdade
do lema. Seja x € C:AC,. Em particular, z € CoACy = C = Co@ Py. Assim, v = y+2z,
comy € Cy e z € Pp. Logo,

Alz)=Ax) —Aly) € C; C+C®C,+ Cy® Cy.
Desde que z € Py, utilizando-se bases e elementos e a equagao (2.1), segue que
A) e (CreC+CRC,+Co@C)N(Co@I+I®RC)=C,1+1®C,.

Pela equagao (2.2), temos que z € P/"*. Mais ainda, segue também que y € C. A C),.
Resta mostrar que y € C; @ C,, (ou s6 C-, quando 7 = p). Isso é imediato, do fato
de que y € Cy N (C; A C),), ou seja,

Aly) € (C,0C+CRC)NEP(C,®C,) = (C,®Cr) & (C, ®Cl).

yeC

Portanto, y € C; ® C),. Se 7 = p, o resultado adaptado também vale de forma andloga.

Por fim, observar que isto tudo garante que:

C,reC,@ P, setT#p

C;NC, C o
C.®eP", seT=pu

A outra inclusao é imediata.
O

De agora em diante nesta secao, assumiremos que C' = H é uma &lgebra de Hopf de

dimensao finita. Observe que, dado 7 € C , S(C;) é uma subcodlgebra simples de C,
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que denotaremos por Cl.a, pois § € injetora e antimorfismo de codlgebras. Em outras
palavras, S(C; )P ~ C, como codlgebras.

Dado g € G(C), temos que
g-Cri={gx:2e€C}eC; -g:={xg:2€C;}

sao subcodlgebras simples de C, que serao denotadas por Cy., e C.4, respectivamente.
De fato, ¢ facil ver ¢, : C' = C,x — gz, ¢ um isomorfismo de codlgebras com inverso

@pg-1. Logo, (.4 ~ C; como codlgebras. O caso C-., é anélogo.

Corolario 2.2.3 [AN,Cor. 1.3] Nas condi¢oes acima,
dim P/ = dim P = dim Py = dim P}9"9,
para todo g € G(C).
Dem.: Como S é bijecao, obtemos que:
S(CNC,) =S(CL) NS(Cr) =Cla A Cra.
Assim, pelo Lema 2.2.2,

Cpt & Cra ® P = Cla A Cra = S(C- A C,) = 8(C, & C, & P

W s, S0, @ ST

=C,a® Cud SP) S(PIT’“),
sendo que (*) vale pois S é bije¢ao. Logo,
dim PI™ = dim S(P[*) = dim P[*,

uma vez que S é bijecao. Também note que ¢ - (C. A C,,) = Cy.r A .. De fato, dado
xr € C: AN C), temos

Agr) =(g® 9)A(z) € (9@ 9)(C; C+C®C,) =Chr @C+C®Cy,,
o que implica que gz € C,.. A Cy.,,. Reciprocamente, dado x € C,.. A Cy.,,, pela parte

anterior, g 'z € C. ® C,,. Desta forma, z = g(¢'z) € g- (C- A C,,).

Novamente, utilizando o Lema 2.2.2,
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Copr®Cyp® P =Cyr NCyy=g-(C.NC,)=g-(C-®dC,®P")

Yy (Ceg Coag (P

_CTEBC;L@Q (PTN>

onde (x) vale pois multiplicar por g a esquerda é bijegdo. Portanto, dim Py 9" =
dim P*.

A demonstragao da tultima igualdade é analoga.
0J
Corolério 2.2.4 [AN,Cor. 1.4] Se I € uma soma direta de Cy-sub-bicomddulos de di-

mensao 1, ou seja, se todo Cy-sub-bicomaodulo irredutivel de I tem dimensao 1, entdo:

=Co+ Y. Pv

g,heG(C

Dem.: Observar que a inclusao “ O 7 é imediata e que pelo Lema 2.2.2 a outra inclusao

. ,. Ty~
vale se mostrarmos que as componentes isotipicas P, sao geradas por elementos skew-

primitivos.
Uma vez que I = @ L; onde L; sdo Cp-sub-bicomddulos de dimensao 1 para todo
j=1
jg=1,---,r,vemque P, = PPNI =@ (P NL;). Mas, P, N L; é igual a 0 ou igual

j=1
a L;, ja que P, N L; é sub-bicomédulo de L;. Portanto, P; também ¢é uma soma de

C’O—Sub—bicomédulos de dimensao 1 e, analogamente, P também.

Assim, P[" = @k{v]} com k{v;} sub-bicomédulos. Mas, por definicao, P/* é
soma de todas as coplas do bicomddulo irredutivel V. @V ¥ em Pi. Logo, V; @V, ~ k{v;}
para todo j = 1,--- ;s e dimV; = dim V), = 1, ou seja, C; = k{g} e C, = k{h} com
g,h € G(C).

Portanto, pelas equagoes (2.1) e (2.2), temos que A(v;) € kf{g} ® I + I @ k{h} e,
utilizando o diagrama da counidade, vem que A(v;) = g ® v; + v; ® h o que implica
vj € P, (C) como queriamos demonstrar.

OJ

Considere a agao a direita «—: H* ® H — H* dada por a «— h = (ay, h)as. E seja

T € H* uma integral o esquerda (ndo nula) para H*, isto é,
aT = (a, YT,
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para todo o € H*. Tal integral existe ja que estamos admitindo que H possui dimensao
finita (ver [M, Teor. 2.1.3]). Mais ainda, tal integral é tinica salvo escalar nao nulo.
Tome também gy € G(H) o elemento group-like distinguido associado a integral T', ou
seja,

Ta = {(a,go)T,

para todo o € H*. Tal elemento existe e sua construcao pode ser vista em [M, pag. 22].

Assumiremos daqui em diante que H é nao cosemissimples ou, equivalentemente,
(T,1) = 0 (ver [M, Teor. 2.4.6]). Em particular, 7% = T * T = 0. Mais ainda, dado
geG(H):

(T = 9)* = (Th,9)T2)* = (T1, g){T1, 9)(T2)* = ((T1)*, 9)(T2)* = ((T*)1, 9)(T?)q
=T%+— g=0.

Por outro lado, como T' ¢ integral, também temos que para todo o € H*,c € H :

(a, 1) (T, c0) = (aT,c) = (o, 1)(T, c) = (o, (T, ca)c1) = (e, (T, c)1)
— <T, 02>01 = <T, C>1

Assim, se ¢ € C, com C uma subcodlgebra simples de H diferente de k{1}, temos:
(T, co)er = (T,c)1l € CNk{l} =0,

ou seja, T'|c = 0. Como T'|xf1y = 0, segue que,
T, =0=T € Hy = Jac(H").

A multipicagdo a esquerda (ou & direita) por ¢ € G(H) é um automorfismo de
codlgebras de H, portanto, preserva Hy. Isto implica que (T' — g) € Jac(H*), para
todo g € G(H). De fato, dado h € Hy :

(T =g, h) = (T1, 9) (T3, h) = <T;\gfl_) =0.

€Hy

Mais ainda, para todo o € H* :

a(T = g) = (o, g WT —g) e (T —gla=(a,g ' go)(T — g). (2.3)

Com efeito, se h € H, entao

71



(a(T = g),97'h) = (a(T1, 9) T2, g 'h) = (T1, 9){aTs, g ' h)
= (T1, 9){c, g ha) (T, g tha) = (T, g9~ ha) (o, g~ ) {2, ha)
= (a1, 97 Y ag, )(T, ho) = (a1, 9" ){aaT, h)

2 (an, g7 o, T, B = (97 ) (T, ),

sendo que (*) vale por T" ser uma integral. Por outro lado,

<<Oé,g_1>T - gag_1h> = <avg_1><Tlag><T27g_1h> = <C¥,g_1><T, h>

Logo, temos a primeira igualdade na equagao (2.3) para todo g~'h, com h € H. Em
particular, tomando-se h = g%, temos o que querfamos. Para a segunda igualdade,

observe que para qualquer h € H,

(T = g)a,g~'h) = (T1, 9)(Toer, g 'h) = (T1, 9) (T2, g "ha){a, g~ Do)

= (T, h){ou, g~ ") {aa, ha) = (oa, g ") (T, h)
9 (o, g7 (an, go) (T, ) = (o, g~ go) (T, b,

onde (x) vale pois go € 0 elemento group-like distinguido associado & integral 7. Também,

(o, 97 90)T g, g7 'h) = (e, g go) (11, 9) (T2, g~ " h) = (v, g~ go) (T, h).

Logo, segue a segunda igualdade em (2.3).

Portanto, de (2.3), vemos que k{T" + g} é um ideal bilateral de H* para todo
g € G(H). Mais ainda, como (T — g)* = 0, vem que k{T + g} ¢ um ideal nilpotente.
Portanto, k{T < g} C Jac(H*).

Assim, desde que G(H) é linearmente independente e a aplicaggo H — H* h +—
T « h ¢é injetora (ver [Sc, Teor. 2.3]), temos que os ideais k{T" < g} e k{T" + ¢’} sdo
distintos para ¢g,¢' € G(H) com g # ¢'.

A partir destas defini¢oes, podemos enunciar o seguinte lema.

Lema 2.2.5 [AN, Lema 1.5] Sejam H wma dlgebra de Hopf de dimensdo finita nao
cosemissimples e I,T e — como acima. Se L = (T — kG(H))* C H, entio L é uma

subcodlgebra de H que contém Hy e existe uma decomposicao em Hy-bicomodulos:
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H:L@éfj,
j=1

onde s = |G(H)| e os I; sao Hy-sub-bicomddulos de I todos de dimensdo 1.

Dem.: Para todo g € G(H), seja Ly = ker(T' — g) € H. Note que L, é uma subcoal-
gebra de H de codimenséao 1 contendo Hy. De fato, L, = ker(T — g) = (k{T — g})*
é uma subcodlgebra ja que k{T + g} é ideal bilateral. Além disso, contém H,, pois
T — g € Jac(H*) = (Hp)*. Que a codimensio é 1 é imediato pois (T g) # 0. Logo,

L=(T—kGH)" = () L,
)

geG(H

é subcodlgebra (e, portanto, Hgp-sub-bicomédulo) e contém Hy. Para obter a decom-

posicao, supomos que G(H) é da forma
G(H) = {1 =0d1, " ags}

. J .
e escrevemos L; = L,.. Assim, pondo LU) = () L;, vemos que LY é subcoélgebra (e,
i=1
portanto, Hy-sub-bicomédulo) de H e Hy C LY para todo j = 1,--- ,s. Logo, como

Hy-bicomddulos, temos que
LV =LY (Hy®I)=Hy® IV,

onde IV = I N LY = ker(r|.). Isto nos d4 uma cadeia descendente de Hy-sub-

bicomddulos:

76 C 761 C...C ) CI.

Mais ainda, vimos no paragrafo anterior ao Lema 2.2.5 que os L, sao dois a dois distintos.
Assim,
COdimL(jfnL(j) =1= COdiqufl)I(j) = 1,

para todo j = 1,---,s. Aqui estamos considerando L(® = H e I(® = J. Portanto,
da completa redutibilidade dos Hy-bicomddulos, existem s Hy-sub-bicomédulos I; de
dimensao 1 tais que:

71U — 10) ys

IR
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para todo 7 = 1,---,s. Disto, segue que:
H=Hol=HaelY"=HoelVol,=Hol?esLal

- (s) e — .
—..=HelYelo @Il_L@JE_BlI].

L(s) =],

Como consequéncia do Lema 2.2.5 e do Corolario 2.2.4, obtemos o seguinte resultado.

Corolario 2.2.6 [AN,Cor. 1.6] Seja H uma dlgebra de Hopf nao cosemissimples de

dimensao finita tal que dim H = dim Hy + |G(H)|. Entao H possui elemento skew-

primitivo nao trivial.

Dem.: Com efeito, pelo Lema 2.2.5:

G(H)|
H=L& P I,
j=1

com Hy C L e os I; sub-bicomédulos unidimensionais de /. Da relagao das dimensoes

e do fato que Hy C L, segue que L = Hy. Logo,

|G(H)]

I=p L.
j=1

Pelo Corolario 2.2.4,

Hy=Ho+ Y  Puu(H).
g,h€G(H)

Assim, se:

P, (H) =k{g — h}, para todo g,h € G(H) = H, = Hy = H = H,,

o que contradiz a hipdotese de H nao ser cosemissimples. Portanto, H possui algum

elemento skew-primitivo nao trivial.

Lema 2.2.7 [AN, Lema 1.7] Seja H uma dlgebra de Hopf nao cosemissimples de di-

mensao finita.
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1. Suponha que P, (H) =k{g — h} para todo g,h € G(H). Entao,
T —kG(H) C Jac(H*)*.

Em particular, |G(H)| < dim H — dim H;.

2. Se H = Hy, entao H possui elemento skew-primitivo nao trivial. Em particular,
G(H) € nao trivial.

Dem.:

1. Suponha, por absurdo, que
T —kG(H) € Jac(H*)? = (H,)*.

Entao, existem Y, A,g € kG(H) e h € H; tais que:
9€G(H)

(T~ Z AgGs h)

g€G(H)

Mas,

(T~ Z Agg, h) = (Th, Z Agg) (T2, h) = (T, Z Aggh),

geG(H) geG(H) geG(H)

o que implica que T'|y, # 0, jd que Y A,gh € Hy, pois, de g € G(H),h € H;y:
geG(H)

ALY Agh)= > NA(g

gEG H) geG(H)

€ Y Ng®g)(Hy® H+ H® Hy)
g€G(H)

C > N(Hy®H+H®Hy) C Hy® H+ H® Hy.
g€G(H)

Por outro lado, note que estamos nas hipéteses do Lema 2.2.5. Assim, utilizando-se

a notacao de sua demonstragao, temos que:

— 70 — M
I=1""= 1.
ker(T)NI

Logo,
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Mais ainda, como T|y, # 0,7 € (Hy)* e H = Hy ® I (o que implica que H; =
Hy @ (H, N 1)), segue que T|m,nr # 0. Um pouco mais ainda, como [ = IV @ [; e
I =ker(T)N I, vem que T|g,n1, # 0, 0 que, por sua vez, implica que H; N I} # 0.

Como I tem dimensado 1, temos Hy; NIy = I;. Voltando a expressao (), temos
que I; é um sub-bicomoédulo unidimensional de P;. Contudo, ter um sub-bicomdédulo
unidimensional em P; nos diz que existe um elemento skew-primitivo nao trivial, o que
contradiz nossa hipdtese inicial de que P, ,(H) = k{g — h} para todo g,h € G(H).
Portanto,

T —kG(H) C Jac(H*)*.

A conclusao final do item (1) vale pois, pelo Lema 2.2.5
dim H = dim(T — kG(H))* + |G(H)|
e pelo item que acabamos de provar:
dim H, = dim(Jac(H*)*)* < dim(T — kG(H))".
Isto implica que
|G(H)| = dim H — dim(T ~— kG (H))* < dim H — dim H;.

2. Se H = H;, entao os sub-bicomédulos I; dados pelo Lema 2.2.5 estao todos contidos
em P;. De fato, por construgao, estes bicomoédulos ja estao contidos em [ e, como
H, = H por hipotese, também estao em H;. Logo, estao na intersecao que ¢ P;. Por
fim, como possuem dimensao 1, sao gerados por skew-primitivos nao triviais.

A conclusao final do item (2) vale pois, se G(H) fosse trivial (ou seja, G(H) = {1})
entao, pelo item que acabamos de ver, haveria um elemento primitivo nao nulo em uma

algebra de Hopf de dimensao finita, uma clara contradicao.

O

Exemplo 2.2.8 Sejam M e N inteiros maiores ou iguais a 2 tais que M divide N, e
¢ € k* uma raiz primitiva da unidade de ordem M. Consideraremos K,(N,§) como

sendo a dlgebra gerada pelos elementos x e g, e sujeita as sequintes relagoes:

™ = (1 —g"), g% =1 e gv = Ly,

p 0, M=N
onde j =
s Ooul, M#N
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Com as sequintes estruturas

Alz)=1Rz+z®g Alg)=g®g
e(z) =0 e(g) =1
S(x) = —xgN? S(g) =gV

K, (N, &) é uma dlgebra de Hopf. De [AS1,Teor. 5.5], seque que a dimensao de K,(N,¢§)
¢ MN. Assim, {z'¢? :0<i< M —1,0<j <N —1} é uma base. Se M = N, entdo
K, (N,€) € isomorfa a dlgebra de Taft Te-1 via:

¢ K,(N,§) — Te

i(i—1)

o N e PG

Também observe que k(g*) é uma subélgebra de Hopf central de K,(N,£) e que a

seguinte sequéncia de algebras de Hopf:
k(g") = K. (N, &) = K, (M, &) = Tp-,

onde ¢ é a inclusao natural e 7(z'g’) = 2'¢’, satisfaz:

e | injetiva;

7 sobrejetiva;

® TL = UE;

kerm = k(gM)TK,(N,¢), onde k(g™)™ denota o nicleo de ey ny;
o k{g") = K,(N, )" :={y € K,(N,§) s yp @7(y2) =y ® 1},

Em outras palavras, a sequéncia acima é exata. Mais ainda, por [M, Lema 5.5.1]

vemos que K, (N, §) é pontuada. E sua filtragao coradical é dada por:
K, N,8),=k{z'¢? :0<i<n0<j<N-1}n=0,---, M —1.

Com efeito, vejamos isto por inducao finita. Para n = 0, pelo que acabamos de
M—1N-1
ver, basta mostrar que G(K,(N,€)) = {1,g,---,9"'}. Sejay = >, > \jz'g’ €

i=0 =0
K, (N,¢) tal que y € G(K,(N,§)). Entao:
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M—-1N-1 [ Z
>l (1) o) = A =y
i 13

M-1 N-1

— Z Z )\Z-j/\mmigj ®x"g°.

3,r=0 j,s=0

Note que, do lado esquerdo, nao ha termos da forma M ~1¢/ @ 2M~1¢? para todo
j=0,---,N—1.Logo, como {z'¢g’ : 0 <1 < M—1,0 < j < N—1} é uma base, temos
que, para todo j =0,--- , N — 1,

M-2N-1 o
para todo j =0,--- ,N — 1. Ouseja, y = Y, > \j;x'¢’.
i=0 j=0
De forma andloga com ¢ = M — 2 em vez de M — 1, podemos “eliminar” os Ay/—s ;

e, assim, sucessivamente até que sé restem os Ag ;. Ai, teremos

N-1 N-1
Z Mojg' ® g = Z AojAosg’ ® g7,
Jj=0 7,s=0

que resulta nas N solucoes que queriamos inicialmente. Para ver o caso n—1 implicando

on,com1l<n<N —1, temos por hipdtese de indugao que
Ku(N &), =k{z'g’ :0<i<r0<j<N—1},

para todor =0,--- ,n — 1.

“ D7 :imediato por hipdtese de inducao e:

A(x"d’) = r_J n—r_j+r
(2"g’) Z(T) g @y
r=0 3
para todo j =0,--- , N — 1.
“C7:Sen=M—1, o resultado segue. Se n < M — 1, basta mostrar que tomando-se
M—1 N—1

y= > > Nja'¢’ € K,(N,§),, vamos ter y = 0. Por um lado:
i=nt1 j=0

M-1 N

A=Y S (j)gxrgﬂ‘ @ 2T (%)

i=n+1 j=0 r=0
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Por outro lado,
A(y) € Ku(N,&n-1 @ Ku(N, &) + Ku(N,§) @ Ku(N, o

Assim, por hip6tese de indugao, todos os escalares de A(y) que acompanham os termos
de tipo 2"¢’ @ 21g’ ", comn <r < M —2e 0 < j < N — 1, devem ser nulos. Mas de

(%), estes coeficientes sao da forma:

r+1
)\r+l,j( , ) = Ay1j (r+ 1),
3

comn<r<M-20<j<N-—1. Como £ é raiz M-ésima primitiva da unidade,
(r+1)¢ # 0, para todon < r < M —2. Entao, \; ; = 0 paratodon+1 <i < M—-1,0<
j < N —1 o0 que implica y = 0.

Agora que ja sabemos qual é a filtragao coradical de K,(N,¢), podemos associar a

algebra de Hopf graduada grK,(N,§). Nao é dificil ver que
gTKM(Na 5) = KM’ZO(N7 g)a

j& que a unica relacdo de K,(N,§) que ndo é preservada na passagem a algebra de
Hopf graduada ¢ 2 = u(1 — g™) quando p = 1. Na graduada, esta relagao se torna a
mesma s6 que com ' = 0. Em outras palavras, K, (N, &) e grK, (N, §) “coincidem” se,
e somente se, y = 0.

Tomando 7 : grK,(N,§) = K,(N,{)o, a projecao homogénea e ¢ : K,(N,&)y —

grK, (N, &) a inclusao canonica, vemos que:
R=grK,(N,&)“" =k{z'g " :i=0,--- ,M — 1} ~k[z]/(2™).
Portanto, temos que,
griu (N, &) = k(z]/(a™)#kCy,

e quando u =0:
Ky—o(N,€) = klz]/(z")#kC.

A seguinte proposicao relaciona algebras de Hopf nao semissimples de dimensao
finita (ou, equivalentemente, nao cosemissimples - ver [Sc, Teor. 3.14]) com a algebra
de Hopf K, (NN, &) recém construida.

Proposicao 2.2.9 [AN, Prop. 1.8] Seja H uma dlgebra de Hopf ndo semissimples de

dimensao finita. Suponha que H possui elemento skew-primitivo nao trivial. Entao H
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contém uma subdlgebra de Hopf K isomorfa o K,(N,§). Em particular, se dim H €

livre de quadrados, entao H nao possui elemento skew-primitivo nao trivial.

Dem.: Seja v € H um elemento (g, h)-primitivo nao trivial. Note que o elemento vh™*
é (gh™!,1)-primitivo nao trivial. Logo, podemos assumir que h = 1. Mais ainda, g # 1
ja que H possui dimensao finita.

Consideremos I' = (g), o grupo ciclico gerado por g. Observar que I' atua em P, ;

por conjugacao:

'l = 4d. Logo, 1 é diagonalizdvel. Mais ainda, todos seus autovalo-

Também note que
res sao raizes da unidade. Assim, seja x um autovetor de 1) com autovalor ¢ associado.
Observe que podemos admitir que z € Py1\k{g — 1}, uma vez que 9|yy—1y = id (ou
seja, k{g—1} é ¢-invariante) e que dim P, ; > 2 porque existe elemento (g, 1)-primitivo
nao trivial.

Agora, tomemos K = k(z, g) a subélgebra de H gerada por x e g. Uma vez que

g€ G(H) ex € P, éfacil ver que K é subélgebra de Hopf de H satisfazendo:
Alg) =9g®g,Alx) =r®@g+1®@x e gr = Exg.

Afirmacao: & # 1. Com efeito, se & = 1, entao K seria uma algebra de Hopf comuta-
tiva. Logo, K* seria uma algebra de Hopf cocomutativa (de dimensao finita sobre k
algebricamente fechado e de caracteristica 0). Assim, pelo corolario do Teorema 3.8.2

de [C, pég. 47], existiria um grupo G tal que:

K* ~kG = K ~ K** ~ (kG)* ~ kY,
que é cosemissimples. Portanto, K estaria contida em H,. Mas isso ¢ uma contradigao,
pois = & Hy.

Agora, sejam M = min{n : {" =1} > 2 e N = |I'|. Nitidamente, M divide N. Mais

ainda, da férmula binomial quantica, temos que:
M
v
Também temos que:
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M

Logo, a subélgebra k(g™ , z*) de K gerada por g™ e x* é comutativa e, evidentemente,

uma subalgebra de Hopf de K. Por um argumento andlogo ao da afirmagao acima, segue
M M

que k(g™ ™) é cosemissimples e, portanto, estd contida em K. Mas K é gerada por

um group-like e um skew-primitivo. Entao, por [M, Lema 5.5.1], K é pontuada. Como
N-1

GK)={¢':0<i< N —1}, existem \; € k,0 < i < N — 1, tais que M = Y \;g".
i=0

Assim:
N-1 N-1 N-1
Y dgegd=Aa")=2"@¢"+10s™ = Ng'@g" + ) 10 N\g
i=0 i=0 j=0
Note que se M = N, entao g™ =1 e fica

M—1 M—1 M-1
D Ageg =) g @1+ ) 1@ \¢
]\14:—01 = M-—1 = M-—1
. Z/\igi®gi:)\01®1+Z)\igi@)l—l—Zl@)\jgj;

i=1 i=1 j=1

o que implica que \; = 0 para todo i = 0,--- , M — 1. Logo, 2™ = 0.

Ja se M < N, chegamos que A\y; = —)\g e que os demais \; sao iguais a 0. Mais
ainda, se \g # 0, podemos tomar x’ = A{%x em vez de x no inicio da demonstragao
0

e tudo permanece valido. Assim, podemos admitir Ay = 1. Resumindo, em todos os
casos temos:
2" = p(1l—g"),

com /4 como na definicao de K,(N,§).

Portanto, como K satisfaz todas as relacoes de K, (N, £), existe um morfismo natural
p: K, (N,€) = K que é sobrejetor e de dlgebras de Hopf. Assim, para terminar, basta
mostrar que p é injetor. Por [M, Teor. 5.3.1], basta verificar que o é em K, (N, )1, que,
por sua vez, ¢ equivalente a mostrar que {¢’,z¢’ : 0 < j < N —1} é LI em K.

Vejamos isto. Pela escolha de N, nitidamente {¢ : 0 < j < N — 1} é LI. Mais
ainda, como pudemos admitir z € P,;\k{g — 1} e temos que k{g— 1} = P,1 NkG(H),
segue que {¢/,z: 0 < j < N —1} é LI. Agora suponha que {¢,x¢’ : 0 < j < N —1}é

LD, entao seja:
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jo=min{j: Fj:=={¢',2g" :0<i<N-1,0<r<j}éLD}e{l,---,N—1}.

Ou seja, jo ¢ o menor indice para o qual o conjunto F; se torna LD. Logo, existem
A h €k0<i<N—1,0<j<jo— 1, tais que:

Jo—1
0= S0+ S
Jo—1
— A(zg”) = Z)\Zg ® g —I—Z)\Axg
N-1 Jo— 1~
= g @ P g’ =D Ng'@g + Y Ny @ g + ¢ @ ag).
=0 =0

Usando a primeira equagao na ultima, chegamos que

Jo—1 N-1 jo—1
Z Nig' + Z \jrgh) ® gt + g @ (Z Nig' + Z \jxg?)
i=0 j=0
deve ser igual a
N-1 Jo—1 Jo—1
Z&g ®g' +ZA g @ g+ Mg @y,
7=0

Portanto, de Fj,—; = {¢*,2¢’ : 0 <i < N —1,0 < j < jo — 1} ser LI, temos que:

Jo—1 A ‘ Jo—1 ~ ‘ ‘ B
YAt erg =) Ng oug = N =0,
=0 =0

para todo 5 =0,---,jo — 1. Logo,
N-1 N-1
i=0 i=0

J& que x € P,1\k{g — 1}, temos uma contradi¢ao. Portanto, {¢g*,z¢g" : 0 <i < N — 1}
é LL

A conclusao final da proposicao segue diretamente do Teorema de Nichols-Zoeller.

O
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Para finalizar esta secao, vejamos o seguinte lema que é muito 1til no momento de
calcular a filtracao coradical. Mas, antes disto, uma breve defini¢ao.

Seja H uma algebra de Hopf e B uma subalgebra de Hopf de H. Entao um k-espaco
vetorial M é dito um (B, H )-mddulo de Hopf a esquerda se:

e M é um B-médulo (a esquerda);
e M é um H-comddulo (& esquerda, via A);

e )\ é morfismo de B-médulos (a esquerda), ou seja:
)\(b . m) = blm,l & bgmo,
para todo b € B,m € M.

Lema 2.2.10 [AN, Lema 2.1] Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensdo finita. Entao
|G(H)| divide a dimensdo de H,, e de P,, para todo n > 0. Mais ainda, também divide

a dimensao de Hy 4, para todo d > 1, onde:

Hyq = €P H-.

ref
dr=d

Dem.: Note que todos os H,, e¢ todos os Hy, sao (kG(H), H)-médulos de Hopf (a
esquerda) através da comultiplicagdo de H e da multiplicagao por elementos de G(H).
Logo, por [NZ, Teor. 7], todos estes médulos sao livres como kG(H )-médulos. Em
outras palavras, |G(H)| = dimkG(H) divide a dimensao deste médulos. O resultado

também vale para os P,, ja que:
Hn = HO S¥ Pn7
para todo n > 0.

O

Observacao 2.2.11 Durante minha estada em Cdrdoba (Argentina), foi-me proposto
por G. A. Garcia e N. Andruskiewitsch o problema de calcular a categoria kYD com
K a dlgebra de Hopf do Fxemplo 2.1.9, o que ainda € um trabalho em andamento. As

técnicas desenvolvidas nesta secao sao tuteis para resolver este problema.
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Capitulo 3

A filtracao standard

3.1 Definicoes e resultados

Queremos uma filtragao { Hy,)}n>0 que generalize a filtracao coradical {H,},>¢ e tal
que as consideragoes do final da secao 2.1 permanecam validas, ou seja, que essa nova
filtracao seja de dlgebras de Hopf. E natural tomarmos H (o) um “parente” préximo de
Hy e os demais Hp,) como as poténcias segundo o produto wedge de Hyg. Mas que Hg
tomar?

Pela Proposicao 2.1.10, vemos que quando Hy é uma subdlgebra de Hopf de H, a
filtracao coradical é uma filtragao de algebras de Hopf e pela Proposi¢ao 2.1.7 temos
que a filtracao coradical sempre é uma filtracao de codlgebra. Assim, se assumirmos
que S(Hy) C Hy vemos que o problema da filtragao coradical reside no fato de Hy nao
ser fechado por multiplicacao. Logo, parece que se tomarmos H como a subalgebra
de H gerada por Hy (isto é, a menor subalgebra de H que contém H;), o problema
estara resolvido. E isso, de fato, ocorre.

Seja H uma algebra de Hopf. Definimos a filtragcao standard {Hp,}n>0 de H como

sendo:
e Hy é o coradical de Hopf de H, isto é, Hy ¢ a subdlgebra gerada por Hy;
° H[n] = /\n+1H[0],n > 0.

Note que Hygy = Hp se, e somente se, Hy ¢ uma subdlgebra de Hopf de H, ji
que estamos admitindo que S(Hy) C Hy. Em outras palavras, neste caso, a filtragao
standard generaliza a filtracao coradical. Também observar que se H tem antipoda
injetiva, entdo S(Hy) C Hy, uma vez que ja vimos na péagina 68 que, neste caso, S leva

subcodlgebras simples em subcodlgebras simples.
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Mais ainda, como temos a intencao de usar o produto de Radford-Majid mais adian-
te, vamos precisar que S| Hyy S€ja bijetiva e isto vale, por exemplo, se H tem antipoda
bijetiva (uma justificativa para isso estd no Lema 3.1.1). Portanto, a partir de agora,
assumiremos que H sempre tem antipoda bijetiva.

O seguinte lema ¢é a versao filtracao standard das Proposigoes 2.1.7 e 2.1.10. Ele
elenca as principais propriedades da mesma, que nos permitirao avangar na construgao
de resultados semelhantes aos obtidos para a filtracao coradical no capitulo anterior,

no caso em que ela é uma filtracao de algebras de Hopf.

Lema 3.1.1 Seja {Hp}n>o a filtragao standard de wma dlgebra de Hopf H. Entdo:
1. Hy € uma subdlgebra de Hopf de H e seu coradical ¢ Ho;
2. H, C Hp e {Hptn>o € uma filtracio de dlgebra de Hopf de H;

3. S(Hy,)) = Hp,), para todo n > 0.

Dem.:

1. Sabemos que Hy = U Hér), onde H((]T) = Hy.Hy.--- .Hy e também vemos que
—_—

r>0
T vezes

H(()T) - HO(TH), pois 1 € Hy. Assim, segue que Hjp ¢ uma subcodlgebra de H ji que

para cada r > 0 :

AH) = A(Hy. -+ Ho) = A(Ho). -+ .A(H,y)

S

~~ -~
T vezes r vezes

C (Ho® Hy). -+ .(Ho® Hy) = H” @ H".

J

-~
T vezes

De forma similar, também temos que S(Hg)) C Hyj, pois S(Hér)) C Hér), para todo
r >0 (S é antimorfismo de algebras). Portanto, Hy é subélgebra de Hopf de H.

Para ver que (H, [0])0 = H, basta utilizar o argumento do item 3 da Proposicao 2.1.7
e o fato que Hy C Hy).
2. Da definicao de filtracao standard, temos, de forma andloga ao que vimos para a

filtracao coradical, que:
Hpy) = ((Hig)™™hh,

para todo n > 0. Isso implica que cada Hy, ¢ uma subcodlgebra de H, visto que cada

(H[é])’“rl é um ideal bilateral na algebra H*. Assim, por [S, Teor. 9.0.0(i)], segue que:
Hpy) € Hypgg,s
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para todo n > 0. Mais ainda, para todon >0 :

n>0 n>0

= H = UH[n].

n>0

Por [S, Teor. 9.1.6], A(Hp,) C i Hyj ® Hpp,—y). Ou seja, a filtracao standard é uma
filtracao de coalgebras. =

Para ver que ¢é filtracao de algebras, basta usar inducao da mesma forma que no
item 1 da Proposigao 2.1.10. Note que este argumento funciona porque temos H
subdlgebra de H, Hjp, ¢ subcodlgebra sempre e também temos o mesmo encaixe da

filtracao coradical para a filtracao standard. Por fim, por inducao, vemos que:

(1)
S(Hp) = S(Hp-1 A Hop) = S(Ho)) A S(Hp-y) € Hiop A Hpy) = Hpp (%).

3. De S bijetiva, verifica-se que S(Hy) = Hy, uma vez que S~! também ¢ antimorfismo
de codlgebras. Por sua vez, no item 1, em vez de obtermos S(H{") C H"”, para todo
r > 0, temos a igualdade, o que garante que S(Hjy)) = H).

Assim, na indugao (%) acima, em vez da inclusao na hipétese de indugdo podemos

tomar uma igualdade, e, portanto,
S(Hyp)) = Hpp,

para todo n > 0.

Gragas ao lema anterior, podemos considerar a algebra de Hopf graduada:

g?“H = @H[n]/H[n—l} = @g?’nH, H[_l] = 0,

n>0 n>0

associada a filtracao standard. Como antes, tomando 7 : grH — Hjy a projecao

homogeénea, temos que o diagrama R = (grH )™ é uma algebra de Hopf em gg YD e:
ng >~ R#H{O].

Antes de prosseguirmos, analisemos um pouco este resultado. Partimos de uma

dlgebra de Hopf H de antipoda bijetiva, tomamos seu coradical de Hopf Hy e cons-
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truimos sua filtracao standard. Vimos que tal filtragao é de dlgebras de Hopf, o que nos
permitiu associar a algebra de Hopf graduada grH. Por fim, utilizando o Teorema 1.3.4,
obtivemos que H é uma deformagdao ou lifting do produto de Radford-Majid acima,
isto é, chegamos que a algebra de Hopf graduada grH é isomorfa a bosonizagao acima.

Logo, se buscamos classificar todas as algebras de Hopf com antipoda bijetiva (em
particular, as de dimensao finita) ou encontrar novos exemplos das mesmas, este resul-
tado se revela ser um grande aliado, pois através dele ja temos alguma ideia de como
terd de ser a estrutura destas algebras de Hopf.

Contudo, antes de resumirmos esse resultado na forma de um teorema, ainda é
possivel refina-lo um pouco mais. Para tanto, precisamos de alguns resultados inter-
mediarios. Comecemos com a seguinte proposicao que nos diz que a filtragao de algebras
de Hopf natural associada a algebra de Hopf graduada grH coincide com a filtragao
standard de grH.

Proposicao 3.1.2 Nas condigoes acima:
(grH)pm = EP or'H,
=0

para todo n > 0.

Dem.: Fagamos por inducao. Para n = 0, do fato da filtracao natural associada a grH

ser uma filtragdo de codlgebras, segue por [S, Prop. 11.1.1] que
(ng)O - gT‘OH = H[O] — (ng)[O} - H[O} = gTOH,

ja que Hjpg ¢ subdlgebra. Por outro lado, Hy ¢ uma subcoalgebra cosemissimples de
grH. Logo,
Hy C (grH)y = gr'H = Hy C (grH)

e, portanto, vale para n = 0. Agora, o caso n — 1 implicando o n :

“ D7 : Basta ver que:

n n—1
A(gr"H) C ZgrlH @gr"'H C gr’H ® grH + grH ® (EB gr'H)
=0 i=0

(HD (grH) ® grH + grH @ (grH )1,

o que implica que gr"H C (grH)qg A (97H)pm-1] = (97 H )}y, garantindo a inclusao.
“C 7 : Observar que de (grH ) = gr'H, vemos que (grH ) ¢ um subespaco graduado,
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isto é, (grH)jg = @ ((grH)jg Ngr™H).

m>0
Afirmacao 1 : O produto wedge de subespacos graduados é graduado, ou seja, dados

X,Y subespacos graduados, tem-se:

XAY =X AY)ngrH).

m>0

Com efeito, note que a inclusao “ O 7 é trivial. Assim, seja x € X AY. Como

X AY C grH, entao z = Y x;, com x; € gr'H. Logo,

1=0
Aw) e @ grHw g "H = Az) € Y @ griHe g’ H
7=0 i—0 j=0
= @@grjff@gri_j]{.
i=0 j=0

Mas, r € X AY. Assim:

Alz) e X®@grH+grHR®Y
= (@Xﬂgrjﬂ) ®@ger+EBger® (@Yﬂgrjﬂ)

Jj=0 J=20 Jj=0 320

= @@[(X Ngr’H)@gr'"H + gr'H® (Y Ngr' 7 H)).

i>0 j=0
Portanto,

A(z) € @ (XNgr'H)®gr' 7 H + gr'H @ (Y N gr' 7 H)]

i=0 j=0

= A(x;) € @[(X Ngr'H)@ gr'"H + gr'H ® (Y Ngr' 7 H)]
=0

CX®QqgrH+grHR®Y
— v, € (XAY)Ngr'H,

o que garante que X A'Y ¢é subespaco graduado.
Logo, como o produto wedge de subespacos graduados é graduado, segue de forma

indutiva que:

(grH)p = @(grmH N (grH)p).

m>0
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Assim, se mostrarmos que para m > n temos que gr™H N (grH)p = 0, segue a
inclusdo que falta. Sejam m > n e h € Hpyy\Hpp-1) (b # 0 em gr™H). De A(H},) C
> Hiy ® Hypo—y), vem que:
i=0

Ah)=z+y+ 2,

1 1
com x € Z Hy) @ Hjp—),y € z Hy ® Hypo—y), 2 € Hpn) ® Hp). Logo, da definicao da

comultlphca(;ao em grH, temos que

AR =T+7+3,

-1 —1
com T € Zgr’H@grm ‘H,y € Z gr'H @ gr™H,z € gr™H ® gr°H.
Aﬁrmacao 2 y # 0. Com efeito, tomando-se my © Hy — gr'H a projecao natural,

novamente da definicao da comultiplicacao em grH, segue que:

m—1
Y=0<=ye€ ker(z ) & W[m—i})
( - m—1
<:>yEZker ®7T[m i) = Z H[i]®H[m—i—1]7
i=n i=n—1
m—1
onde o passo (*) vale porque a aplicagdo ) 7 ® Tp,—; atua preservando as compo-

nentes homogéneas. Assim, se y =0 :

A(h) € Hy ) ® Hypy) + Hy) @ Hpypp—pm1) = h € Hyppoy) A Hypp—nmq) = Hip—yj

— h=0.

Como h # 0 temos um absurdo e consequentemente 7 # 0.

Mais ainda, de 7 # 0, também temos que § & (grH )p—1 ® grH + grH ® (grH ),
n—1

tendo em vista que por, hipétese de indugao, (9rH)j,—1 = @ gr'H e que:
i=0

m—1 n—1
Zng@grm "H) N EBng@ng—f—gTH@ng) 0.
i=n =0

Como 7, % € (grH -1 ® grH + grH @ (grH ), segue que:

Ah)=Z+y+2¢ (97H)p-y @ grH + grH @ (9rH)jgg = h & (grH) ).
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Ou seja, gr™H N (grH)p) = 0, para todo m > n.

Observe que podemos obter como corolario desta proposigao que:
n
(9rH), C EBngH,
i=0
para todo n > 0. Porém nao temos a outra inclusao, como podemos ver através da
algebra de Hopf K do Exemplo 2.1.9, pois

6 = dim Ko < dim Kjg < dim K = 8 =% Ky € Ky = K,

onde (*) vale por causa do Teorema de Nichols-Zoeller e o fato de que K é subalgebra
de Hopf de K. Em outras palavras, gr H nao é coradicalmente graduada.

Também note que o diagrama R = (grH)®™ herda uma graduagao de algebras da

R:@R”

n>0

graduagao de grH, ou seja,

é uma algebra graduada, onde R™ = RN gr'"H. Com efeito, como ja sabemos da se¢ao
1.4 que R é uma subalgebra de grH, s6 temos que mostrar que R é um subespaco

graduado de grH. Sejar € R C grH, entao
k
r = Z Tj,
j=0
com r; € gr’ H. Da estrutura de codlgebra de grH, podemos admitir que

j
Ngrra(rj) =Y rja@rl

1=0

onde r;,; € gr'H, Tg_i € gri~'H. J&, de r € (grH)®™, temos que:

Assim, tomando-se as componentes homogéneas segue que para todo j =0,--- , k :
Tj®1:rj,j®T?:>rj€R~
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Logo, R é um subespaco graduado.
Mais ainda, com respeito a esta graduacao, R é uma dlgebra de Hopf graduada em

H, o
Ho YD, isto é:

(0]

e R é uma algebra de Hopf em Z[O] VD;

(0]

e R possui uma graduacao R = @ R™ que é de: mddulos de Yetter-Drinfel’d,

n>0
algebras e coalgebras.

Ja vimos o primeiro item e que a graduacao é de algebras. Vejamos o restante.

Sejam h € Hyg = gr’H,r € R? = RN gr! H. Entao

h-r = 1(h))rSu(hs) = hirS(hy) € gr’®°H = gr' H,

ja que Ay (h) € gr°H @ gr°H e S(gr°H) = gr°H. Também,

J
Ar) = (r®id)Ayu(r) € (1@ zd)(z gr'H ® gr' "H) = Hpp) @ gr’ H,

1=0

o que garante que a graduacao é de modulos de Yetter-Drinfel’d. Para mostrar que é

de codlgebras, primeiro notemos que, dado r € R/ :

Ang ZgrlH@)AgTH( I H)

=0
CZgrlH@) ZgrkH®grjlkH Z gr'H @ gr*H @ gr'H.
=0 k=0 1,k,0>0
ithtl=j

Assim, podemos admitir

Ab ()= D @ik @b ®cigy,

i,k,01>0
itkHl=j

com a; ) € gr'H,bix; € gr*H, c; 1 € gr'H. Logo,

AR(T) = T1L7TS(T2) & rs = Z ai7k7l7r8(bi7k7l) & Cik,l

i,k,1>0
i+k+l=j
= Zalolé’ bio1) ® Ciog € Zgr”OH@ng ZngH@)ng "H,
i,1>0 i,1>0
z-l—l =j z-l—l =j
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o que implica que Ag(R7) C Z R'® R7~%, uma vez que R é subespaco graduado.

Por sua vez, como a coumdade de R é a herdada de gr H e, em particular, gr H é uma
codlgebra graduada, tem-se que exr(R’) = 0, para todo j > 0. Portanto, a graduagao
também é de codlgebras e temos que R é uma algebra de Hopf graduada em ﬁg YD.

Observe que via o isomorfismo dado pelo Teorema 1.3.4, temos que
Rn#H[O] - grn+0H =gr"H,
para todo n > 0. Por outro lado,

grH = P gr"H 2 EP(R"#Hq) = (D R")#Hy = R#tHyg = grH.

n>0 n>0 n>0

Logo,
g?"nH = RR#H[D],

para todo n > 0. Para finalizar, observe que também temos:
1. Ry=R=Kk{1};
2. R* C P(R).

De fato, para o item 1, temos que Ry C R°, jd que R = @ R" é uma codlgebra
n>0

graduada e tendo em vista [S, Prop. 11.1.1]. Também ¢ facil ver que R® = k{1}, pois:
reER = r01l=1Q7n(1r;) =1, @1 = v € k{1}.
A outra inclusao é imediata. Assim,
Ry C R =k{1} (C Ry),

o que implica que Ry = R® = k{1}.

Para o item 2, seja r € R'. De R coalgebra graduada, temos
0:
Ap() e RO R + R @ RO "= Ay =107+ o1,

com ', 7" € R'. Assim,

92



De forma anéloga, r = 7", o que implica que r € P(R), o que conclui a demonstracao
dos dois itens.

Antes de continuarmos, uma codlgebra C' é dita conezra se Cy ¢ unidimensional.
Assim, pelo que acabamos de provar, R é conexa.

O préximo teorema de estrutura resume o que vimos nesta se¢ao. Ele é o principal

resultado da primeira parte de [AC], o artigo base desta dissertagao.

Teorema 3.1.3 Toda dlgebra de Hopf de antipoda bijetiva é a deformacdao da boso-
nizagcao de uma dlgebra de Hopf gerada através de uma codlgebra cosemissimples por
uma dlgebra de Hopf graduada conexa na categoria dos modulos de Yetter-Drinfel’d so-
bre a anterior. Mais ainda, a componente homogénea de numero 1 da dlgebra de Hopf

trancada acima estd contida no conjunto de elementos primitivos da mesma.

3.2 Novos rumos na classificacao de algebras de Ho-

pf de dimensao finita

Apesar do Teorema 3.1.3 ser por si um resultado interessante em termos de estrutura,
ele aparenta nao ter muita utilidade. Desta forma, nesta secao, estamos interessados em
lhe dar significancia. Para tanto, suponha que queremos classificar todas as algebras de
Hopf de dimensao finita. A partir do teorema acima, trés questoes pertinentes aparecem

de forma natural.

Questao 1 Seja C' uma codlgebra cosemissimples de dimensao finita e S : C — C
um antimorfismo bijetivo de codlgebras. Classificar todas as dlgebras de Hopf L de

dimensdo finita geradas (como dlgebra) por C' e tais que S|, = S, onde S € a antipoda

de L.

Questao 2 Dada L como na questao anterior, classificar todas as dlgebras de Hopf

graduadas conexas R em LYD de dimensdo finita.

Questao 3 Dadas L e R como nas questoes anteriores, classificar todas as deformacoes

ou liftings, ou seja, classificar todas as dlgebras de Hopf H tais que:

grH ~ R#L.
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Observe que se respondéssemos a estas questoes, teriamos como resultado imediato
a classificacao geral das dlgebras de Hopf de dimensao finita.

Durante o restante desta secao, estaremos tratando do que ja se conhece sobre estas
questoes, bem como novas indagacgoes que surgem a partir delas. Apesar da formalidade
que uma dissertacao exige, esta secao tem um carater mais informal. Assim sendo,
muito do que esta aqui sera abordado de forma superficial. A referéncia base para esta
parte do estudo é [AC, pag. 5-8|.

Também assumiremos que todas as estruturas algébricas daqui em diante tomadas

tem dimensao finita.

3.2.1 Questao 1: Algebras de Hopf geradas por coalgebras

cosemissimples

Tendo em vista os resultados que utilizaremos, temos que admitir nesta subsecao
que o corpo base k tem caracteristica zero e é algebricamente fechado. Observe que
esta questao também contém a classificacao de todas as algebras de Hopf semissimples
(ver Teorema Larson-Radford - [Sc, Teor. 3.14]) que permanece amplamente aberta,
exceto para algumas dimensoes.

Antes de prosseguir, um pouco de terminologia se faz necessario. Uma base de uma
codlgebra C' é dita uma matriz multiplicativa (ou uma matriz-like basis) se é da forma
(€ij)1<i,j<m com:

m
A(e;j) = Z el ® eg; e £(ey;) = 4,
k=1
onde 9;; representa o simbolo de Kronecker. Note que na algebra de Hopf K do Exemplo
2.1.9, (eij)1<ij<2 com ey = a, eja = b, eq; = ¢ € ey = d é uma matriz multiplicativa.

Agora, vejamos um pouco sobre o grupo quantico O,(SLa(k)). Seja ¢ € k* nao

necessariamente uma raiz da unidade. Como algebra, O,(SLy(k)) = k(a, b, ¢, d) sujeito

as seguintes relagoes:

ba = q2ab ca = q 2ac bc = cb
db = q~2bd de = g 2%cd ad = ¢*bc + 1
ad — da = (¢* — q~?)bc

J& como codlgebra, definimos a comultiplicagdo e a counidade de modo que (e;; =
a,e1p = b,ea = c,e99 = d) seja uma matriz multiplicativa. Com estas estruturas,
O,(SLy(k)) se torna uma algebra de Hopf.
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A partir disto, temos condigoes de recordar um importante resultado devido a Stefan,

que é usado na classificagao de dlgebras de Hopf de dimensao pequena [St, N, GV].

Teorema 3.2.1.1 [St,Teor. 1.5] Sejam H um dlgebra de Hopf e C' uma subcodlgebra
simples S-invariante e de dimensao 4. Se 1 < ord(S|?) = n < oo, entdo existe uma
raiz da unidade w e uma matriz multiplicativa (e;;)1<; ;<o tal que ord(w?) = n e (e;;)
satisfaz todas as relagoes de O —;(SLa(k)). Em particular, existe um morfismo de

algebras de Hopf O ~;(SLao(k)) — H, o qual € sobrejetivo se C' gera H como dlgebra.
[l

Este teorema tem uma demonstracao técnica a qual pode ser vista na referéncia
citada. O que gostariamos de frisar é que ele garante que a algebra de Hopf K do
Exemplo 2.1.9 é um quociente de dimensao finita do grupo quantico O, (SLz(k)).

O Teorema 3.2.1.1 desperta o interesse em classificar todos os subgrupos quanticos
do grupo quantico SL,, isto é, as édlgebras de Hopf quocientes de O,(SLy(k)). Este
problema foi considerado pela primeira vez em [P] para os grupos SU,(2) e SU,(3). A
determinacao de todos os subgrupos quanticos de um grupo quantico sobre uma raiz da
unidade ou, em termos equivalentes, determinar todas as dlgebras de Hopf quocientes
de uma &lgebra de coordenadas quantizadas sobre uma raiz da unidade (em C) foi
realizado em [Mii] para quocientes de dimensao finita do grupo quantico SL,; e, em
[AG], para versoes quanticas de grupos simples.

Agora, voltando a questao central da subsecao, vejamos a seguinte definicdo que nos

permitira ver a Questao 1 sobre outra perspectiva.

Definicao 3.2.1.2 [R2, Lema 2| Sejam C uma codlgebra e S € GL(C) um antimor-

fismo de codlgebras. A dlgebra tensorial quociente:
H(S)=T(C)/{c1S(ca) —e(c)1,S(c1)ea —e(e)l : c € C)

¢ uma dlgebra de Hopf com comultiplicacdo induzida por C' e antipoda induzida por S.
Mais ainda, ela satisfaz a sequinte propriedade universal: se K é uma dlgebra de Hopf
(com antipoda Sk) e f: C — K é um morfismo de codlgebras tal que Sk f = f.5, entdo
existe um unico morfismo de dlgebras de Hopf f : H(S) — K tal que flc = f.

Dado s € N, podemos tomar 1 < d; < --- < dgs e ny,--- ,ns € N. Para cada

r=1,---,s, também podemos tomar F, € G L, (k) e considerar as seguintes coalgebras:

D, = (M*(d,.k))" e C = P D..

r=1
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Agora, fixe (efj’-k)lg,jgdr uma matriz multiplicativa da k-ésima cépia de M*(d,, k) em
D, e defina S, : D, — D, dada por:

ij

S, (et = it 1<k <n,
' (aij), k=n,

onde A = (a;;) é dada por A = Fr(e;;-l)Ffl. Note que, para 1 <k <n, :

AST(el”jk‘) T‘k‘+1 Z eT‘ k+1 ® ’lr‘Zk+1 S ® S Z e ® €Zl

=(5® ST)TA(eiJ’. ).

Para k = n, (admitindo que F, = (fi;) e F,'' = (g5)):

dy dy
AST(df) = A(FTQE%IFT_1> = A( Z flljgibeg’b1> = Z fajgzbeac ® 6cb
a,b=1 a,b,c=1

Por outro lado,
(ST®ST>TA<€Z’-) (S, ®S,) Zem]@)em ZF@”F ® Fell Bl

& r,1 r,1 (*)
- Z fajgmbfcmgideab & ec = Z 5b€fajgld€ab ® 6cd

m,a,b,c,d=1 a,b,c,d=1

Z fa]gzceab & ebc )

a,b,c=1

onde o passo (x) vale porque Iy, = F,F L.

Desta forma S, é antimorfismo de codlgebras. Mais ainda, como S, atua ora por
“shift” e transposigao, e ora por transposi¢ao e conjugagao, é nitido que S, € GL(D,.).
Por fim, tomando S = @ S, € GL(C), vemos que S é um antimorfismo de codlgebras,

0 que nos permite lhe aphcar a Definicdo 3.2.1.2. Denotaremos por H(F,,n,)1<r<s &
algebra de Hopf resultante.

Esta construgao é uma generaliza¢do da que estd em [Bi]; um construgao similar no
contexto de C*-algebras de Hopf foi introduzido em [W]. Também veja [VDW, BaBi,
BiN] para variagoes e aplicagoes.

Tendo em vista a Questao 1 e o fato de que a codlgebra C escolhida é cosemissimples,

outra questao interessante é a seguinte.
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Questao 4 Computar as dlgebras de Hopf quocientes de H(Fy,ny)1<r<s-

3.2.2 Questao 2: Algebras de Hopf trancadas graduadas cone-
Xas
Nesta subsecao exploramos a conexao entre a Questao 2 e as algebras de Nichols,

uma vez que estas compoem os exemplos mais relevantes de algebras de Hopf graduadas

conexas em 2YD, onde H é uma algebra de Hopf.

Observacgao 3.2.2.1 Apesar da Questao 2 tratar de dlgebras de Hopf graduadas co-
nexas em BYD, com H = L como na Questdo 1, o que seque ndo necessita de H nas
condicoes de L. Assim, trabalharemos com H uma dlgebra de Hopf qualquer e somente

nos restringiremos a H na forma de L quando necessdrio.

Dado V € £YD, dizemos que uma dlgebra de Hopf graduada R = @ R™ em 2YD
n>0
é uma dlgebra de Nichols para V se:

e R ~ k como médulos de Yetter-Drinfel’d;
e R!'~V como médulos de Yetter-Drinfel’d;
e R' = P(R);

e R ¢é gerada como algebra por R'.

Aparentemente nada garante que, fixado V € ZYD, existem dlgebras de Nichols
para V' e, muito menos, que sao unicas em certo sentido. Mas a préxima construcao
mostra que as algebras de Nichols sempre existem e sao tinicas a menos de isomorfismo.

Como V € ZYD, segue que a algebra tensorial T(V) = @ T"(V) admite uma
n>0
estrutura natural de médulo de Yetter-Drinfel’d via:

o h- (vlMll...glly = (hy -0 (hy - 0By (R, -0y e b -1 = e(h)1;
o Ayl ..yl = MBI MR e N = 1w 1,

onde vyl ... pl"l € T™(V). Com esta estutura, T'(V) resulta ser uma dlgebra graduada
em £YD. Mais ainda, existe um (iinico) morfismo de dlgebras A : T(V) — T(V)QT(V)
tal que A(v) =v® 14 1® v, para todo v € V. Por exemplo, se z,y € V :

Alzy) =2y@1l+2Qy+ar_1 - yQ@zo+ 1@y,
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Agora, tomando-se ¢ : T'(V) — k com e(v) = 0, para todo v € V, vemos que T'(V') é
uma bislgebra graduada em #YD.

Para ver a existéncia da antipoda, note que o coradical de T'(V') é k (ver [S, Prop.
11.1.1]) e utilize [M, Lema 5.2.10]. Logo, T'(V) é uma é&lgebra de Hopf graduada
trangada conexa. Mais ainda, por [M, Cor. 5.3.5], todas as bidlgebras trangadas quo-
cientes de T(V') sao dlgebras de Hopf trancadas em 2YD. Assim sendo, consideremos
S a classe de todos os I C T'(V) tais que:

e [ é um ideal homogeéneo gerado por elementos de grau maior ou igual a 2;
e [ também é um coideal, ou seja, A(/) CIQT(V)+T(V)® I.

Note que nao pedimos que os ideais I sejam submoddulos de Yetter-Drinfel’d. Assim,
vamos tomar & a subclasse de & consistindo de todos os I € & que sao submédulos

de Yetter-Drinfel’d. Observar que os ideais:

I(V)=) Tel(V)=)_1

1e6 )=

sao os maiores elementos de G e é, respectivamente. Também ver que se [ € &,
entaio R = T(V)/I = @ R™ é uma algebra e codlgebra graduadas com R’ = k e

n>0
V ~ R' C P(R). Mais ainda, se I € &, tem-se R uma algebra de Hopf graduada
conexa em 2YD.
Agora, vejamos o seguinte resultado que garante a existéncia e unicidade da algebra

de Nichols. Além disso, ele também traz algumas propriedades tteis acerca da mesma.

Teorema 3.2.2.2 [AS2, Prop. 2.2] Nas condi¢oes acima, seja B(V) = T(V)/I(V).

Entao:
1. V.=P(B(V));
2. [(V) = I(V);

3. Seja R = @ R"™ uma dlgebra de Hopf graduada em YD tal que R® = k{1} e

n>0
R ¢é gerada como dlgebra por V.= R'. Entao, existe um morfismo sobrejetor de

dlgebras de Hopf graduadas R — B(V) o qual é um isomorfismo de mddulos de
Yetter-Drinfel’d em grau 1;

4. Seja R = @ R™ uma dlgebra de Nichols para V. Entao, R ~ B(V) como dlgebras

n>0
de Hopf trancadas em 1Y D;
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5. Seja R = @ R"™ uma dlgebra de Hopf graduada em 2YD com R° = k{1} e

n>0

R' = P(R) = V. Entdo, B(V) € isomorfa a subdlgebra k(V) de R gerada por V.
]

Voltando a Questao 2. Pelos itens 3 e 5 do teorema acima, se R é uma &algebra de
Hopf graduada conexa em £YD (com L como acima), entdo existe um subquociente
canonico de R que resulta ser a dlgebra de Nichols B(V), onde V = R!. Portanto, seria

interessante resolver o seguinte problema.

Questao 5 Classificar todas as dlgebras de Nichols B(V'), com V € LYD.

3.2.3 Questao 3: Liftings ou deformacoes

Em [AC], o problema de [ifting (ou deformagao) nao é explorado. No entanto, a
seguir faremos um breve comentario deste problema indicando algumas referéncias.

A classificacao de todas as algebras de Hopf H tais que grH ~ R#L, com R e
L como acima, é um caso particular do problema geral de detectar todos os objetos
filtrados com um objeto graduado G fixado.

Esses objetos geralmente sao chamados de deformacoes ou quantizacoes de G, e sao
controlados por uma teoria cohomoldgica adequada. No caso das algebras de Hopf, eles
sao chamados de liftings [AS2] e a teoria cohomoldgica associada ¢é a de [GeS1, GeS2].
Também ver [DuCY, MaW].
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