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Resumo

Neste trabalho estudamos os classicos resultados de existéncia e nao existéncia de so-
lugdes para o problema de Dirichlet para a equagao das hipersuperficies minimas em
dominios limitados de R"” devido a Jenkins-Serrin [8].



Abstract

In this work we study the classical results of existence and non-existence of solutions
for the Dirichlet problem for the minimal hypersurfaces equation in bounded domains
of IR” due to Jenkins-Serrin [8].
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INTRODUCAO

O Problema de Dirichlet para a equagao das hipersuperficies minimas em um
dominio limitado Q Cc R" e f € C°(T), T := dQ, consiste em determinar a existéncia e

unicidade de solugao para o problema

ueC2(Q)nC’(Q)

n

Qo(u):=(1+[VulP) au— ) winjuj=0 (1)
ij=1
ulp = f

SeueC?*(Q)nC° (5) € solucao do Problema de Dirchlet (1) entao o grafico de
u, Graf (u) :={(x,u(x)),x € Q}, é uma hipersuperficie minima de R"*.

O Problema de Dirichlet (1) tem sido estudado por inimeros matematicos ha
muito tempo e para diferentes versoes, a depender da geometria de Q) e de sua classe
de diferenciabilidade, bem como da classe das funcdes que figuram como condigao
de fronteira. Para o caso n = 2, um dos primeiros e mais significativos resultados
foi obtido por T. Radd no trabalho [11], no qual é mostrado que se (Q é convexo o
Problema de Dirichlet (1) tem solucdo para qualquer f € C%(I'). O préprio Radé, logo
em seguida em [12], mostra com seu famoso exemplo do tetraedro, que existe um
dominio () nao convexo e um dado continuo no bordo desse dominio para o qual o
Problema de Dirichlet (1) nao tem solugao. Mais tarde, R. Finn (veja [5] e [4]), mostrou
que para todo dominio Q) ndo convexo, existe f € C°(T') para o qual o Problema (1) nao

tem solucao. Assim, quando n = 2 temos:

"Se ) ¢ R? é um dominio limitado, o Problema de Dirichlet (1) tem solucao tnica

para qualquer f € C%(T) se, e somente se, ( é convexo'.

Para o caso n > 2, onde concentramos nossos esforcos neste trabalho, veremos
que a convexidade do dominio nao é a generalizacao mais adequada do caso bidimen-
sional, mas sim a curvatura média de I' ¢ que desempenha um papel crucial. A fim de

explorar este fato, neste trabalho estudamos o seguinte problema de Dirichlet:



ueC* (Q)
Qo (1) =0
ulp = f
onde QO ¢ R" é um dominio limitado e de classe C*® e f € C*°(T) é dada a priori,
0€(0,1).

Exploramos, no contexto acima, o classico artigo de H. Jenkins e J. Serrin [8], no

, (2)

que concerne ao Theorem 2 do referido artigo, que trata de um resultado de existéncia
e unicidade relativamente ao Problema de Dirichlet (2). Em nosso contexto, Theorem

2 é enunciado como:

Teorema 1 (Sobre a existéncia de solugdo) Seja QO C R" um dominio limitado de classe
C??°. Entdo existe uma constante positiva 13, dependendo somente da geometria de Q) e das
normas ||f||; e ||f|l, da primeira e sequnda derivada do dado no bordo f, tal que o Problema

de Dirichlet (2) tem solucdo tinica para f € C>°(T') sempre que

h<BfIN12,€),

onde 2h denota a oscilagio de f em I'. Se a curvatura média H de I' é ndo negativa entdo
B = +oo.

No teorema acima, e no decorrer de todo o trabalho, consideramos a curvatura
média H de I' levando-se em conta o vetor normal a I' que aponta para o interior de Q.
Segue do Teorema 1 que se a curvatura média H de I' é nao negativa em todos os
seus pontos, o Problema de Dirichlet (2) tem solugio Gnica para qualquer f € C>?(T).
Como exemplo para visualizar que é a curvatura média de I' e nao a convexidade
do dominio que joga papel fundamental nesse contexto, considere I C IR? como sendo
o toro gerado a partir da rotacao do circulo (x —a)? + 2 = b? em torno do eixo y. Seja
Q o conjunto limitado de R® cujo bordo é T. Temos (O um dominio ndo convexo. A
curvatura média H de I' é nao negativa desde que a < 2b e, neste caso, o Problema de
Dirichlet (2) admite solucio Gnica em (), qualquer que seja o dado f € C*°(T).
Também estudamos o Theorem 3 de [8], um resultado de nao existéncia de so-
lucao para o Problema de Dirichlet (1) para a equacao das hipersuperficies minimas.
Mostramos que se I apresenta um ponto de curvatura média negativa, é possivel exibir
um dado no bordo f suave, com |f| arbitrariamente pequena, para o qual o Problema

de Dirichlet (1) nao tem solugao. Precisamente:

Teorema 2 (Sobre a nao existéncia de solugdo) Seja Q) C R" um dominio limitado de classe
C2. Suponha que existe p € T tal que H (p) < 0, onde H é a curvatura média de T. Entdo,
dado € > 0, existe f € C*(I') com supr|f| < &, para a qual o Problema de Dirichlet (1) nao

tem solugao.



Segue imediato dos dois teoremas acima o seguinte resultado, contemplado no
Theorem 1 de [8].

Teorema 3 Seja QO C IR" um dominio limitado de classe C*°. Entdo o Problema de Dirichlet
(2) tem solugdo tinica para qualquer f € C29 (T') se, e somente se, a curvatura média de T é

ndo negativa.

Nosso trabalho esta organizado como segue:

No Capitulo 1 exploramos toda a teoria de Equagoes Diferenciais Parciais Elip-
ticas necessaria para a demonstragao do Teorema 1 e do Teorema 2 acima, tendo [6]
como principal referéncia.

No Capitulo 2 abordamos o Teorema 1 efetivamente, trabalhando numa série de
lemas basicos e proposi¢oes necessarios a sua demonstragao.

No Capitulo 3 trabalhamos no Teorema 2, onde percorremos todo o caminho de
resultados auxiliares que permitirao chegar a termo.

Nosso interesse por estes resultados classicos se deve também ao fato que con-
tinuam surgindo, relativamente a este problema, inimeros artigos. Observamos que o
Teorema 3 (no que se refere a existéncia) tem sido estendido e generalizado para o con-
texto de variedades Riemannianas, como por exemplo em [3], [10] e [9]. Ja 0 Teorema 1
foi estendido recentemente para variedades Riemannianas quaisquer no trabalho [1].
Destacamos ainda que, relativamente a dominios limitados e nao convexos de R?, uti-
lizando uma abordagem diferente daquela de Jenkins-Serrin no Teorema 1, o trabalho
[2] também trata do Problema de Dirichlet (2).



Capitulo 1

PRELIMINARES

Neste capitulo apresentaremos as principais defini¢coes e resultados da teoria
de Equacgoes Diferenciais Parciais Elipticas que usaremos na sequéncia. A referéncia

principal para os topicos aqui expostos é [6].

1.1 Espacos de Holder

Seja O c R"” um dominio (aberto e conexo) limitado . No espago vetorial nor-
mado C¥(Q) das funcoes reais definidas em Q cujas derivadas parciais até a ordem k

(inclusive) sao limitadas e possuem extensao continua em (2, definimos a norma

lullo = ) sup|DPu(x), (1.1)
pi<k ©
JlBly,
onde usamos a notagao multi-indice Dfu = ————, sendo = (B1,..., f,) com p;
ox;'...0xy"

inteiro nao negativo, parai=1,..,n e tal que || = 1 +... + B..
A seguir, caracterizamos uma classe de fun¢des denominadas fun¢oes Holder

continuas com expoente o € (0,1).

Definicao 1.1.1 Seja () C IR". Dizemos que uma fungdo real u é Holder continua com ex-

poente 6 € (0,1) em Q, quando

<oo, com X#U. (1.2)

Caso u seja Holder continua com expoente 0 € (0,1) a expressao em (1.2) sera

chamada coeficiente de Holder com expoente 6 de u.
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Note que uma funcao u Holder continua com expoente 6 é uniformemente con-
tinua. Além disso, quando a expressao (1.2) é valida em (), para 6 = 1, a funcao u é
lipschitziana com constante de Lipschitz ¢ = [u]s 5.

O conjunto
CH(Q) = {u e CH(Q): DPueC(Q), V |pI<k)

€ um espago vetorial normado completo e sua norma é definida por

l[ulli,s = llull + sup[DP u], .
|Bl<k

1.2 Operadores elipticos

Nessa secao definiremos e classificaremos os operadores diferenciais Elipticos de

segunda ordem.

Definicao 1.2.1 Seja () C R". Um operador linear eliptico de segunda ordem é uma apli-
cagdo linear L : C*(QQ) — C%(Q) da forma

n n

L(u) = Zai]-(x)uij(x)+ Zbi(x)ui(x)+c(x)u, (1.3)

ij=1 i=1
onde 4;;,b;,¢ : () — R sdo fung¢des continuas e a matriz simétrica [a;;(x)] é positiva
definida para todo x € (), isto ¢, se A(x) e A(x) sao respectivamente o menor e o maior

autovalor de [4;j(y)] entao

0<AXIEIP < ) ay(x)&&; < AWIEIP, (1.4)

i,j=1

para todo & = (&4,...,&,) € R" —{0}.
Os operadores lineares elipticos podem ser classificados a partir de seus auto-

valores. Segue abaixo a referida classificagao.

Definicao 1.2.2 Sejam L operador como em (1.4), A := igf/\(x) e A :=supA(x), onde A(x)
Q

e A(x) sao os autovalores minimo e mdximo, respectivamente, de [a;;(x)]. Dizemos que:



11
i) L é estritamente eliptico em () quando existe € > 0 tal que €y < A.

ii) L é fortemente eliptico em () quando existem €5 > 0 e €; > €, tal que
€0 <A<AKL €1.

iii) L é uniformemente eliptico em () quando 3¢ limitado.

Segue da continuidade dos coeficientes a;; que os autovalores A e A sao fungoes
continuas em (). Dessa forma, se () € R” é um dominio limitado, entao L é uniforme-
mente eliptico.

Trataremos agora de outro tipo de operador diferencial parcial de segunda or-

dem, denominado quaselinear eliptico, cuja a defini¢ao é a que segue:

Definicao 1.2.3 Seja () C R" um dominio limitado. Um operador quaselinear eliptico de

segunda ordem é uma aplicacdo Q : C*(Q) — C%(Q) da forma

n

Q(u) = Zaij(x,u,Vu)uiju+b(x,u,Vu), (1.5)
ij=1

onde 4;;, b : QO xRxR" — R sdo fungoes continuas e além disso, se A(x,u,Vu) e
A(x,u,Vu) denotam, respectivamente, os autovalores minimo e maximo da matriz si-

métrica [a;;(x,u,Vu)], entdo

0 < A(x,u, vu)||&|* < Z a;j(x,u,Vu)&;&; < A(x,u, vu)||E])? (1.6)
ij=1

para todo & = (&4,..,&,) € R" = {0} e (x,2,p) € QO x Rx R".

Definicao 1.2.4 Sejam () C R" um dominio limitado, Q um operador quaselinear eliptico

comoem (1.6) eu € C2(Q), dizemos que:

i) u é solugao relativamente a Q em (), se Q(u) =0.
ii) u é supersolucao relativamente a Q em (), se Q(u) <0.

iii) u é subsolugao relativamente a Q em Q, se Q(u) > 0.
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1.3 Equacao das hipersuperficies minimas

Seja S ¢ R™*! uma superficie orientavel de classe CX, com k > 2. Definimos uma

orientagao para S a partir da aplicacao normal de Gauss indicada aqui por
N:S— 5",

onde
n+1
5" = {(xl’---fxnﬂ); Z(xl>2 = 1}-
i=1

Considere dN,, : T,S — TS, a diferencial de N em p,. Denote também por dN,

a matriz da aplicacao de. O divergente do campo normal N, em p € S, é o traco da
matriz de, ou seja,

tr dN, = div N(p). (1.7)

Observamos que a curvatura média H de uma hipersuperficie S em um ponto

p €S é dada por

nH(p) = —tr dN,,. (1.8)

Agora, considere () um dominio em R"” e u : (3 — IR uma funcao de classe ck,
comk>1.SejaF:QQ x R— R

F(X1,000Xp41) = U(X1, 000y Xpy) — Xpygq - (1.9)

Temos F € CK(QQ x R) e 0 um valor regular de F, pois VF = (Vu,—1) # 0. Dessa

forma,

S=F10)={(x1,. Xps1) €Q x R;x,41 = u(x1,...,x,)} = Graf (u)

VF

|| v Fl
é base candnica de R"*!,

¢ uma superficie de classe Ck. Além disso, N = define um campo normal em S

n+1

satisfazendo (N, e, ;) > 0, onde {e;};";

Segue de (1.7) e (1.8) que

VF
|V Fll

nH(p)=div (1.10)

Por outro lado, como

IV Fll = Il vull>+1,
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para que S = Graf (u) seja hipersuperficie minima é necessario e suficiente que

div —% ), (1.11)

ViIvul]?+1

Assim , se u € CK(Q) é solucao do Problema de Dirichlet (2) entio o grafico de u
¢ uma hipersuperficie minima em Q) tal que u = f.
A seguir, mostraremos que o operador dado em (1.11) é quaselinear eliptico.
Para mostrar isso, desenvolvemos o perador Q a fim de escrevé-lo na forma (1.5).
Considere g: () — R dada por
1
1+ v ul]?

e o campo de vetores Y : () — R", dado por

Y(x) = vu(x).
1

Note que a i-ésima derivada parcial de g(x) = , € dada por
L+ v u(x)l?

dg 1 -
A i— AL
Ix; u+nvmm2;;

Como
div (gY)=gdiv Y +(vgY),

obtemos
vVu

div =
\/1 +| v ul? \/1 + || v ul|?

divvu+{vg,vu)

1 1 n n
= AU— Uuiu;uy;+...+ U, u;:u,:|.
3 z 1717 z n=jrnj
V14V ul? (L+||vul?)2 5 :

j=1 j=1

Segue dai que

v 1 -
div ———— = v ulP) au= ) wuju . (1.12)
VI+lIvull®? (14| vul?)?

Escrevendo o segundo membro de (1.12) na forma (1.5) encontramos

i,j=1

n

div V—u Zaij(Vu)uij, (113)

Vi+[vul? ij=1

onde
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1
aij(Vu):— 1+||Vu||2 61']'—1/!1'14]' .
(1419 ul]2)? L ) |

Os autovalores minimo e maximo da matriz simétrica [a;;(Vu(x))] sao dados res-

pectivamente por

Alx) = ! e Ax)= ! )

1

(1+]1V u(x)|P)? (1+]1 vV u(x)|P)?

: Vi , . s Ry
e dessa forma, Q = div ———— é um operador quaselinear eliptico. Além disso,

1+ vull?

Y%
de (1.12) segue que u é solugao de div——2  —0em Q se, e somente se, u for

1+ vul?
solucao de Qy = 0 onde

n

Qo(u):=(1+||Vul®)au- Zuiu]-uij. (1.14)
i,j=1
Em particular, segue de (1.10) , (1.11) e (1.12) que a curvatura média H de
S = Graf(u) C R*!, em relacdo ao vetor normal N e tal que (N,e,,;) > 0, satisfaz a

igualdade

n

(1+||Vu|| )% (p):(1+||Vu||2)—Zu Ujljj. (1.15)

i,j=1

Lema 1.3.1 Seja Q C R" um dominio limitado. O operador Qy : C*(Q) — C°(Q) dado
por (1.14) é de classe C!, e vale

D(Qo)u(v) = ) _aijvij+ ) bivy, (1.16)
j i=1

i,j=1

onde v € C*(Q)), a;j(Vu) = (1+ ||Vu||2)5l-j —u;ju

i € bi(Vu,Dz )= ZAM 2Z Ujldj.

Demonstracao:
Temos
D(Qo)u(v) = == Qolu +tv))_,

dt

[1 +| v (u+ tv)||2] (AU+tAD)— Z(ui + tv;)(uj + tv;) (uj; + tv;))

1,7=1
J li=0

d
- 211 2+ 2wl? + 2
dt[( +1| v ull? + 2wl + t<V”'W>)(A”+Mv)]It:o

d|y 2 2
T Zui Ujjj +tuuvij + 20u;v5u5 + t2 u,v]v1]+t vlv]ul]+t ViVVij
ij=1 lt=0
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[ (2Pt +2(u,v)) (Au+t Av)+ (1 + 1|V ul? + 2] + 2t<u,v>)(Av)]| )

uuv j+2uivjug; + 4tuvvi; + 2tv;v; u1]+3t V;V;iv;

jYij

=1 lt=0
n

n
= 2<VM,V‘U>AM + (1 + || Vu||2)Av -2 Z Ml"l)]'ui]' — Zuiujvij.

i,j=1 i,j=1

Notamos que

(1+lvul?)av Z Uivi; = Z[1+||w|| i — it vy

i,j=1

n
Z(Vu, V?)) Au—2 Z MI'U]'LI,']'

z'j—l

:fZAuZ{uvZ 2Z Vil

=1 ,]1

n
= Z 2u; Au—2 Zu]-u,-j v;.
i=1 j=1
Segue entao que

n

n n
D(Qo)u(v) = Z [(1 + || \Y M”z)éi]' - u,-u]-]vi]- + Z 21/11' AU — ZZM]'Mij v;.
i1 j=1

i,j=1
Sabe-se que todo operador linear limitado entre espagos vetoriais normados é

continuo. Portanto, a fim de mostrar a continuidade de D(Q), devemos mostrar que

existe ¢ > 0 tal que

ID(Qo)uvllo,0 < cllvllz0-

Usando que u € C*(Q) concluimos que os coeficientes a;j(Vu)(x) e b;(Vu, D*u)(x)
dados em (1.13) sao fun¢des continuas no compacto Qe portanto, limitadas por uma

constante ¢ = c(n, [|u|l,,q). Logo,

ID(Qo) V||oQ—||Zﬂz] (Vi + Zb (vu, D2uyil|,

i,j=1

<c znvu ||OQ+Z||v oo

i,j=1
(llDZV||O’Q +| VV||0,Q) < clvllz0-
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1.4 O principio do maximo

Mostraremos as propriedades dos operadores eliticos que sao mais importantes
para o desenvolvimento da teoria a ser apresentada na sequéncia. Tais resultados sao
classicos, sendo [6] uma referéncia basica, e por isso, algumas demonstra¢des serao
omitidas.

Em toda esta secao consideraremos () C IR” um dominio limitado e I := dQ) e,

como vimos anteriormente, o operador L definido em (1.3) é uniformemente eliptico

em dominios limitados. Sendo assim Ibil é limitado paratodoi=1,..,nexeQ.

O proximo resultado é fundamental para o desenvolvimento da teoria apresen-
tada neste trabalho, sendo aplicado em demonstra¢oes de unicidade de solugao relati-
vamente ao Problema de Dirichlet (2) e também no calculo de estimativas a priori para

a norma do gradiente de uma solugao do referido problema.

Proposicao 1.4.1 (Principio do mdximo fraco) Seja L um operador linear eliptico como em
(1.3) com coeficiente ¢ = 0. Dado u € C*(Q)N C° (5)

i) Se Lu > 0 em Q) entao sup u = sup u.
Q r

ii) Se Lu < 0 em () entao igfu = irrlfu.

Demonstracao:

Mostraremos apenas o item (i), pois a demonstracao do item (ii) é feita de ma-
neira analoga.

Inicialmente considere Lu > 0 em Q). Suponha que existe p € int (C2) tal que u

atinge um maximo local em p. Entao,

vu(p) = (uy(p), ..., uy(p)) = (0,...,0), i=1,...n.

Além disso, a matriz Hessiana [u;;(p)] € uma matriz nao positiva. Por outro lado, segue

da elipticidade de L que a matriz de coeficientes [a;;(p)] € positiva. Portanto,

n

Lu(p) = Z a;j(p)uij(p) <0,

ij=1
contrariando a hipotese Lu >0 em Q. Logop €T.
Caso Lu = 0 em (2, note que, como Q) é limitado, 0 < A e b; sdo fungdes continuas
— bl , .. . _ ) b; _ )
em () e portanto, l—/_\ll é limitado. Entao, considere b, := sup % comi=1,..,n, edefina
Q

v =e?*1, onde y é serd determinado futuramente.
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Observamos inicialmente que

vp=yer™ , v;=0, para j=1

e vy =yl e v;j =0 para (i,j) = (1,1),

portanto
Lv = (a1 p® +byy)e?™ 2 (Ay® —boAy)er™.

Notemos que a expressao a direita da desigualdade é um polindémio de grau 2
em y. Dessa forma, y pode ser tomado suficientemente grande de modo que Lv > 0
em Q).

Assim, para cada ¢ > 0, temos L(u + ¢v) > 0. Entao,

sup(u + ev) =sup(u + ev).
Q r

Fazendo ¢ — 0, segue o resultado.

No caso em que L é como em (1.3), com ¢ < 0, temos os seguintes corolarios:

Corolario 1.4.2 Seja L como em (1.3) com ¢ < 0. Dado u € C*(Q)n C° (Q), ponha u*(x) =

max{u(x),0} e u=(x) = min{u(x), 0}

i)Se Lu > 0 em Q entdo supu <supu”,
0 r

ii)Se Lu < 0 em Q) entao igfu >infu~,
T

iii) Se Lu = 0 em Q) entao sup |u| = sup|u|.
Q r

Corolario 1.4.3 Seja L como em (1.3),com ¢ < 0. Sejam u,v € C*(Q) N C%Q) tais que

Lu = Lv, satisfazendo u. =v.. Entao, u =vem Q.

A demonstragao do corolario 1.4.2 pode ser vista em [6], p 33. Em particular o
Corolario 1.4.3 segue imediatamente do Corolario 1.4.2 aplicado a fungao w = u —v.

O proximo resultado permitira estabelecer, a cada u,v € C 2(5), uma correspon-
déncia entre Qy e um operador linear eliptico L (a depender de u,v) que satisfaz as
hipoteses da Proposicao 1.4.1. Tal resultado possibilitara trabalharmos com o princi-

pio do maximo em algumas situagoes especificas relacionadas ao operador Q,

Proposicdo 1.4.4 Dadas u,v € C*(Q), existe um operador eliptico L, da forma (1.3) com
coeficiente ¢ = 0, tal que Qopu — Qv = L(u —v).
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Demonstracao:
Seja w = u—v. Devemos encontrar L linear eliptico tal que Lw = Qqu —Qqv. Para

isso, considere o caminho
B(t)=tu+(1-tyv, tel0,1]
Note que,

Qo(B(0) =Qov , Qo(B(1))=Qou e p'(t)=u-v=w.

Usando o Lema 1.3.1 temos .

1
d
Qo= Qv = [ S-Qolp(tNMr = | DIQuNo (B (1)

1fn n
:J; [Zaij(vﬁ(t))wij+Zbi(V(ﬂ(t),Dz(ﬁ(t))wi]dt
i=1

i,j=1
n n

_ Z(Ll a,-j(vﬁ(t))dt)wij+ Z(Ll bi(v(ﬁ(t),Dz(/i(t))dt)wi,

i,j=1 i=1
onde a;; e b; estdo definidos em (1.16)

Tomando como coeficiente , A;;, B;; : Q — R dados por

1 1
Ajj(x) =JO aij (VB(t)) (x)dt, Bi(x) =J; bi(V(t), D*(B(1)(x)dt,

temos

n n
Qou - Qov = ZAijwii + ZBiwi = Lw.
i,j=1 i=1

n n
Para concluir a proposi¢ao s6 precisamos mostrar que Lw = Z Ai]-wii + ZBiwi
i,j=1 i=1
é eliptico.
Como
n n 1 1
D Ayt = Y | a(upnedr > | lelar=lel?
i,j=1 i,j=1~0 0
para qualquer & = (&y,...,&,) e R"—{0} e x € Q, entio, segue o resultado. m

Combinando o resultado acima com o item (iii) do Corolario 1.4.2, segue que se

u é tal Qou =0, entao

sup |u| = sup|ul.
Q r
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De fato, basta ver que tomando v = 0, existe L como em (1.3) com ¢ = 0 em Q,
tal que

Lu= Qou—Q()O:O.

Corolario 1.4.5 Sejam u,v fungdes de classe C* em (Q), tais que Qou > Qov em (). Se
u<vemlU, entaou <vemQ.

Demonstracao:

Pela Proposicao 1.4.4 existe L linear eliptico, como em (1.3), com coeficiente
c=0tal que L(u —v) = Qou — Qv > 0 em Q. Aplicando o principio do maximo fraco a
z=u—-ve C*Q)segue que

sup(u —v) =sup(u —v).
Q r
Portanto,

u—v<sup(u—-v)<0em Q.
r

Segue dai o resultado. ]

Proposicio 1.4.6 (Principio do mdximo para o o gradiente) Suponha que u € C*(Q)NCH(Q)
é solugao de Qg = 0. Entao:

sup ||V ull = sup|| v ull
Q T
A prova deste resultado encontra-se em [6] pg. 362 e também pode ser vista de

forma mais detalhada em [7].

1.5 Metodo da continuidade

Para a demonstracao do Teorema 1, tomaremos como ponto de partida o pro-
ximo resultado, que decorre da aplicacao do método da continuidade e de resultados

conhecidos sobre operadores lineares e quaselineares elipticos.

Proposi¢ao 1.5.1 Seja QO C R" um dominio limitado cujo bordo T é de classe C*° e seja
f € C¥(T). Suponha que exista M > 0 tal que se u € c¥9(Q)) é solucio de

{ Qo =0 (1.17)

M|I‘ = Uf,

entdo |Vu| < M para todo o € [0,1]. Entdo existe solugao tinica para o Problema de Dirichlet

(2).
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Para provar este resultado, mostra-se sob hipdteses envolvendo Q) e f, que o

conjunto
I={0€[0,1]: u, € C**(Q) tal que Qo(uty) =0, ug =of}

€ ndo vazio, aberto e fechado em [0, 1] e portanto coincide com tal intervalo.

A demonstragao desta proposi¢ao envolve uma série de resultados encontrados
em [6] e pode ser vista, de forma detalhada em [7] na se¢ao 2.2, e por isso ndo a faremos
aqui.

Segue da Proposicao 1.5.1 que uma forma de garantir que o Problema de Diri-
chlet (2) seja bem posto é conseguir uma limitagao a priori para a norma do gradiente

de uma solugao de tal problema. Nesse sentido, temos a seguinte proposigao:

Proposi¢io 1.5.2 Sejam u € C*(Q) N CYH(Q) uma solugio de Qy=0epeTl. Se V éuma
vizinhanca de p e existe uma supersolucio v de Qq definida em G = VNQ tal que v(p) = u(p)
eu <vemdG, entdo

du(p)
J9

para todo vetor unitdrio 9 que aponta para o interior de ()

<[[ve(p)l (1.18)

Demonstracao:
Por hipétese u,v satisfazem as condig¢oes do Corolario 1.4.5 pois sao, respecti-

vamente, solucao e supersolucao de Q,. Consequentemente

u<vemG.
Como u(p) =v(p), segue que
Pp) _ pipy M) Zulp) o VI =B) o
09 t—0* t—0*

No proximo capitulo definiremos, a cada p € I', uma vizinhanca V e também
uma supersolucao v satisfazendo as hipoteses da Proposicao 1.5.2 e, dessa forma, con-

seguiremos obter as estimativas desejadas.



Capitulo 2

A EXISTENCIA DE SOLUCAO PARA O
PROBLEMA DE DIRICHLET

Como ja comentado anteriormente, para um dominio Q) C R? limitado, o Pro-
blema de Dirichlet para a equagao das superficies minimas (1), tem solugao tinica para
qualquer f € C%(T) se, e somente se, Q é convexo. Neste capitulo consideraremos um
dominio limitado Q ¢ R” (n > 2) de classe C*>°. Veremos que, nesse contexto, a conve-
xidade de () nao é a generaliza¢dao mais apropriada do caso n = 2, mas sim € a curvatura
meédia de I' que desempenha papel fundamental.

Segue como consequéncia da Proposi¢ao 1.5.1, que uma maneira de garantir
que o Problema de Dirichlet (2) tenha solugao é conseguir uma limitagao a priori para
a norma do gradiente de qualquer possivel solucao u desse problema. Isso sera feito a
partir da constru¢ao de uma supersolucao v para o operador Q, que apresente norma
do gradiente limitado. Apos a construgao dessa supersolucao, usaremos as estimativas
de || v v|| para obter estimativas a priori para || V u]|.

Verificaremos que cada Q) e f, dados pelo Problema de Dirichlet (2), esta asso-
ciada uma constante B(Q,||f|1,|f]2), que ao longo do capitulo a explicitaremos. Ve-
remos como a condi¢ao h < B, onde 2h € a oscilagao do dado no bordo, implica numa
limitacao a priori da norma do gradiente de uma solugao de tal problema. Com esses

elementos em maos demonstraremos o Teorema 1.

2.1 Resultados auxiliares

A fim de construir a supersolucao v mencionada anteriormente, estabeleceremos

uma série de resultados preliminares.
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Lema 2.1.1 Sejam D C R"™! um dominio limitado e @ € C?*(D) tal que ||V ¢|| < 1. Suponha

que

onde S := Graf () e k,(j) indica a curvatura normal da i-ésima curva coordenada em S. Sob

estas condi;ées, temos:

| &l < Vank (2.1)
n-1
Y (i) <2(n+ 2k (2.2)
ij=1

Demonstracao:
Inicialmente veremos que a curvatura normal da i-ésima curva coordenada de
S é dada por

Pii
k, = . 2.3
" TP +17 ) (2:3)

De fato, considere {ei}?;ll base candnica de R"! e g € D . Ponha g : (~¢,¢) —
R"! dada por

ﬁ(t) =q+ tej,

onde ¢ > 0 é tal que B((—¢,¢)) € D. Considere y : (—¢,&) — S a i-ésima curva coorde-

nada sobre S, dada por

Note que y(0) = (4, ¢(q)) = p-
Temos y’(t) = (e;, ;(q + te;)) e portanto

7'(0) = (e;, 9i(q))-

Pondo 7(t) = %, segue que
, ii(q)
7'(0) = &W(—m), )

i @) (1+ 97 (@) (gl

e o= 2 " v

Logo, a normal a curva é
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_ 70 _ ©ii(q)
I’ i (q)l (1 + 9P (q))

1(p) 75 (—piei 1),

Seja F: D x R — R dada por

F(x1,.0%y) = @(X1,.000X_1) — Xy (2.4)
Como na segao 1.3, tomamos o campo normal a superficie S em p por

e SR} (2.5)

N(p)=—
)= T E R A+1V 9@)?)

Temos entao

ii(g)(1 2(2))1/2
(1(p) N(p)y = —2 (@1 +9;(q))

i@ (1+117 p(g)lI2)72
A expressao da curvatura normal de y é dada por k,,(q) = k(q){rn(p),N(p)), onde

k € a curvatura de . Como

lpii(q)l
(1+p29)"
@ii(q) .
(1+ @) (1 +vo(g)lI2)?

Como ¢ € C? tem-se que ©ij(q9) = @ji(g). Além disso, (2.1) e (2.2) sdo invariantes

x(q) =

segue que k,(q) =

por mudanga de coordenadas, assim, sem perda de generalidade podemos supor que a
matriz [¢;;(q)] € diagonal.
Considere a expressao de k, para a curvatura normal da i-ésima curva coorde-

nada da superficie S dada em (2.3). Como ||V ¢|| < 1, segue que

lpii (@) < V2[k|(1+ 92(9) < V2(1 + 9 (9)k. (2.6)

n—1 n-1

Por outro lado, | & ¢(q)| < ) lpii(q)| < V2k ) (1+¢7(q)) = V2nk.
i=1 i=1
Como [¢;i(q)] é diagonal, segue de (2.6) que

n-1 n—1 n
Z 92q) = Z(pfi(q) < 2k? Z(l +92(q))? < 2(n+2)k%.
i,j=1 i=1

-1
i=1

No que segue, suponha a > 0 e ¢ € C?(B,(0)), onde B,(0) c R""! indica a bola

centrada na origem de R""! e de raio a. Suponha

n—1

k= k) , 2.7
o ey < 27
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i) . 4. C
onde k,g) indica a curvatura normal da i-ésima curva coordenada em Graf (¢p).
Agora, considere a, § e ¢ constantes positivas, que serao explicitadas posterior-

mente e que satisfazem

a<p, c<%e%$a. (2.8)

A partir destas condi¢oes definimos

V:{(xl,...,xn);(p+c—2£<xn<g0+c—%r, onde r::w/xf+...+xﬁl<%}. (2.9)

Por construgao, V é um conjunto aberto formado a partir da intersecao dos con-

juntos

A= {(xl...,xn); r< % ex,> (p+c—%},

e a
B=1q(x1...,%,); r<g e xn<(p+c—Er .

ST Tt
Além disso, como r < 5, Segue que
a

e
O<ar<% e O<ﬁ((p+c—xn)<3.

Em V definimos as fungoes s,t,5,T : V — R por
s(x) =sec(ar), t(x)=tan(ar), S(x)=secf(p+c—x,) eT(x)=tanpB(p+c-x,), (2.10)

onde x = (xy,...,x,). Observe que as fun¢oes definidas em (2.10) sao crescentes em V e,

, ) ) T
além disso, vale t <se T < S, tendo vista que tano <seco, Yo € (0, E) .

A seguir apresentamos dois lemas elementares sobre as fun¢oes definidas ante-

riormente e que serao usados no decorrer deste capitulo.

Lema 2.1.2 Sejas,t,S, T : V — R as fungoes definidas em (2.10). Sao vdlidas as sequintes
desigualdades:

2tT2+s2T<T2+T<1+\/§
s282 sz~ 2

(2.11)

Demonstracao:
Considere t =tano, T =tanp, s =seco, S =secp onde o,p € (0,%). A fim de

provar a primeira desigualdade observe que
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sino

2t 2coscr . .
—=——""_=2sinocoso =sin20 <1

52 1 2
(COSG)

portanto,

Segue dai que
2T?+s°T  2tT? T _T?+T
BT ESTS RS RS

Para mostrar a segunda desigualdade, observamos que

sin’p  sinp

T?2+T cos?p cos sin 2
2 - pl p:sin2p+sinpcosp:sin2p+ 2p,

cos?p

in 2
que g(p) =sin®p + sz P ¢ crescente em (O, %) e, além disso, lim g(p) = 1. Segue entdo

p—5
que

T2+T
52

313(1iy5)

Lema 2.1.3 Seja 0 > 1. Entao, vale

1
tan(sec ! o) = 04 [1- = <o. (2.12)

De fato, seja p € (O, %) tal que p = sec™! 0, entdo

1 1
tan(sec ' o) = tanp = +/sec?p — 1 = sec 1- =0,./1-—<o.
( ) =tanp = sec’p o/ sec?p V!I= 5

A estimativa dada pelo lema a seguir sera fundamental a constru¢ao de uma su-

persolucao v a ser utilizada como barreira relativamente Problema de Dirichlet (2). Por

Demonstracao:

ser um lema central na demonstracao do Teorema 1 apresentaremos a demonstragao
em detalhes.
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Lema 2.1.4 Seja w: V — R definida por

1 1
W(X1,.0, Xpy) = Elogs—ﬁlogS, (2.13)
aqui V é como em (2.9) e s, S sao como em (2.10). Entao,
Qo(w) < —s?SHB—2(n+ Vn+2)k - (3n—-5)a} - (n-1)(1 +|¢|>)>*HT?, (2.14)

onde H € a curvatura média de Graf (¢).

Demonstracao:
Dado x = (xq,...,x,_1) # 0 consideremos y = X onde r = 1/xf—i—... +x5_1. Assim
Iyl =1. '
Devemos calcular
n
Qo(w) = (1+|IVu|P) aw- Zw,-ijij. (2.15)
i,j=1

Para isso, calculamos inicialmente as derivadas parciais.

or 0 )
w; = ta—)q—Ta—Z =ty;—-Te;, parai=1,.n-1;
w,=T ;

t ..
wjj = (aszyiyj + (0 = 3iyj) = BS*pip; — T(Pi]‘) parai,j=1.,n-1;

wi, = BS%p;,  parai=1,.,n-1;
e finalmente,
Wyn = _ﬁsz-

Note que

L+ [IVw? = %+ T (1+|[Vol?) - 2t T (y, Vo). (2.16)

De fato,
n—1
L+ Vwl? =1+ ) (ty; - Tepi)* + T?

=1
n—

1 - n-1 n-1
=1 +tzzyi2—2tTZyi(pi+TZZ(pi2+T2
i:l 121

i=1

=1+t2-2tT(y, Vo) + TVl + T?
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=52+ T2(1+[[Vel?) - 2¢T (3, Vo).

Temos também que

t
Aw:a52+;(n—2)—[)’$2(IIVg0||2+1)—TA(p, (2.17)
pois
n—1
t 2
bw=)(asy? 1150 S 0 =T ) ps”
i=
=as?+—(n-1)= 1~ pSAVgI? - T & ¢ - 5
t
=as’+ ;(n ~-2)=-BS%(IVe|l>+1) =T 2 ¢.
Consequentemente, de (2.16) e (2.17) temos que o produto (1 + ||Vw||2) Aw é
dado por

as? + (n-2)- SVl - 65> - T a | [+ T2+ T2Vl - 26T (3, V)]
—as*+as?T?+ aszTZIV(pII2 —2as’tT @, Vo)
t 2
+-(n=2)(L+|[Vwl?)
~ps*S? Vel = BS>T? IVl = S°T?[Vpl|* + 281 TS* (7, Vep) IV oIl

~Bs252— BS2T? - STVl + 2Bt TS2 (3, V)
~s’TAa@ -T2 -T3|Vol? 2 @+ 2tT? 2 ¢ (y, V).

Segue da igualdade
ast + as?’T? = as? + as?t? + as?T? = as?t? + as?S?

que o produto (1 +|| v wl||?) Aw é dado por
(a) as?t? +as?S? + as’T?||Vol|> - 2as*t T (y, V)
t 2
+-(n=2)(1+[IVw]9)

~Bs2S2Vopl2 - 28S2T2|[V el - BS2T2Vepll* + 2Bt TS (3, V) [V
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—Bs2S2 — BS2T? + 2BtTS? (y, Vo)
~S’TA@-T3(1+|Vo|?) A+ 2tT? A (v, V).

A partir das expressoes das derivadas parciais de w calculadas anteriormente
n
desenvolvemos a expressao E w;w;w;;. Temos

i,j=1
-1

t
wawz] Z{t% Tei) tyj—quj)[aszyiyﬁ;(61-]-—yiyj)—ﬁSZ(Piqoj—quij]}
=1
n—1

t
=) {(tZyiyj ~tTy;p; —tTy; i + T’ i p;) [0‘52%‘37]' + (81 = i)~ BS i) - T(Pij]}
ij=1

=Y 029292 + Sy (61 3) - B~ P Ty

t2

~as’tTyly;p; - Y9 (05— 9i9j) + BETS*0ipip] +tTYippij
tZ

~as’tTy;y; ¢~ 3P (61— vi9;) + B TS 29,07 ) + T2y i35

t
+as* T2y i) + T2 0ip; (01~ viv;) - BS* T2 97 0} = T 0ipj .

Denotando @ a matriz Hessiana de ¢, temos que

n n
Dy = Zyj(Plj:---r Zyj(P(nl)j]-
j=1 =1

Assim,

n n n
(v, Dy) = <(y1,...,yn_1), [Zyjqolj,..., Zyj¢<n1>]-]> = ) vy
i1 =1 ij=1

Analogamente temos

@OVP)) = ) yigjpi;

i,j=1
Observamos também que
n
Z% yj = Zyiyj(Pi(Pj = (v, Vo)*,
i,j=1
n
Zyl yipj =¥ V), Y vi9ip} = (0.Ve) Vel
i,j=1

Z ol p? = IVoll*.
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Segue dai que

n—1
Y wiwjwy; = as’t? - 28 (3, Vo)’ — (3, () - 2as’tT(y, Vo)
ij=1
t
+2BtTS2 |Vl (9, Vo) + 2T (p, @ (Vep)) + as’T* (y, Vep)* + T |[Vop||*

n—1

T2y, Vo) - T35 Vel - T2 X Pipipij-
iLj=
Por outro lado, parai=1,..,n—-1 temos

ww,wi, = (ty; — Te;) T S*p; = BS*tTy;; — PS> Tp?.

Logo,

n—1
2) wiw,wi, = 2pS7T (3, Vo) -2’ T* VeIl
i=1

Considerando também
wiw,, = -pS*T?,

segue que

n-1
E W WyWiy +w2w,m:

i=1

n
Zwiij,'j Zw w; wl]
i,j=1

as*t? = pt252(y, V)’ — 12 (y, @(y)) - 2as*tT (y, Vo) + 2Bt TS?|[Vopl|* (y, Vp)

t t
YAT (9, D(Ve)) +as’T> (y, Vo) + ~T Vol = -T2 (y,V)” - pT>S|[Vep*
n—1
~T3 ) pipjpij + 2BStT (3, Vop) 28> T2V p|l* - S>T2.
i,j=1
Substituindo em (2.15) as expressoes observadas em (a) e (b) temos,
(6)  Quw=as’s?+as’T2IVpI + (n—2)-(1+[Vul?) - 25 - 5?57 IVl

—BS2T2 =T A@-T3(1+|IV@|?) A @+ 2t T2 A (v, V) + 252 (y,V)?

+12T (9, D(y)) -2t T2 (y, D(V@)) - as? T2 (y, V) - T2||V<p||2+ TZ@,V@Z

n—1
+T3 Z (PI(P](PIJ + ﬁSZTZ.
i,j=1

Algumas das expressoes acima podem ser reescritas conforme segue:
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n-1
) -T(1+IVpl?) a9+ T> Y @ipjpij = —(n— 1)(1 +[IVglP) > HT. (Como em
i,j=1
(1.15))

ii) as?S? - ps*S? = (a — B)s*S?
iii)=s2T A @ + 2tT2 A @ (p, Vo) = T A p(2tT (3, V) — 5?)

V) 12T (y, ®(Vy)) = 2t T* (y, D(Ve)) = t T (y,D(ty - 2TVp))

V) IVoI?(+as>T? - ps>S? - ET2) ~ (9, V) (as®T? - pt282 - ;Tz)

= (V@I - (3, VY N(s>(aT? = 65%) ~ -T2) = 5> (3, Vp)?.

Assim,

d) Qo(w) = ~(n=1)(1 +|IVe|?) 2 HT?
+Ha—-p)s2S2+ T ap(2tT2(V, Vo) —5?)
+tT<7,(1>{t7—2TV(p}>+(n— 2)L(1 +||Vw|P)
{2852 - a1+ 212 Hivel - (3. Ve)?)
-pS2(7, Vo) .

Para a conclusao do Lema 2.1.4 devemos ainda majorar algumas das expressoes
obtidas em (d).
Para a expressio em (iii) usamos que || V ¢|| < 1 e a desigualdade | A | < V2nk,

1 2
T

obtida em (2.1), além da desigualdade trigonométrica 2t T?+52T < , MOSs-

trada no Lema 2.1.2, e da desigualdade de Cauchy-Schwarz. Obtemos assim que,
(e) TA(p(2tT<7,V(p>—sz)s |TA(p(2tT<7,V(p>—SZ)‘

<|Tllagl(|(2tT (v, V)| +|s2]) < Tlagl(2¢T ||| IVl +5?)

< (2tT? + Ts?)| & @| < nkV2 | —— +\/— s28%k < 2ns?S?k.
¢

Agora, usando a norma de Frobenius para a matriz @, segue de (2.2) que
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n—1 2

lol:=1Y (py) } <kvZvnr2.
L

i,j=

Além disso, usando novamente

1+v2
2

2tT2+52T§( )5252 e t2<s?,

temos a expressao em (iv) majoradas como segue
() T (3,(ty-2TVg)) = 1T [t (3, Dy}~ 2T (3, D(V))]

<tT ([t(y, D)+ 2T (p, D(Ve))|) < (£2T + 2¢T2) |

2

< (s2T +2¢T2) ||| < \/5(1 * \/E)stzvn+ 2k

1
< (1 + %)ant 252582k < 2\/n + 252S2k.

t
A fim de estimar (n — 2);(1 +|IVw||?), usamos que

t sinar o
Ipll=1 , [IVell<1 e -= < =as,
r rcosar _ cosar

e, além disso, também usamos o resultado em (2.16) para a expressao (1 + || v w]|)?.

Assim ,
5(1 +]IVwl?) < as ‘[52 +T2(1+|VolP)- 2tT<y,Vg0)”
<as|s?>+2T?+2tT| = as[52 +2T (t+ T)] < a(s3 + 25252).
Como 1 <5< S em V, podemos concluir que a expressao (n— 2);(1 +||Vw|?), que
aparece em (d), pode ser estimada como segue.
(g) (n—2)£(1+||Vw||2)Sa(n—Z)(s3+25282)
<a(n- 2)(54 + 25252)
<a(n- 2)(5252 + 25282) < 3(n-2)as’S>2.
Por fim, observamos que a soma das duas ultimas parcelas que aparecem em (d)

€ nao positiva, ou seja,

(h)  -[(2(85>-aT?)+ T2 [IVgIR - (3. V)] - 5 (3. V)" <0,
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Usando as estimativas (e)-(h) em (d), obtemos
Qow < 2ns?S%k+2Vn + 25%S%k+3(n—2)as?S*—(n—1) (1 + ||V(p||)% HT3+(a—p)s*S?

<—Bs252+2(n+ Vit 2)ks2S2 + (3n—5)as2S2 — (n—1) (1 + Vel HT?.
Dessa forma, podemos entao concluir que

Quw < ~s?S?{[p~2(n+ Vu+2)[k=(3n+5)a} - (n-1) (1 +|Vel)? HT?,

2.2 Parametriza¢ao de bordo de um dominio de classe C?

No que segue até o final deste capitulo, (secao 2.2 a segao 2.5), considere () C R"

um dominio limitado com dQ :=T de classe C??.

Como T é compacto e de clase C?, dado p €T, existe £ > 0 tal que, pondo B :=
By(p) c R", teremos 'NB constituida de uma Gnica componente conexa, a qual é grafico
sobre um dominio D contido em um hiperplano paralelo a T,T".

Seja ¢ uma fungao real de classe C*>°, definida em D e tal que Graf(¢p)=TNB.
Podemos supor, sem perda de generalidade, que D é uma bola contrada em 0 € R""!,
onde 0, por defini¢do, é fixado de maneira que p = (0, ¢(0)).

Tomamos ¢ > 0 suficientemente pequeno de modo a garantir que ||V ¢|| <1, e

_ ¢
dessa forma, o dominio D contém B,(0) C R""!, onde ¢’ := — (ver figura 2.1) e entio,

V2

podemos considerar a parametrizacao de I' N B restrita a By/(0) por
X :Bp(0) — R"”

(X1 oo Xy) — (X1, 00 %)s (2.18)

com X, = @(X1,..X,_1).

Podemos supor, sem perda de generalidade que o eixo x,, tem a direcao do vetor
normal interior a I' no ponto p. Além disso, considere que as curvaturas principais de
I' N B sao limitadas, em valor absoluto, por uma constante k > 0. Tal limitacao segue do
fato de I' é compacto.

Agora, consideremos f uma fungao de classe C*>° definida em I'. Restringindo a

parametrizacao X de I'N B, definida em (2.18), a By/(0), poderemos escrever f|X(B€,(())) =

(X, X_1)-
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Figura 2.1: Parametrizacaiode I'N Y

A seguir definimos

1/2

n-1 172 n-1
= {Zwov} : falp) =1 )07 (2.19)
i=1 i,j=1
Iflly = max|fi(p)l, (2.20)
Ifll2 = max|f>(p)l (2.21)
Seja ry € (O, %) tal que
tanarg = || v (0)]| (2.22)
ou, de modo equivalente,
secarg=+/1+|| vV (0)]? (2.23)
e considere a seguinte mudanga de coordenadas:
Xi=X;+71p gb(_) i=1,.n-1
IV (O)I (2.24)
X, =X,

Observamos que o novo sistemas de coordenadas é obtido aplicando-se as pri-

vip(0)

meiras n — 1 coordenadas uma translacao de ry unidades na diregao do vetor m,
pois, a mudanga definida em (2.24) pode ser escrita como
\Y
)
v (0)II’

Lembramos que nas coordenadas originais o dominio de ¢ contém B/(0), entdo

(xl,...,xn) = (?1,...,§ ) (”
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4
no caso de ry < X teremos o dominio de ¢ nas novas coordenadas contendo B,/;(0).

Entao, podemos escrever

f=v(x1,.x,1) em Bpy(0). (2.25)

Xn =@

\

[ S

0
|_B(£';-2) (0)__.
B(f')(o)

Figura 2.2: Mudanga de coordenadas

Veremos posteriormente que a mudanga de coordenadas definida acima tornara
mais simples os calculos para mostrar que a fun¢ao v que estamos por definir se en-

quadra no contexto da supersolugao descrita na Proposigao 2.5.2.

2.3 Estimativa a priori para gradiente de uma solugao

Para obter uma estimativa a priori para a norma do gradiente de qualquer solugao
do Problema de Dirichlet (2), iremos construir, para cada p € I', uma vizinhanca V de
p e uma supersolucao v que satisfacam as hipdteses da Proposicao 1.5.2.

Para os proximos resultados dessa secao, considere p € I' e o sistema de coor-
denadas definido a partir de (2.24). Tome a > % e as constantes positivas f§ e ¢ satis-
/

fazendo a condigao expressa em (2.8), para a = X Além disso, considere também o
aberto V C R” definido em (2.9).
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Lema 2.3.1 Sob estas circunstancias V é uma vizinhanga de p.

Demonstracao:
Tomando o sistema de coordenadas definido a partir de (2.24), teremos p ex-

presso em coordenadas por

p= ((_),(p((_))), onde 0= rom (2.26)

v O’

e por defini¢ao teremos r(0) = ry.

VI ¢ T , ) .

Como 7y < 2w < a, temos 1y < 2 < > Dai concluimos que a pré-imagem
a

de p pela parametrizacao X pertence a By/5(0). Além disso, como p € I' N B, segue que

x,(p) satisfaz

ro-——

Logo,pe V. [

<x,(p) < re-2y, com r< X
n p (P ﬁ ) 2a'
Lema 2.3.2 Seja v:V — R definida por
v(xq,...x,) = 2h + w(xq,...x;,), (2.27)

1 1
onde w = P logs— ElogS é definida em (2.13) e 2h é as oscilagdao de f em I'. Entao v(p) =0

se, e somente se,

1
c==sec lef, (2.28)
p
com .
A=2h+ Elogsec arg. (2.29)

Demonstracao:
Segue de (2.26) que x,(p) = ¢(0) e que r(0) = ry, onde 0 é pré-imagem de p pela

parametrizagao X. Portanto, v(p) = 2h + —logsecar, — E logsec fc = 0 se, e somente se,
a

1
logsecfc = B(2h+ Elogsec arp)
isto é,

sec fc = e[)’(2h+$logsecar0)l

O que ocorre se, € somente se,

1
c=—sec

p

-1 eﬁ(2h+$ logsecaro).



36

Lema 2.3.3 Suponha que u € C*(Q) seja solucio de Qy = 0 com ur = f, onde f € C*(T), de
oscilagdao 2h, é dada a priori. Suponha também que em todos os pontos de I', a sua curvatura

média H satisfaca

a
-~ <H 2.
e < Hr (2.30)
onde
o Zmax(g,k,llflb) (2.31)

p= 8”(2ah+10g\/1 +||f||f))- (2.32)

Entao, em cada ponto de I' vale

V14|V ull? <4et. (2.33)

Demonstracao:

Sejam u solucao de Qy =0 com up = f,peT ev:V — R definida em (2.27),
com constante ¢ fixada em (2.28). .

Sem perda de generalidade, supomos f(p) = 0. Seguem dos lemas 2.3.1 e 2.3.2

que V é uma vizinhanca de p e que v(p) = 0. Assim,

A fim de obtermos estimativas para ||Vu|| usaremos a Proposi¢ao 1.5.2 as fungoes
u e v. Contudo, resta-nos verificar que:

Hu<vemINV;

ii)Quu<0em QNV.

Para a analise da condicao (i) observe que, por construgao, o eixo x, tem diregao

do vetor normal a I' em p que aponta para o interior de (). Assim, tomando

G:VﬂQ:{(xl,...,xn); q0<xn<g0+c—%r e r<%},

teremos dG formado por duas partes. A saber,

T
C1 =3 (X150, Xp) 5 X5 :go+c—gr < —
B 2a

Tt
e (= {(xl,...,xn) JXp=@ ,1< ﬂ}
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Figura 2.3: G=V NQ

Analisando a restricao de v ao conjunto C; temos

1 1
Ve, = 2h+;logsecar—Elogsecﬁ((p+c—xn)
1 1
=2h+ —logsecar — —logsecar
a p
1 1
:2h+(———)logsecar.
a p
1 1 : :
Note que logsecar>0e (Z - E) >0, pois a < . Assim,

2h<v em (. (2.34)

Dessa forma, se u é uma solugao de Q; = 0, segue da observacao feita apos a

Proposicao 1.4.4 que
sup |u| = sup|u| = sup|f].
Q r r
Mas, por hipoétese f(p) =0, o que implica sup|f| < 2h e entao,
r
sup |u| =sup|f| < 2h.
Q r

Em particular, temos

u<2h<v em (. (2.35)

Agora veremos que u < v em (,. Note que em C, podemos tomar v em fungao
das coordenadas locais (xy,...,X,_1), pois nesse conjunto temos x,, = ¢. Tendo em vista

o valor de ¢ fixado em (2.28), segue que
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Vig, = (X1, ey Xyo1)
1 1
=2h+ —logsecar — —logsec ffic
a p

1 1 1

=2h+ —logsecar — —logsecp [—sec‘1 eﬁ(2h+}110gsec‘*r0)l
a p p

2h+élogsecar0)

1 1
=2h+—1 — —logef
+— logsecar 5 oge

1 1
o4 1 —(Zh -1 )
+ o Ogsecar + o Ogsecaro

logo,
1 secar
X)) = —1 . 2.36
w(X1, 0 Xp-1) o Og(secaro) ( )
Temos também que a i-ésima derivada de w é dada por
dw X;
Wi (X1, .0y X)) = T(xl,...,xn_l) = ftanar. (2.37)

1

Conforme observado anteriormente o ponto p tem coordenadas ((),(p(())). Além

disso, escrevendo f = ¢(xy,...,x,_1) em Byp/,(0) temos

assim,

¥(0) = w(0). (2.38)

Afirmamos que
vVw(0) = vi(0), (2.39)

SURETURE LI 17901,
Portanto, _
Vw(0) = W(xl(ﬁ),...,xn_l(())). (2.40)
Por outro lado,
~ (& <\ 1(0) P,-1(0)
0= (11001 0)= oy o
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Entao, segue de (2.40) que

Y (D) = IIVI;D(O)II (r
0

P10 Pua(0)
Ny @)1 v e(0)

Tomamos agora a forma Hessiana de w em um vetor unitario 7 = (7y,...,7,_1), ou

= v(0).

seja,
n—-1
E a)i]' T; T]',
ij=1
X; .. . . .
onde y = (y1,...¥,,_1), sendo y; = —. Inicialmente calculamos as derivadas parciais de w
r
e obtemos

t
w; = tyi, e wij = aszyiyj + ;(51']' —})i})]‘);

parai,j=1,..,n—1. Portanto,

n-1 n-1 "
2

ZwijTiTj = Z[“S %’?ﬁ;(éi]’—%%’) TiT;
i,j=1 i,j=1

n-1 " n-1
— e
=as Zyi}’j’[i’fj + Z(éij —Viyj) T

i,j=1 i,j=1

2 )t 2, b
=as <3m;> r<w>t +
:(a52 —~ —)(y, )2 + -
T r

Note que, para 0 € (0, %), temos sin0 <0 <tan0. Logo,

sinf 0
<

cosO ~ cosB = OsecO.

0 <tanf =
Entdo, fazendo 0 = ar, temos

ar <tanar < asecar.

Portanto,
t
a<s-<as.
r
: : t , t
Da desigualdade acima, segue que 0 < (as— ;) <las” - L Logo,

n-1 "

Zi a)i]'TiT]' 2> ; > Q. (2.41)

i,j=

Por outro lado, pondo W a matriz Hessiana de ¢, segue que
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n
| wya| = [0 W) | < el W1l < 1W< £ -

ij=1

De (2.31) temos ||f||, < a. Entao

n
1) wimr| <lifl <a. (242)
i,j=1
A seguir mostraremos que w(x) > (x) para todo x € Cj.
De fato, tome a fungao M : By/5)(0) — R, definida por M(x) = (w —1)(x). Segue
de (2.39) que 0 é ponto critico de M. Além disso, usamos (2.41) e (2.42) para concluir

que a forma Hessiana de M em um vetor unitario (ty,..., 7,_1) satisfaz

Zsz )TiT i Z(‘)q )TiT j lebl] )T ]>O

Segue dai que 0 é Gnico ponto de minimo de M, isto é (w — ¥)(x) > (w — )(0) para
todo x € B%(O). Entdo, usando (2.38), segue que (w — P)(x) > (w — )(0) = 0, para todo
X € B%(O). Em particular,

U, = fi, = < w =7, (2.43)
Segue de (2.34) e (2.43) que
u<vemdG=_=_UQ,.

Trabalharemos agora na condi¢ao (ii), isto é, mostraremos que Qyv < 0 em
QnVv.
Como v = 2h+w, usando que as curvaturas principais de I' e a forma do operador

serem ortogonalmente invariantes em IR”, obtemos de (2.14) que
Qo(v) < =s2S%(B—2(n+ Vn+2)k—(3n-5)a}— (n—1)(1 +||@|*)**HT>. (2.44)
A fim de obter o resultado esperado, estimaremos, a seguir, algumas das parce-
las da desigualdade anterior.
Como k <@ e 2Vn+2<3nparan>2,temos que
B-2(n+Vn+2)k—-(3n-5)a

>p-2(n+Vn+2)a—-(3n-5)a

>p—-(8n-5)a>p—-(8n—-1)a.
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Dessa forma,
~s282{B—2(n+ Vn+2)k - (3n-5)a} < 52> (B - (8n - 1)a}. (2.45)

Estimamos agora a expressao —(n— 1)(1 +||¢||?)*?HT?3. Para isso, observe inici-
almente que em V N Q) temos

T <tanfc < P, (2.46)

1
onde T =tan (@ +c—xy,), c=—sec (ePl) e A=2h+ %log secary.
A primeira desigualdade em (2.46) segue da hipdtese de crescimento da fungao
g(o)=tano em (0, %) e da desigualdade 0 < f(p +c—x,) < fc < % validaem VNQ. A

segunda desigualdade de (2.46) decorre da aplicacdo do Lema 2.1.3, ja que ef* > 1.
Segue de (2.23) e (2.20) que

secary = \1+[1Vp0)I> < {1 +IIfIIf.

Assim,
logsecary <log./1+ ||f||f
e entao,
Y= 8n(2ah+log,/1 + ||f||%) > 8na(2h+ élogsecaro).
Portanto,

u>8nal. (2.47)

Usando os resultados obtidos em (2.46) e (2.47), além das hipoteses || V|| <1 e
. < H, obtemos
per
3
5 1
~(n-1)(1+V@l’)  HT < Xe*<ﬁ—8m>-1. (2.48)

De fato,

3 3
2\2 2\2 o
= D)(1+17 @I ) HT < (=1 (1+19 0l )* T

pA _ pA
iTs(n—l)Z% ae _n 1 3, ¢
8na\ednat nA 8ednal

A A
eﬂ S ll e/)) = le/\(lg_gna)_l.
eSna/\ Ade €8na/\ A

<(n-1)23

pet

<

ST
Sl -

Note que S? < 5s?S2ja que 1 < s?, entdo, T? < S? <s?S2em QN V. Usando (2.48),

segue que
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3 1 1
~(n-1)(1+]|vel?)" HT? < XeA(ﬁ—S”“HW < 525256/\(/3_8”"‘_%). (2.49)
Substituindo os resultados (2.45) e (2.49) em (2.44), temos

Qv < —szsz{ﬁ—(Sn—1)0(—%5\(‘6_8”“_3)}. (2.50)

Escolhendo .
B:= (8n—1)a+x, (2.51)

segue que
—5252 {/5 -(8n—-1)a - %e/\(ﬂ_g’w‘_ﬁ}

1
— 5282 {x [1 _ e/\(Sna—a+/l\—8na—/1\]}

= —5252% (1 - e‘a’\) <0.
Dessa forma, concluimos entao que Qv < 0, e portanto, v € supersolu¢ao em
V N Q relativamente a Q.
Afirmamos que  escolhido em (2.51) satisfaz a condi¢ao dada em (2.8), pois,

segue de (2.47) e (2.32) que

ﬁ2(8n—1)a+8nTaZ(8n—1)a+%2(8n—1)a>a.

Uma vez que as condi¢oes da Proposi¢ao 1.5.2 foram verificadas para as cons-

tantes a, 8, c estabelecidas anteriormente podemos concluir que

Ju(p)
—<
L <vve
para todo vetor unitario ¥ que aponta para o interior de Q.
Escolhendo 9 = _vulp)_ segue que
IV u(p)l

vu(p) \ _Ivu(p)l
|W(p)||>_ vauy SNvvelk (2.52)

Resta-nos agora limitar a norma do gradiente de v em p. Para isso, aplicamos o

|V u(p)ll = <Vu(p),|

resultado obtido em (2.16) na func¢ao v. Assim,
L+][vo(p)lP =s*+ T*(1 +[|V @ll*) - 2t T (p, Vo)
<2+ T2 (1 +||Vel?)+2tT <s>+2T(t+ T),
onde x = (xq,..,x,_1)€Vey= (?,,xn—_l) .

;
Como s? +2T(t+ T) < 25252, segue de (2.52) que

1+||Vu(p)l?> <1+||vv(p)l? < 25282 (2.53)
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. 1
Observe que em p, vale s = secary e S = sec fc. Assim, para ¢ = —sec”!(efh),

fixado em (2.28), segue que
S% =sec? fc = &P, (2.54)

Assim, tomando  como definido em (2.51) e considerando y > 8na A, segue que

e2BA — p2(8nad-al+1) < e2(p+l) p=2a A

Substituindo o valor de A dado em (2.29) na expressao anterior, temos

e—2a) — p—4ah,~2logsecar < elogs’2 —s2

s

portanto,
e?Pr < 57221 (2.55)

Segue de (2.54) e (2.55) que

S < 5_262("’l+1).

Entao, usando (2.53) temos que
L+ Vu(p)? <1+ Vv(p)l? < 2620+,

Dessa forma concluimos que

VI+]Vu(p)|? < eV2et < 4et

Assim, fica estabelecida uma limitagcao pontual para a norma do gradiente de
uma solucao do Problema de Dirichlet (2) , ja que p = p(p). Porém, a compacidade de

I' permite tomar

= max pu(p),
pel

Dessa forma, a estimativa dada em (2.33) é valida em todo T.

Corolario 2.3.4 Sob as hipéteses do Lema 2.3.3 temos,

|V ul| < 4e* em Q. (2.56)

Demonstracao:

Usando a estimativa (2.33), isto é

VI+]||Vu|?<4et em T.
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Entao, segue que ||V ul|<4e/ emT.
Decorre do principio do maximo para o gradiente de solucoes (Proposicao 1.4.6)

que

|V u|| < 4e# em Q.

De acordo com Proposicao 1.5.1, se as hipoteses do Teorema 1 permitirem con-
cluir que M = 4e# é uma limitagao a priori para a norma do gradiente de uma solugao
do Problema de Dirichlet (2) entao este problema tem soluc¢ao tnica. Assim, ainda
precisamos verificar que as hipoteses do Teorema 1 satisfazem as hipoteses do Lema

2.3.3, ou seja, que H > —iﬂ. E o0 que faremos a seguir.
pe

2.4 A definicaode B

. . (04 .
A fim de estabelecer a desigualdade H > - relativamente ao Teorema 1,
e

comecaremos por definir precisamente a constante 1, além disso, veremos que papel
ela desempenha na obtengao da desigualdade acima.

Dado f e Q) como no Teorema 1, definimos

A
c=—",
(L +IIf1I)8"

TC

A= max(z,k,llfllz), H=max(-H),  (257)

4
onde H é a curvatura médiade T, ¢’ = i e k como definido em (2.7).
Seja

%, se H>C
1
Bl 1112 Q) 1= 55 = 1+log(%), e 0<H<C (2.58)

+o00 ,se H<O0

Segue uma analise de B.
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Caso H = mrax(—H) > C entao,

B = 1

- - (2.59)
32nH (1 +IIf 1)’

Neste caso existe p € I' tal que H(p) < —C < 0. Perceba que
H— +c0 implica B —0

Dessa forma, quanto maior for H, menor devera ser a oscilagao 2/ de f a fim de
que tenhamos h < B.

Para o caso em que 0 < 'H < C existira p € I' tal que H(p) < 0 e neste caso,
—C < H(p) < 0. Neste caso temos

1 C

Se H>0em I teremos H < 0 e, neste caso teremos B = +co. Isso implica que
h < B, qualquer que seja f € C*>°,

2.5 Demonstracao do Teorema 1

Em vista do que foi exposto nas se¢oes anteriores, para a conclusao do Teorema
1, é suficiente mostrar que a condicao h < 15 implica a existéncia de uma constante «

tal que H > —ﬁ em cada ponto de I'.

o . a
Suponha inicialmente que H > 0 em I'. Assim, teremos naturalmente —— <
ue
0<H.

Agora, suponha que a curvatura média H de I seja negativa em algum ponto p.

Tomemos

a:}\max{l,g}, (2.61)

Note que (2.61) esta de acordo com a condigao expressa em (2.31).

Comecamos analisando o caso em que

max{l,g}) =1.

Aqui, = A. Também 0 < g <1, o que implica em 0 < H < C. Portanto,
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Segue dai que

1 C
16nAL = 5 {1 + log(ﬁ)}.
Por hipétese, h < 1, entao

16n7~\h<%{1+10g(%)}. (2.62)

Considerando p, como definido em (2.32), segue da ultima desigualdade que

p=16nat+ 8nlog(|/1-+f11)

1
= 1607+ 3 log (1 +I1f1)”

< %{1 + log(%)} + %log[(l + ||f||%)8n].

A o ~ .
De (2.57) temos C = ——————. Substituindo este valor na expressao acima

(L+1£17)

% 1+10g( } %log[(l+l|f||f)8”]

_ %{1 +log l*l} + 3 log (1 +11f7)®]
1
2

temos

H(L+IIfII7)

ool

y<%{1+log(%)}. (2.63)

Como A = a, temos

Agora, considere

¢
Nest >d, tanto, b = .L )
este caso H > €, e portanto, B 3o C08°

16nAHDB 1
—F =5 (2.64)

Usando que h < 1 e também a = %, segue de (2.64) que

1
16nah < —.
no )



Assim,

1 8n 1 1
p=16nah+ Slog((1+IfIR) <3+ log(1 +IIfIR.

Observe que na segunda igualdade de (2.57) temos (1 + ||f||f)8” = % logo,

1 1 a1 A 1 a

Isto nos da novamente a desigualdade (2.63).

1
Concluimos entao que a condigao h <1 implica p < 5 {1 +log (%)}

Usando a desigualdade y < e#~!, valida para todo p € R, temos
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2u—1
et <e P < —,
# H

a
Portanto, em cada ponto de I' temos H > —H > -
pe
Segue dai o Teorema 1.
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Capitulo 3

UM RESULTADO DE NAO
EXISTENCIA DE SOLUCAO PARA O
PROBLEMA DE DIRICHLET

No capitulo anterior vimos um teorema de existéncia e unicidade de solugao
para o Problema de Dirichlet (2). No resultado que exploramos, a curvatura média H
do bordo do dominio desempenhou um papel fundamental.
O objetivo desse capitulo é mostrar o Teorema 2, ou seja, mostrar que quando
o bordo I de uma dominio limitado QO C R” de classe C? apresenta pontos de curva-
tura média negativa, sempre sera possivel exibir f € C*(I') de norma arbitrariamente
pequena para o qual Problema (1) nao admite solucao. Esse resultado, em particular,
nos diz que nao podemos trocar a condigao h < B(Q,||f|1,||f|l>) por uma condigao da
forma h < B(Q)) no Teorema 1.
A demonstracao do Teorema 1 sera feita a partir da construcao de estimativas a
priori para a altura de uma solugao do Problema (1). Tal estimativa sera obtida através
de resultados de comparagao envolvendo supersolugoes relativas ao operador Q, em

subconjuntos abertos de Q).

3.1 Resultados iniciais

A fim de provar o Teorema 2, faremos aqui algumas consideragoes que serao
utilizadas em todo o capitulo.
Como I é compacto e de classe C?, dado p € T, existe £ > 0 tal que pondo

B = By(p), teremos BNT constituida de uma tnica componente conexa, a qual é grafico
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de uma funcao ¢, de classe C 2 definida em um dominio D contido em um hiperplano
paralelo a T,I'. Podemos supor, sem perda de generalidade, que D € uma bola centrada
na origem de R""! e além disso que ¢(0) = 0, assim, o ponto p coincide com a origem
do sistema de coordenadas definido em IR".

De forma semelhante ao que fizemos na segao 2.2 do capitulo anterior, tomamos

¢ suficientemente pequeno de modo a garantir que ||V ¢|| < 1. Dessa forma, o dominio

D contém By/(0), onde ¢’ = T Vamos supor também que o eixo x,, esta direcionado ao
2

longo do vetor normal aI’ em p.

Figura 3.1: Sistema de coordenadas em tornode p €T’

Tomamos a parametrizacao de I' N B restrita a By/(0) da seguinte forma:

X : By(0) — R”

(xlx---; xn—l) - (xll"'} Xn—-1, (p(xll"vxn—l)) (31)

A fim de estabelecer estimativa a priori para a altura de uma solugao do Pro-
blema de Dirichlet (1), definiremos dois abertos de (), onde em cada um deles sera

definida uma supersolugao relativamente ao operador Q.

Ar
4

Q> )

/_'5-\\ Ql

Figura 3.2: Abertos de ()

Considere 0 <a<{’, x =(x1,...x,) e R=R(x) = ‘/xf +...+x2 . Definimos:
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Q,=QN{R>a) (3.2)

A seguir, definimos v : Q1 — R, dada por

v=>b-—acosh™ (g), (3.3)

onde b é uma constante que sera definida posteriormente.

Estabeleceremos agora alguns resultados preliminares que serao responsaveis
por explicitar uma estimativa a priori para a altura de uma solugao para Problema de
Dirichlet (1).

(n—2)aR

Lema 3.1.1 A fungdo v dada em (3.3) satisfaz Qv = —m

em ()y. Em particular

v é uma supersolugao relativamente a Qg em ().

Demonstracao:
Inicialmente lembremos que

n

Qov = (1 + || Vvllz)Av — Zviv]-v,-]-.

ij=1

As derivadas parciais de v sao

v = = = , i=1,..,n 3.4
! R 2 (ZR R(R2 az)% ( )
(2) -
a
e
R*(R?-a?)6;; —x;x;(2R?* — a?
v =-a ( )i ]3( ) ij=1,.n (3.5)
R3(R2_a2)7
Assim,
, 22 n X 22 R2
141V -1+ — =1+ = 3.6
IN&4 R2(R2—a2)i]z_{xl (R2—a?) " R2-42 (3.6)
e
—a|n(R?-4a?%)—(2R? - 42
(R =) ! | 37
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Dessa forma, segue de (3.6) e (3.7) que a expressao (1 + ||Vv||2) Av é dada por

R2 —a[n(Rz—az)—(ZRz—a2)] —aR[n(R2 ) (2R2 )]

= (3.8)
R? —a? R(RZ_QZ)% (RZ_QZ)%
n
Passemos agora a expressao Z v;vjv;j. De de (3.14) e (3.3) segue que
i,j=1
ST e L L RO
- vivij = 2(R2—a?) 3
i,j=1 i,j=1 R 4 R3 (RZ _a2)2
~ i a’R? (Rz—a )xix]-éi]- B n a3xi2x]2(2R2—a2)
AOR(R2-a2)? S RS(RE-a)?
a’ (RZ az) a’ (ZR2 - a2)
R(R2—a?)? R(R?-a?)?
Portanto,
. a’R
— Zvivjvij = - 3 (39)
ij=1 (R? —a?)?
Usando as expressoes (3.8) e (3.9) obtemos,
n
Qyv = (1 + ||Vv||2) AV — Zviv]-vi]-
i,j=1
—aR[n(Rz—az)—(ZRz—az)] a3R
- (R2—a2)? (R2—a2)?
—aR[(Rz )(n 2)]
B (RZ QZ)% .
Segue dai que para n > 2 temos
_ (n—=2)aR
QOU = —m <0. (310)

Pelo resultado acima, concluimos que v é uma supersolugao relativamente a Q,

em ().

De acordo com a defini¢do dada em (3.2), dQ); é constituido de duas partes,

ambas conjuntos fechados e de classe C2. A saber,
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y=IN{R=>a} (3.11)
e
Y =Qn{R=a}. (3.12)
Estudaremos agora o comportamento da supersolu¢ao v nas proximidades de
v
- ~1(R . ,
Lema 3.1.2 A fungdo v =b—acosh (E)' definida em (3.3) é tal que
@) _ i PP (3.13)
In(q)  x=491(q)
q

para qualquer q € int (y’), onde 1(q) ¢ a normal a y’ que aponta para o interior de

Q,.

~ lal

Figura 3.3: vetor normal #(q)

Demonstracao:

De fato, como p € a origem do sistema de coordenadas, entao #(q) = g = %(xl(q), e X,(9))
qualquer que seja g € int ().

Temos,

w(g) . v . —a’  N-x
In(g)  oadn(q) o R2(x)—a2.Z’ (@)

Fazendo x — g tem-se R(x) — a e entao,

X = x7(q) _ R(q)
)R~ Zl— ===>

n

=

pois 17; = i(q). Logo,
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Para o proximo resultado assumiremos que p € I' é tal que H(p) < 0. Considere
também o sistema de coordenadas (xi,...,x,) introduzido em uma vizinhanga de p,
conforme descrito no inicio da secao.

Definimos

Q,={R<aln{x,>qp+¢}, (3.14)

onde 0 < ¢’ < a. (Ver Figura 3.2)

A seguir, tomamos w: (J, — R, dada por

w:b+c(\/2_—\/xn—(p—£’), (3.15)

onde b, ¢ sao constantes que serao definidas posteriormente.

2
Lema 3.1.3 Sejam p € T tal que H(p) <0 e c = . Existe 0 < ag < {’ tal

(n=1)H(p)|
que definindo (), relativamente a 0 < a < ay a fungdo w : (3, — R definida em (3.15) é

supersolugdo relativamente a Qg em (2,.

Demonstracao:

A fim de determinar a expressao

n
A+||vw||®)aw- Z Wiww;j
=1

tomemos as derivadas parciais de w. Temos

, 2cQ;i (X, — @ —€')+c;p;
w; = CQ; 1) wi]': (PI]( n—P ) . (PI(P], i,j:l,...n—l,
2(x,—p—€')? 4(x,—p—¢€)?
_ cQ; )
Wy = - Ty Win=-— v 3’ 1=1,..n-1
2(x,—p—¢’)? 4(x,—p—€')?
c
e W,y = 7
4(xn_§0_€/)2
Assim,

A (IVell? +1)

L+|Vw|)? =1+ :
4(xn_(P_€)

(3.16)

ja que,
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2 _
Vel = gy Y @

Temos também

c|2(u-p-€)ap+IVolP?+1]
AW = ,

. (3.17)
4(36,1 —P- e’)j

pois

2@ (X, — @ —€') + cg? c
=2 3 " 3
i=1 4(xn_(P_€/)2 4(xn_(P_€’)2
_cl2lu-g-e)agl dVel? o«

3
2

4y —p-€)  A(x—p-€)} Alx,—p-€)3
Cc[2t—g-e)np+IVel? +1]

4(xy—p-€)?

Segue de (3.16) e (3.17) que a expressao (1 +|| Vw||?) Aw é igual a

2

A (1+||Vell?) a (1 +||Vol? c(1+]|Vell?
( v ) (P+ oy + ( v ) + ( v )3. (3.18)
4(xn_(P_€,)j

e
2

8(xy—p—€)F  2xy-p-€)? 16(x,—p—¢)

n
Agora, trabalharemos com a expressao Z w;wjw;; . Para isso, usamos as deri-
ij=1
vadas parciais calculadas previamente, encontrando

Eoip; | 2cqii(xy— @ —€)+cip;
Wiwjwij = 7 3
dn—g—€) 4(xy—p-e€)?
= PiP;Pij -+ tJ = paraij=I1,..,n-1.
8(xy—p—€)? 16(x,—p—€’)?
Dessa forma,
n-1 3 n-1 3 n-l
) wiwjwij = s ) Pivipi|+ : ) Plo)
ij=1 8(xy—p—€)? = 16(x,—p—€')? ij=
Portanto,
n-1 3 n-1 3 4
c ||Vl
) wiwjwi; = s ) vieii|+ T (19
= 8(x,—p—€)? o 16(x, —p—€’)
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Além disso,

3.2
c? @
WiW, Wiy = @i = comi=1,.,n-1.
16(x,—@p—¢€')2
Logo,
= 3 2
cliVell
2) wiwwi, = L (3.20)
j 8(xn_(P_€/)2
Por ultimo,
3
wlw,, = ¢ . (3.21)
16(x, — @ —€’)?

Escrevendo
n n-1 n—1
2 — 2 2 2
- WiWjwij = - Wiwjwii+2 ) Wiw, Wiy + W,Wyy
i,j=1 i,j=1 i=1

n

e usando (3.19), ( 3.20) e (3.21) teremos a expressao — Z w;wjw;; igual a

i,j=1
m - S|Vl SVl c3
3 Z(Pi(Pj(Pij - 5 5 5
8(xy—p—¢€)? = 16(x,—p—€)2 8(x,—p—-€)2 16(x,—p—¢€')?
(3.22)
Agora, usando os resultados (3.18) e (3.22) obtemos
(1 +1IVel? Aqo] cag S (1+21V0lP+IVellt) c[(1+1VelP)]
U Tt 5 + 3
8(xy—¢— e) 2(xy—p—¢’)? 16 (x, — ¢ —€)? 4(xp—p—€)?
c? Vell* SAlvell? c?

- 3 Z(Piq)jqoij - 5 5 5
8(xy—p—¢€)? = 16(x,—p—¢€)2 8(x,—p—¢€)2 16(x,—p—¢€')?
3 el c|(1+1Vel?) cA
= 3 <1+||V(P”2)A§0_Z§01'(Pj§0ij + [ 3]+ v T
8(x,—¢p—¢€)? i,j=1 —p-€)? 2x,—p-¢€)?

Substituindo a expressao

n—1

(1+1V9IP) 29~ )_ iy =(n=1)(1+IVelP)
ij=

3
2

obtido como em (1.15), temos finalmente que Qyw é dado por



56

c

{(n— 1)(1 + ||V(p||2)%HC2 + 2(1 + ||V(p||2)+4(xn —(p—e’)A(p}. (3.23)

3
2

8(x,—p—¢€)

Note que parametrizacao X definida em (3.1) permite tomar I'NB, onde B = By(p),

a partir de coordenadas locais (xy,..., x,,_1). Entao, escrevemos
H|fﬂB =Ho X(xl,...,xn_l) .

Por simplicidade escreveremos H o X(0) = H(p).
H(p)
2

Segue da continuidade da fun¢ao H, que existe 0 < a; < ¢’ tal que

H
H<¥ em B, (0)CR". (3.24)

Temos H(p) < (pois, por hipdtese, a curvatura média é negativa em p).

Agora, considere T,(I' N B) o espaco tangente a hipersuperficie I' N B = Graf (¢).
Note que o sistema de coordenadas definido numa vizinhanga de p tem o eixo x,, or-
togonal ao dominio By/(0) C T,(I' N B) implicando assim que V¢(0) = 0. Usando nova-

mente a igualdade

n—1 3
(1+1V0IP) 2= ) @ipjpij = (n=1)(1+IVel?)* H,
i,j=1
segue que
Ap(0)=(n—-1)H(p)<O. (3.25)

Novamente, por argumentos de continuidade, concluimos que existe 0 <a, < ¢’

tal que A@ <0 em B,,(0) C R".

2
Agora, fixamos ag := min{ay,a,}, ¢ = (note que 0 <ag <{’)e, em
(n—1)H(p)|
seguida, tomamos (), relativamente a 0 < a < ay. Usando (3.24) e (3.25), segue que
¢ 2H(p)
Qow < {n—123/2—+4}.
S g2 " G D)

Como
2H
{23/2—27) + 4} =4(-V2+1)<0,

segue dai que w é supersolucgao relativamente a Q; em (),, desde que tomemos

0 <a<ag=min{ay,a,}.
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De acordo com (3.14) o bordo de (2, é unido de dois conjuntos . O primeiro deles
é parte de y” = QN{R = a} e o outro é definido por y” := {(x1,...,X,); X, = p+&’}N{R < a}.
Note que temos y” e y” sdo conjuntos fechados de classe C2.

A exemplo do que fizemos no Lema 3.1.2, estudaremos o comportamento da

supersolu¢ao w nas proximidades de y”.

Lema 3.1.4 Existe 0 < dg < {’ tal que, definindo Q, relativamente a 0 < a < dy, temos que
fungdao w: QQy — R definida em (3.15) satisfaz

wia) _ (3.26)

I1(q)
para qualquer q € int (y”), onde 1 é o vetor normal unitdrio que aponta para o interior de
Q,.

Demonstracao:
Seja x = (xq,...,x,) € Qs ,q€v” en(q) =(11(q),...,1,(q)) normal unitarioa I' em ¢
que aponta para o interior de (),.

Como vimos, na demonstracao do Lema 3.1.3,

cp; .
w; = i parai=1,..n-1,
]
2Nx, —@p—¢
c .
e w, = ——— . Assim,

N

n—1
Z(Pmi
i=1

Jw . Jw

c
nq)  =oxi T 2\x,—p-¢€

M —Tm« 1) = 1),
(3.27)

onde 77 = (11,..., fp1)-

Observe que 77, > 0 em y”, do contrario {(xy,...,,X,); X, = @ + £’} ndo seria grafico,
observe também que |7j| < || = 1.

Como V¢(0) = 0(conforme visto no Lema 3.1.3), dado 0 < ¢ < 1 existe 0 <a, <’
tal que

|Vell<e em B, (0)
Segue dai que
(v, <Ivelllill<e em B,/(0).

Agora, usando que y” é compacto, podemos tomar ¢ := min{s,(q)}. Dessa forma
qeyll
existe 0 < dy < ¢’ tal que,
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(Vo,fy<|IVell<é em Bg(0). (3.28)
Pelas expressoes (3.27) e (3.28) concluimos que

dw(x) c
<
omn@q) 2Vx,—p-¢

Fazendo x — g, teremos x,,—p—¢’— 0. Comoc>0e x,—@—¢'>0em Q,,

IV @)l =1,) <O V¥x € Bg(0). (3.29)

segue que

Jw(q)

— = —09,

a1(q)

para todo g € int(y”), desde que tomemos 0 <a < dy < {’.

3.2 Estimativas a priori para a altura de uma solucao do
Problema de Dirichlet 1

Proposicao 3.2.1 Sejam U C R" um dominio limitado cujo bordo I é a unido de dois con-
juntos fechados y e y’, sendo y’ de classe C' e u uma solugdo de Qy em U que é continua

emy e de classe C! em y’. Considere também v uma supersolugio de Q que é continua em

- v . , I

U e tal que 5, = "oem todo ponto de int (y’), onde, 1§ é a normal unitdria a y’ que aponta
Ul

para o interior de U ao longo de y’.

Sob essas condigoes, se u <v em y entdo u <vem U.

Demonstracao:
Sejam u, v solugao e supersolugao de Q, em U, respectivamente. Segue que

Qou - Qo'U > 0.

Se tivermos z=u—-v <0 em I', a demonstracao estara concluida pois, pelo Co-

rolario 1.4.5, teremos
u<vemU.

Suponha entao que u > v em alguma parte de y’. Entao, pondo

d’ = max{u —-v} >0, (3.30)
yl
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teremos u < v+d’ em y’ e também em T (ja que, por hipétese, u < u em y). Entao,

usando novamente o Corolario 1.4.5 concluiremos que
u<v+d emU.

Por outro lado, afirmamos que existe g € int (y’) tal que u(q) = v(q) +d’, pois d’,
fixado em (3.30), é atingido para algum g € int (y’) . Assim,

du(q) _ dv(q)
dn ~ dn’

onde # € vetor unitario normal a ¥’ em q que aponta para o interior de U.

d
Porém, sendo u de classe C! no compacto y’ teremos gf;]) limitado inferior-
mente por
inf au(q))
qeint (y’) 917
d
contrariando a hipotese que gff) =—oo em int (y’).

Logo, devemos ter u < v em I'. Isto conclui a prova da proposigao.

O préximo resultado estabelece estimativa a priori para a altura de solu¢ao uma

u do Problema de Dirichlet 1 e resulta diretamente no Teorema 2.

Proposi¢io 3.2.2 Seja QO ¢ R" um dominio limitado cujo bordo T é de classe C? e suponha
que existe p € I tal que H(p) < 0. Entao, dado € > 0, existe uma vizinhanga I C T de p tal

que se u é solugao do Problema de Dirichlet (1), entdo

|u(x)|<r1par>,<|f|+e, VxeQ. (3.31)

Demonstragao:

Sejam p €I tal que H(p) < 0 e u solugao do Problema de Dirichlet (1). Considere
o aberto (2, definido em (3.2) cujo bordo é uniao dos conjuntos fechados y e y’(Ver fig.
3.2). Assim,

up, = fi, < max,|f|. (3.32)

R
Agora, tome v : (J; — R dada por v = b — acosh™! (—) No Lema 3.1.1 mos-

a
tramos que v é supersolucao relativamente a Qy em ;. Além disso, pelo Lema 3.1.2

v .
temos — = —oo em cada ponto pertencente a int (y’).

o

Entdo, pondo b definido com
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b := max|f|+ acosh™ (%) , onde d=Diam(Q), (3.33)
)4

temos

V= Il’l;lX |f]+ alcosh_l (g) —cosh™ (B)l

a

Assim, usando que a fungao g(o) = acosh™ o, com o > 1 é crescente e que R < d, segue
de (3.32) que

u<v em Y.

Nesse contexto, podemos aplicar a Proposicao 3.2.1 a u e v para concluir que

u<v em Q;=QnN{R>a}. (3.34)

Como a funcio g(c) = acosh™ ¢, com o > 1 é positiva, temos entao que

u<v<b em Q =QnN{R>al (3.35)
Considere QQ; = {(x1,...,x,) ; x, > @+ ¢’} N{R < a} ja definido em (3.14) e w :
Q, — Rdadaporw=">0+ c(\/2_— VX, — @ — e’), onde escolhemos

ci= 2 (3.36)

(n=1)H(p)

e b como em (3.33).
Evidentemente b < w pois, V2a—+/x, — ¢ —¢ > 0 em Q,. Disto e de (3.35) segue,

u<b<w em dQ,N{R=a}
Para qualquer 0 < a < min{ag,dy}, garantimos pelo Lema 3.1.3 que w é super-
w .
solu¢ao em (), relativamente a Qg e, pelo Lema 3.1.4, que — = —oco em int (y”).

o

Portanto, segue da Proposi¢ao 3.2.1 que

u<w em Q. (3.37)

Fazendo ¢’ — 0 em Q, temos x,, — ¢. Segue, da desigualdade acima e da

definicao de w, que

u<b+cV2a em {R<a}nQ. (3.38)

Reunindo os resultados obtidos em (3.35) e (3.38) temos

u<b+c\V2aem Q.
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Como a mesma construgao acima se aplica a solugao —u de Q, = 0 segue que

lul <b+cV2a. (3.39)
Substituindo os valores das constantes ¢, dado em (3.36) e b, dado em (3.33),
teremos
d 2V?2
|u|§max|f|+acosh_1(—)+ Ve :
Y @] (n-1)H(p)l
Logo,

8a

(n = DIH) (3-40)

d
lu| < max|f|+acosh™! (—)+
y a

Observe que as duas ultimas parcelas tendem a zero quando a — 0 . Assim,

dado € > 0 existe 0 < a = a(e) < min{ay, dy} < ¢’ tal que
lu| < max|f|+e¢,
Y

onde y é definido em (3.11) relativamente a a, e isso conclui a prova da Proposicao.

Concluiremos agora a demonstra¢ao do Teorema 2.

Demonstracao:

Seja O ¢ R" uma dominio limitado cujo bordo I' é de classe C?. Dado ¢ > 0
defina uma funcio f € C* tal que

f=0 em y com f(p)=2e,

onde y é definido como em (3.11) relativamente a a = a(¢) que, por sua vez, pode ser
tomado arbitrariamente pequeno (donde y = T).

Suponha u € C?(Q)) solucdo de Qp = 0. Note que ndo pode ser up = f, pois, pela
Proposicao 3.2.2

lu(x)| <max,, ||+ =e.
Mas por construgao temos
|u| > 2¢

Logo para f = f o Problema de Dirichlet(1) ndo admite solugao.



Conclusao

Com base no que foi mostrado nos dois capitulos anteriores, faremos uma sintese
dos resultados obtidos.

Concluimos, via Teorema 1, que H > 0 em I' é condicao suficiente para que o
Problema de Dirichlet (2) admita solu¢ao tnica. Por outro lado, segue do Teorema
2 que, se existe p € I' onde H(p) < 0 entao é possivel construir um dado no bordo
f € C=(I), para o qual o Problema de Dirichlet (1) ndo admite solugao. Como conclu-

sao, segue o Teorema 3.
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